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Définitions, exemples

Notation

» On se donne un processus brownien W(-) de dimension m.

» On note F(t) la o-algébre engendrée par la variable
aléatoire réelle Xy de dimension n et I'histoire du
processus brownien W(-) jusqu’au temps t inclus.

» On sedonne T > 0 et les fonctions

b:R"x[0,T]-R" B:R"x[0,T] - M™™"
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Définitions, exemples

Définition

On dit qu’un processus stochastique X(-) a valeurs dans R" est
solution de I'équation différentielle stochastique d'lté

dX = b(X,t)dt+B(X,t)dW
{X(O) = Xo

pour0 < t<Tsi
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Définitions, exemples

Définition

X(-) est progressivement mesurable par rapport a F(+),
F=Db(X,t)isinL(0, T),
G =B(X,t)isinL2,,,(0, T),

et X(t) = Xo + Ja b(X,s) ds + [ B(X,s) dW pour
0<t<T.

A 0~
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Définitions, exemples

Définition
Remarques :

1. De iii) et iv) on déduit que X(-) a p.s. des trajectoires
continues.
2. Une EDS d’ordre supérieur

YO = f(t, Y, YO Lg(t, Y, YO

s’écrit sous la forme précédente a I'aide du “changement

de variables”
Y(t) Xi(t)
o | YO || e
y(-1) (1) Xo(1)
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Définitions, exemples

Définition
On a alors
Xo(t) 0
X3(t) 0
aX = ] at + ) dwW
f(t,X) 9(t, X)
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Définitions, exemples

Exemple 1 : dX = gX dW

On prend m = n = 1. Une solution de
axX = gXaw
X0) = 1

1 pt 2 t , apr T
est X(t) = e 209 3+/e 99 comme on le vérifie & 'aide de la
formule d’lt6.
On vérifie de méme qu’une solution de

dX = fXdt+gXdW
X(0) = 1

est X(t) = elo (-39 dstfggdW,
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Définitions, exemples

Equation de Langevin

Si on rajoute de la friction au mouvement brownien X = ¢¢, on

obtient
{ dX = —-bXdt+odW

X0) = Xp
pour une distribution initiale X, indépendante du brownien.
C’est I'équation de Langevin dont la solution est

t
X(t) = e Xy + o / e b= gW >0
0
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Définitions, exemples

Equation de Langevin
On vérifie que E [X(1)] = e PE [X,] et que
E [X2(1)] = e 2B [X2] + 5 (1 — e~2b),
Donc

VX(1) = E [ X3(1)] - B2 [X(1)] = bfV<xo>+2Z(1 ~e72)

etsi V(Xp) < o0

I — o0

{ E[X(1)] - 0
V(X(t) — %5

La solution tend vers une variable aléatoire Gaussienne
N(0, \/%) quelle que soit la condition initiale.
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Définitions, exemples

Processus d’'Ornstein-Uhlenbeck

C’est le processus dont la dérivée satisfait I'équation de
Langevin :

{ Y = —bY+o¢
Y(0) = Yo, Y(0)=Y

La vitesse X = Y est donnée par
t
X(t) = e b, 4o / e b= g >0
0

et la position par
t
Y(t) = Y0+/ X ds
0
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Définitions, exemples

Processus d’'Ornstein-Uhlenbeck

On trouve

_ a—bt
BLY(0] =B 1Yol + (15— ) IV

et

2 2

g g _ _
t+ 5p5(-8+4e bt _ g=2bty

V(Y() = V(Yo) + 5

Olivier FAUGERAS
Equations différentielles stochastiques



Définitions, exemples

Oscillateur harmonique aléatoire

X(0) = X X(0)= X

On montre a l'aide des techniques exposées plus loin que la
solution est

{ X = XX -bX+o¢

1 t
X(t) = Xocos(\t) + )\/o sin(A\(t —s)) dW

danslecas Xy =0,b=0,0 = 1.
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Existence, unicité

Exemple en une dimension

On suppose b € C' avec |t/| < L. On considére

{ dX = bX)dt+adW o

X(0) = x
On réécrit .
X(t) = X+/0 b(X) ds + W(t)

On définit la suite de processus, X°(t) = x et

X)) = x + /tb(X”) ds+ W(t) t>0
0
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Existence, unicité

Exemple en une dimension

On note D"(t) = max | X"'(s) — X"(s)|,n=0,---
0<s<t

On remarque que D°(t) = oTai(t‘ s b(x)dr+ W(s)| < C(w)

<s<
pour0<t<T
et on montre que D"(t) < C%t” pour tout n > 0 et tout t dans
[0, T].
On en conclut que la suite X"(+) est p.s. uniformément de
Cauchy pour tout t dans [0, T].
Elle converge donc uniformément p.s. vers un processus X(+)
qui est solution.
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Existence, unicité

Changement de variable

On part de

{ dX = bX)dt+o(X)aW .

X(0) = x

et on essaye de se ramener au cas précédent :

{ dy = f(Y)dt+dw o

Y(0) = vy

en posant Y = u(X) et en utilisant la formule d’It6.
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Existence, unicité

Changement de variable

On montre que cela revient, sous certaines conditions, a
résoudre 'EDO

X € R,

{U’(Z) = o(u(2))
uly) = x

puis prendre (2) = sy [b(u(z)) u'(2)].
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Existence, unicité

Préliminaire : le lemme de Gronwall

Lemme
Soient det f deux fonctions continues sur [0, T] non-négatives,
Co une constante positive. Si

t
<I>(t)§Co+/ fods 0<t<T,
0

alors .
O(t) < Cyelo’ds
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Existence, unicité

Existence et unicité

Théoreme
Onsedonneb:R" x[0,T] - R"etB:R" x [0, T] — M"™",
continues et telles que

Ib(x,t) —b(X,t|] < L|x—X| o
{!B(x,t)—B()?,ty < Lx—%| Vte [0, T]Vx, X € R

Soit Xy une v.a. a valeurs dans R", E [| Xp [2] < oo et
indépendante de W*(0), W(-) est un processus brownien
m-dimensionnel. Il existe une unique solution X € 1.2(0, T) de

’EDS
{ dX = b(X,t)dt+B(X,t)dW

X(0) = Xo
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Existence, unicité

Existence et unicité

Schéma de preuve : unicité
On utilise 'hypothése de continuité Lipschitz uniforme et le
lemme de Gronwall pour montrer que

E ||X(t) — X(t) 2| =0Vt e [0, T]

et donc que X(t) = X(t) p.s. pour tout t € [0, T].
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Existence, unicité

Existence et unicité

Schéma de preuve : Existence
On introduit le méme schéma itératif que dans I'exemple

précédent
X0ty = Xo
{x"+1(t) = Xo + [y b(X"(s),s)ds + [} B(X"(s),s) dW

neN, te[0,T].
On définit d"(t) = E [| X"+ () — X"(t)|?]. On montre par
récurrence que si M > 2[2(1 4 T) alors

( )n+1
(n+1)!
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Existence, unicité

Existence et unicité
On montre alors grace a l'inégalité de martingale que
n
E [max | XM (1) — X"(b) \2] < cMT)”
0<t<T n!
Lapplication du lemme de Borel-Cantelli nous donne
1
n+1 _yn 2 o —
P <Or2ta<xT|X (H=X"(t) | > o |.s.> 0
et donc la convergence uniforme sur [0, T] p.s. de
n—1
X" =X0 4 (X - X))
j=0
vers un processus X(+) solution de 'EDS.
On montre enfin que X"(-) est dans IL?(0, T) et aussi sa limite

X(+)-
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Propriétés des solutions

Estimation des moments des solutions

Théoreme
Sous les hypothéses du théoreme d’existence et d’unicité, si
E [| X0 |?P] < oo la solution X(-) satisfait

E[1X(0) 2] < Calt +E [| %o 7] )6t
et
E ||X(1) = X(8)[?°| < Co(1+E || Xo ] )|t-slPe! vs, t € [0, 7]

Cy et Co ne dépendent que de L, T, m et n.
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Propriétés des solutions

Schéma de preuve

On montre que la condition de croissance linéaire sur b et B
implique la condition:

Ja > 0, x"b(x, {) + 2”2_ LB, )2 < a(1 + [x?)
Y(t,x) € [0, T] x R"

Cette majoration, la formule de 1t6 appliquée a la fonction
u(x, t) = (1 +|x[2), et I'inégalité (|a| + |b])9 < 29-"(|al9 + |b|9)
permettent de conclure pour la premiére inégalité.
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Propriétés des solutions

Schéma de preuve

La méme inégalité, (|a| + |b])9 < 29-'(]a|? + |b|9), 'inégalité de
Holder, et 'lhypothése de croissance au plus linéaire permettent
d’obtenir la seconde inégalité.
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Propriétés des solutions

Application : régularité des trajectoires

Les propriétés précédentes montrent que I'application

t — X(t,w) est p.s. Hélder continue pour tous les exposants
plus petits que § si E [| Xo [?°] < oo pour tous les entiers p > 1
(Théoreme de Kolmogorov).
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Propriétés des solutions

Dépendance des parametres

Pour k =1, 2,-- -, supposons que b¥, BX et X¥ satisfassent les
hypotheses du théoréme d’existence et d’unicité et que

: Kk _yw 12] _
kILrnooE [|X0 XO’ ] =0,
pour tout M > 0

lim  max (|bX(x,t) —b(x,t)| +|B¥(x,t) = B(x,1)|) =0

k—00 0<t<T x| <M
Si X*(-) est solution de

aXk = bK(XK, t)dt + BK(XK, t) dW
XkK(0) = X§ ’
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Propriétés des solutions

Dépendance des parametres

alors
lim E [max | XK(t) — X(t)\z] =0,

k—o0 o<t<

ou X(-) est solution de

dX = b(X,t)dt+B(X,t)dW
{X(O) = Xo ’
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Equations linéaires

Définition
LEDS est dite linéaire si les coefficients b et B sont de la forme
b(x,t) = c(t) + D(t)x
avecC:[0,T] - R",D: [0, T] — M"" et
B(x,t) = E(t) + F(t)x

avecE: [0, T] - M™™etF: [0, T] — L(R",M"™™), 'ensemble
des applications linéaires bornées de R"” dans M,

Elle est dite homogene sic = E = 0 sur [0, T].

Remarque :

Si supg<< 7l €(t) |+ [D(1) | + |E(t) |+ |F(t) | < cob et B
satisfont les hypothéses du théoréme d’existence et d’unicité.
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Equations linéaires

Cas particulier F =0

Si D(t) = D, alors la solution de

dX = (c(t)+ DX)dt + E(t)dW
{X(O) = Xo

s’écrit

X(t) = eP'Xy + / t eP=9)(¢(s)ds + E(s)dW)
0
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Equations linéaires

Cas particulier F =0
Plus généralement la solution de

dX = (c(t)+ D(t)X)dt + E(t)dW
{X(O) = Xo

s’écrit
X(t) = o(t) <x0 + /Ot ®(s)""(c(s)ds + E(s)dW)> ,

ou ®(-) est la résolvante du systéme d’EDO
ae _
at

Tout ceci s’obtient (formellement) a partir des formules

standards de la théorie des EDO en écrivant EJW = E&dt.
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Equations linéaires

Cas général scalaire
La solution de

{ dX = (c(t)+dt)X)dt+ S (et) + fl(t)X)aw!
X(0) = X
s’écrit
t
X(t):d>(t)<Xo+/ (s)~ 1( Ze >
t m
+ ¢ dW’)
/ N

avec

t m (f/ )2 t m
o(t) = exp / d—) ~5-ds+ / > flaw!
0 =1
Olivier FAUGERAS
Equations différentielles stochastiques



Equations linéaires
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