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Temps d’arrét

Soit (2, .4, P) un espace de probabilité et F(-) une filtration.
Définition

Une v.a.r. positive T est dite un temps d’arrét par rapport a F(-)
Si

(r<tleF(t) Vi>0
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Temps d’arrét

Théoreme
Soient 11 et o deux temps d’arrét par rapport a F(-). Alors on a

1. {r <t} € F(t) etdonc {r =t} € F(t) pour toutt > 0.
2. Ty AN1o ety V 1o sont des temps d’arrét.
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On observe que

{r<ty=J{r<t-1/k}

k=1 (-1 /K)CF (1)
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On observe aussi que
{mran<ti={n<ty( <t}

v <t ={n < t}ﬂ{TZ =
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Exemple : toucher un ensemble

On considére la solution de I'équation

dX = b(X,t)dt+B(X,t)dW
{X(O) = Xo
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Temps d’arrét

Exemple : toucher un ensemble

Théoréme
Soit E un ensemble non vide ouvert ou fermé de R". Alors

T =inf{t > 0| X(¢) € E}

est un temps d’arrét.

<)

Olivier FAUGERAS

Temps d’arrét, formules de Feynman-Kac



Temps d’arrét

Exemple : toucher un ensemble
Soit {#;}7°, une suite dense de [0, oof.
Si E est un ouvert non vide U

{r<ty=J{X(t) e U}
i<t v
= eF(H)CF(@)

Si E est un fermé F, on note x — d(x, F) sa fonction distance
(continue), et on définit la suite d’ouverts

Up={x:d(x,F) < 1n}

Ona .
ﬂ {X(t) € Up}
: \W_’

LSt e ri)cF)
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Intégrales stochastiques et temps d’arrét

Définition
SiGe12?(0,T) et estuntemps darréttelque0 <1 < T
alors

T T
/de—/ X(t<r) G dW
0 0
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Intégrales stochastiques et temps d’arrét

Lemme (Intégrales d’lté avec temps d’arrét)
SiG € 1L.2(0, T) et estuntemps d’arrét telque 0 < 7 < T

alors
E [/ GdW — o}
0

t[([ oan)]-2[f
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Formule d’lt6 avec des temps d’arrét

Soit dX = b(X, t) dt + B(X, t) dW et u une fonction C2.
On a la formule d’lt6 :

ik pjk
du(X, dt+Z—dX’ zzaxlaijB’B/dt

Sous forme intégrale :

u(X(t),t) — u(X(0),0) = /t (gt + Lu) as + /OtDu' B dW
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Formule d’lt6 avec des temps d’arrét

o‘u L est 'opérateur différentiel

n

10 no. ) _—
Lu= > dluyy + > buy, al = B*BX,
= i= p

et

n n
Du-BaW => "> uyB"* dW*
k=1 i=1
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Formule d’lt6 avec des temps d’arrét

L s’appelle le générateur.
Pour un w fixé la formule intégrale est vraie pour 0 < t < T

donc on peut prendre t = 7, 7 un temps d’arrét tel que
0<7<T:

T au T
U(X(T),T)—U(X(O),O):/ o tLu ds+/ Du - B dW
0 0

Prenons I'espérance

E [u(X(r), 7) — u(X(0),0)] = E [ /0 ' <‘2’;’ + Lu> ds}
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Exemple du Brownien

Danslecasou X =Won a

1¢ 1
Lu= Q;UX,X,. = 50U

Olivier FAUGERAS
Temps d’arrét, formules de Feynman-Kac



Formules de Feynman-Kac

Espérance du temps d’atteinte d’une frontiére

Soit U un ouvert borné de R" de frontiere oU réguliere. On sait
gu’il existe une solution réguliere u de

—3Au = 1 dansU
u = 0 surou

On définit X(-) = x + W(-) et 7x = le premier instant ou X(-)
touche OU.

Théoreme

u(x) = E[r]

pour tout x € U. Donc en particulier u > 0 dans U.
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Espérance du temps d’atteinte d’une frontiére

On utilise la formule précédente avec 24 = 0 et Lu = JAu.
TxA\N 1
E [u(X(7 A 1)) — u(X(0))] = E U 50U ds} — _E[rxAn]
0

Comme u est bornée
lim E[rx A n] < oo
n—oo

Tx €st donc intégrable. En passant a la limite et en remarquant
que E [u(X(7x))] = 0 on a le résultat annoncé.
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Représentation probabiliste des fonctions
harmoniques

Soit U un ouvert borné de R" de frontiere U réguliere,
g : 9 U — R une fonction continue. On sait qu'il existe une
fonction u € C?(U) U C(U), dite harmonique, telle que

Au = 0 dans U
u = g surou
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Représentation probabiliste des fonctions
harmoniques

Théoréme

u(x) = E[g(X(7x))]
pour tout x € U et X(-) = W(-) + x

Preuve :
On a

T

BLuX(50)] = EXO))2 | [ 3 Au0ds] = B uX(O)] = u()
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Formule de Feynman-Kac

On étend I'exemple précédent au probléme

—3Au+cu = f dansU
u = 0 suroU
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Formule de Feynman-Kac

Théoréme
Pour tout x € U on a

:E[/Txf(X(t ) e Jo eX()) ds gy
0
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Formule de Feynman-Kac
Preuve :

» Onpose Z(t) = — [5 c(X(s)) ds et Y(t) = €.
» La formule d Ito donne dY = —c(X)Ydt.
» La formule du produit d’lt6

d(u(x)effJC(X(S))ds> — (du(X))e~ Jo cX(s) as
u(X)d (e— Jo o(X(9)) ds) _

1 n ou(X) ,.,i\ _ [ e(X() ds
u(X)(—c(X) dt)e Jo oX(s)) ds

» On écrit la formule intégrale correspondante pour t = 7 et
on prend I'espérance.
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Interprétation

Des particules browniennes peuvent disparaitre en étant
absorbées par le milieu

La probabilité de disparaitre dans I'intervalle [t, t + h] est
c(X(t))h+ o(h)

La probabilité de survie jusqu’au temps t est
approximativement égale a

(1= e(X(t)h)(1 = e(X(&))h) -+ (1 = c(X(tr))h) — &~ JocX( s

quand h—0,avec0=f<h <---<th=teth= 1t 1 — k.
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Interprétation

Donc u(x) qui est égal a la moyenne de f(X(-)) sur tous les
chemins qui survivent assez longtemps pour rencontrer oU est
bien égal a

E [ / " HX(t)) e i eX() o5 g
0
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