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Plan
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Intégrale et formule d’lté en dimension supérieure
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Motivations

Motivation
» On revient sur 'EDS

dX = b(X,t)dt+B(X,)dW t>0
X(0) = Xo

» que nous réécrirons plus tard sous la forme
t t
X(t):Xo+/ b(X, s) ds+/ B(X, s)dW ¢ >0
0 0

» |l s’agit donc de donner un sens a des intégrales de la

forme -
/ GdW,
0

pour une large classe de processus G
» Une difficulté est que p.s. t — W(t,w) est a variation
infinie.
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Motivations

Intégrale de Paley-Wiener-Zygmund

» On se place en dimension 1.
» Sige C'([0,1],R), g(1) = g(0) = 0, on définit

1 1
/ gdW:—/ gWadt,
0 0

Lemme (Propriétés de l'intégrale Paley-Wiener-Zygmund)
1. E|Jy gdW| =0

2 E [(fggdw)z] = Jo g?at

une v.a.

On peut étendre la définition & L2(0, 1) mais pas a des
processus.
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Motivations

Sommes de Riemann
On essaye de définir fOT Wdw.
Définition
Ona
1. Une partition P de [0, T] :
P={0=fh<th< - <tm=T}
2. - bl
Le pas |P| de P est |P| 0§T§ar;(—1 |ti1 — k]

3. Soit0 < X <1 et P une partition de [0, T|, on définit

k=1 =M\t + M k=0,1,--- ., m—1,

—1
R(P,X) = ) W(rk) (W(tr1) — W(k))
0
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Motivations

Sommes de Riemann

Lemme (Variation quadratique)

Soit [a, b] un intervalle fermé de [0, o] et
P"=la=1f <t <--- <t = b| des partitions de |a, b] telles
que |P"| — 0 quand n — oo. On a

mn—1

S (W(th,) — W) — b-a
k=0

dans L?(Q) quand n — oc.
Ceci justifie en partie I'idée heuristique que dW ~ (dt)'/?.
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Motivations

Sommes de Riemann

Eléments de preuve

» On pose Q, = km;g‘(W(t,Q’+1) — W(t))? et on remarque
que
mp—1
Qn—(b—a) =Y (W(th.1) — WD) — (t1 — 1)
k=0
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Motivations

Sommes de Riemann

» On utilise la propriété d’acroissements indépendants du
brownien pour obtenir

mp—1
E[(Qn—(b-a)?] = 3 E[(Y2 - 12t - )7
k=0
avec Yy = W de loi N(0,1).
+
» Et donc

E[(Qn— (b-a)°] < CXrg (7,4~ )% < C|P"|(b-a).
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Motivations

Sommes de Riemann

Lemme
Soit P" une partition de [0, T], 0 < X < 1 fixé, et

mp—1

An= Y WEDW(H) — W(HD)).
k=0

. 2
Alors lim Ry = #4525 + (A = §) T dans L3(Q).
La limite dépend du choix des 7K tels que tk < 7k <
==t + At .
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Motivations

Sommes de Riemann
Eléments de preuve :

» On écrit
w2ty 17
A= 1D DS i) - Wiy
k=0
A
mp—1

+ > (W) — W(t)?
k=0

-~

B

mn—1

+ > (W) = WED)W() — W)
k=0

c
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Motivations

Sommes de Riemann

» On remarque que A — T/2 et que B — AT dans L?(Q) .
» Puis, en utilisant la propriété d’acroissements

indépendants du brownien
mp—1 2

E { > (W) = WED)(W(rE) - W(t;?))] }
k=0

mp—1

= Z Al — ) = (8 — &)

SA(1 —A)T[P"]
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Motivations

Sommes de Riemann

» La définition de l'intégrale d'Ité (voir plus bas), correspond
au choix A = 0 soit

/WdW_ ) W2(s) r;s’

» alors que l'intégrale de Stratonovich (voir TD) correspond
au choix A = 1/2 soit

[weaw- W)~ W)
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Définition

Quelques définitions
Définition
1. Lao-algébre W(t) = A(W(s)|0 < s < t) est l'histoire du
mouvement brownien jusqu’au temps t (inclus).

2. Lao-algebre Wt (t) = A(W(s) — W(t)|s>t>0) estle
futur du mouvement brownien au dela du temps t.

Définition (Filtration)
Une famille F(-) de o-algébres C A est dite non-anticipative
(par rapport a W(-)) si

1. F(t) 2 F(s) pourtoutt > s >0,
2. F(t) > W(t) pour tout t > 0,
3. F(t) est indépendante de W (t) pour toutt > 0.
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Définition

Quelques définitions

Définition (Processus adaptés)

Un processus G(-) a valeurs réelles est dit non-anticipant ou
adapté a la filtration F(-) si pour tout temps t > 0, G(t) est
F(t)-mesurable.

On a en pratique besoin d’'une notion un peu plus forte

Définition (Processus progressivement mesurable)

Un processus G(-) a valeurs réelles est dit progressivement
mesurable par rapport a la filtration F(-) si pour tout temps
t > 0 et toutw € Q I'application (t,w) — G(t,w) est

B([0, t]) ® F(t) mesurable (B([0, {]) est 'ensemble des
boréliens de [0, t]).
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Définition

Quelques définitions
Définition
On note 1.2(0, T) I'ensemble des processus réels
progressivement mesurables G(-) tels que

.
E[/ szt]<oo
0

De méme 1.1(0, T) est 'ensemble des processus réels
progressivement mesurables G(-) tels que

T
E / |G ldt| < oo
0
Olivier FAUGERAS
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Définition

Quelques définitions

Définition
Un processus G(-) de1.2(0, T) est dit constant par morceaux
s'il existe une partition P de [0, T] telle que

G(t)EGk; tk§t<tk+17k:07...,m_1

Noter que chaque Gk est F(1)-mesurable puisque G est
adapté.
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Définition

Quelques définitions

Définition (Intégrale d’1t6)
Soit G(-) un processus constant par morceaux de 1.2(0, T)

T m—1
/0 GAW = 3" Ge(W(tiy1) — W(t))
k=0

est l'intégrale d'’lt6 de G sur [0, T].
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Définition

Quelques définitions

Lemme (Propriétés de I'intégrale d’ltd pour des processus
constants par morceaux)

Pour tous a, b € R et tous G, H € 1.2(0, T) constants par
morceaux on a

1. [JaG+bHdW = af] GdW + b [ Haw
2. E[fy Gaw| =0

3. E [(fOTGdW)z] —E|Jy G® o]
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Définition

Quelques définitions

» Le point i) est facile a vérifier.
» Pour ii) on écrit

m—1

]
/ de] E [Gk(W(ts1) — W(t))],
0 k=0

E

et on utilise le fait que Gy est F({x)-mesurable donc
indépendant de W (t) alors que W(t, 1) — W(tx) est
WT(tx)-mesurable.
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Définition

Quelques définitions

» Pour iii) on a

({'om)]-

m—1

> E[GiGe(W(tir1) — W) (W(tisr) — W(k))]
Kj=1

E

» Sij < k on utilise I'indépendance de W/t 1) — W(t) et
de G;Gx(W(t11) — W(t)) ce qui permet de conclure.
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Définition

Quelques définitions
Lemme (Approximation par des processus constants par
morceaux)

Soit G € 1L.2(0, T), il existe une suite G" de processus
constants par morceaux bornés de 1.%(0, T) tels que

)
im E[/ yG—G"|2dt] —0
n—oo 0

Définition
On définit alors

)
/ Gaw — I|m/ G'aW dans 12(0,T)
0
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Définition

Quelques définitions

Théoréme (Propriétés de I'intégrale d’Itd)
Pour tous a, b € R et tous G, H € 1.2(0, T) on a
1. [JaG+bHdW =a[] GdW + b [] HdW

2. E[f) Gaw| =0
( fOTGdW)Z] &[] & o]

4 E|f) Gaw [ Haw| =E [ GHdi|

Olivier FAUGERAS
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Définition

Quelques définitions

i), ii) et iii) découlent facilement des propriétés correspondantes
des processus constants par morceaux.
iv) découle de la relation 2ab = (a+ b)? — & — b
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Martingales

Motivation

» Soient Yi, Ys,--- des v.a. réelles indépendantes de
moyenne nulle et S, = Y"4_; Yk leur somme.

» Quel est notre meilleure estimation de S, x étant données
les valeursde Sq, ..., S, ?

» Laréponse est S,carE Sy« |S1, -+, Sn] = Sh.
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Martingales

Définition

Définition (Martingale discréte)
Soit { Xn}32 4 une suite de v.a. reelles telles que
E[|Xi]] <oo,i>1,si

X =E[X;| X1, -, X] p.5.¥j > K,

on dit que {Xn}32 4 est une martingale (discrete).
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Martingales

Définition

Définition (Martingale continue)

Soit X(-) un processus a valeurs réelles tel que E [| X(t) |] < oo
pour toutt > 0

1. Si i ]
X(s) =E | X(t)| FX(s)| p.s.¥t > s> 0,

on dit que X(-) est une martingale.
2. Si

X(s) <E [X(t) | FX(s)

- p.s.Vt > s >0,

on dit que X(-) est une sous martingale.

Olivier FAUGERAS
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Martingales

Définition
Théoreme
1. Si{Xn}32 1 est une sous-martingale alors
1
>N <~ +
P <1r£l?§ank > )\> < )\IE (X7 ]

pourtoutn=1,--- et A\ > 0.
2. Si{Xn}2 estune martingale alors

p P\’ p
B | max 1%7] < (25) EIXP

Olivier FAUGERAS
Intégrales stochastiques, formule d’Ité



Intégrales indéfinies

Définition et théoreme
Définition (Intégrale d’ltd indéfinie)
Soit G € .2(0, T) et
t
/(t):/ GaW 0<t<T

0
l'intégrale indéfinie de G par rapport au mouvement brownien
W. Onal(0)=0.

Théoréme

1. SiG €1.2(0, T), I(-) est une martingale.

2. Il existe une modification de I(-) avec des trajectoires
continues p.s.

Olivier FAUGERAS
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Intégrales indéfinies

Eléments de preuve

» |l existe une suite G de processus constants par
morceaux de 1.2(0, T) convergeant vers G. On définit
"(t) = [{ GraW,0<t < T.

» On considére la partition correspondant a G" et écrit :

k—1
I"(t) = > GIW(ty) - W)+ GRW()-W(t), t<t<tf
i=0

I"(-) a donc p.s. des trajectoires continues.

» /"(-) est une martingale (point i)) donc | I — I |2 est une
sous-martingale.

Olivier FAUGERAS
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Intégrales indéfinies

Eléments de preuve

» Donc

P ( sup | 1"(t) — Im(£)| > 5)

0<t<T

P < sup | 1"(t) — Im(1) |2 > 52>

0<t<T

< S [1P(T) ~ ()]

1 T
- g / |G"— G" Pt
3 0
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Intégrales indéfinies

Eléments de preuve

» On choisit ¢ = 1/2% et on en conclut I'existence de n tel

que P( sup | I"(t) — Im(t)| > 1/25 | < 1/k? pour
0<t<T
m, n > n,. On peut supposer la suite ny croissante.
» On applique le lemme de Borel-Cantelli a la suite
d’événements Ax = { sup | I+ (t) — I"(t) | > 1/2K}
0<t<T

Olivier FAUGERAS
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Formule d’lto

Définition

Définition
Soit X(-) processus a valeurs réelles tel que

X(r) = X(s) + /Sr Fdt + /Sr GdW

pour F € L'(0, T) et Ge1.2(0, T) et0 < s < r < T. On dit que
X(-) admet la différentielle stochastique

dX =Fdt+ GadW

pourQ <t<T.

Olivier FAUGERAS
Intégrales stochastiques, formule d’It6



Formule d’lto

Intégrale d’'It6

Théoreme
Soit X(-) un processus ayant pour différentielle stochastique

dX = Fdt+ GdW

pour F e L1(0, T) et G L2(0,T). Soitu:R x [0, T] = R
continue et telle que les dérivées partielles 24, 24 et 94
existent et soient continues. Si Y (t) = u(X(t),1), alors Y( )a

pour différentielle stochastique

ou ou 10%u
dy = Edt Fx ax + 5952 > G° dt
ou ou_ 10%u ou
_<8t+8xF 5 552 G)dt+aGdW

Olivier FAUGERAS
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Formule d’lto

Exemples d’application de la formule d’lt6

Soit X(-) = W(-) et u(x) = x" m > 2, alors

d(W™) = mWm™aw + %m(m — 1) W™ 24t

Olivier FAUGERAS
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Formule d’lto

Exemples d’application de la formule d’lt6

2
Soit X(-) = W(-) et u(x, t) = M= . Alors

d (eAW(f)—ff) — \YdW

Olivier FAUGERAS
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Formule d’lto

Eléments de preuve de la formule d’'It6

Lemme
On a

1. d(W?) = 2WdW + dt.
2. d(tW) = Wdt + tdW

Elements de preuve :
On a déja démontré i) (lemme).

Olivier FAUGERAS
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Formule d’lto

Eléments de preuve de la formule d’'It6
Pour ii)

» On écrit (par définition) et dans 1.2(Q)

mn1

,
— 1 n
| ow = jim. > RV(E.) -~ W)

0

» De méme, puisque t — W(t) est continue p.s.

mnfdl

,
/ Wott = tim > Wt (1,1 — 1)

Noter qu’on peut choisir !, ; puisqu’il s’agit d'une
approximation de Riemann ordinaire.
» On ajoute ces deux relations.

Olivier FAUGERAS
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Formule d’lto

Eléments de preuve de la formule d’'It6

Théoréme
Si

0<t<T
aXo = Fodt+ GodW

pour F; ¢ L'(0,T), G; €1L2(0, T), i =1, 2, alors

{dX1 = Fdt+ GidWw

d(X1 Xg) = XodXj + X;0X5 + Gy Godlt
On écrit aussi

/ Xo X1 = X4 (1) Xa(r) — X4 (8)Xa(s / X;dXp — / G Godlt

Olivier FAUGERAS
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Formule d’lto

Eléments de preuve de la formule d’'It6

Eléments de preuve

» On fait d’abord les hypothéses que F; et G; ne dépendent
pas du temps et sont F(0)-mesurables et que
X1(0) = X2(0) = 0. Ce qui permet, en utilisant le lemme
précédent, de conclure

r
/ XodX; + X1dXo + Gy Godlt
0

=FiFor® + (Gi Fz + GoFy)PW(r) + Gy G WA(r)
=X1(r)Xz(r)

C’estle cas s = 0, Xj(0) = 0 et F; constants.

Olivier FAUGERAS
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Formule d’lto

Eléments de preuve de la formule d’'It6

» Le cas s > 0, Xj(s) arbitraires et F; constants se traite de
la méme maniére.

» Si F; et G; sont constants par morceaux, on applique le
résultat précédent sur chaque sous-intervalle.

» Dans le cas général on approxime F; et G; par des
processus constants par morceaux et on passe a la limite.

Olivier FAUGERAS
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Formule d’lto

Fin du schéma de preuve

» On commence avec u(x) = x™, m=0,1,--- et on montre
que

d(X™) = mxX™dX + %m(m — XM 2G2dt

» C’est vrai pour m= 0,1 et m= 2 d’aprés le théoreme
précédent. On démontre le cas général par récurrence.

» On en conclut que la formule d’1td est valable pour toutes
les fonctions polynomiales.

Olivier FAUGERAS
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Formule d’lto

Fin du schéma de preuve

» On suppose ensuite que u(x, t) = f(x)g(t), f et g des
polynomes et on vérifie a I'aide du théoréme précédent
que la formule d’lté est vraie dans ce cas.

» Elle est donc vraie pour des combinaisons linéaires de
fonctions du type précédent

» On utilise alors la densité des polynomes (Théoréme de
Stone-Weierstrass).

Olivier FAUGERAS
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Formule d’lto

Généralisation

Proposition
SionadX' = Fidt+ G'dW avec F' ¢ L'(0,T) et G' € L?(0, T)
pouri=1,--- netsiu:R"x[0,T] — lR est continue ainsi

que les dérivées partielles %%, 9L et ;24 g5+ =1, ,n, alors
ona
d(u(X,--- X", t) —dt Z —dX’ Z 'Glat

Olivier FAUGERAS
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Formule d’lto

Généralisation

Comment s’en souvenir :
— i
d(u(X, 1)) dt+z dX +5 Z X 8)(]dXdX,,

on développe et on simplifie alors les termes dX;dX; en utilisant
les régles (dt)?> = 0, dtdW = 0 et dWdW = dt

Olivier FAUGERAS
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Plusieurs dimensions

Dimension quelconque

Quelques notations

1. Soit W(-) = (W'(-),---, W™(-)) un mouvement brownien
de dimension m.
2. Soit F(-) une famille non-anticipative de o-algébres:

»J—'() F(s)pourt>s.
F(t) 2W(t) = A(W(s) |0 < s <)
( ) est indépendante de
W(t) = A(W(s) - W(t)[t < 5 < o)

Olivier FAUGERAS
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Plusieurs dimensions

Dimension quelconque

Définition )

Un processus stochastique G = (G)) a valeurs dans M"™™
appartient a 1.2, (0, T) si G/ € 1.2(0, T) pouri=1,--- ,net
j — 1’ <ee,m,

Un processus stochastique F = (F 1.... F") appartient a
L0, T)siF' e L'(0, T) pouri=1,---,n

Olivier FAUGERAS
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Plusieurs dimensions

Dimension quelconque

Définition
SiGel2,,(0,T), alors

)
/de
0

est une variable aléatoire a valeurs dans R" dont les
composantes sont données par

m .7
> | ciaw
=170

Olivier FAUGERAS
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Plusieurs dimensions

Dimension quelconque

En utilisant les approximations par des processus constants
par morceaux on démontre que si G € 1.2, ,,(0, T), alors

)
/de]:o,
0
T 2 T
/de E / \G\zdt],
0 0

avec |G? = 3, ;(G").

Olivier FAUGERAS
Intégrales stochastiques, formule d’Ité
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Plusieurs dimensions

Dimension quelconque

Définition
Soit X(-) = (X'(-),--- , X"(-)) un processus stochastique a
valeurs dans R" tel quel

X(r) = /F dt+/ G dwW

pourunF c L} (0, T) etunG € L2, (0, T). On dit que X
satisfait I'équation différentielle stochastique

dX = Fdt + GdW

Olivier FAUGERAS
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Plusieurs dimensions

Dimension quelconque

Théoréme (Formule d’Ité en dimension n)
Soit X(-) un processus ayant pour différentielle stochastique

dX=Fdt+GdW

pourF cL}(0,T)etGel2, ,(0,T). Soitu:R"x[0,T] = R

i Srivé i ou ou d2u
continue et telle que les derivees partielles 3, 55, et 53

(i, j=1,---,n) existent et soient continues. Si
Y(t) = u(X(t),1t), alors Y(-) a pour différentielle stochastique

62 u il Al
2 a,,;GGldt

dt+Z—dx'

Olivier FAUGERAS
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Plusieurs dimensions

Eléments de preuve

Lemme B
Soient W(-) et W(-) deux processus browniens indépendants
de dimension 1. Alors

d(WW)=WdW + Wadw

Olivier FAUGERAS
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Plusieurs dimensions

Eléments de preuve

Eléments de preuve

1. On définit X(t) = %QW(’) et on montre que c’est un
processus brownien.

2. On utilise alors le fait que WW = X2 — JW? — 1W? et la
formule de la différentielle du carré du brownien.

Olivier FAUGERAS
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Plusieurs dimensions

Eléments de preuve
On démontre aussi le lemme.

Lemme

Si
dXi = Fdt+ > p Gidwk
dX = Fdt+ >, Ghdw!

pour F; € L'(0,T), Gf e L3(0,T),i=1,2etk=1,---,n alors

m
d(X1X2) = XodXy + XyaXo + ) Gf GEdt
k=1

La preuve est une modification de celle en dimension 1 et
utilise le fait nouveau que

d(W'W/) = WiawW! + WiaW' + §;dlt

Olivier FAUGERAS
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