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Continu

Théoréme de la variété centrale
On considére
x = f(x), x € R", fréguliere, f(0) =0

Soient A\, - -+, A\, les valeurs propres de la jacobienne.
On suppose ng # 0. Soit T, le sous-espace vectoriel
correspondant aux valeurs propres de partie réelle nulle.

Théoreme (Pliss 1964, Kelley 1967, Hirsch et al. 1977)

Il existe une sous-variete W . réguliére de dimension ny définie
dans un voisinage de 0 tangente a T a l'origine. Il existe un
voisinage U de l'origine tel que si p'x ¢ U forallt >0 (t <0)

thenlim;_ ;o ©'x € WE_ (lim;__oo o'x € WE ).
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Continu

Théoréme de la variété centrale
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Figure tirée de Kuznetzov 1998.
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Théoréme de la variété centrale

Re v,

Im v,

Figure tirée de Kuznetzov 1998.
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Continu

Théoréme de la variété centrale

Remarques :

» W€ n’est pas forcément unique.
» W¢ hérite de la régularité de f.
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Continu

Théoréme de la variété centrale

Dans une base propre, le systéme s’écrit

u = Bu+g(u,v) o n_+n,
{v _ Cv4huy) UERT VER

B a toute ses valeurs propres de parties réelles nulles, C n’en a

aucune.
g, h sont régulieres et O(||u||® + ||v|?).

W€ peut étre représenté localement comme le graphe d’'une
fonction réguliere

We={(uv):v=Vw} V:R™-R-™ V(u)=0(|ul?
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Continu

Théoréme de la variété centrale

vV
W= {v= v}
7

u,

Figure tirée de Kuznetzov 1998.
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Continu

Théoréme de la variété centrale

Théoréme (Principe de réduction)

Le systéme est localement topologiquement équivalent au
voisinage de l'origine au systéeme

{U = Bu+g(u,V(u))
v = Cv
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Continu

Théoréme de la variété centrale

Remarques :

» Les équations sont découplées.
» La premiére est la restriction du systeme a W°.
» La seconde peut étre remplacée par celle du col générique

{\( ~ Y (v, w) eR™ x R™
wo= w

» Au voisinage d’un équilibre non-hyperbolique, le systéme
est localement topologiquement équivalent a la suspension
de sa restriction a la variété centrale par le col générique.
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Théoréme de la variété centrale

On considere
x — f(x), x € R", fréguliere, f(0) =0

Soient u4,- -+, up les valeurs propres de la jacobienne.

On suppose ng # 0. Soit T, le sous-espace vectoriel
correspondant aux valeurs propres de partie réelle nulle.

On a exactement le méme théoréme que dans le cas continu.
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Théoréme de la variété centrale

Théoréme (Principe de réduction)

Le systéme est localement topologiquement équivalent au
voisinage de l'origine au systéeme

( L\;) . < Bu+gc(:t‘1/, V(u)) >
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Théoréme de la variété centrale
Remarques :
n, =0 Deux cas

1. Si detC > 0 on peut remplacer v — Cv par
vV — %v (noeud générique stable préservant
I'orientation) ,

2. sinon on prend (noeud générique stable
changeant 'orientation)

Vi — %V17 V4 e R"™—1
Vo — —%Vg, Vo €R

n, # 0 on asoit w — 2w (noeud générique instable
préservant I'orientation) soit (noeud générique instable
changeant 'orientation)

wi — 2wy, Wy € R
W, — —2W2, w. € R
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Parameétre

Dépendance d’'un parametre
On considere

x = f(x,a), x e R", a € R, fréguliére

On suppose que ce systeme a un équilibre non-hyperbolique
x = 0 pour a = 0. On considére le systéme étendu

{i "ty :<fa(8,0) fx(8,0)>

J a ny + 1 valeurs propres de parties réelles nulles, et n — ng
valeurs propres de parties réelles non nulles.

On applique le théoréme de la variété centrale a ce systeme.
On en déduit I'existence locale de W° C R x R”,

dimW¢® = ny + 1.

Les hyperplans M., = {(, X) : « = ag} sont invariants pour le
systéme étendu.
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Parameétre

Dépendance d’'un parametre

v

o

Figure tirée de Kuznetzov 1998.
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Parameétre

Dépendance d’'un parametre

On considere WS = W°nTM,etonale

Lemme
Le systéeme x = f(x,«) admet WS comme variété centrale
locale

On introduit un systeme de coordonnées (dépendant de «) sur
WS pour |«| suffisamment petit. La restriction du systéme a W<
prend la forme

U=®(u,a), ue R,
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Parameétre

Dépendance d’'un parametre

Théoreme (Shoshitaishvili, 1975)

Le systeme x = f(x, ) est localement topologiquement
équivalent a la suspension de u = ®(u, «) par le col générique.

Bien entendu U = ®(u, ) peut étre remplacé par un systéme
localement topologiquement équivalent.

Olivier FAUGERAS
Théoremes de la variété centrale



Pli générique

Bifurcation pli générique dans R?

Supposons que
x=f(x,a), xeR%, aecR
aie pour o = 0 I'équilibre x =0 avec Ay =0 et \» < 0.
On a I'existence pour |«| suffisamment petit d’'une sous-variété

W¢ de dimension 1.
Pour o = 0, la restriction s’écrit

u=au® + o(u?)
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Pli générique

Bifurcation pli générique dans R?

Si a # 0 et si I'équation restreinte dépend de maniere
générique de « elle est localement topologiqguement
équivalente a la forme normale

U=oa+oU? o=signea= +1

Le théoréme de Shoshitaishvili nous dit que le systéme est
localement topologiquement équivalent a

U = a+aol?
v = —v
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Pli générique

Bifurcation pli générique dans R?

Bifurcation pli (¢ = 1) dans le systéme standard de
coordonnées:

AN AN
2Aayars

a<0

a>0

Figure tirée de Kuznetzov 1998.
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Pli générique

Bifurcation pli générique dans R?

Bifurcation pli (c = 1) dans un systéeme générique de
coordonnées planes:

P 717

a<0 =

Figure tirée de Kuznetzov 1998.
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Hopf générique

Bifurcation Andronov-Hopf générique dans R*

Supposons que

x=f(x,a), xeR3 aecR
aie pour a = 0 I'équilibre x = 0 avec \1 2 = +iwg, wo > 0 et
Az < 0. On a I'existence pour |a| suffisamment petit d’'une

sous-variété WS de dimension 2.
Pour o = 0, la restriction s’écrit

Z=lwgz+9(z,2),ze C
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Hopf générique

Bifurcation Andronov-Hopf générique dans R*

Si le coefficient de Lyapunov /1(0) # 0 et si '’équation restreinte
dépend de maniere générique de « elle est localement
topologiquement équivalente a la forme normale

z=(a+0)z+02z°Z, o = signe /y(0) = +1
Le théoréme de Shoshitaishvili nous dit que le systéme est

localement topologiquement équivalent a

z = (a+)z+02°Z
v = —v

Olivier FAUGERAS
Théoremes de la variété centrale



Hopf générique

Bifurcation Andronov-Hopf générique dans R*

Bifurcation de Hopf-Andronov (¢ = —1) dans un systeme
générique de coordonnées 3D:

555

Figure tirée de Kuznetzov 1998.
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Cycles limites

Introduction

» Soit Ly un cycle limite du systeme x = f(x, a) pour a = 0.

» Soit P, I'application de Poincaré pour |«| suffisamment
petit, P, : ¥ — X, ¥ est une section transverse locale de
Ly (voir legon 2).

» P, estréguliere et localement invertible.

» Si Ly n’est pas hyperbolique, le théoreme de la variété
centrale donne I'existence d’une sous-variété WS c &
invariante par P, sur laquelle les évéenements "essentiels”
prennent place.

» P, estlocalement topologiquement équivalent a la
suspension de sa restriction a W¢ par le col générique.
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Cycles limites
Bifurcation de pli, n =3

» On suppose que pour a = 0 le cycle a un multiplicateur
simple 1 = 1, 'autre satisfaisant 0 < pp < 1.

» La restriction de P, a la variété centrale WS est de
dimension 1, a un point fixe pour « = 0 avec puy = 1.

» Ceci implique la collision et la disparition de deux points
fixes de P, lorsque « passe par la valeur 0.

» D’apres I'hypothése sur pp ceci a lieu sur un attracteur
invariant de P,.

» On a collision d’'un cycle limite attracteur et d’'un cycle
limite col qui fusionnent en Ly avant de disparaitre.
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Cycles limites

Bifurcation de pli, n =3

Bifurcation pli de cycles limite:
Ll L2 LO

N
1/ /8 ) 17

Il
(=]
R
\
(=]

a<0 o

Figure tirée de Kuznetzov 1998.

Olivier FAUGERAS
Théoremes de la variété centrale



Cycles limites

Bifurcation de clapet, n=3

» On suppose que pour a = 0 le cycle a un multiplicateur

simple 1 = —1, l'autre satisfaisant —1 < uo < 0.
» La restriction de P, a la variété centrale WS est de
dimension 1, a un point fixe pour « = 0 avec py = —1.

» Lorsque a passe par la valeur 0 le point fixe x = 0 perd sa
stabilité et deux points fixes stables apparaissent.

» L, devient instable et un nouveau cycle limite stable L4
apparait, de période approximativement double.
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Cycles limites

Bifurcation de clapet, n=3

Bifurcation clapet de cycles limite:
L, L, L, L,

N

// Z
/] AN
u

a>0 a=0 a<0

Figure tirée de Kuznetzov 1998.
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Cycles limites

Bifurcation de Neimark-Sacker, n = 3

v

On suppose que pour a = 0 le cycle a deux multiplicateur
complexes conjugués sur le cercle unité pq o = e+,

» La restriction de P, a la variété centrale est de dimension
2.

» Le point fixe attracteur perd sa stabilité et bifurque en une
courbe fermée invariante.

» Elle correspond a un tore invariant de dimension 2 pour le
systeme continu initial.

» La structure des orbites sur le tore est déterminée par la
restriction de P, a la courbe invariante.
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Cycles limites

Bifurcation de Neimark-Sacker, n = 3

Bifurcation de Neimark-Sacker de cycles limite:

LO L()

a>0 a=0 a<0

Figure tirée de Kuznetzov 1998.
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