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Introduction

Conditions de bifurcation

On considere
x=f(x,a),xeR", aeR

» La situation "x = xg est un équilibre hyperbolique pour
a = «g" perdure pour de petites variations du parameétre «
(voir lecon 2).

» Deux maniéres génériques de changer cette situation :

1. Une valeur propre simple \{ passe par 0 : c’est la
bifurcation pli.

2. Un couple de valeurs propres simples )4 » traverse I'axe
imaginaire pur : c’est la bifurcation d’Andronov-Hopf.
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Lecas 1D

Le systeme
X=a+x>=f(x,a), x,a R
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Lecas 1D

» a un équilibre non-hyperbolique xqg = 0 pour o = 0 avec
A= £(0,0)=0.

» Pour o < 0 on a deux equilibres x4 o = £1/—a, un stable,
l'autre instable.

» Ces équilibres disparaissent pour o > 0 par “collision” pour
a=0
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Lecas 1D

y=f(x, 0

y=f(x,0)

y=f(x, )

xQ\/xl x

a<0

Figure tirée de Kuznetzov 1998.

Xo

a=0
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Lecas 1D

Le systéme

est similaire.
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Lecas 1D

Lemme
Le systéme x = o+ x2 + O(x3) est localement
topologiquement équivalent au systéme x = o + x2.
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Lecas 1D

Schéma de preuve :

» On réécrit le systéme précédent sous la forme
y=F(y,a)=a+y?>+¢(y,a), 1 = O(y3) réguliére en
(y,«) autour de (0, 0).

» On considere la variété M des équilibres au voisinage de
lorigine : M = {(y,a) : F(y,a) = 0}.

» On remarque que F(0,0) =0 et que F,(0,0) =1 eton
applique le théoréme des fonctions implicites :
M={(y,a): a=g(y)}, gréguliere et
g(y) = —y*+ O(y°).

» On en déduit I'existence pour o < 0 petit de deux
équilibres y4 o(a) proches de xq 2(«).
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Lecas 1D

F(y,oc)k

(o)

x,(o)

yz((x)

f(y,0)=0

Figure tirée de Kuznetzov 1998.
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Lecas 1D

» Pour |a| petit, on construit un homéomorphisme
Yy = ha(x) :

X a>0
ha(")_{ a(a) + b(a)x a <0

» Avec les conditions h,(xj(a)) = yj(a), j=1,2
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Forme normale

Théoréme
Si le systeme x = f(x, a), x, a € R, f réguliere a pour o = 0
I'équilibre x = 0 avec \ = f,(0,0) = 0 et si les deux conditions
1. £2(0,0) # 0.
2. 1,(0,0) #0.

sont satisfaites, alors il existe des changements inversibles de
parametres et de coordonnées qui transforment le systéeme en

= B+n?+ 0P
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Forme normale

Idées et schéma de preuve :

» On fait un développement de Taylor par rapport a x a
lordre2enx =0:

f(x,a) = fy(a) + f(a)x + h(a)x® + O(x3)
avec fp(0) = 1(0,0) = 0 ( condition d’équilibre) et
f1(0) = £(0,0) = 0 (condition de pl).

» Lidée (générale) est d’effectuer des changements de
coordonnées et de parameétre réguliéres et inversibles.

» Ce faisant on voit apparaitre des conditions de
non-dégénérescence et de transversalité.
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Forme normale

Etape 1 : changement de coordonnée
on pose { = x + 6(«), 0 réguliere. On obtient

€= +[fi(a) = 26(a)s + O(62)¢ + - - - + O(&3)

Si £,(0) = 1£x(0,0) # 0 on applique le théoréme des fonctions
implicites & F(a, 0) = fi(a) — 2f(a)d + 529 (a, 0), 1 réguliére et
on en déduit I'existence d’une fonction réguliére § = §(«) de la

forme §(a) = zigha + O(a?) d'ol

¢ = [f5(0)a + O(a?)] + [£(0) + O(a)]€? + O(¢%)
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Forme normale

Etape 2 : nouveau parametre

On définit 1 = p(a) = £5(0)a + a?d(a), ¢ réguliére. On a

n(0) =0 et 1/(0) = £5(0) = £,(0,0). Si £,(0,0) # 0 le théoréme
des fonctions implicites nous donne I'existence d’'une fonction
réguliere o« = a(u) avec a(0) = 0 et

£ =p+a(p)e® + 0(ed),

a(u) est réguliére et a(0) = f(0) # 0.
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Forme normale

Etape 3 : mise a I’échelle
On pose n = |a(p)|€ et B = |a(u)|p. On en déduit

£=0+4sn?+ 0(773) s = +1 =sign(a(0))
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Forme normale

On en déduit le

Théoreme (Forme normale topologique)

Un systéme générique x = f(x, ) ayant pour o = 0 I'équilibre
x = 0 satisfaisant A = fx(0,0) = 0 est localement
topologiquement équivalent au voisinage de l'origine a l'une
des deux formes normales

n=p+n
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Andronov-Hopf
Préliminaires

Le systeme

x1\ _ [« —1 X1 2 o\ [ X
()= ) (%) -wen () o
a un équilibre en (0,0) pour tout . La jacobienne vaut en ce

point

avec les valeurs propres \jo = a £ 1.
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Andronov-Hopf

Préliminaires

On utilise aussi les représentations complexe et en
coordonnées polaires (voir legon 2) :

. 2
z=(a+i)z—2z|z|? {g _ q)(a 7
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Andronov-Hopf

Préliminaires

Figure tirée de Kuznetzov 1998.
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Andronov-Hopf

Préliminaires

a >

X2

Figure tirée de Kuznetzov 1998.
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Andronov-Hopf

Termes d’ordre supérieur

Lemme
Le systeme

(5)=(5 ) 0o )-wed () ouy

est localement topologiquement équivalent au systeme initial.
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Andronov-Hopf
Le cas générique

» Soit x = f(x,a), x € R?, o € R, f réguliére, qui a pour
a = 0 I'équilibre x = 0 de valeurs propres Ay > = %iwp,
wg > 0.

» Puisque 0 n’est pas valeur propre de la jacobienne, par le
théoreme des fonctions implicites le systeme a un équilibre
Xo(«) dans un voisinage de l'origine pour |«| suffisamment
petit.

» En faisant un changement de coordonnées dépendant du
parameétre, on peut supposer que x = 0 est I'équilibre pour
|| suffisamment petit.
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Andronov-Hopf

Le cas générique

» On écrit donc
X = Al)x+F(x,a), F = O(||x|[2) A(a) = < a(ag

F, a, b, c réguliéres.

» Polynome caractéristique A2 — o ()X + A,
o =o(a) = TrH(A(a)), A = A(e) = det(A(w)).

» Pour || suffisamment petit on pose u(a) = () ot
w(a) = 3V/4A(a) - o?(a).

> Ona () = Ma) = p(@) + iw(a) et Aa(a) = Ma).
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Andronov-Hopf

Le cas générique

Lemme
Le systeme peut s’écrire, pour |«| suffisamment petit, sous la
forme

z=MNa)z+9(z,2,a)

g réguliére, g = O(|z|?).
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Andronov-Hopf

Le cas générique

Schéma de preuve :
» On considére un vecteur propre q(«) de A(a) pour la
valeur propre \(«) et un vecteur propre p(«) de la matrice
AT (a) pour la valeur propre \(«). On les normalise de
maniére a ce que (p(«), q(a)) =1, si
(P: Q) = P1g1 + P2Q2.
» Onaalors x = zg(«) + Zq(a) et z = (p(«), x).
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Andronov-Hopf
Le cas générique

» On vérifie alors que
z = Ma)z+ (p(a), F(zq(a) + Zq(a),a)).

» On écrit
9z2.0)= Y [pu(a)2
k+1>2
avec
o+ -
gule) = 51 Pla), Flzala) +2q(e).a))| |

etk+1>2 k 1=01,--
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Andronov-Hopf

Le cas générique

On supprime d’abord les termes quadratiques

Lemme
L'équation

g§°z2+g zz+giz +0(|zP)

avec A = \«a) = p(a) + iw(a), u(0) =0, w(0) = wy, gij = g,-j(oz)
devient

Z=XZ+

w = w + O(|w[®)
avec le changement de variable

hoo W2

2
Z=W
T W

ho2
hy
+hpyww+ —= 5

pour |«| suffisamment petit.
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Andronov-Hopf

Le cas générique
Schéma de preuve : On remarque que
wez_ T2 h12Z — hoz 52 +0(|2]®),
2 2
on remplace, et on prend

920 911
== hy1= h
\ 11 3 02 oy

hog =

ce qui a l'effet de “tuer” les termes d’ordre 2.
Les substitutions sont rendues possibles par le fait que les
dénominateurs sont non nuls pour pour |«| suffisamment petit.
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Andronov-Hopf

Le cas générique

On supprime maintenant (presque) les termes d’ordre 3

Lemme
L'équation
z=azy B0 9212y G252 JB58 L o714
6 2 2 6
avec \ = Aa) = p() + iw(a), (0) = 0, w(0) = wo, gj = gy(a)
devient o = AW + oy WP + O(|w[*)
avec le changement de variable

h h _  h .
z=w4+ 28 2w 2Ry

hos 3
6 > 2 5 "

pour |«| suffisamment petit.
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Andronov-Hopf

Le cas générique

La preuve est analogue a celle du lemme précédent.
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Andronov-Hopf

Forme normale de Poincaré

Théoréme
L'équation

Z=Xz+ > I,gk/ a)Z"z' + O(|z/*)
2<k+I<3 '

avec A = A(a) = () + (), 1(0) = 0, (0) = wo, gy = Gy{e)
devient W= AW + o w2 + O(|w|*)

ou ¢y = c¢y(«) avec le changement de variable

zZ= W+—§sz+h 1WW+—32W2+
hso w3 ha 2 hos _3
6 + 7 W+ ?WW + ?W
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Andronov-Hopf

Forme normale de Poincaré

La preuve se fait en combinant les deux lemmes précédents.
Le coefficient ¢y s’obtient par la formule

2 2 2A+ A
:@+ | 902/ n 1911 + G190 e

C —
T2 Toea—n) A
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Andronov-Hopf

Retour a la forme normale

Lemme
Considerons I'équation
d
S = (@) + iw(e)w + e ()wlwl + O(|w|*)

avec 11(0) =0, w(0) = wp > 0.

Si1'(0) # 0 etRe c1(0) # 0 alors cette équation peut se

transformer, a I'aide d’'un changement de coordonnée linéaire

mais dépendant du parametre, d’'un changement d’échelle de

temps et d’une reparamétrisation non linéaire du temps en
du

2
FT) = (B+ Nu+ sulul? + O(|ul*)

ou 0 est le nouveau paramétre temps 3 le nouveau parametre
et s = signecy(0) = £1.
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Andronov-Hopf

Retour a la forme normale

Schéma de preuve :
Etape 1 : changement d’échelle de temps on pose 7 = w(«a)t
(w(er) > 0) et on obtient

‘;’I"T" = (B+ i)w + di (B)w|w|® + O(|w]*)
avec (o) ci(a(8))
_ B(a) = M) _ a\r))
=00 =20y 4O =i

On utilise le théoréme des fonctions implicites.
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Andronov-Hopf

Retour a la forme normale

Etape 2 : reparamétrisation non linéaire du temps On
introduit (7, 8) par df = (1 + e1(8)|w|?) dr, e;(3) = Imd; ()
et on obtient

Y @+ w o+ WA WIW P + O(w)
ou 1(B) = Red;(B) — Bey(B) est réel et
Recq(0)
1(0) =
1( ) w(O)
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Andronov-Hopf

Retour a la forme normale

Etape 3 : changement linéaire de coordonnée On pose enfin
_ u

VIO

On en déduit que le premier coefficient de Lyapunov /(0) est
donné par

1 ,
h(0) = FRG(’QZOQH + woG21)
“o
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Andronov-Hopf

Forme normale pour Andronov-Hopf
Théoreme

Soit le systeme

CZI)t( = f(x,a), x € R?, a € R, fréguliére,

qui a pour |«| suffisamment petit I'équilibre x = 0 avec les
valeurs propres \1 2(«) = p(a) + iw(er), p(0) =0,
w(0) = wg > 0. Si les deux conditions
1. h(0) #0
2. 1/'(0) #0,
sont satisfaites, alors il existe des changements inversibles de

coordonnée, de paramétre et une reparamétrisation du temps
tels que le systéme s’écrive

o= () = (5 5 ) (5 )swom (5 ) voun

Olivier FAUGERAS
Codimension 1, équilibres



Andronov-Hopf

Forme normale pour Andronov-Hopf
Théoréme
Tout systeme bidimensionnel générique a un parametre
x = f(x, )

qui a pour o = 0 I'équilibre x = 0 avec les valeurs propres
A2 = Fiwg, wo > 0 est localement topologiquement équivalent
a l'une des deux formes normales

2 a —1 ¥ 2, 2 N
() =05 ) Ga)=viom ()
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Andronov-Hopf
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