Introduction aux systémes dynamiques

Olivier FAUGERAS

21 Octobre 2009

Olivier FAUGERAS
Introduction aux systemes dynamiques



Plan

Définitions et préliminaires

Olivier FAUGERAS
Introduction aux systemes dynamiques



Plan

Définitions et préliminaires

Théoréme de stabilité

Olivier FAUGERAS
Introduction aux systemes dynamiques



Définitions et préliminaires

Définition

» Formalisation mathématique d’'un systéme déterministe

Olivier FAUGERAS
Introduction aux systemes dynamiques



Définitions et préliminaires

Définition

» Formalisation mathématique d’'un systéme déterministe

» Un vecteur d’état qui "vit" dans I'espace d’état ou espace
de phase, noté X

Olivier FAUGERAS
Introduction aux systemes dynamiques



Définitions et préliminaires

Définition

» Formalisation mathématique d’'un systéme déterministe

» Un vecteur d’état qui "vit" dans I'espace d’état ou espace
de phase, noté X
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» Letemps est discretoucontinu:te 7T, T=Rou T =7Z.
» ol X — X esttel que x; = p'xg, Xo état initial.
» ¢! peut ne pas étre défini pour tout (t,x) € T x X.
Si ¢! est défini pour t > 0 et t < 0, 'opérateur est dit
inversible.
o!xo peut n’étre défini que localement en temps, e.g.
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Opérateur d’évolution

» Letemps est discretoucontinu:te 7T, T=Rou T =7Z.
» ol X — X esttel que x; = p'xg, Xo état initial.
» ¢! peut ne pas étre défini pour tout (t,x) € T x X.

Si ¢! est défini pour t > 0 et t < 0, 'opérateur est dit
inversible.
o!xo peut n’étre défini que localement en temps, e.g.
0 <t <l ("explosion").
Deux hypothéses :

1. ®=1d.

2. (,OHS _ SOt ° SOS
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Définitions et préliminaires

Définition d’un systéme dynamique

Definition

Un triplet {T, X, »'} ol T = R ou Z, X est un espace d'état, et
©! est une famille d’'opérateurs d’évolution paramétrée par t et
satisfaisant les deux conditions précédentes.
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Orbites et portraits de phase
Definition (Orbite)
Une orbite partant de xy est
xeX: x=q¢lxy, Vt e T, lxgest défini

Definition (Equilibre)

x% est un équilibre (point fixe) si p!xy = xo pour tout ¢
Definition (Cycle)

Un cycle est une orbite périodique Ly telle que pour tout
Xo € Lo, !t Toxg = olxg pourun Ty > 0, pour tout t € T.
Definition (Portrait de phase)

Le portrait de phase d’un systeme dynamique est une partition
de I'espace d’état en orbites.
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Orbites

Figure from Kuznetzov 1995,1998.
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Définitions et préliminaires

Ensembles invariants

Definition (Ensemble invariant)

Un ensemble invariant d’'un systéme dynamique {T, X, ©'} est
un sous-ensemble S C X tel que si xo € S alors pixg € S pour

toutte T
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Définitions et préliminaires

Ensembles invariants

Definition (Ensemble invariant)
Un ensemble invariant d’'un systéme dynamique {T, X, ©'} est
un sous-ensemble S C X tel que si xo € S alors pixg € S pour

toutte T
(T

Remarque : Tout orbite est un ensemble invariant.
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Définitions et préliminaires

Stabilité des ensembles invariants: Lyapunov

X est un espace métrique complet.

Definition (Ensemble invariant stable au sens de
Lyapunov)
Un ensemble invariant Sy est dit stable si

pour tout voisinage U de Sy
suffisamment petit il existe un
voisinage V de S, tel que
o!x € U pour tout x € V et
t > 0 (Stabilité de Lyapunov).
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Définitions et préliminaires

Stabilité des ensembles invariants: asymptotique

Definition (Ensemble invariant asymptotiquement stable)
Un ensemble invariant Sy est dit asymptotiquement stable si

Il existe un voisinage U, de
So tel que p!x — Sy pour tout
x € Uy quand t — +oo (Sta-
bilité asymptotique).

UO
Note : Sy n’est pas invariant au sens de Lyapunov.
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Théoréeme de stabilité

Systeme dynamique discret : point fixe

Théoreme

Soit x — f(x), x € R", f C', un systéme dynamique discret. Si
Xo est un point fixe (xo = f(xo)), il est stable si toutes les valeurs
propres de Df(xg) sont de module < 1.

La preuve est une application du théoréme du point fixe.
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Théoréeme de stabilité

Systeme dynamique discret : existence d’un point fixe
stable

Théoreme

Soit X un espace métrique complet, d sa fonction distance. Si
f . X — X est contractante, i.e.

d(f(x),f(y)) < Ad(x,y), 0 < XA < 1, alors le systeme
dynamique discret {Z, , X, f*} a un point fixe stable x° € X et
pour tout x € X on alimy_ fX(x) = xo.

La preuve est une application du théoréme du point fixe.
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Théoréeme de stabilité

Systeme dynamique continu : stabilité

Théoreme

Soit x = f(x), x € R, f C', un systéme dynamique continu. Si
Xo est un point fixe (f(xo) = 0), alors si les valeurs propres de
Df(xp) sont de partie réelle négative, xo est stable.
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Théoréeme de stabilité

Schéma de preuve
» Au voisinage de I'équilibre

X = Ax + F(x), F(x) = O(||x|]?) lisse
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Théoréeme de stabilité

Schéma de preuve
» Au voisinage de I'équilibre
x = Ax + F(x), F(x) = O(||x||?) lisse
» D’ou ,
olx = eMlx +/0 AT F(o7x) dr

» Donc le déplacement par unité de temps le long des
orbites s’écrit

p'x = Bx + O(||x|?), B=¢"

» Le résultat s’obtient en remarquant que i, = e et en
appliquant le théoréeme du point fixe.
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Théoréeme de stabilité

Proof

On écrit o™x = Ox + O(||x||) = x + O(||x||) ce qui justifie la
formule

©'x = Bx + O(|x|?), B=¢&*
Donc ¢! a bien 0 comme point fixe. Comme sa jacobienne e# a
toutes ses valeurs propres de module < 1, on applique le
théoréme sur la stabilité du point fixe d’'un systéme dynamique
discret. En fait on peut appliquer le théoréme précédent qui
montre que limy_,.. ©¥x — 0 pour tout x dans un voisinage de
0 tel que ¢! contractante dans ce voisinage ce qui s’écrit

lex — @'yl < 1B]lI1x = yIl + 1O(IxII?) — O(llylI*)| <
(1Bl + Klxll + llyINlx = yli
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