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Sources de variabilité

I Bruit thermique dû au caractère discret des charges
électriques.

I Nombre fini de canaux ioniques dont les fluctuations
induisent des fluctuations du potentiel de membrane.

I Echecs des transmissions synaptiques.
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Modélisation du bruit synaptique

I Les courants synaptiques sont décrits par l’équation

dIsyn
f =

N∑
i=1

ωi
∑

k

δ(t − tk
i )

def
=

N∑
i=1

ωidSi(t)

I Les Si(t) sont les processus ponctuels représentant les
trains de spikes pré-synaptiques.

I Si l’on suppose que chaque train est poissonnien
(moyenne µi et variance µi ) et que les trains sont
indépendants, Isyn est la somme de N processus de
Poisson indépendants de moyenne ωiµi et de variance
ω2

i µi .
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Modélisation du bruit synaptique
I On suppose aussi que les ωi sont tels qu’il existe µ et σ

positifs tels que 
∑N

i=1 ωiµi →
N→∞

µ∑N
i=1 ω

2
i µi →

N→∞
σ2

I Alors, par le théorème de Donsker

N∑
i=1

ωi(Si(t)− µi t)
L→ σWt

I Approximation de diffusion des courants synaptiques
instantanés

Isyn
t = µt + σWt
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Courants synaptiques à décroissance exponentielle

I Les courants synaptiques sont décrits par l’équation

τsdIsyn
t = −Isyn

t dt +
N∑

i=1

ωi
∑

k

δ(t − tk
i )

I Approximation de diffusion des courants synaptiques à
décroissance exponentielle

τsdIsyn
t = (−Isyn

t + µ)dt + σdWt
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Intègre et tire à fuite à courants synaptiques
instantanés

I {
τmdVt = (Vrest − Vt + Ie(t))dt + σdWt

V0 = 0

I On intègre

Vt = Vrest(1−e−
t

τm )+
1
τm

∫ t

0
e

s−t
τm Ie(s) ds +

σ

τm

∫ t

0
e

s−t
τm dWs

I Vt est la somme d’un processus déterministe et d’un
processus stochastique défini à partir de Mt =

∫ t
0 e

s
τm dWs
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Intègre et tire à fuite à courants synaptiques
instantanés

Théorème (Dubins-Schwarz)
Si Mt est une martingale continue telle que 〈M〉∞ = ∞ p.s.(
〈M〉t = E

[(∫ t
0 e

s
τm dWs

)2
])

alors il existe un mouvement

brownien W tel que
Mt = W〈M〉t
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Intègre et tire à fuite à courants synaptiques
instantanés

I Dans le cas précédent, Mt =
∫ t

0 e
s

τm dWs et

〈M〉t =
τm

2

(
e2 t

τm − 1
)

I Le temps d’atteinte du seuil θ de déclenchement du
potentiel d’action est donc un problème de premier temps
d’atteinte d’un mouvement brownien à une frontière a(t) :∫ t

0
e

s
τm dWs = W〈M〉t =

τm

σ

[
(θ(t)− Vrest)e

t
τm + Vrest −

1
τm

∫ t

0
e

s
τm Ie(s) ds

]
def
= a(t)
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Intègre et tire à courants synaptiques à décroissance
exponentielle

I {
τmdVt = (Vrest − Vt + Ie(t))dt + Isyn

t dt
τsdIsyn

t = −Isyn
t dt + σdWt

I On intègre la première EDS

Vt = Vrest(1−e−
t

τm )+ 1
τm

∫ t
0 e

s−t
τm Ie(s) ds+ 1

τm

∫ t
0 e

s−t
τm Isyn

s ds,

I et la seconde

Isyn
t = Isyn

0 e−
t
τs +

σ

τs

∫ t

0
e

s−t
τs dWs,

I Isyn
0 est une variable aléatoire donnée.
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Intègre et tire à courants synaptiques à décroissance
exponentielle

I On obtient finalement Vt comme la somme d’un processus
déterministe

Vt = Vrest(1−e−
t

τm )+ 1
τm

∫ t
0 e

s−t
τm Ie(s) ds+

Isyn
0

1− τm
τs

(e−
t
τs −e−

t
τm ),

I et d’un processus stochastique où apparaît l’intégrale
double d’un Brownien (un “Double Integral Process” ou
DIP)

Xt =

∫ t

0
es/α

(∫ s

0
eu/τsdWu

)
ds

1
α

=
1
τm

− 1
τs
,

I avec le facteur
σ

τmτs
e−

t
τm
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Intègre et tire à courants synaptiques à décroissance
exponentielle

I Le temps d’atteinte du seuil θ de déclenchement du
potentiel d’action est donc un problème de premier temps
d’atteinte de l’intégrale double d’un mouvement brownien à
une frontière déterministe.
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Etude du DIP

I Soient f et g deux fonctions mesurables réelles, on définit

Xt =

∫ t

0
g(s)Msds =

∫ t

0
g(s)

(∫ s

0
f (u)dWu

)
ds

I FX
t ⊂ FM

t
I M est une martingale. C’est un processus de

Gauss-Markov.
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Etude du DIP

I Xt n’est pas Markov, par contre le couple (Xt , Mt) l’est :

Xt = Xs +

∫ t

s
g(u)(Mu −Ms) du + Ms

∫ t

s
g(u) du

Conditionnellement à Ms le processus
∫ t

s g(u)(Mu −Ms) du
est indépendant de FM

s donc la loi de Xt sachant (Xs,Ms)

est indépendante de la filtration F (X ,M)
t . Il en est de même

de M qui est une martingale.
I Le couple (Xt , Mt) est gaussien
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Etude du DIP

I Si Yt = (Xt , Mt), E [Yt ] = 0 et la matrice de covariance est

E
[
Y T

t Yt

]
=

[
ρX (t) C(X ,M)(t)

C(X ,M)(t) ρM(t)

]
I avec 

ρM(t) :=
∫ t

0 f (s)2ds
ρX (t) := 2

∫ t
0 g(s)

(∫ s
0 g(u)ρM(u)du

)
ds

C(X ,M)(t) :=
∫ t

0 g(s)ρM(s)ds
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Processus de Gauss-Markov
I Soit (Xt)t≥0 un processus de Gauss-Markov de moyenne

nulle et de dimension 1.
I Il existe un mouvement brownien W , une fonction réelle h

non décroissante et une fonction réelle g non nulle telles
que

Xt = g(t)Wh(t), t ≥ 0
I D’où la fonction de corrélation

E [XtXs] = g(t)g(s)(h(s) ∧ h(t))

I et la densité de la probabilité de transition

q(t , x |s, y) =
1√

2π(h(t)− h(s))
exp

−
(

x
g(t) −

y
g(s)

)2

2(h(t)− h(s))

 s ≤ t
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Processus de Gauss-Markov
I Loi du premier temps d’atteinte à une frontière a(t)

(Markov):

q(t ,a(t)|0, x0) =

∫ t

0
P(t ,a(t), τ ∈ ds|0, x0) =∫ t

0
q(t ,a(t)|s,a(s))p(s)ds =

∫ t

0

1√
2π(h(t)− h(s))

exp

−
(

a(t)
g(t) −

a(s)
g(s)

)2

2(h(t)− h(s))

 p(s) ds

I C’est une équation de Volterra du premier type en p(s)
faiblement singulière.
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Processus de Gauss-Markov

I La singularité en s = t est intégrable :
h(t)− h(s) ∼

s→t
h′(t)(t − s)(

a(t)
g(t) −

a(s)
g(s)

)2

2(h(t)− h(s))
∼

s→t

([
a
g

]′
(t)

)2

2h′(t)
(t − s)
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Application au neurone LIF avec des courants
synaptiques instantanés

I Le potentiel de membrane dépend d’un processus de
Gauss-Markov

Ut :=

∫ t

0
e

s−t
τm dWs

I dont la fonction de corrélation vaut

E [UtUs] =
τm

2
e−(t+s)

(
e

2s
τm − 1

)
0 ≤ s ≤ t

I D’où {
g(t) = e−t

h(t) = τm
2

(
e

2t
τm − 1

)
I On vérifie que la méthode précédente peut s’appliquer
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Rappels et compléments sur les formules de
Feynman-Kac

I Soit X le processus de diffusion défini par l’EDS

dXt = b(Xt)dt + σ(Xt)dWt

I W := ((W (i)
t )t≥0)i=1,...,d est un processus de Wiener

d-dimensionnel
I Le générateur infinitésimal est donné par

Lf (x) :=
1
2

d∑
i,j=1

aij(x)
∂2

∂xi∂xj
f (x) + (b(x) · ∇)f (x)

I avec a(x) = (aij(x))i,j ∈Md la matrice symétrique
a(x) = σ(x)σT (x).
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Rappels et compléments sur les formules de
Feynman-Kac

Soit D un domaine régulier borné, q une fonction C2 sur D̄, f
une fonction continue sur ∂D. Soit τD le premier temps
d’atteinte de la frontière ∂D of D par le processus X solution
de :

τD := inf{t > 0; Xt ∈ ∂D}

Soit u la solution de l’EDP avec condition de Dirichlet :{
Lu(x) + q(x)u(x) = 0 ∀x ∈ D
u(x) = f (x) ∀x ∈ ∂D

Olivier FAUGERAS
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Rappels et compléments sur les formules de
Feynman-Kac

Théorème
Si q est telle que :

Ex

[
e

R τD
0 q+(Xs)ds

]
<∞

où q+(x) := max(q(x),0), alors la solution u de l’EDP peut
s’écrire :

u(x) = Ex

[
f (XτD)e

R τD
0 q(Xs)ds

]

Olivier FAUGERAS
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Rappels et compléments sur les formules de
Feynman-Kac

I Lien avec la transformation de Laplace (dimension 1)
I Soit τa(X ) le premier temps d’atteinte de X à la frontière

fixe a et uλ(x) la transformée de Laplace de τa(X )
conditionnellement à X0 = x :

τa(X ) := inf{t > 0; Xt = a}

uλ(x) := Ex

[
e−λτa(X)

]
, λ ≥ 0

Olivier FAUGERAS
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Rappels et compléments sur les formules de
Feynman-Kac

On a les deux théorèmes

Théorème
Si x < a, la transformée de Laplace uλ(x) est solution de l’EDO
suivante avec les conditions aux limites :

Luλ(x)− λuλ(x) = 0
uλ(a) = 1

lim
x→−∞

uλ(x) = 0

Olivier FAUGERAS
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Rappels et compléments sur les formules de
Feynman-Kac

Théorème
La transformée de Laplace du premier temps d’atteinte d’un
processus de diffusion de générateur L s’écrit :

Ex

[
e−λτa(X)

]
=

Ψλ(x)

Ψλ(a)

où Ψλ(·) est proportionnel à l’unique solution croissante
positive de

LΨλ = λΨλ

(c.a.d la fonction propre de l’opérateur L associé à la valeur
propre λ).
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Neurone LIF avec courant extérieur constant et des
courants synaptiques instantanés

I On fait un changement d’origine{
dVt = −λVtdt + dWt
V0 = x ∈ R

I Le générateur infinitésimal

Lf (x) =
1
2
∂2f
∂x2 (x)− λx

∂f
∂x

(x), x ∈ R

Olivier FAUGERAS
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Neurone LIF avec courant extérieur constant et des
courants synaptiques instantanés

Théorème
Si x < a la transformée de Laplace de τa(V ) est donnée par

Ex

[
e−ατa(V )

]
=
H−α/λ(−x

√
λ)

H−α/λ(−a
√
λ)

où Hν est la fonction de Hermite
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Neurone LIF avec courant extérieur constant et des
courants synaptiques instantanés

I En effet, cette transformée est donnée par
Lu(x) = αu(x), pour x < a
u(a) = 1

lim
x→−∞

u(x) = 0

Olivier FAUGERAS
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Neurone LIF avec courant extérieur constant et des
courants synaptiques instantanés

I D’après l’un des théorèmes précédents la solution s’écrit

Ex
[
e−ατa

]
=
ψα(x)

ψα(a)

I où ψα(·) est, à un facteur multiplicatif près, l’unique
solution croissante de Lu = αu qui, à un changement de
variable près est l’équation des fonctions de Hermite :

f ′′(z)− 2zf ′(x) + 2νf = 0

Olivier FAUGERAS
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Fokker-Planck

Soit X un processus de diffusion solution de :

dXt = b(Xt) dt + σ(Xt) dWt .

Sous les conditions d’existence et d’unicité le processus existe
et si sa fonction de transition

P(t , x , Γ) := P
(

Xt+s ∈ Γ
∣∣∣Xs = x

)
a une densité par rapport à la mesure de Lebesgue
P(t , x , Γ) =

∫
Γ p(t , x , y) dy qui satisfait des conditions de

régularité sur ∂p
∂t , ∂p

∂x i and ∂2p
∂x i∂x j

Olivier FAUGERAS
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Fokker-Planck

alors cette densité est solution de l’EDP :

∂p(t , x , y)

∂t
=

1
2

d∑
i,j=1

ai,j(x)
∂2p(t , x , y)

∂x i∂x j +
d∑

j=1

bj(x)
∂p(t , x , y)

∂x j .

c.a.d. ∂p(t ,x ,y)
∂t = Lxp(t , x , y), où Lx est le générateur

infinitésimal du processus. C’est l’équation de Kolmogorov
directe.
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Fokker-Planck

Sous des conditions de régularité sur ∂p
∂t , ∂p

∂y i and ∂2p
∂y i∂y j , la

densité est aussi solution de l’équation de Kolmogorov inverse
ou équation de Fokker-Planck :

∂p
∂t

=
1
2

d∑
i,j=1

∂2ai,j(y)p(t , x , y)

∂y i∂y j −
d∑

j=1

∂bi(y)p(t , x , y)

∂y i

ou :
∂p(t , x , y)

∂t
= L∗yp(t , x , y),

où Ly est l’adjoint du générateur infinitésimal du processus.
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Fokker-Planck

Dans le cas du Brownien de dimension 1, b = 0, σ = 1 :

∂p(t , x , y)

∂t
=

1
2
∂2p(t , x , y)

∂y2

C’est l’équation de la chaleur !
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