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Plan

Motivations

Définition et propriétés de l'intégrale d’lté
Martingales

Intégrales indéfinies

Formule d’lt6

Intégrale et formule d’lté en dimension supérieure
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Motivations

Motivation

» On revient sur 'EDS
dX = bX,t)dt+B(X,t)dW >0
X(0) = Xo

» que nous réécrirons plus tard sous la forme
t t
X(t)=Xo+/ b(X, s) ds+/ B(X,s)dW t>0
0 0

» |l s’agit donc de donner un sens a des intégrales de la

forme -
/ GdW,
0

pour une large classe de processus G
» Une difficulté est que p.s. t — W(t,w) est a variation
infinie.
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Motivations

Intégrale de Paley-Wiener-Zygmund

» On se place en dimension 1.
» Sigc C'(]0,1],IR), on définit

1 1
/ gdW——/ gWadt,
0 0

Lemme (Propriétés de I'intégrale PWZ)

1. E|Jy gdW| =0

2 E [(f(;gdw)z] = Jo g2 at

une v.a.

On peut étendre la définition & L2(0, 1) mais pas a des
processus.
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Motivations

Sommes de Riemann
On essaye de définir fOT Wdw.
Définition
Ona
1. Une partition P de [0, T] :
P={0=fh<t<---<tp=T}
2. Lepas |P| de P est|P| = Ogrlpga,;(_1 |tka1 — tk]-

3. Soit0 < X <1 et P une partition de [0, T|, on définit

k=1 =M\t + M k=0,1,---, m—1,

1
R(P,)) = W (k) (W(tks1) — W(tk))
0
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Motivations

Sommes de Riemann

Lemme (Variation quadratique)

Soit [a, b] un intervalle fermé de [0, o] et
P"=la=1f <t <--- <t = b] des partitions de |a, b] telles
que |P"| — 0 quandn — oo. On a

mnf‘l

S (W(th,e) — W) — b-a
k=0

dans L?(Q) quand n — oc.
Ceci justifie en partie I'idée heuristique que dW ~ (dt)'/?.
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Motivations

Sommes de Riemann

Eléments de preuve

» Onpose Q, = km;g‘(W(t,Q’+1) — W(t))? et on remarque
que
mp—1
Qn—(b—a)= Y (W(tl) — W) — (tfs — 1)
k=0
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Motivations

Sommes de Riemann

» On utilise la propriété d’acroissements indépendants du
brownien pour obtenir

mp—1
E[(Qn—(b-a)?] = 3 E[(Y2 - 12t - 7]
k=0
avec Yy = W de loi M(0, 1).
+
» Et donc

E|(Qn -~ (b—a)| < €, — 17)2 < CIP"|(b - a).
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Motivations

Sommes de Riemann

Lemme
Soit P™ une partition de [0, T], 0 < X < 1 fixé, et

mp—1

Rn= > WER(W(t) - WH)-
k=0

Alors lim Ry = W% 4 (A — 1) T dans L2(Q).

n—oo
La limite dépend du choix des 7K tels que t§ < 7K <tk .,
=1 =Mt + At
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Motivations

Sommes de Riemann
Eléments de preuve :

» On écrit
Ww2(Ty 17l
A= 1D 1S i) - Wi
k=0
A
mp—1

+ > (W) — W(t)?
k=0

-

B

mn—1

+ > (W) = WED)W() — W)
k=0

c
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Motivations

Sommes de Riemann

» On remarque que A — T/2 et que B — AT dans L2(Q) .
» Puis, en utilisant la propriété d’acroissements

indépendants du brownien
mp—1 2

E { > (W) = WE)(W(rE) - W(t;?))] }
k=0

mp—1

- Z A — (1 = N84 — )

SA(1 —A) TP
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Motivations

Sommes de Riemann

» La définition de I'intégrale d’ltd (voir plus bas), correspond
au choix A = 0 soit

/WdW_ ) Wz(s) r—s

2 il

» alors que l'intégrale de Stratonovich (voir TD) correspond
au choix A = 1/2 soit

[weaw- W)~ W)
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Définition

Quelques définitions
Définition
1. Lac-algébre W(t) = A(W(s)|0 < s < t) est I'histoire du
mouvement brownien jusqu’au temps t (inclus).

2. Laoc-algebre Wt (t) = A(W(s)— W(t)|s>t>0) estle
futur du mouvement brownien au dela du temps t.

Définition (Filtration)
Une famille F(-) de c-algébres C A est dite non-anticipative
(par rapport a W(-)) si

1. F(t) > F(s) pour toutt > s >0,

2. F(t) > W(t) pour toutt > 0,

3. F(t) est indépendante de W (t) pour tout t > 0.
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Définition

Quelques définitions

Définition (Processus adaptés)

Un processus G(-) a valeurs réelles est dit non-anticipant ou
adapté a la filtration F(-) si pour tout temps t > 0, G(t) est
F(t)-mesurable.

On a en pratique besoin d’'une notion un peu plus forte

Définition (Processus progressivement mesurable)

Un processus G(-) a valeurs réelles est dit progressivement
mesurable par rapport a la filtration F(-) si pour tout temps
t > 0 ettoutw € Q l'application (t,w) — G(t,w) est

B([0, f]) ® F(t) mesurable (B([0, t]) est 'ensemble des
boréliens de [0, t]).
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Définition

Quelques définitions
Définition
On note 1.2(0, T) I'ensemble des processus réels
progressivement mesurables G(-) tels que

;
IE[/ szt]<oo
0

De méme 1.1(0, T) est 'ensemble des processus réels
progressivement mesurables G(-) tels que

T
E / |G|dt| < o0
0
Olivier FAUGERAS
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Définition

Quelques définitions

Définition
Un processus G(-) de1.2(0, T) est dit constant par morceaux
s'il existe une partition P de [0, T] telle que

Noter que chaque Gy est F(tx)-mesurable puisque G est
adapté.
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Définition

Quelques définitions

Définition (Intégrale d’1t6)
Soit G(-) un processus constant par morceaux de 1.2(0, T)

T m—1
/0 GaW = 3~ Ge(W(tiy1) — W(t))
k=0

est l'intégrale d'’lté de G sur [0, T].
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Définition

Quelques définitions

Lemme (Propriétés de I'intégrale d’lté pour des processus
constants par morceaux)

Pour tous a, b € R et tous G, H € 1.2(0, T) constants par
morceaux on a

1. [JaG+bHdW =a ] GdW + b [ Haw
2. E[fy Gaw| =0

3. E [(fOT de)z] —E|Jy G®ot]
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Définition

Quelques définitions

» Le point i) est facile a vérifier.
» Pour ii) on écrit

m—1

.
/GdW] E [Gk(W(tkr1) — W(t))]
0 k=0

E

et on utilise le fait que Gy est F(t)-mesurable donc
indépendant de W (tx) alors que W(tx,1) — W(t) est
WT(tc)-mesurable.
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Définition

Quelques définitions

» Pour iii) on a

(e)]-

m—1

> E[GG(W(ti1) — W) (W(tier) — W(t))]
k. j=1

E

» Sij < k on utilise I'indépendance de W/t 1) — W(l) et
de G;Gk(W(t11) — W(t)) ce qui permet de conclure.
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Définition

Quelques définitions

Lemme (Approximation par des processus constants par
morceaux)

Soit G € 1.2(0, T), il existe une suite G de processus
constants par morceaux bornés de 1.%(0, T) tels que

)
lim E[/ G- G"Pdt| =0
0

n—oo

Définition
On définit alors

T T
/ GdW = Iim/ G"dW dans 12(0,T)
0 0

n—oo
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Définition

Quelques définitions

Théoreme (Propriétés de l'integrale d'Itd)
Pour tous a, b € R et tous G, H € 1.2(0, T) on a
1. [ aG+bHdW =a[] GdW + b [] Hdw

2. E[f] Gaw| =0

3. E -<f0TGdW)2] ~E|Jy G

4 E|f) Gaw [ Haw| =E [ GHdi|
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Définition

Quelques définitions

i), ii) et iii) découlent facilement des propriétés correspondantes
des processus constants par morceaux.
iv) découle de la relation 2ab = (a+ b)? — & — b.
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Martingales

Motivation

» Soient Yj, Yo, - des v.a. réelles indépendantes de
moyenne nulle et S, = > _; Yk leur somme.

» Quel est notre meilleure estimation de S, x étant données
les valeursde S, ..., S, ?

» Laréponse est S, car E[S, k| Sy, -, Sn] = Sh.
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Martingales

Définition

Définition (Martingale discréte)
Soit {Xn}32 4 une suite de v.a. réelles telles que
E[l Xi[] <oco,i>1,si

Xk:E[)(j|X17 an] PSV]Zka

on dit que {Xp}%2 4 est une martingale (discréte).
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Martingales

Définition

Définition (Martingale continue)

Soit X(-) un processus a valeurs réelles tel que E [| X(t) |] < oo

pour toutt > 0

1. Si ) ]
X(s) =E [ X(t)| FX(s)

on dit que X(-) est une martingale.

2. Si

X(s) <E [ X(1)| FX(s)

p.s.Vt>s >0,

p.s.¥Vt > s >0,

on dit que X(-) est une sous martingale.
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Martingales

Définition
Théoréme

1. Si{Xn}32 est une sous-martingale alors

1
P X > < —E[X+
(max %= 2) < {2 %]

pourtoutn=1,--- et A > 0.
2. Si{Xn}2 estune martingale alors

[ 1] < (24) B0

1<k<n
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Intégrales indéfinies

Définition et théoreme

Définition (Intégrale d’1td indéfinie)
Soit G € .2(0, T) et

t
I(t):/ GdW 0<t<T
0
l'intégrale indéfinie de G par rapport au mouvement brownien

W. On a (0) = 0.

Théoreme

1. SiG € 1L3(0, T), I(-) est une martingale.

2. Il existe une modification de I(-) avec des trajectoires
continues p.s.
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Intégrales indéfinies

Eléments de preuve

» |l existe une suite G" de processus constants par
morceaux de 1.2(0, T) convergeant vers G. On définit
"(t)y=[1G"dW,0<t<T.

» On consideére la partition correspondant a G" et écrit :

ZG" (1) - W(M)+GEW(-W(tR), t<t<t]

I"(-) a donc p.s. des trajectoires continues.

» /"(-) est une martingale (point i)) donc | I — I |2 est une
sous-martingale.

Olivier FAUGERAS
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Intégrales indéfinies

Eléments de preuve

» Donc

P < sup | I"(t) — Im(1) | > s) =P | sup |I"(t) = Im(}) > > 52>

0<t<T 0<t<T

SE|1(T) = In(T) ]

1 T
- g / 1G"— G™ 2t
€ 0
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Intégrales indéfinies

Eléments de preuve

» On choisit ¢ = 1/2 et on en conclut I'existence de ny tel

0<t<T
m, n > n,. On peut supposer la suite ny croissante.

» On applique le lemme de Borel-Cantelli a la suite

d’événements A, = { sup | I"+1(t) — I"k(t) | > 1/2K}
0<t<T

que P( sup | 1"(t) — Im(t) | > 1/2K | <1/K? pour
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Formule d’Ito

Définition

Définition
Soit X(-) processus a valeurs réelles tel que

X(r) —X(s)+/Sert+/sr Gdw

pour F e 1L1(0, T) et G 1L?(0,T) et0 < s < r < T. On dit que
X(-) admet la différentielle stochastique

dX =Fdt+ GadwW

pourQ <t<T.

Olivier FAUGERAS
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Formule d’Ito

Intégrale d’'It6

Théoreme
Soit X(-) un processus ayant pour différentielle stochastique

dX = Fdt+ GdwW

pour F € L'(0, T) et Ge 1.2(0, T). Soitu: R x [0, T] = R
continue et telle que les dérivées partielles 24, 24 et &4
existent et soient continues. Si Y (t) = u(X(t),1), alors. Y( )a

pour différentielle stochastique

ou ou 102U

ou ou 10U =

dy = 8tdt+8 dX+28 G- dt
_ (Ou  du 10°U ou
—((,%JraxFJrz(9 G)dt a—GdW

Olivier FAUGERAS
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Formule d’Ito

Exemples d’application de la formule d’lt6

Soit X(-) = W(:) et u(x) = x™ m > 2, alors

d(W™) = mWm™aw + %m(m — 1) W™ 24t

Olivier FAUGERAS
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Formule d’Ito

Exemples d’application de la formule d’lt6

2
Soit X(-) = W(-) et u(x, t) = e %!, Alors

d (eAW(f)f’) = \Yaw

Olivier FAUGERAS
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Formule d’Ito

Eléments de preuve de la formule d’'It6

Lemme
On a

1. d(W?2) = 2WdW + dt.
2. d(tW) = Wdt + tdW

Elements de preuve :
On a déja démontré i) (lemme).

Olivier FAUGERAS
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Formule d’Ito

Eléments de preuve de la formule d’'It6
Pour ii)
» On écrit (par définition) et dans 1.2(R)
mnp— 1

.
/tdW: lim Z W (L) — WD)
0

n—oo

» De méme, puisque t — W(t) est continue p.s.

r mn—1
/ Wot = fim ™ W(i 1)t — 1)
0 n—oo =0
Noter qu’on peut choisir t;, ; puisqu'il s’agit d'une
approximation de Riemann ordinaire.
» On ajoute ces deux relations.

Olivier FAUGERAS
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Formule d’Ito

Eléments de preuve de la formule d’'It6

Théoréme
Si

0<t<T
aXo = Fodt+ GodW

pour F; € L'(0,T), G; € L2(0, T), i =1, 2, alors

{dX1 = Fdt+ GidWw

d(X1 Xg) = XodXj + X;dX5 + Gy Godlt

On écrit aussi

/XQdX1 X1(r)X2(r) X1 X2 /X1dX2—/ G1ngt

Olivier FAUGERAS
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Formule d’Ito

Eléments de preuve de la formule d’'It6

Eléments de preuve

» On fait d’abord les hypothéses que F; et G; ne dépendent
pas du temps et sont F(0)-mesurables et que
X1(0) = X2(0) = 0. Ce qui permet, en utilisant le lemme
précédent, de conclure

r
/ XodXi + XidXo + Gy Godit
0

:F1F2I‘2 + (GiF2 + GoF)rW(r) + Gq Gng(I’)
=Xi1(r)Xa(r)

Cestle cas s =0, Xj(0) = 0 et F; constants.

Olivier FAUGERAS
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Formule d’Ito

Eléments de preuve de la formule d’'It6

» Le cas s > 0, Xj(s) arbitraires et F; constants se traite de
la méme maniére.

» Si F; et G; sont constants par morceaux, on applique le
résultat précédent sur chaque sous-intervalle.

» Dans le cas général on approxime F; et G; par des
processus constants par morceaux et on passe a la limite.

Olivier FAUGERAS
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Formule d’Ito

Fin du schéma de preuve

» On commence avec u(x) = x™, m=0,1,--- et on montre
que

d(X™) = mX™dX + %m(m — XM 2G2dt

» C’est vrai pour m=0,1et m= 2 d’apres le théoreme
précédent. On démontre le cas général par récurrence.

» On en conclut que la formule d’1td est valable pour toutes
les fonctions polynomiales.

Olivier FAUGERAS
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Formule d’Ito

Fin du schéma de preuve

» On suppose ensuite que u(x, t) = f(x)g(t), f et g des
polynomes et on vérifie & I'aide du théoréme précédent
que la formule d’ltd est vraie dans ce cas.

» Elle est donc vraie pour des combinaisons linéaires de
fonctions du type précédent

» On utilise alors la densité des polynomes (Théoréme de
Stone-Weierstrass).

Olivier FAUGERAS
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Formule d’Ito

Généralisation

Proposition
SionadX' = Fidt + GdW avec F' ¢ L'(0, T) et G' € L?(0, T)
pouri=1,--- netsiu:R"x[0,T] — lR est continue ainsi

que les dérivées partielles %%, 8 et ;24 g+ =1, ,n, alors
ona
d(u(X,--- X", t) —dt Z —dX’ Z 'Glat

Olivier FAUGERAS
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Formule d’Ito

Généralisation

Comment s’en souvenir :
el i
d(u(X, 1)) dt+z dX Z:: o ax,dXde’

on développe et on simplifie alors les termes dX;dX; en utilisant
les régles (dt)?> = 0, dtdW = 0 et dWdW = dt

Olivier FAUGERAS
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Plusieurs dimensions

Dimension quelconque

Quelques notations

1. Soit W(-) = (W'(-),---, W™(-)) un mouvement brownien
de dimension m.
2. Soit F(-) une famille non-anticipative de o-algébres:
»J—'() F(s)pourt>s.
F(t) 2 W(t) = A(W(s) |0 <s<t)
( ) est indépendante de
WE(t) = A(W(s) - W(t)[t < 5 < o)

Olivier FAUGERAS
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Plusieurs dimensions

Dimension quelconque

Définition )

Un processus stochastique G = (G)) a valeurs dans M"™™
appartient a1.2., (0, T) si G/ € 1.2(0, T) pouri=1,--- ,net
j — 1’ <o, m,

Un processus stochastique F = (F 1.... F") appartient a
L)(0,T)siF' e LY(0, T) pouri=1,---,n

Olivier FAUGERAS
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Plusieurs dimensions

Dimension quelconque

Définition
SiGel2,,(0,T), alors

)
/de
0

est une variable aléatoire a valeurs dans R" dont les
composantes sont données par

m .7
> | ciaw
=170

Olivier FAUGERAS
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Plusieurs dimensions

Dimension quelconque

En utilisant les approximations par des processus constants
par morceaux on démontre que si G € 1.2, ,,(0, T), alors

)
/de]:o,
0
T 2 T
/de _E / \G\zdt],
0 0

avec |G? = 3, ;(G").

Olivier FAUGERAS
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Plusieurs dimensions

Dimension quelconque

Définition
Soit X(-) = (X'(-),--- , X"(-)) un processus stochastique a
valeurs dans R" tel quel

X(r) = /F dt+/ G dw

pourunF c L} (0, T) etunG € L2, (0, T). On dit que X
satisfait I'équation différentielle stochastiques

dX = Fdt + GdW

Olivier FAUGERAS
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Plusieurs dimensions

Dimension quelconque

Théoréme (Formule d’Ité en dimension n)
Soit X(-) un processus ayant pour différentielle stochastique

dX =Fdt +GdmW

pourFcL1(0, T)etG e L2, ,(0,T). Soitu:R" x [0, T] - R

i Srivé i du du d2u
continue et telle que les derivees partielles 3, 55, et 53

(i, j=1,---,n) existent et soient continues. Si
Y(t) = u(X(t),t), alors Y(-) a pour différentielle stochastique

2u

il Ajl
2 8IIZGG'dt

=1

dt+Z—dx'

Olivier FAUGERAS
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Plusieurs dimensions

Eléments de preuve

Lemme B
Soient W(-) et W(-) deux processus browniens indépendants
de dimension 1. Alors

d(WW) = WdW + W dw

Olivier FAUGERAS
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Plusieurs dimensions

Eléments de preuve

Eléments de preuve

1. On définit X(t) = %!V(’) et on montre que c’est un

processus brownien.

2. On utilise alors le fait que WW = X2 — W2 — 1W2 et la
formule de la différentielle du carré du brownien.
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Plusieurs dimensions

Eléments de preuve

On démontre aussi le lemme.

Lemme
Si
aXy = Fdt+ S0, Gkawk
{arx2 = Fat+ Y7, Ghaw!

pour F; € L'(0,T), Gk € L2(0,T),i=1,2etk=1,--- ,nalors

m
d(X1X2) = XodX + XiaXo + ) G GEdt
k=1

La preuve est une modification de celle en dimension 1 et
utilise le fait nouveau que

d(W'W/) = WiaW! + WidW' + §;alt

Olivier FAUGERAS
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