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Définitions et préliminaires

Le cadre

» E un espace de Banach, H un ouvert de E.
» [un ouvert de R.
» fc C'(IxH, E).
» On considere (formellement) I'équation différentielle
ordinaire (EDO)
x' = f(t, x) (1)

Définition
Soit J € I un intervalle ouvert, une application g € C'(J, H) est
une solution de I'équation (1) sivV t € J

u'(t) = f(t, u(t)) ()
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Définitions et préliminaires

Equation intégrale

On se raméne a une équation intégrale grace a la
Proposition

Pour que dans l'intervalle ouvert J € | de centre ty I'application
u de J dans H soit une solution de (1) telle u(ty) = xo € H il faut
et il suffit que u soit continue dans J et telle que

u(ty=xo+ [ f(s,u(s))ds (3)
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Théoréme d’existence de Cauchy

Théoréme (Cauchy)

Si f est continiment différentiable dans | x H, alors, pour tout
fo € I et tout xg € H, il existe un intervalle ouvert J € | de centre
to tel que, dans J, il existe une solution u de (1) telle que

U(t()) = Xp-

Principe de la preuve : se ramener a un théoréme de point fixe
(approximation de Picard).

Théoreme (Point fixe)

Soit F un espace de Banach et V = B(yy, 3). Soit v une
application de V dans F telle que ||[v(y1) — v(y2)|| < k|ly1 — y2|
pour tout couple de points yq, yo € V, ou0 < k < 1. Alors si

lv(Yo) — ¥oll < B(1 — k), il existe un point et un seul z € V tel
que v(z) = z.
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Schéma de preuve pour Cauchy

» Ja = B(ty, a) € 1. ll existe B(xp, b) € H telle que
M= sup [If(t.x)| et k= sup [Df(t.x)|

(t,x)edaxB (t,x)edaxB
soient finis.
» Pour r < a, soit J; = B(ty, r), Fr = C°(J;, B), c’est un
Banach.

» Soit V, C F; la boule B(xg, b) (xo est identifié a I'application
constante). A chaque y € V, on associe g(y)

t
9)(H) = x0 + /t f(s.y(s)) ds

Par construction g(y) : V; — F;.
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Schéma de preuve pour Cauchy (suite)

» On démontre que si r est assez petit, g satisfait les
conditions du théoréme du point fixe.

» On utilise alors la proposition sur I'’équation intégrale.

Remarque : Il suffit que f soit localement lipschitzienne :

V(t,x)e IxH3J=B(t,r1) el and B=B(x,rn)eH,f
bornée dansJ x B et
Fk > 0[|f(s,y1) — (s, y)l| < klly1r —yalls€J, y1, y2€B
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Comparaison des solutions d’EDOs

Definition
On dit qu’une application différentiable v d’une boule ouverte
J € I dans H est une solution approchée a ¢ prés de (1) si

IU/() — f(tu(D)| <e Vied

Théoréme
Supposons que | Dxf(t, x)|| < k dans | x H. Siu et v sont deux
solutions approchées de (1) dans J = B(ty,r) asy etes pres
respectivement, alors, pour toutt € J on a
eklt—tl _ 4

k
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Comparaison des solutions d’EDOs : schéma de
preuve

» On se raméne au cas fy = 0.
» De [|U/(t) — f(t, u(t))|| < eq pour 0 < s < ton déduit
(théoréme de la moyenne):

t
Hu(t)—u(O)—/O (s, u(s)) ds]| < te;

» D'ou

Ju)-v(0)] < 1u00)-v(O)+| [ ((5.u(s) ~ s s o
+ (g1 + )t
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Comparaison des solutions d’EDOs : schéma de
preuve, suite

» et on conclut a 'aide du lemme de Gronwall :

Lemme

Si dans un intervalle [0, c] ¢ et sont deux fonctions continues
> 0, alors pour toute fonction continue w > 0 dans [0, c]
satisfaisant

t
w(t) < o(t) + /0 H(s)w(s) ds

on a, dans [0, C]

w(t) < o(t) + /OtSO(S)l/J(S)eXP (/Stw(f) dﬁ) ds
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Théoreme d’unicité

Théoreme

On suppose f contindment différentiable dans | x H. Siu et v
sont deux solutions de (1) définies dans un intervalle ouvert J
de centre [y et telles que u(ty) = v(ty), alors u = v dans J.
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Dépendance des parametres

Dépendance des parametres

Théoréme
Soit P un espace métrique etf : | x H x P — E. On fait les
hypothéses

1. Vz € P, (t,x) — f(t, x, z) est continiment différentiable de
I x H dans E.

2. f et D>f sont sont continues dans | x H x P.

Alors ¥(ty, X0, Zp) € I x Hx P3J(ty) € I, B(zy) € P tels que pour
fout z € B(zp) il existe dans J une solution unique t — u(t, z)
de I'équation x’ = f(t, x, z) telle que u(ty, z) = Xo. Lapplication
(t,z) — u(t, z) est bornée et continue dans J x B(zp).

La preuve ressemble beaucoup a celle du théoreme de
Cauchy.
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Dépendance des conditions initiales

Dépendance des conditions initiales

Théoréme
On suppose f localement lipschitzienne dans | x H. Pour tout
(a,b)eIxH:
» Il existe un intervalle ouvert J € | de centre a et une boule
ouverte V € H de centre b telles que pour tout
(fo, Xo) € J x V, il existe une solution unique
t — u(t, ty, xo) de (1), définie dans J, prenant ses valeurs
dans H et telle que u(ty, ty, Xo) = Xo.
» Lapplication (t, ty, xo) — u(t, fy, Xo) est uniformément
continue dans J x J x V.
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Dépendance des conditions initiales

Dépendance des conditions initiales (suite)

» |l existe une boule ouverte W € V de centre b telle que,
pour tout point (t, ty, xo) € J x J x W, I'équation
Xo = u(ty, t, x) ait une solution unique x = u(t, ty, xo) dans
V ("résolution par rapport a la constante d’intégration”).

Pour la preuve voir Dieudonné, Tome 1.
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Dépendance des conditions initiales
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