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Un exemple de bifurcation de Neimark-Sacker
(5 points)
On considere 'équation

U1 = oug(l — ugp_q) (1)

décrivant la variation dans le temps de la densité uy > 0 d’une population a
I'imstant £ avec un taux de croissance o > 0.

Question 1 (1 point)

Montrer que 1'équation (1) permet de définir le systeme dynamique discret
de dimension 2

v f(z,a) soit {“}_PM‘”Wﬁ @)

X2 €

Question 2 (1 point)

Montrer que si @ > 1 I’équation (2) admet, outre le point fixe de coordonnées
[0,0]7, un autre point fixe 2°(a) dont on donnera les coordonnées.
Question 3 (1 point)

Calculer la jacobienne J(«) de (2) en 2 et ses valeurs propres jy»(c).
Question 4 (2 points)

Montrer que le systeme (2) a une bifurcation de Neimark-Sacker pour o =
ap = 2 au point 2°(ap). On montrera que les multiplicateurs sont de la forme
p12(g) = =% avec 0y = I.



Inégalité exponentielle de martingale (5 points)

Soit (€2, A, P) un espace de probabilité, W, un processus de Wiener
standard de dimension d sur cet espace, X = (X, -+, X,) € L2(R"), et

T, a, 3> 0.
Soit 7, le temps d’arrét défini par :
t t
T, = inf {t >0: / X(s) dW —i—/ 1X(s)|* ds > n} :
0 0
et x,(t) le processus stochastique défini par

xa(t) = a/o X(s5)1jo,7(5) AW (s) — %/0 |X(s)|21[077n](3) ds

Question 1 (1 point)

Montrer que, p.s., ,(t) est borné et lim, ., 7, = 00.
Question 2 (2 points)

En appliquant la formule d’It6, montrer que

explx,(t)] =1+ a/o explan(s)]X(s)1j07,1(s) AW (s).

Question 3 (1 point)
En déduire que explz,(t)] est une martingale positive d’espérance égale a 1
telle que

P ( sup._explia(t)] > eaﬂ) < oo
0<t<T

Question 4 (1 point)
En déduire I'inégalité exponentielle de martingale

P, MX@ W) - %/ X9 ds| > 5) <

Un résultat de stabilité exponentielle (11 points)

Le but de ce probleme est d’établir un théoreme de stabilité de la solu-
tion d’une équation différentielle stochastique. Ce résultat est utilisé dans le
probleme suivant.



Soit By, la boule ouverte de R? de rayon h > 0 :
By, ={zr € R |z| < h}

On note C%1(By, [to, oo[; RT) I'ensemble des fonctions V (x,t) de By, X [tg, 00|
dans R* qui sont deux fois continument différentiables par rapport a la va-
riable z et une fois continument différentiables par rapport a la variable ¢.
On considere 1’équation différentielle stochastique

{dX = b(X,t)dt + B(X,t)dW, (3)
X(to) - XO

X, est un point de R,
b:RYx [0,7] = R B:R?x[0,T] — M

satisfont les conditions pour l'existence et l'unicité de la solution, notée
X(t;to, Xp), de (3) et sont telles que

b(0,£) =0 B(0,t)=0 t >t

Ceci implique que (3) admet la solution X(¢) = 0, dite triviale, correspon-
dant a la valeur initiale Xy = 0. Cette solution est dite presque strement
exponentiellement stable si

1
lim sup n log | X(t;tg, Xo)| =0 ps. VX, € R?
On admettra que si Xq # 0,
P(X(t;to,XQ 7é O) sur t Z t()) =1

c’est-a-dire que presque toutes les trajectoires de la solution X(t; ¢y, Xq) cor-
respondant a la valeur initiale non nulle Xy ne passent pas par l'origine.
On définit aussi 'opérateur différentiel L associé a (3) :

. o 1 . i
L=o+ Z bi(X,t)a—Xi +5 ;[B(X, H)BT(X, t)]ij—gXian

On suppose enfin qu’il existe une fonction V'€ C*1(By, [to, oo[; RT) et
des constantes réelles p > 0, ¢; > 0, co et c3 > 0 telles que pour tout X # 0
et t >ty



1. 61|X|p S V(X,t),
2. LV(X,t) < eaV(X, 1),
3. [Vx(X,)B(X, )2 > e;VA(X, 1).

Question 1 (2 points)
On note X(t) la solution X(t; o, Xo), Xo # 0. Montrer que

d(log V (X(t),1)) = (%ﬁ))’“_%l‘&( U(;fg(() )\)dt+
Vx(X(#), ) B(X(t), 1)
VXD

Question 2 (1 point)
En déduire la majoration suivante

log V(X(%),t) <log V(X(to),to) + ca(t — to) + M (t)—
L [ IO B,
2( ’

ou

VR (X(s), )B(X(s). 5)
M@)‘/m V(X <s>,s> AW
)=

est une martingale continue telle que M (¢,
Question 3 (2 points)
Soit 0 < e < 1 et n € N*. Montrer que

P< sup {M(t) - g/tt 'VX(X(VSQ’(;QB(X(S“)'Q ds] > glogn> >

to<t<to+n (s),s)

Question 4 (2 points)
En déduire que pour presque tout w € € il existe ng(w) tel que pour tout
to <t <ty+mn,n > ngon ait

log V(X(t),t) <log V(X(ty),to) — %[(1 —¢&)ez — 20)(t — to) + glogn

Question 5 (3 points)
Déduire de I'hypothese 1) que

1 -2
lim sup ~ log V(X(#),t) < -

t—o00 t 2p




Que peut-on dire de la stabilité exponentielle presque stire de la solution tri-
viale de (3).

Réseaux de neurones stochastiques (8 points)

Le but de ce probleme est d’étudier quelques propriétés de stabilité de
réseaux de neurones stochastiques.
On consideére un ensemble de n neurones représentés par leurs potentiels de
membrane u;(t),i = 1,--- ,nett > 0. On se donne n fonctions lipschitziennes
g R—R i=1,--- n telles que

ugi(u) >0 et |gi(u)] <1AQGulVueR (4)

La dynamique des neurones s’écrit

W(t) = —biui(t) + 35 aiigi(u;(t)) 1<i<n
uw;(0) = u) 1<i<n
On introduit le vecteur de dimension n, u(t) = [ui(t),- -, un(t)]", la
matrice diagonale B = diag(by, - - , by,), la matrice A = (a;j)nxn, le vecteur

g(u) = [g1(w1),  , gu(un)]", et on éerit

{EE?} - 1—15311@)+Ag(u(t)) (5)

Question 1 (1 point)

Montrer que ’équation différentielle (5) admet une solution unique u(t) sur
un intervalle ouvert contenant 0 telle que u(0) = uy.

Question 2 (1 point)

On perturbe 'équation (5) de la maniere suivante

{ dX(t) = [-BX(t)+ Ag(X(t))]dt +B(X(t))dW, t>0 (©)
W, est un mouvement brownien standard de dimension m et B(X) est une
fonction localement lipschitzienne B : R” — M"™*™,
Montrer que I'équation différentielle stochastique (6) admet une solution
unique définie pour t > 0 égale a X pour t = 0.

5



Question 3 (2 points)
Supposons qu’il existe une matrice symétrique définie positive Q = (¢i;)nxn
et deux réels p et p > 0 tels que

2XTQ[-BX + Ag(X)] + trace[B” (X)QB(X)] < uXTQX,
et
IXTQB(X)[* > p(XTQX)?
pour tout X € R™. Montrer que la solution de (6) est telle que
. 1 H
lim sup n log | X(¢; Xo)| < —(p — 5) p-s.
t—o00

Que peut-on dire de la stabilité exponentielle presque sture du réseau de
neurones ?

Question 4 (3 points)

On suppose que les conditions (4) sont satisfaites et on fait I'hypothese qu’il
existe une matrice diagonale définie positive Q = diag(qi,--- ,qn) et deux
réels > 0 et p > 0 tels que, pour tout X € R”

trace[BT (X)QB(X)] < uX'QX

et
IXTQB(X)|? > p(XTQX)*.
Soit H = (h;;)nxn la matrice symétrique définie par
Y Gilaii|B; + qjlagil B; st i #
Montrer que la solution de 1’équation (6) est telle que
1 1 Amaz (H
lim sup - log |X(¢; Xo)| < — (,0 - = [,u + #}> p.S.
t—oo b 2 min; g;
si Apaz(H) >0 et
1 1 Amaafz H
lim sup - log |X(¢; Xo)| < — (,0 - - [,u + #}> p.s.
t—o00 t 2 max; Qz

dans le cas contraire.
Question 5 (1 point)
Que peut-on dire de la stabilité exponentielle de ’équation (6) 7



