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I. Une propriété d’optimisation

Une propriété d’optimisation

Supposons que €2; C (29, alors, pour toute fonction réelle f définie sur €25 on a
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max f(z) < max f(x)

Le maximum d’une fonction peut étre amélioré en élargissant 'ensemble sur lequel

on fait la maximisation. Il ne peut étre détérioré.
Mastere OSE, 2017-2018
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2 L.Une propriété d’optimisation

Exemple 1 : réseau

(télécom, routier, électrique)

— Objectif : routage (véhicules, données, électricité...) dans un réseau de facon a
minimiser/maximiser un critere donné.

Exemple : minimiser le temps de transport d’'un lieu a un autre.

— Propriété précédente :
"Ajouter une route a un réseau routier ne peut pas conduire a une augmentation
du temps de transport"

Théorie des jeux Mastere OSE, 2017-2018



3 L.Une propriété d'optimisation

Néanmoins les exemples suivants semblent contredire I’assertion
précédente

NYTimes 25/12/1990 : What if They Closed 42d Street and Nobody Noticed?

www.nytimes.com/1990/12/25/health/what-if-they-closed-42d-street-and-nobody-noticed.html

ON Earth Day this year, New York City’s Transportation
Commissioner decided to close 42d Street, which as ev-
ery New Yorker knows is always congested. "Many pre-
dicted it would be doomsday," said the Commissioner,
Lucius J. Riccio. "You didn’t need to be a rocket scientist
or have a sophisticated computer queuing model to see
that this could have been a major problem."

But to everyone’s surprise, Earth Day generated no historic traffic jam. Traffic flow
actually improved when 42d Street was closed.

Théorie des jeux Mastere OSE, 2017-2018



4 1.Une propriété d’optimisation

En 1969, la ville de Stuttgart a entrepris un énorme projet d’investissement au
centre ville, prés de Schlossplatz, afin de réduire les embouteillages. Néanmoins, le
projet n’a pas donné les résultats attendus.

Une route nouvellement construite a di étre fermée pour améliorer le trafic

W. Knddel, Graphentheoretische Methoden und ihre Anwerdungen, Springer, Berlin, 1969.

Exemple connu sous le vocable de Paradoxe de Braess
Comment I'expliquer ?

Théorie des jeux Mastere OSE, 2017-2018



5 1. Une propriété d'optimisation
Le temps, T; de parcours de I'automobiliste 7 dépend de son choix r;, mais aussi
du choix des autres automobilistes r1, o, - - -, .

— Chaque automobiliste prend sa décision de facon indépendante sur la base de
I'état de la circulation c.a.d sur la base des choix des autres automobilistes.

— Chaque automobiliste ¢ cherche a minimiser son temps de parcours, c.a.d la
solution du probleme :

Vi=1,---N, min Ty(ry -, 75, - TN)

T

On a N problemes interdépendants.

Théorie des jeux Mastere OSE, 2017-2018



6 1. Une propriété d'optimisation

Dans une vision "optimisation", les décisions sont prises par un unigue agent.

La prise de décision est centralisée.

Le probleme a résoudre serait du type :

min ZTi(Tl,“‘,TN) — min TG(Tla”

71,79 sT N

Minimiser un temps global/moyen de parcours.

°7TN)

Théorie des jeux
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Il. Théorie des jeux

Théorie des jeux :
Etude des situations d’interactions entre des agents ayant chacun un objectif
(critere) propre.

Peut on centraliser le processus de décision (modélisation du probleme) ?

Quels comportements dans le cas décentralisé (non coopératif) ?
— Théorie des jeux non coopératifs

Quelles incitations pour joindre un groupement ? (accords de coopération)

Comment aggréger les préférences des agents ?
— Théorie du choix social (systemes de vote)

Comment partager les bénéfices générés par une coopération ?
— Théorie des jeux coopératifs

Théorie des jeux Mastere OSE, 2017-2018



8 Il. Théorie des jeux
m Travaux fondateurs :

— 1944, von Neumann, Morgenstern, Theory of games and economic behavior
— 1950, Shapley, Cooperative games

— 1951, J.Nash, Non cooperative games

— 1945, R. Isaacs, Differential game

m Bonne source de prix Nobel !

— 1994, John Harsanyi, John Nash, Reinhard Selten : Equilibres pour les jeux
non coopératifs,

— 2005, Thomas Schelling, Robert Aumann : Théorie de la décision interactive

— 2007, Leonid Hurwicz, Eric Maskin, Roger Myerson : Utilisation de la théorie
des jeux dans I'analyse du fonctionnement des marchés.

— 2012, Lloyd Shapley, Alvin Roth : Méthodes d’assignation optimale
— 2014 Jean Tirole : Analyse de la puissance du marché et de la régulation

Théorie des jeux Mastere OSE, 2017-2018



9 |ll. Jeu sous forme normale

Jeu sous forme normale (stratégique)

m Jeu non coopératif sous forme normale

C’est la donnée des éléments suivants:

— Un ensemble de joueurs (agents) {J;, 1 € T = {1,2,3,...,1}}
— Pour J;, i € Z, un ensemble U, de stratégies, actions, choix....
— Pour J;, i € Z, une fonction d’évaluation (ou fonction d’ utilité, critéere, codt,

paiement...),
gOz':(Ul X Usy. .. XU]) —)R,

que J; veut maximiser ou minimiser.

Théorie des jeux Mastere OSE, 2017-2018



10 Ill. Jeu sous forme normale

Exemples|

m Modéle d’oligopole de Cournot.
I firmes (joueurs)cherchent a déterminer la quantité de biens qu’elles doivent
chacune produire (stratégie) afin de maximiser leurs bénéfices individuels
(critere).
Interaction : le bénéfice d’'une firme, dépend de son choix propre, mais aussi de
celui des autres par I'intermédiaire du prix de vente du bien sur le marché.

m Routage dans un réseau.
Chaque usager (joueur) cherche a minimiser son temps de transport (critére)en
choisissant au mieux son itinéraire (stratégie).
Interaction : son temps de transport dépend de son itinéraire, mais aussi des
choix des autres usagers via 'encombrement du réseau.

Théorie des jeux Mastere OSE, 2017-2018



11 lll. Jeu sous forme normale

m Gestion d’une ressource renouvelable (poissons, bois...)
Un ensemble d’agents (joueurs) exloitent une ressource renouvellable. lls doivent
choisir le taux d’exploitation de la ressource (stratégie) afin de maximiser leur
revenus (critere).
Interaction : Sila somme des taux d’exploitation est haute (supérieure au taux de
renouvélement de la ressource) le stock va se raréfier et les revenus (hauts dans
un premier temps) vont baisser.

m Election Une fois le mode du scrutin établi (suffrage direct/indirect, choix
des électeurs, nombre de tours, des circonscriptions....), chaque électeur
(joueurs)décide de son vote (stratégie) afin de maximiser sa satisfaction
(critere)concernant l'issue du vote.

m Prix de I'électricité sur un marché spot. Les agents (producteurs, traders)
(joueurs)font des offres de type “quantité - prix” (stratégie) sur les marché spot
d’électricité. Le prix de fixing, ainsi que les offres honorées dépendent de la
demande ainsi que de I'ensemble de toutes les offres faites sur ce marche.
Interaction : prix fixé a partir de I'aggrégation de toutes les offres sur le marché.

Théorie des jeux Mastere OSE, 2017-2018



12 lll. Jeu sous forme normale

Cas particuliers : jeux matriciels|

mSiU;, i€ ={Jy,- -, Jr} sontdes ensembles finis, on parle de jeu fini.

m Side plus I = 2, on peut représenter le jeu par sa matrice de jeu A :

SiUlz{CCl,CUQ,...,CCn}etU2:{ylay27°-'7ym}

alors A est la matrice n x m définie par

A= (p1(x4, yj)7 2 (x4, y]))

On parle de jeu matriciel.

Théorie des jeux Mastere OSE, 2017-2018



13 lll. Jeu sous forme normale

Joueur 1 (min/max)

Joueur 2 (min/max)

Stratégies J1 | J2 —

L1

L2

xj o o e xnl

“y “y

Y1

Yj

01(yi>xj) » p2(Yi, Tj) | -

Yno
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14 lll. Jeu sous forme normale
m Exemple: Le dilemme du prisonier (Luce and Raifa, 1957)

Paul et Quentin sont suspectés d’un crime et sont interrogés séparément.

Si les deux avouent ils sont tous les deux condamnés a 10 ans de prison.
Si 'un avoue le crime tandis que l'autre nie, celui qui a avoué écope de 20 ans de
prison tandis que l'autre est libéré.
Si les deux nient ils sont tous les deux condamnés a 15 ans.

Paul (min)
Avoue Nie
Quentin (min) Avoue | 10,10 | 20,0
Nie 0,20 | 15,15

Théorie des jeux Mastere OSE, 2017-2018



15 IV.Solution d’un jeu

Solution d’un jeu :

Sous ensemble de profile de stratégies (une par joueur) vérifiant certaines
propriétés.

Quelles sont les bonnes propriétés ?

Théorie des jeux Mastere OSE, 2017-2018



16 IV. Solution d’un jeu

Stratégie dominée - Stratégie dominante

m Exemple : vaccination contre la grippe ?

Stratégies de la population { vaccination, pas de vaccination}
Stratégies du virus {mutation , pas de mutation }

La mutation rend le vaccin inopérant.

Evaluation pour la population : taux de grippes graves (& minimiser)

Population
vaccination | pas de vaccination
Virus pas de mutation X, 1% X, 2%
mutation X, 2% X, 2%

Théorie des jeux

Mastére OSE, 2017-2018



17 IV. Solution d’un jeu

Si les autorités sont rationnelles (et ne prennent en compte que le critere “santé”),
elles rendront la vaccination obligatoire. La population est dans tous les cas mieux
protégée. La stratégie "pas de vaccination" est dite dominée par la stratégie "vaccina-
tion".

m Autre exemple:
Joueur 2 (max)

a b c d
Joueur 1 (max) Al (1,3 | (3,2 | (2,4) | (0,8)
B | (21) | (4,2) | (3,6) | (3,5
c| (1,0 | 1,1) | (0,5 | (2,2)

Si J; est rationnel, il ne choisira jamais sa stratégie A. Ses performances sont
meilleures avec B qu’avec A, quoi que fasse Js.

La stratégie A peut donc étre éliminée des choix possibles de J;.

On dit que A est une stratégie dominée (ici par la stratégie B).

La stratégie B domine la stratégie C. On dit que B est une stratégie dominante. C’est
la meilleure stratégie pour le critére donné.

Théorie des jeux Mastere OSE, 2017-2018



18 IV. Solution d’un jeu
m Définitions :

Une stratégie A € U,; du joueur i, (maximiseur) domine (faiblement) sa
stratégie B € U, si quel que soit le comportement des autres joueurs, les
performances de i sont meilleures (ou identiques) avec A qu'avec B” :

pi(A, X_i) > pi(B,X_;), vVX_;eU

(pi(A, X)) > (B, X_;), VX_, € U_; etaumoins 1 stricte)

Une stratégie A du joueur : est dominante (strictement/faiblement) si elle
domine (strictement/faiblement) toutes les autres stratégies de ce joueur.

ei(A, X)) >  @i(X;, X)), VX, eU;, VX, e U
(>) etaumoins 1 stricte

Notation: X_, = (le"'Xi—laXi—f—la'”XI)a
(AaX—i) — (X17 T 'Xi—laAaXi—l—17 c XI) ;

Théorie des jeux Mastere OSE, 2017-2018



19 IV. Solution d’un jeu
m Choix des joueurs :

Un joueur ne choisit pas une stratégie domineée,
Si un joueur a une stratégie dominante, I'adopter est rationnel.

La stratégie “vaccination” domine la stratégie “pas de vaccination”.

Lanalyse des stratégies dominantes fournit une réponse a la question.

Théorie des jeux Mastere OSE, 2017-2018



20 V. Solution d’un jeu

Equilibre en stratégies dominantes

Théorie des jeux

Mastére OSE, 2017-2018
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IV. Solution d’un jeu

Uneissue (X%, - - -, X%) estun équilibre en stratégies dominantes, si pour

tout joueur J;, Xid est une stratégie dominante de J,.

Graphiquement pour deux joueurs:

Player 1 evaluation fct.

01 = —(X1+3)* = (Xo+3) ety =X - X

Player 2 Evaluation fet.
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22 |IV. Solution d’un jeu
Propriété

Si (Xf, . -,X?) est un équilibre en stratégies dominantes, alors aucun
joueur ne gagne en modifiant sa stratégie : Pour tout J;, toute stratégie
Y # X% de J;.

d d d d d d
Spi(Xla"'axj) Z Soi(Xla"'7Xi_17Y7X7;_|_17"'7XI)'

m Exemple 1 : dilemne du prisonnier

Paul (min)
Avouer Nier
Quentin (min) Avouer | 10,10 | 20,0
Nier 0,20 15,15

Pour les deux joueurs “Nier” est une stratégie dominante, et (Nier,Nier) est donc
un équilibre en stratégies dominantes.

Théorie des jeux Mastere OSE, 2017-2018



23 V. Solution d’un jeu
m Exemple 2 : Encheére de Vickrey ou "au second prix"

Enchére sous pli fermé ou le bien (indivisible) est attribué au plus offrant mais au
prix donné par le deuxiéme plus offrant.

Pour un enchérisseur, la stratégie qui consiste a miser la valeur (subjective) qu’il
attribue au bien est une stratégie dominante.

Preuve :
Notations : on note N le nombre de participants a la vente et pour tout participant ¢, v; la valeur
subjective du bien pour ce participant et p; I'enchere qu’il fait. On peut bien sir avoir p; # v;.

Le gain de 'acheteur k£ qui remporte I'objet (c.a.d celui qui propose le prix le plus haut) est donné
par :
k(P1, -+, PN) = v — priz.paye = vg — MAX ;.
Pour les autres le gain est nul. lls ne gagnent ni ne perdent rien.

On cherche a montrer que la stratégie du joueur J; qui consiste a faire I'enchére s; = v; est une
stratégie dominante. Pour cela il faut montrer qu’elle domine toute autre stratégie du joueur J;.

Soit donc une autre stratégie s; #+ v; de J;, montrons qu’elle est dominée par la stratégie s;. Pour

Théorie des jeux Mastere OSE, 2017-2018



24 |V. Solution d’un jeu

cela il faut que pour tout choix s_; = (s1,...,s;-1, S, - - ., Sy) des autres joueurs on ait

9i(5_435;) > gi(s_i; 87)- (1)

Notons m; = sup;; s;. Remarquons que m; est la plus forte enchere des adversaires du joueur
J;. Si J; fait une enchere plus haute que m; il va remporter I'objet, le payer m;, et son gain sera
v; — m;. Siil fait une enchére plus basse que m; il ne va pas remporter I'objet, et son gain sera nul. La
quantité m,; est donc une quantité importante, dans la mesure ou elle détermine complétement le gain
du jeu pour le joueur J;.

|- Considérons d’abord le cas ou s; > 5, = v;.
la) Supposons que m; > s; > wv;. Le joueur J; ne remporte pas I'objet ni avec la stratégie s;, ni
avec la stratégie s; = v;. Donc on a des gains nuls dans les deux cas, c’est a dire

_ /
9i(s_i35;) = gi(5—458;),

donc en particulier I'inégalité (1) est satisfaite.
lb) Supposons que s; > m; > v;. Dans ce cas le joueur J; remporte I'objet avec sa stratégie s;
et son gain est alors
/
gi(s—i; s;) = v; —m; <O.
Pour la stratégie s; = v;, J; ne remporte pas I'objet, et donc son gain est nul. On a donc

_ /
9i(s—i55;) = 0> g;(5_4; 5;)-

Théorie des jeux Mastere OSE, 2017-2018



25 IV. Solution d’un jeu

Linégalité (1) est donc encore vérifiée.
Ic) Supposons que s; > v; > m;. J; remporte I'objet avec les deux stratégies, et les gains sont

_ /
9i(s_435;) = v; —my; = gi(5_4;8;)-

Linégalité (1) est donc encore vérifiée.
ll- Considérons maintenant le cas oU s, < 3; = v;.

lla) Supposons que m; > v; > s;. Dans ce cas le joueur J; ne remporte I'objet ni avec la stratégie
s;, ni avec la stratégie v;. Donc on a des gains nuls dans les deux cas, c’est a dire

_ /
9i(s_i;5;) = gi(s—s38;) = 0,

donc en particulier 'inégalité (1) est satisfaite.
llb) Siv;, > m; > s;. Le joueur J; remporte I'objet avec sa stratégie s, = v;, et son gain est alors

9i(s—4;8;) = v; —m; > 0.

Avec sa stratégie s; il ne remporte pas I'objet et son gain est alors nul. La relation (1) est vérifiée.
llc) Siwv; > 37’; > m,;. Le joueur remporte I'objet avec les 2 stratégies s; et's; = v;, les gains sont

_ /
9i(5_4;8;) = v — my = gi(s5_4; s;)

et l'inégalité (1) est vérifiée.

Théorie des jeux Mastere OSE, 2017-2018



26 IV. Solution d'un jeu
m Exemple 3 : sur la vaccination. Suite...

On s’est apercu que le vaccin peut avoir des effets secondaires graves, avec un
taux de survenue de 0.1%. Le jeu se modifie ainsi :

Population
vaccination | pas de vaccination
Virus pas de mutation X,1.1% X, 2%
mutation X,21% X, 2 %

On n’a plus de stratégie dominante... et plus de réponse a la question.

Les notions de stratégie dominante, et donc d’équilibre en stratégies
dominantes sont des notions trop fortes : il n’y a pas d’existence pour

de nombreux jeux.

Il faut donc avoir des notions moins fortes.

Théorie des jeux Mastere OSE, 2017-2018




27 IV. Solution d’un jeu

Stratégies prudentes (wise - safe)

m Vous devez vous rendre trés rapidement dans une ville juste de I'autre coté d’'une
riviere.
Deux possibilités :

— Utiliser un vieux pont bélabré mais tres bien situé. Il fait gagner beaucoup de temps
en I'absence de rafale de vent mais en cas de rafales, c’est la chute assurée !

Théorie des jeux Mastere OSE, 2017-2018



28 IV. Solution d’un jeu

— Utiliser un pont trés moderne, mais situé a plusieurs kilometres. Le temps, long,
sera néanmoins réduit en cas de vent car peu de personnes circulent alors.
Au moment de choisir, vous n’avez pas d’information concernant le vent.

Matrice du jeu :

Vous
Pont solide | Pont délabré
Météo Rafales X,8 X, +00
Temps calme X, 10 X, 1

Qu’allez vous faire ?

Théorie des jeux Mastere OSE, 2017-2018



29 IV. Solution d’un jeu
On pourrait reécrire I'histoire de la facon suivante :

Joueurs : hasard/population

Pont solide — mixte énergie verte, énergie fossile
Pont délabré — tout nucléaire

Yes/no — accident grave (Tchernobyl, Fukushima) / pas d’accident

Evaluation pour la population : impact environnemental/santé

Théorie des jeux Mastere OSE, 2017-2018



30 IV.Solution d’un jeu
m Stratégie prudente : comportement d’un joueur pessimiste - adverse au risque

Une stratégie =, est dite prudente si

Pour un minimiseur J;, elle minimise la perte maximale possible.

S .
max @;(x;,x_;) = min max ¢;(z;,X_;) = a;
x_;eU_; r;elU;, x_,eU_,

o; est la perte maximale risquée si J; adopte la stratégie prudente x.

Pour un maxmiseur J;, elle maximise le gain minimal possible.

min gpi(x‘?,x_i) — max min QOi(ﬂUz',X—z‘) = Bi
X—ieU—i v ZEiEU,L' X—ieU—i

B est le gain minimal garanti si J; adopte la stratégie prudente «:.

Théorie des jeux Mastere OSE, 2017-2018



31 V. Solution d’un jeu

Existence :

Tout jeu avec ensemble de stratégies compact et fonction d’évaluation con-
tinue a au moins une stratégie prudente pour chaque joueur.

Tout jeu fini a au moins une stratégie prudente pour chaque joueur.

Remarque :
Seule la connaissance de sa propre fonction d’évaluation est nécéssaire pour

déterminer ses stratégies prudentes. Il n'est pas nécéssaire de connaitre la
fonction d’évaluation des autres joueurs.

Théorie des jeux Mastere OSE, 2017-2018



32 IV.Solution d’un jeu
Propriété
Soit x* = (x7,x5,...,x7) un vecteur de stratégies prudentes pour des
maximiseurs,
(B1, B2,...,0Br) le vecteur des paiements minimaux garantis.

Bi — ImaXy, minx_z- 902(3327 L —4 )

Soit (~v1,v2,-..,vr) le vecteur des paiements associés au vecteur de
stratégies : v, = ¢;(x], x5, ..., x7).
On a

BZ‘S’}/Z‘, Vi:1,2,...,I.

Examples (max)

(5,9) (1,0)
(0,1) | (10,10)

Théorie des jeux Mastere OSE, 2017-2018




33 IV.Solution d’un jeu
m Exemple

— Dilemme du prisonier : (Nier) est une stratégie prudente pour chacun des

joueurs. En Niant les joueurs sont sdrs de ne pas passer plus de 15 ans en
prison.....

— "Pierre-Feuille-ciseaux"

P F C
Pl (0,00 (1,1 (1,-1)
F | (1-1) (0,0 (1,1

C|1,1) (1,-1) (0,0

Toutes les stratégies sont prudentes. Le gain minimal garanti est -1.... En utilisant
une stratégie prudente, le joueur est sir de ne pas faire plus mal que ... perdre !

Théorie des jeux Mastere OSE, 2017-2018



34 V.Equilibre de Nash

Un modéle économique simple|

Monopole :
m Une usine F; produit un bien donné en quantité x;.
m Prix unitaire P du bien dépend de la quantité x du biens présents sur le marché.
P(x) = (A — Bx)
m Le colt marginal de production pour l'usine est C,

m Si F; ale monopole sur le marché, son bénéfice, I, (x,), de F; est

I_1(£131) = (A — BCBl)CEl - 05131.

Théorie des jeux Mastere OSE, 2017-2018



35 V.Equilibre de Nash

m Probléme : déterminer la quantité =™ qui maximise le bénéfice de Fy,

x| € arg max I (x1) (Probleme d’optimisation)

120

Bénéfice max

» Production x

1A —-C
m Le niveau de production optimal est z; = 5T
et produit le bénéfice
1(A—C)?

Li(azt) = =
1(371) 4 B

Théorie des jeux Mastere OSE, 2017-2018



36 V.Equilibre de Nash
Duopole

m Une nouvelle usine F; entre sur le marché. Elle observe la quantité x; de biens
produits par F}. Si I, produit une quantité =, son bénéfice sera

12(513‘1, 5132) = (A — B(CBl —I— CCQ))xQ — CZCQ.

— Probleme : Quelle quantité doit produire F; pour maximiser son bénéfice ?

level curves of 12(x1,x

Théorie des jeux Mastere OSE, 2017-2018



37 V.Equilibre de Nash

1A —-C — Bx
z (z1) € arg max I(x1, 22), = x, (x1) = = -
CU2_

2 B

Pour x; = z; on obtient

1 (A—-C)
16 B

v 1A-C
-

B et 12<x1|_axg) —

++
Ty (ry) =

La fin de I'histoire ?

Théorie des jeux Mastere OSE, 2017-2018



38 V.Equilibre de Nash
NON !

Lintroduction par F, de la quantité =) de biens sur le marché a modifi¢ le prix unitaire
P du bien sur le marché, et donc le bénéfice de F; qui devient

Ii(z,2zy) = (A— B(z] +xy))z] — Caf
1A =-0)
8 B

et
1(A-C) 1(A-0)

< 1
8 B 4 B

Si Fy maintient sa quantité =] de monopole, son bénéfice est moindre aprés
I'introduction de Fx.
F' a-t-elle un meilleur niveau ce production dans cette nouvelle situation ?
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39 V.Equilibre de Nash

m Nouveau probléme a résoudre pour Fi:

1 0
x, € argmax I (x, x5)
x>0

m |l vient:
., 3A-C
.CUl = — ,
&8 B
d’ou le nouveau bénéfice de F}
9 (A —C)? 1 9 1

T 17 0y _ ’ A
e, oy) = g > 6”3

Plus faible gu’en monopole, plus haut que précédemment.
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40 V.Equilibre de Nash

[ observe la quantité =z of Fy s’adapte au mieux
— asg € arg max Ig(xii_,a;)
xr
cela entraine une baisse du bénéfice de Fj.
F| observe la quantité :cg de F5 s’adapte au mieux :
1 0
— ] € argmax IN(x, x5)

cela entraine une baisse du bénéfice de F5.

F5 observe la quantité =7 of F| et s’adapte au mieux,

— x4 € arg max Ir(x7, )
cela entraine une baisse du bénéfice de Fj.
Fy observe la quantité =~ of Fy et réagit au mieux,

— x7] € arg max I (x, Tq
X

n=hy

Théorie des jeux
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41 V.Equilibre de Nash

level curves of 11(x1,x2)
5 :\ T T 7 o

\

45

—_

0.5F

a 0.5 1 1.5 2 25 3 35 4 4.5 5
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42 V.Equilibre de Nash
On observe :

et

n =20 n =1 n =22 n=3 n =4 n =
oﬂf 0.375 0.343 0.335 0.333 0.333
ozg“ 0.250 0.312 0.328 0.332 0.333 0.333

A la limite, notons :
x] = lim, o0 7
et
xy = limy,_, o0 5
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43 V.Equilibre de Nash
A la convergence, hous avons :

Les quantités (actions, choix, stratégies) (z7, x5) satisfont

xr] € argmaxg I1(x, 25)
{ i hlwaz) { o111 (2}, 25) = 0

I ok =
x5 € arg maxg Io (], ) Oola(x],x5) =0

En d’autres termes,

si F choisit «7, le mieux que F5 puisse faire est de choisir x3.

x5 est la meilleure réaction de F3 face au choix «] de F1.
Réciproquement,
Si F; choisit x5, le mieux que F puisse faire est de choisir x7.

x; est la meilleure réaction de F face au choix x; de Fx.

Lissue est stable : ni Fy ni F5 n’ont intérét de dévier.

(x7, z5) est un équilibre de Cournot, ou (aprés 1950) un Equilibre de Nash.
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44 V.Equilibre de Nash
m Definition

Un profile de stratégies X = (X7, X5, ..., X}) est un équilibre de Nash si

([ X{ € arg max X, X5, ..., X7
1 gXeUl(’Dl( 2 1)
X5 € arg max X5, X, ..., X7
IR gX€U2%02( 1 1)
X? € arg max ©7(X7,Xo,...,X)
L XGU[

X estla meilleure startégie de i face aux stratégies X des autres joueurs.
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45 V.Equilibre de Nash

level curves of |1 and |12 and best reply

ﬁ,
"
=
[
3
[

- J“* _.
s

"
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46 V.Equilibre de Nash

m Propriétés - cohérence par rapport aux notions précédentes

X? is un équilibre de Nash.

Si X4 = (X%, X%,..., X% est un vecteur de stratégies dominantes alors

X -

7 J—

Alors

B; = max r)rglin wi( Xi, X_5).

Bi < iy, Vi=1,2,...,1.

Soit un équilibre de Nash X* = (X7, X7, ..., X;) (pour maximiseurs),
Soit (w1, po, . .., pur) le vecteur des gains associés :
Soit (81, B2, . . ., Br) les gains minimaux garantis :

Théorie des jeux
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47 V.Equilibre de Nash

Cohérence par rapport au processus d’élimination des stratégies dominées

m Exemple
Joueur 2 (max)
a b C d
Joueur 1 (max) Al (1,3) | (8,2 | (2,0) | (0,1)
B | (21) | (4,2 | (3,6) | (1,7)
cC| (1,1) | (7,3 | (45 | (2,2

Pour J : pas de stratégie dominante ni dominée. Pour J;: B domine strictement A.

Si J; est rationnel il ne va pas choisir A

Si J, est rationnel, et si J, sait que J; est rationnel, il sait que J; ne choisira pas

A.

Jo peut donc considérer le jeu suivant :

Théorie des jeux
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48 V.Equilibre de Nash

Joueur 1 (max)

Joueur 2 (max)

a b c d
B | (21) | (4,2) | (3,6) | (1,7)
c| (1,1 | (3| 45 | (22

et constater qu’il a deux stratégies dominées, a et b, qu'’il peut donc éliminer.

Si J; est rationnel,

si J; sait que J, est rationnel,

si J; sait que J, sait que J; est rationnel,

si Jy sait que J; sait que J» sait que J; est rationnel,

Alors ils peuvent considérer le jeu suivant :

Joueur 1 (max)

Si J, sait que J; sait que....

Joueur 2 (max)

C

d

(3,

)

(1,7)

C

3
(4,

6
5

)

(2,2)

Théorie des jeux
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49 V.Equilibre de Nash

Le processus converge, et sous I'’hypothése que la rationalité est une information
publique, les joueurs adoptent les stratégies C pour J; et ¢ pour Js, ce qui leur don-
nent respectivement les paiements 4 et 5.

Joueur 2 (max)

a b c d
Joueur 1 (max) Al (1,3 | (3,2 | (2,0) | (0,1)
B | (2,1) | 4,2) | (3,6) | 1,7)
c| @1, |3 | 45 | (22

Lissue (C, c) est un équilibre de Nash du jeu.

Théorie des jeux
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50 V.Equilibre de Nash

— Le processus d’élimination des stratégies strictement dominées con-
siste a éliminer de facon itérative les stratégies strictement dominées des
joueurs.

— Si ce processus converge vers une unique issue, on dit que le jeu est
soluble par élimination des stratégies strictement dominées.

— Sile jeu est soluble, on obtient une issue stable (Equilibre de Nash)

— Si le jeu est soluble, quel que soit I'ordre dans lequel on élimine les
stratégies strictement dominées, on obtient le méme équilibre.

Attention : On perd l'indépendance par rapport a 'ordre d’élimination si on élimine
les stratégies faiblement dominées. Exemple :

Joueur 2 (max)

Joueur 1 (max)

Ol W >
™
D
™
“—L
©w
W
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51 V.Equilibre de Nash

Si on commence par J; il reste les stratégies B et C pour Jq, et a pour Js
Si on commence par Js il reste les stratégies B pour Ji, et a pour Js

m Remarque : Information nécessaire au le joueur i :
pour éliminer une stratégie dominée : sa fonction d’évaluation, pour
utiliser le processus d’élimination successives des stratégies dominées :
les fonctions d’évaluation de tous les joueurs.
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52 V.Equilibre de Nash
m Récréation basée sur I'information publique de la rationalité

Dans un monastere vivent un certain nombre de moines. Les regles dans ce
monastére sont trés strictes, les moines ne doivent pas se parler, et ils ne se voient
gu’une seule fois par jour lors du déjeuner, ils n’ont ni vitre ni miroir. Une maladie, non
contagieuse, et dont le seul symptome est un point rouge sur le frond sévit dans la
région.

Un jour une ambulance spécialisée pour le traitement de cette maladie vient sta-
tionner devant le couvent.

Il ne se passe rien le premier jour, ni le deuxiéme ni le troisieme. Lambulance est
toujours la.

Au bout du 50 eme jour des moines malades sortent pour voir les meédecins. Com-
bienyenatil ?

Théorie des jeux Mastere OSE, 2017-2018



53 V.Equilibre de Nash

1 jour: Il y a au moins un malade, sinon I'ambulance ne serait pas la.
S'’il N’y avait qu’un unique malade, celui ci ne verrait aucun malade, et saurait donc
gu’il est malade. Le premier jour, un moine sortirait donc pour aller se faire soigner.

S'’il ne se passe rien le premier jour, c’est qu’il y a plus d’un malade.
2-ieme jour: Il y a au moins 2 malades. S’il n'y en a que 2, alors chaque malade

verrait uniqguement un malade, et en déduierait qu’il est aussi malade. 2 moines
sortieraient le 2 eme jour pour se faire soigner.

S’il ne se passe rien le deuxieme jour, c’est gu’il y a plus de 2 malades.

n-iéme jour : il y a au moins n. malades (sinon n-1 moines seraient sortis la veille).
S’il y en a n, les n moines malades connaissent exactement n-1 autres malades.
Les n malades sortieraient donc le jour n.

50-ieme jour: comme il ne s’est rien passeé la veille, les moines qui connaissent
exactement 49 malades en déduisent gu’ils sont 50 a étre malades et sortent.
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54 V.Equilibre de Nash

Tout le monde savait qu'’il y avait des malades au couvent. Lambulance n’apprend
rien a personne, mais rend publique I'information. Tout que tout le monde sait, |l

ne se passe rien. Le fait que les moines sortent découle du fait que tout le monde
sait que tout le monde sait que tout le monde sait....

Théorie des jeux Mastere OSE, 2017-2018




55 V.Equilibre de Nash
m Conclusion (?)

Quand il existe, I'equilibre de Nash est une issue raisonnable du jeu — Solution du jeu

— C’est un équilibre. Aucun joueur ne souhaite unilatéralement en dévier.
— Le gain de chaque joueur (maximiseur) est au moins €gal au gain minimal garanti.
— Une équilibre en stratégies dominantes est un équilibre de Nash.
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56 V.Equilibre de Nash

OUI Mais...
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57 VL. Plus sur les équilibres de Nash.

Inefficience de I'équilibre de Nash |

m Retour sur le probléme des 2 firmes : Décisions prises par une société mere.

Elle choisirait =1 et x5, afin de maximiser 11 ((x1, x2) + Io(x1, x2)).

—— Probléme : Déderminer la paire (21, 2) solution de

max([1(x1, x2) + I2(x1,x2)) = max P(x1 + x2)(x1 + x2) — C(x1 + x2).

1,22 1,22
_ L B B 1A-C e
— Solution : toute paire (21, Z2), telle que 1 4+ T2 = 5 le bénéfice total est
. L L 1(A—-C)* _ 2(A—0)?
1211(581—1—332)4—[2(501—1-332):1( B ) 25( B )
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58 VL. Plus sur les équilibres de Nash.

La centralisation des décisions (un unique décideur) permet d’augmenter le béné-
fice total des usines par rapport a la situation ou les deux usines prennent leurs déci-
sions de facon indépendante (deux décideurs).

Coopération ?
Utiliser un shémas de décisions centralisées (aggrégation des agents), partager
les bénéfices ? (microsoft/apple !!1????)

m Retour sur le dilemme du prisonier

Quentin

C D

C (1,1) (15,0
Pareto optimum

Paul

D (0,15) (10,10) Nash equilibrium
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59 VL. Plus sur les équilibres de Nash.

Non-monotomnie de I’équilibre de Nash

Quentin
C D

Un accroissement des fonctions d’évaluation (ici des regles de la punition) ne conduit
pas nécessairement a un accroissement des évaluations a I'équilibre.

Paul

Théorie des jeux Mastere OSE, 2017-2018



60 VL. Plus sur les équilibres de Nash.

‘Quentin
C D E
C |l a,1) @50 @ as50)
E D | (0,15) (10,10) @5,5)
E | (0,15) (5,15) (11,11)

Nash in old game

Nash in new game

Augmenter les ensembles de stratégies (laisser plus de choix aux agents), peut

conduire a la déterioration de la situation de tous !

C’est cela qui expliue le paradoxe de Braess Paradox (voir slide 2)

Théorie des jeux
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61 VL. Plus sur les équilibres de Nash.
m Un modéle simple de jeu dans un réseau

tl(fcl) = 50 -+ |
tg(fbg) = 10%2
t3(333) = 10333
t4($4) = 50 -+ 4

Equilibre: r1 = To = X3 = T4 = 3

Le temps de parcours pour les chemins (L, Ls) et (LsL,) est 83.

Théorie des jeux
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62 VL. Plus sur les équilibres de Nash.

Un lien transversal L5 est ajouté, avec un temps de parcours donné par la fonction
t5($5) =10 + Is.
r1 = xo = x3 = x4 = 3 n'est plus un équilibre car si un utilisateur dévie du chemin

(LsLy4) pour choisir (LsLsL2) son temps de parcours devient 81. C’est donc une
déviation favorable.

t1(z1) = 50 +z1, to(z2) = 10z2, t3(x3) = 10x3, t4(wg) =50+ x4, t5(z5) = 10 + x5,
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63 VL. Plus sur les équilibres de Nash.
Un nouvel équilibre se forme x1 =2, 1o =4, x3 =4, x4 = 2, x5 = 2.

et les nouveaux temps de parcours de chaque chemin sont 92 > 83 .

T=92

Lajout d’'un lien a conduit a une détérioration pour chaque usager !

t1(z1) = 50 +z1, to(z2) = 10z2, t3(w3) = 10x3, t4(wq) =50+ x4, t5(z5) = 10+ x5,
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64 VL. Plus sur les équilibres de Nash.

Non-unicité de I'équilibre de Nash|

m Exemple 1 Chacun des 2 joueurs choissent simultatément un nombre de 1 a 4.
Si ils ont choisi le méme nombre, ils recoivent chacun 10 fois ce nombre.

lls ne recoivent rien dans tous les autres cas.

Jo (max)
1 2 3 4
11 (10.10) | (0.0) | (0.0) | (0.0)
Ji(max) [ 2] (0,00 | (20,20) | (0,0) | (0,0)
3 (0,00 | (0,00 | (30,30) | (0,0)
4| (000 | (0,00 | (0,00 | (4040)

4 équilibres de Nash : (1,1), (2,2), (3,3), (4,4).
Si les joueurs sont rationnels ils choisissent I'équilibre (4, 4).
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65 VL. Plus sur les équilibres de Nash.

m La bataille des sexes

Lucie

T O
T 12,5) 4,4)
E Nash Equilibrium
0| @,3 |[(512)

Ici 2 équilibres non équivalents, pas d’équilibre dominant.
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66 VL. Plus sur les équilibres de Nash.

L'équilibre de Nash n’existe pas toujours.

m Feuille, Pierre, ciseaux :

Quentin
P K S

P |(,0) (0,1) (1,0)

(1,0) (0,0) (0,1)

Paul
I

S | (0,1) (10) (0,0)
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67 VII. Exempe récapitulatif

Exemple recapitulatif...

Joueur 2

Joueur 1

O||olo| e
=] O] Oyl 0
QU 00 O DN Ot
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68 VII. Exempe récapitulatif
m Elimination des stratégies dominées

Premier tour : pour J; : c est strictement dominée par d- pas de stratégie dominée pour Jo

Sous information publique de rationnalité des joueurs et des gains des joueurs, on peut se limiter
au jeu suivant :

Joueur 2
A B C D
all 85]3,2]0,1]5,3
Joueur 1 b |l 6,2 | 5,3]| 4,01 5,1
dll 1,816,811 1,4]6,3
el 1,5]0,6]0,1]09,0
Deuxieme tour : Pour J5 : B domine strictement C, et A domine strictement D ;

Joueur 2

Joueur 1

G ESH Ew )

Troixieme tour : Pour J; : a et b dominent strictement e
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69 VII. Exempe récapitulatif

Joueur 1

Il N’y a plus de stratégie dominée, ni pour J; ni pour Jy. Le processus d’élimination ne peut aller
plus loin.

m Stratégies prudentes

C’est la stratégie du pessimiste : regarde ce que les autres peuvent lui faire de
pire, se prémunit (par son choix) des pires issues.

Théorie des jeux Mastere OSE, 2017-2018



70 VII. Exempe récapitulatif

Joueur 2

A B
Joueur 1 - 8,5 8l 2
bl [ 6,2 | B, 3

d 1,8 | 6,8

Joueur 1 : Avec a il obtient au pire 3 ; avec b, au pire 5 ; avec d, au pire 1.
max{3,5, 1} = 5. La stratégie prudente de J; est b.
En choisissant b, J; est s(r d’avoir au moins 5 (la valeur minimale garantie).

Joueur 2 : Avec A il obtient au pire 2; avec B, au pire 2.

max{2, 2} = 2. Deux stratégies prudentes pour Js : A et B. Elles lui garantissent la valeur minimale
2.
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71 VII. Exempe récapitulatif
m Equilibre de Nash

Stabilité. Chaque joueur regarde ce qu’il peut faire de mieux face aux choix de l'autre
joueur.

J1: afacea A ;|dfacea B ;cfacea D
Jo: Afaceaa ;[Bfacead ;: Aou Bfacead:; B face ae.

Joueur 2

A B

Joueur 1 a |§|’ 3,4
bl 6,2 | 5,[3]
dll 1,8 |68

2 Equilibres de Nash : la paire (a, A) qui donne les paiements 8 et 5 pour J; et J; et
la paire (d, B) qui donne les paiements 6 et 8 pour J; et J,. Ces équilibres ne sont
pas équivalents.
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72 VII. Exempe récapitulatif

On vérifie que ces deux paires (a, A) et (d, B) sont les deux seuls équilibres de
Nash dans le jeu initial :

Joueur 2

A B C
a | [8,[5]] 3,2 | 0,1 5,3
Joueur 1 b 6,2 5i§l kﬂﬂj 0, 1
cl 0,6 | 2,6 |0,]8| 5,7
d|l 1,/8] |6],[8]] 1,4 | 6,3
ell 1,5 | 0,6] | 0,1 [[9]0
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73 VIIl. Jeux a 2 joueurs

Jeux tels que ce que perd un joueur est gagné par l'autre joueur :

— tranfert d’utilité (e.g. transfert monétaire) d’un joueur a l'autre,

Jeux a 2 joueurs, somme nulle

— jeu avec un gagnant et un perdant : échec, “pierre, sciseau, papier”
— jeu de “poursuite-évasion” (militaire, surveillance site industriel...)
— jeu contre la nature (le hasard).

Théorie des jeux
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74 VII. Jeux a 2 joueurs
On suppose que les fonctions d’évaluation ¢, o Vérifient

—901(X, Y) — 902(X7 Y) — 90(X7 Y)
Jour 1choisit X afin de maximiser ¢, c-a-d minimiser ¢ — minimiseur

Joueur 2 choisit Y afin de maximiser ¢, c-a-d maximiser ¢
— maximiseur

(X, Y™) équilibre de Nash si

P(X* V) < o(X*, V) < o(X,Y"), VX,VY.

condition de point selle.
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75 VIl Jeux a 2 joueurs

100~

50

i

=50 -

-100 . =

10 10

Point selle
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76 VIIl. Jeux a 2 joueurs
m Cas ou plusieurs equilibres existent

Supposons ((uw, v) et (u*, v™)) équilibres de Nash. Alors

— lls sont équivalents : p(u,v) = p(u”, v")
— La coordination n’est pas nécessaire : (u,v*) and (u",v) sont aussi des équili-
bres.

m Proof. Les conditions d’équilibre s’écrivent
p(u,v") > p(u™,v") > p(u’,v), et p(u,v) > (u,v) > p(u,v), Yu, v
En particulier
e@,v") > pu’,v") > p(u’,v), eto(u,v) > 0@, v) > p(@,v"),
ce qui implique que

p(u,0) >p(@,v) = p(u’,v) = p(u’,v)> p(u’,v), Yu,v
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77 VI. Jeux a 2 joueurs
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78 VIIl. Jeux a 2 joueurs

Jeux a somme nulle et stratégies prudentes

u stratégie prudente du minimiseur

v,

max ¢ (u, v) = min max p(u, v) =
v u v
v stratégie prudente du maximiseur

min ¢(u,v) = max min @(u,v) = V.

Engénéral V # V |
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79 VIIl. Jeux a 2 joueurs

m Example
min.
al|b
max. Al -1]2
B | 1 0

— If the maximizer chooses v = A the worst for him is to get “-1”
if he chooses v = B, the worst is to get “0”.
So the wise strategy is v* = B, the minimal guaranteed payment is “0”

V = = B) = ¢(b, B) =0
1% Ué?gé}ug}lnb}w(u , V) = oin, ¢(u, B) = ¢(b, B)

— If the minimizer chooses u = a the worst for him is to get “1”,
if he chooses u = b, the worst is to get “2”.
So his wise strategy is ©* = a, and the maximal risked cost is “1”.

V = ma u,v) = ma a,v) = a, B) =1
ugg}vé{A%}@( ) = {Ag}w( ) = ¥(a, B)
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On observe que

V = maxmin ¢(u,v) < minmax p(u,v) = V
v u u v

C’est une propriété générale. En effet
Pour tout u, v, ona min p(u,v) < @p(u,v).
On peut prendre le maximum sur v des deux cotés et reconnaitre V':

Pourtoutuwona V = maxmine(u,v) < maxp(u,v),

d’ol en prenant le minimum sur w, et en reconnaissant V:

V = maxmin ¢(u,v) < min max p(u,v) =V

V est la valeur inférieure du jeu; V' est la valeur supérieure du jeu.

Théorie des jeux Mastere OSE, 2017-2018



81 VIIl. Jeux a 2 joueurs

m Valeur d’un jeu. B
Jeuxtelsque V=V =V

Exemple :
minimizer
a | [b]
_— Al 2] -1
maximizer
B 1 0 2
Cillo| —-21 -3

Minimiseur, sa perte maximale lorsgu’il joue a est 2 , sa perte maximale s’il joue b
est 0, sa perte maximale s’il joue c est 2 .

Sa stratégie prudente est donc b, et il risque au pire de perdre O .

Maximiseur, s’il joue A gain min —1, s’il joue B gain min 0, s’il joue C gain min
—3. Sa stratégie prudente est donc B , son paiement minimum garanti est donc 0.
Dans ce jeu V. = V = 0. Les stratégies b et B sont prudentes respectivement
pour le minimiseur et pour le maximiseur.
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82 VIIl. Jeux a 2 joueurs
On détermine I'équilibre de Nash

MRmin(A) =b MRuyax(a) = A

MRuin(B) =b MRy (b) =B

MRuin(C) =c MRuyax(c) =B
(b, B) est donc un équilibre de Nash.

Propriété

Dans un jeu a 2 joueurs et a somme nulle, une paire de stratégies prudentes
est un équilibre de Nash, et réciproquement, un équilibre de Nash est consti-
tué de stratégies prudentes.
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83 VIIl. Jeux a 2 joueurs
m Conclusion pour un jeu a somme nulle.

Les notions de stratégies prudentes et d’Equilibre de Nash se recoupent. La pro-
priété sur les équilibres de Nash multiples montre que la coordonation n’est pas pas
nécéssaire.

On parle de stratégies optimales.
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