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Dans le cadre de l’algorithmique réparti dans les réseaux, l’efficacit́e d’un algorithme d́epend tr̀es fortement de la
connaissance du réseau, disponiblea priori. Très souvent, cette connaissancea priori est de nature qualitative (taille
du ŕeseau, son diam̀etre, etc.). Fraigniaudet al. (2006) ont introduit une mesure quantitative de la complexité d’une
tâche ŕepartie dans un réseau. Etant donné un probl̀eme ŕeparti, cette mesure,la taille d’oracle, consiste en le plus
petit nombre de bits d’information dont doit disposer l’algorithme pour résoudre le problème efficacement. Nous nous
intéressons̀a la taille d’oracle permettant de résoudre efficacementl’encerclementdans les graphes.

L’encerclement dans les réseaux visèa ŕealiser la capture d’un fugitif invisible, arbitrairement rapide et omniscient, par
uneéquipe d’agents mobiles, dans un réseau. La stratégie d’encerclement est calculée en temps réel, par les agents
eux m̂emes, et doit v́erifier les trois propríet́es suivantes: (1)connexit́e : la zone nettoýee doit toujourŝetre connexe,
(2) monotonie: la zone nettoýee ne doit jamaiŝetre recontamińee, et (3)optimalit́e : le nombre d’agents utiliśes doit
être le plus petit possible. Les deux premières contraintes assurent des communications sécuriśees entre les agents,
ainsi qu’un temps de nettoyage polynomial en la taille du réseau. La troisième propríet́e assure une taille minimum des
ressources utiliśees. La seule connaissance, concernant le réseau, dont les agents disposenta priori, est mod́elisée par
unoraclequi répartit sur les nœuds du réseau une chaı̂ne de bits d’information.

Nous prouvons que la taille d’oracle pour résoudre l’encerclement estO(nlogn) bits, avecn la taille du ŕeseau, et que
cette borne est optimale. Plus préciśement, nous proposons unétiquetage des sommets, de tailleO(nlogn) bits, et
un protocole ŕeparti utilisant cet́etiquetage. Ce protocole permetà uneéquipe d’agents, dont la ḿemoire est de taille
O(logn) bits, de nettoyer le réseau de façon optimale monotone et connexe. Ce protocole améliore le protocole proposé
par Blin et al. (2006) qui ne dispose d’aucune informationa priori et, de ce fait, ńecessite un temps de nettoyage
exponentiel. De plus, nous prouvons qu’il n’existe pas de protocole réparti utilisant un oracle de tailleo(nlogn) bits
qui permette de nettoyer tous les réseaux de façon optimale monotone et connexe.
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1 Stratégies d’encerclement dans les graphes
L’ encerclementdans les ŕeseaux (graph searching) a ét́e introduit par Parson [10]. Etant donné un graphe
dans lequel circule un fugitif invisible, arbitrairement rapide et omniscient, le but est de déterminer une
strat́egie qui permet̀a uneéquipe d’agents mobiles, de capturer le fugitif. Dit autrement, l’équipe d’agents
doit “nettoyer” un ŕeseau contamińe. Dans le but de minimiser les ressources nécessaires̀a la capture,
cette strat́egie doit impliquer le moins d’agents possible. Les stratégies d’encerclement ontét́e intensive-
mentétudíees pour leurs applications pratiques (nettoyage de réseaux de pipelines contaminés par un gaz
toxique [10], śecurit́e dans les ŕeseaux informatiques, etc.), maiségalement pour leurs relations avec des
param̀etres importants des graphes tels que la largeur arborescente (treewidth) et linéaire (pathwidth) [2].

Dans le cadre de l’encerclement dans les graphes, un graphe représente un ŕeseau “contamińe” qu’une
équipe d’agentsmobiles doit nettoyer. Initialement, tout le graphe estcontamińe, et un sommet particulier
est d́esigńe comméetant labase. Les agents sont situés sur les sommets du graphe et peuvent se déplacer
le long des ar̂etes. Lorsqu’un agent traverse une arête, il lanettoie. Une ar̂etee propreest pŕeserv́ee de la
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recontaminationsi, pour tout chemin entree et une ar̂ete contamińee, un agent occupe un sommet de ce
chemin. Les mouvements des agents sont contraints de la façon suivante. Initialement, tous les agents se
trouvent sur la base, et un agent ne peut bouger que si aucune arête n’est recontamińeeà la suite de ce mou-
vement. Une śequence de tels mouvements, appelésétapes, qui permet de nettoyer complètement le graphe
est appeĺee unestrat́egie d’encerclement, ou plus simplementstrat́egie. Le probl̀eme de l’encerclement dans
les graphes consisteà d́eterminer une stratégie qui utilise le moins d’agents possible. Une telle stratégie est
dite optimale. Dans un contexte réparti, que nous considérons dans cet article, leproblème d’encerclement
consiste,́etant donńes un grapheG connexe et une basev0 2V(G), à d́eterminer une stratégie optimale de
nettoyage pourG de telle sorte que la stratégie est calculée en temps réel par les agents. Notons que dans
un contexte centralisé, le probl̀eme de l’encerclement dans les graphes est NP-complet [9].

Les contraintes imposées sur les mouvements des agents impliquent deux propriét́es importantes des
strat́egies, i.e. la partie nettoyée ne peut que s’étendre (propríet́e demonotonie), et elle est connexe (pro-
priét́e deconnexit́e). Les strat́egies monotones connexes ontét́e fréquemment utiliśees dans le cadre de la
conception de protocoles répartis pour nettoyer des graphes [1, 4, 5, 6]. En effet, leurs propriét́es assurent
un nettoyage du graphe en un nombre d’étapes polynomial en la taille du graphe, et des communications
sûres entre les agents. La principale différence entre ces protocoles répartis est la quantité d’information sur
le réseau dont les agents disposenta priori. Les protocoles proposés dans [1, 5, 6] supposent que les agents
disposent d’une information complète sur la topologie du réseau. Ainsi, les agents saventà l’avance dans
quel type de ŕeseau ils se trouvent (arbres [1], tores [5], hypercubes [6]). A l’inverse, le protocole proposé
par Blin et al. [4] permet de nettoyer tous réseaux, sans que les agents ne disposenta priori d’information
sur le ŕeseau. Cependant, ce protocole ne résout pas complètement le problème de l’encerclement puisque
la strat́egie qui est effectivement réaliśee, est optimale et connexe, mais pas monotone. Ceci est un in-
conv́enient majeur puisque le nettoyage du réseau peut alors demander un nombre d’étapes exponentiel en
la taille du ŕeseau. Tous les protocoles préćedemment́enonćes impliquent des agents avec une mémoire de
taille logarithmique en la taille du réseau. Blinet al. [4] supposent, de plus, que les nœuds disposent d’une
zone locale de ḿemoire de taille polynomiale en la taille du réseau, accessible par les agents.

Sans surprise, il existe donc un compromis entre la quantité d’information dont les agents disposenta
priori et la performance de la stratégie ŕealiśee. Nouśetudions la quantité minimum d’information dont
les agents doivent disposera priori afin de ŕesoudre le problème de l’encerclement dans les graphes. Pour
cela, nous utilisons lataille d’oracle, mesure introduite par Fraigniaudet al. [7], qui permet d’́etudier
quantitativement l’information qui doit̂etre donńeea priori pour ŕesoudre un problème ŕeparti efficacement.
Informellement,étant donńes un probl̀eme ŕeparti et une instance de ce problème, un oracle fournit une
châıne de bits d’information d́ependant de l’instance. Un protocole qui doit résoudre le problème peut se
servir de cette chaı̂ne comme d’une information sur l’instance, dont il disposea priori. La taille d’oracle est
la longueur maximum de la chaı̂ne fournie en fonction de la taille de l’instance. La notion de taille d’oracle
a permisà Fraigniaudet al. [7], de différencier quantitativement la difficulté des deux problèmes suivant.
Résoudre le problème du ŕeveil dans un ŕeseau de taillen, nécessite un oracle de tailleΘ(nlogn), alors que
celui de la diffusion ne requiert qu’un oracle de tailleO(n) [7].

Nous prouvons que le problème de l’encerclement dans les graphes den sommets peut̂etre ŕesolu en
utilisant un oracle de tailleO(nlogn). Pour cela, nous exhibons un oracle de tailleO(nlogn) et un protocole
réparti l’utilisant qui ŕesout le probl̀eme de l’encerclement en tempsO(n3) dans tous les graphes den
sommets. Nous prouvons que cette borne est optimale : pour tout oracle de tailleo(nlogn), il n’existe
aucun protocole réparti utilisant cet oracle qui résout ce problème dans tous les graphes den sommets.

2 Modèle
Les agents sont modélisés par des entités mobiles autonomes, avec des identités distinctes et une ḿemoire
de tailleO(logn) bits òu n repŕesente la taille du réseaux. Le ŕeseau est synchrone, et est modélisé par un
graphe connexe non orienté. A priori le réseau est anonyme, i.e. les nœuds ne sont pasétiquet́es. Les deg(u)
ar̂etes incidentes̀a un nœudu sontétiquet́ees de 1̀a deg(u), ainsi un agent peut distinguer les différentes
ar̂etes incidentes̀a ce nœud. Ceśetiquettes sont appeléesnuḿero de port. Une instance du problème est
un couple(G;v0), où G= (V;E) est un graphe etv0 2V est la base. Un oracle [7] est une fonctionO qui
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attribueà toute instance(G;v0) une fonctionf : V ! f0;1g� qui assigne une chaı̂ne binaire, appeléebits
d’information, aux nœuds du réseau. La somme des tailles des bits d’information attribués aux sommets de
G est appeĺeetaille de l’oracle. Elle permet de mesurer la quantité d’information suppĺementaire affectée
à G. Le probl̀eme d’encerclement consisteà d́efinir un oracleO et un protocoleP utilisant O, avec les
caract́eristiques suivantes. Pour toute instance(G;v0), tout sommetv2 V estétiquet́e par la châıne f (v),
f = O(G;v0). Le protocoleP , utilisant cetétiquetage, doit ŕesoudre le problème de l’encerclement dans
G, avecv0 pour base. Rappelons que la stratégie est calculée localement par les agents. Ainsi la décision
d’un agent sur un sommetv (se d́eplacer par un certain numéro de port, changer d’état) d́epend uniquement
de (1) l’ état courant de l’agent,(2) l’ étiquettef (v) du sommet courant,(3) les états des agents présents
sur le sommet (plus si nécessaire le nuḿero de port d’arriv́ee si l’agent vient d’arriver sur le sommet). En
particulier, les agents ne savent pasà l’avance dans quel graphe ils sont lancés. Les seules informationsà
propos du graphe sont celles fournies localementà chaque nœud, par l’oracle.

3 Stratégies d’encerclement avec oracle
Nous prouvons tout d’abord le théor̀eme suivant :

Théorème 1 Le probl̀eme d’encerclement peutêtre ŕesolu en utilisant un oracle de taille O(nlogn) bits.

Id ée de la preuve. Pour prouver ce th́eor̀eme, nous d́efinissons un oracle de tailleO(nlogn), où n est le
nombre de sommets du graphe, et un protocole qui résout le probl̀eme d’encerclement en utilisant les bits
d’information fournit par l’oracle. Le nettoyage du graphe est réaliśe en tempsO(n3). Plus pŕeciśement,
le protocole est constitué den phases, chacune divisée en deux tours deO(n2) rondes. Nous d́ecrivons
les id́ees principales de notre protocole. Pour toute instance(G;v0), nous consid́erons une stratégieS qui
résout le probl̀eme de l’encerclement pour le grapheG avecv0 comme base. La stratégieS induit un ordre
fv0; : : : ;vn�1g de nettoyage des sommets, ainsi qu’un ordre de nettoyage des arêtes. L’oracle que nous
proposons fournit uńetiquetage des sommets qui permet aux agents de distinguer les sommets et certaines
ar̂etes du graphe. Le but de cetétiquetage est de permettre aux agents de nettoyer le graphe en suivant le
même ordre de nettoyage des sommets que celui induit parS. Décrivonsà pŕesent les ar̂etes distingúees.
Pour tout 1� i � n�1, pi est l’ar̂ete par laquelle un agent, suivant la stratégieS, atteintvi pour la premìere
fois. di est la dernìere ar̂ete nettoýee devi , dans la stratégieS. SoitT1 = v0 et, pour tout 2� i � n, soitTi ,
l’arbre constitúe des sommetsfv0; : : : ;vi�1g et des ar̂etesfp1; : : : ; pi�1g. Nous prouvons que notre protocole
est tel que, au d́ebut de la phase 1� i � n, la partie propreG0 du grapheG est un sur-graphe deTi , et un
sous-graphe deG[V(Ti)], i.e. le sous-graphe deG induit par les sommets deTi .

Nous prouvons que,̀a chaquéetape, notre protocole assure que les propriét́es suivantes sont satisfaites.
Pour chaque sommet propre incidentà au moins une arête contamińee, il y a exactement un agent qui
gardece sommet, i.e. il protège le sommet de la recontamination. Tout autre agent est ditlibre. Pour tout
1� i � n, la phasei se d́eroule de la façon suivante. Les agents libres font un parcours en profondeur d’abord
(DFS) de l’arbreTi , guid́es par leśetiquettes distribúees par notre oracle. Au cours de ce DFS, les agents
libres nettoient certaines arêtes non distingúees deG[V(Ti)] (le choix de ces arêtes n’est pas d́etaillé ici par
manque de place) et, au cours du second tour de la phasei, l’arêtepi pour atteindrevi . Lors de la premìere
ronde de la phase suivante, uneélection a lieu entre les agents pour déterminer lequel d’entre eux devient
garde devi . Les autres agents restent libres. Un agent qui garde le sommetvi , 0� i � n�1, ne peut quitter
ce sommet que par l’arêtedi . Notre protocole assuréegalement que lorsque ce mouvement est effectué,di

est la seule arête contamińee du sommet car toutes les autres arêtes incidentèa ce sommet ont́et́e nettoýees
par les agents libres au cours des phases préćedentes. Tous ces mouvements sont effectivement possibles
car, l’oracle permet aussi aux agents de savoirà quelle phase les arêtes, distingúees ou non, peuventêtre
nettoýees (toutes les arêtes non distingúees incidentes̀a un sommet́etant nettoýees au cours de la m̂eme
phase). Ainsi, l’ar̂ete pi ne peutêtre traverśee qu’̀a partir du deuxìeme tour de la phasei. Les ar̂etes non
distingúees incidentes̀a un sommet sont nettoyées au premier stage de la phasei si la plus grande de ces
ar̂etes est comprise entrepi�1 et pi dans l’ordre des arêtes induit parS. Finalement, un agent qui garde le
sommetv j , 0� j � n�1, le quitte par l’ar̂eted j au cours de la phasei si d j est compris entrepi�1 et pi

dans l’ordre des arêtes induit parS. Cette dernìere oṕeration a lieu au cours du premier ou du second tour
de la phasei, selon les cas que nous ne détaillons pas ici, par manque de place.
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Nous prouvons que notre protocole résout le probl̀eme de l’encerclement en tempsO(n3). L’oracle
utilisé est de tailleO(nlogn) bits. De plus les agents utilisés peuvent̂etre dans sept́etats diff́erents, et ont
un compteur de tailleO(logn) bits, utiliśe pour connâıtre la phase, tour ou ronde en cours. 2

Nous prouvons ensuite que la borne supérieure du th́eor̀eme pŕećedent est optimale dans le sens suivant:

Théorème 2 Le probl̀eme d’encerclement ne peutêtre ŕesolu avec un oracle de taille au plus o(nlogn).
Id ée de la preuve. Pour prouver ce th́eor̀eme, nous exhibons un grapheG , de O(n) sommets. Nous
prouvons que toute stratégie pourG est pŕeciśement d́etermińee. Notamment, nous prouvons qu’il existe
O(n) sommets deG qui doiventêtre nettoýes dans un ordre précis. Puis, nous considérons l’ensembleL des
orientations localesde ce graphe, i.e. l’ensemble des fonctions quià chaque incidence du graphe (entre un
sommet et une arête) attribue un nuḿero de port. NotonsI = jL j. Soit f une châıne de bits d’information
fournie par un oracle. Nous prouvons qu’aucun protocole réparti, utilisantf , ne peut ŕesoudre le problème
de l’encerclement dans plus deI �( 1

n�2)n instances deL . Ceci est dùa la structure tr̀es stricte que doit suivre
toute strat́egie pourG . Soit α > 0. Posonsq = αnlogn et t = (q+1)2q

�n+q
n

�
. Nous utilisons un lemme

de [7], selon lequel un oracle de tailleq bits fournit au plust châınes de bits d’information diff́erentes.
Pour conclure, il suffit de remarquer que siα < 1=4, I � ( 1

n�2)n < I � (1
t ) asymptotiquement. Cela signifie

qu’il existe une châıne de bits d’information qui sera attribuéeà au moinsI � ( 1
n�2)n+1 instances. Aucun

protocole ŕeparti utilisant un oracle de tailleo(nlogn) bits, ne peut alors nettoyer toutes ces instances.
Notons que ce résultat est ind́ependant de la capacité mémoire des agents. 2
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