Graph Searching Games
and Graph Decompositions
(Course notes)

Nicolas Nisse

Un objectif de ce cours est la présentation des jeux de gendarmes et du voleur comme une
introduction a I’étude algorithmique des décompositions de graphes.
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2  Cops and robber / Pursuit-Evasion / Graph Searching games

Beaucoup de noms pour beaucoup de modeles différents qui visent tous le méme objectif : la
capture (ou le sauvetage, pour étre politiquement correct) d’un intrus dans un réseau.

2.1 Objectif commun

Les jeuz des gendarmes et du voleur traitent tous du méme probleme : la capture d’un fugitif
(ou voleur) dans un réseau (modélisé par un graphe), par une équipe de chercheurs (ou gendarmes
ou agents). Le fugitif est contraint de se déplacer en suivant les arétes du graphe. Il peut se déplacer
d’un sommet a un autre s’il existe un chemin entre ces deux sommets et qu’aucun sommet ni aréte
de ce chemin n’est occupé par un chercheur.

2.2 Motivations

intelligence artificielle, robotique, sécurité dans les réseaux informatiques ou la localisation de
cibles mobiles par des robots, reconfiguration du routage dans les réseaux optiques, etc.

D’un point de vue plus fondamental : complexité des machines de Turing, décompositions de
graphes, étude de l'algorithmique distribuée, etc.

2.3 Nombreuses variantes

facteurs discriminants :
— fagon de capturer (lorsqu’un gendarme occupe la méme position que le voleur, lorsqu’il se
situe & une distance donnée...),

— visibilité des protagonistes (voleur visible/invisible/parfois visible,...),

— positions des protagonistes (sommets et/ou arétes du graphe),

— fagon de “jouer” (voleur et gendarmes se déplacent simultanément, tour-a-tour, etc.),

— Maniere de se déplacer (a quelle vitesse ? etc.),

— etc.

Le tableau 1 représente une classification (pas du tout exhaustive!!) de ces jeux. Les cases
marquées de point d’interrogation sont des variantes qui, a ma connaissance, n’ont pas été étudiées.



déplacements fugitif lent fugitif rapide
visible invisible visible invisible
tour-a-tour | Cops and robber games [CNOO] Fast robber ?
[Qui83, NW83] [FGKO08, NS08]
simultanés ? Helicopter search game | [ST93, FFNO5] | Graph searching
[Fom9g] [Bre67, Par78]

TAB. 1 — Classification générale des jeux des gendarmes et du voleur

2.4 Probleme d’optimisation

Un autre critere important : que doit on optimiser ? Dans ce cours, le parametre que nous
considérerons est le nombre de gendarmes. Cela correspond a minimiser les ressources nécessaires
a la capture. Mais on peut penser au temps de capture, au temps d’occupation des sommets par
les gendarmes, etc.

3 Modele de Parson [Par78]

Nous commencons par présenter le jeu formalisé par Parson en 1976, qui est la premiere forma-
lisation de ces jeux en termes de théorie des graphes.

3.1 Définition

Etant donné un graphe G (non orienté), les gendarmes (ou agents, ou chercheurs) sont placés
sur les sommets et se déplacent d’'un sommet & un de ces voisins en suivant les arétes du graphe. Le
voleur (ou fugitif) se situe sur les sommets ou les arétes de G et se déplace en suivant les chemins
dans G. Les protagonistes se déplacent simultanément.

Le voleur est arbitrairement rapide : il se déplace a distance quelconque tant qu’il ne rencontre
pas de gendarmes sur son chemin. Enfin, le voleur est invisible : les gendarmes ne connaissent sa
position que s’ils le rencontrent.

Le voleur est capturé si il croise un agent sur une aréte ou un sommet, ou s’il occupe le méme
sommet qu'un agent (et ne peut pas s’échapper).

Une stratégie-aréte dans G est une séquence d’opérations des agents, ou étapes, choisies parmi
les trois opérations suivantes :

— Placer un chercheur sur un sommet du graphe;

— Retirer (ou supprimer) un chercheur d’'un sommet du graphe;

— Déplacer un chercheur le long d’une aréte du graphe.

Initiallement, toutes les arétes sont dites contaminées, i.e., elles hébergent potentiellement le
fugitif. Nous dirons qu’une aréte est nettoyée lorsqu’elle est traversée par un chercheur. Cette aréte
reste propre si tout chemin entre cette aréte et une aréte contaminée est gardé par un chercheur.

Etant donné un graphe G, une stratégie de capture-aréte est une stratégie-aréte qui garantit
la capture du fugitif quelle que soit sa stratégie. En d’autres termes, une stratégie de capture-
aréte est une stratégie-aréte gagnante pour les chercheurs dans le pire cas. C’est-a-dire que l'on
peut considérer le fugitif comme étant omniscient : il voit les agents, connait leurs déplacements a
I’avance et choisit toujours la meilleure solution qui s’offre a lui.



Définition 1 Le edge search number es(G) d’un graphe G, est le plus petit entier k tel qu’il existe
une stratégie de capture-aréte pour G utilisant au plus k chercheurs.

La proposition suivante prouve que ’edge search number est bien défini.
Proposition 1 Pour tout graphe G avec n sommets, es(G) < n

(preuve laissée en exercice)

Quel est le edge search number d’un chemin ? d’un cycle ?

Au cours d’une stratégie, une aréte est recontaminée lors d’une étape s, si elle a été nettoyée a
une étape s’ antérieure a s, et qu’elle est contaminée (accessible au fugitif) a 1'étape s.

Définition 2 Une stratégie de capture est dite monotone si elle n’admet aucune étape de reconta-
maination.

On note mes(G) le plus petit entier k tel qu'il existe une stratégie de capture-aréte monotone
pour G utilisant au plus k chercheurs. De maniere évidente, pour tout graphe G, es(G) < mes(G)
(preuve 7). En fait, nous verrons qu’il y a égalité [LaP93, BS91].

Ce résultat est fondamental pour plusieurs raisons. Un intérét des stratégies monotones est
qu’elles sont beaucoup plus simples a concevoir et a analyser (cf. Proposition 2). Un second
intérét est que la propriété de monotonie permet de faire le lien entre stratégies de capture et
décompositions de graphes (cf. sections suivantes).

Enfin, les stratégies de capture monotones assurent que la capture du fugitif est effectuée en un
nombre d’étapes polynomial en la taille du graphe (preuve 7). En déduire le théoréme suivant :

Théoréme 1 Le probléme de décision suivant appartient a la classe NP :
Entrée : un graphe G et un entier k > 0,
Question :es(G) <k ?

3.2 Exemples et bref état de ’art

Exercice 1 Montrer que dans une grille G n x m, es(G) < n.
Proposition 2 Déterminer es(K,,).

Preuve. Prouvons tout d’abord que n chercheurs sont suffisants. La stratégie des chercheurs consiste
a placer n — 1 chercheurs sur n — 1 sommets distincts de la clique. Le n'™¢ chercheur se déplace
le long de toutes les arétes entre ces n — 1 sommets. Enfin, chacun des n — 1 chercheurs quitte le
sommet sur lequel on ’avait placé par la derniere aréte encore contaminée incidente a ce sommet.
La stratégie que nous venons de définir est une stratégie de capture-aréte pour K, , qui implique n
chercheurs.

Considérons une stratégie de capture-aréte monotone optimale S pour K,. Montrons que S
implique au moins n chercheurs. Supposons que S implique au plus n — 1 chercheurs dans le
but d’arriver a une contradiction. Soit u le premier sommet dont toutes les arétes incidentes sont
nettoyées par S. Considérons ’étape s qui consiste a nettoyer une aréte e = {u,v} incidente a
u, alors que exactement n — 3 arétes incidentes a u, et différentes de e, sont déja propres. Soient



{v1,-+ ,vp—3} les n — 3 sommets distincts de v, tels que l'aréte {u,v;} est propre, pour tout 4,
1 < i < n — 3. Finalement, soit w le sommet de V(K,) \ {vi,--- ,vn—_3,u,v}. Puisque la stratégie
est monotone, au cours de I’étape s considérée, chaque sommet de {u, vy, - ,v,—3} doit étre occupé
par un chercheur, soit un total de n — 2 chercheurs qui ne peuvent pas bouger durant cette étape.
Au cours de I’étape s, I'unique chercheur restant, que nous dirons libre, va se déplacer le long de
e. Ainsi, au cours de l'étape s, le sommet w n’est occupé par aucun chercheur. Par conséquent,
au cours de l'étape s, les arétes incidentes a w sont soit toutes propres, soit toutes contaminées.
Comme u est le premier sommet dont toutes les arétes incidentes sont nettoyées par S, toutes les
arétes incidentes a w sont contaminées. Ainsi, si le chercheur libre qui nettoie e se déplace de v vers
u, 'aréte e est immédiatement recontaminée par {v,w}, ce qui contredit le fait que S est monotone.
Donc, le mouvement qui a lieu au cours de ’étape s consiste a déplacer le chercheur libre le long
de e, de u vers v. On en déduit que juste avant I’étape s, toutes les arétes incidentes a v étaient
contaminées.

La situation juste apres ’étape s est la suivante. Un chercheur occupe u dont I'unique aréte in-
cidente contaminée est {u,w}. Chaque sommet dans {v,v1,--- ,v,_3} est occupé par un chercheur.
Pour tout 1 <i < n— 3, les arétes {v,v;} et {w,v;} sont contaminées. Le seul mouvement possible
a la phase s 4+ 1 est le déplacement du chercheur occupant u le long de {u,w} vers w. En effet,
n’importe quel autre mouvement induirait la recontamination d’au moins une aréte ou un sommet.

La situation juste apres la phase s+1 est la suivante. Chacun des sommets de {w,v,v1, -+ ,v,-3}
est occupé par un chercheur et incident & au moins deux arétes contaminées. Aucun mouvement
évitant la recontamination n’est donc possible, ce qui contredit le fait que S est monotone. Pour
conclure, il suffit d’énoncer le résultat selon lequel si il existe une stratégie de capture-aréte utilisant
au plus k chercheurs, alors il existe une stratégie de capture-aréte monotone utilisant au plus k
chercheurs [BS91, LaP93]. O

Exercice 2 Soit k > 1. Montrer que la classe de graphes {G | es(G) < k} est close par mineur.
Que peut on en déduire sur la complexité du probléme de décision suivant, a k parametre fixé :

Entrée : un graphe G
Question : es(G) <k ?

Exercice 3 [MHG"88] Soit T un arbre a n sommets. Montrer que es(T) = O(logn).

Indication. Prouver que es(T) > k + 1 si et seulement si il existe un sommet v € V(T') tel que il
existe au moins 3 composantes 1,7, T3 de T\ v avec es(T;) > k, i € {1,2,3}.

Megiddo et al. [MHG™T88] prouvent que le probleme de déterminer I'edge search number d'un

graphe G est NP-difficile, en le réduisant au probléme qui consiste a trouver une coupe minimale
équilibrée. Donc d’apres le Théoreme 1 :

Théoréme 2 [MHG' 88] Le probléeme de décision suivant est NP-complet :
Entrée : un graphe G et un entier k > 0,
Question : es(G) <k ?

Ce probleme est cependant polynomial dans certaines classes de graphes. Citons par exemple :

Théoréme 3 [EST94] 1l existe un algorithme linéaire pour résoudre le probléme :
Entrée : un arbre T et un entier k > 0,
Question :es(T) < k¢



4 Node search number [KP85]

Dans cette section, nous étudions une variante du modele de Parson définie par Kirousis et
Papadimitriou. Cette variante est une interprétation algorithmique des décompositions linéaires
(path-decompositions) des graphes.

4.1 Définition

Le modéle que nous présentons dans cette section differe du précédent par le fait que le fugitif
ne peut plus se réfugier “dans” les arétes, mais est contraint de se positionner sur les sommets du
graphe. Plus formellement, le fugitif se situe sur les sommets du graphe se déplace en suivant les
chemins dans G. Le voleur est capturé s’il occupe le méme sommet qu'un agent (et ne peut pas
s’échapper). Une aréte est donc nettoyée lorsque chacune de ses deux extrémités est occupée par
un agent.

Les autres caractéristiques du modele sont identiques a celles du modele de Parson. Une
stratégie-sommet dans G est une séquence d’opérations des agents choisies parmi les deux opérations
suivantes :

— Placer un chercheur sur un sommet du graphe;

— Retirer (ou supprimer) un chercheur d’un sommet du graphe.

Etant donné un graphe G, une stratégie de capture-sommet est une stratégie-sommet qui ga-
rantit la capture du fugitif quelle que soit sa stratégie.

Définition 3 Le node search number ns(G) d’un graphe G, est le plus petit entier k tel qu’il existe
une stratégie de capture-sommet pour G utilisant au plus k chercheurs.

Montrer que ce nouveau parametre est bien défini. Quel est le node search number d’un chemin ?
d’un cycle ? de K337 Comparer avec I’edge search number de ces graphes.

Proposition 3 Soit G une grille n x m, n < m. ns(G) =n+ 1.

Preuve. Pour montrer que ns(G) < n + 1, il suffit d’exhiber une stratégie de capture-sommet
impliquant n 4+ 1 gendarmes. Cette partie est laissée a titre d’exercice. Notons qu’exhiber une
stratégie monotone sera plus naturel et plus facile.

Montrons que ns(G) > n. Pour cela, nous allons définir une stratégie du fugitif qui lui per-
mettra de s’échapper face a n gendarmes quelle que soit la stratégie employée par les gendarmes.
Introduisons tout d’abord quelques notations et remarques.

Nous notons G)x4 une grille avec p lignes et ¢ colonnes. Sans perte de généralité, G = Gy xm. G
admet G, comme sous-graphe (n < m), donc Gpxm = Gnxn. On en déduit ns(G) > ns(Gpxn)
(cf. Exercice 5). Il suffit donc de démontrer que ns(Gpxyn) > n. Soit C I'ensemble des sommets de
la “premiere” colonne de Gy, x, (la colonne la “plus & gauche”). Soit L I’ensemble des sommets de
la “derniére” ligne de G, x, moins le sommet appartenant a C. Soit G' = Gpxn \ (LU C). G’ est
une grille carré de c6té n — 1. Soit X = {X1,---, X(;,_1)2} I'ensemble de tous les sous-ensembles
X; de sommets constitués d’une ligne et d’une colonne de G’.

Posons P = XU{L}U{C}. Les éléments de P sont des sous-ensembles de sommets qui induisent
des sous-graphes connexes de G, . De plus, pour tous X, Y € P, G[X] touche G[Y], i.e., XNY # 0
ou il existe une aréte de G, x, avec une extrémité dans X et une autre dans Y. Enfin, pour tout



Fi1a. 1 — Stratégie du voleur dans une grille

ensemble Z de au plus n sommets de Gj,xq, il existe P(Z) € P tel que P(Z) N Z = 0 (ce dernier
point est laissé en exercice).

Nous pouvons & présent définir la stratégie du fugitif. Soit Z; € V(G,,xy) 'ensemble des posi-
tions initiales des gendarmes. Le voleur choisit un sommet de P(Z;). A I’étape ¢ > 1, supposons
que les gendarmes occupent les sommets de Z; € V(Gpxn) et que le voleur occupe un sommet
de P(Z;). La premiere phase de la stratégie des gendarmes consiste a supprimer certains agents
des sommets qu’ils occupent. Dans un second temps, des agents disponibles sont placés sur des
sommets du graphe. Soit Z;;; ’ensemble des sommets occupés par les agents a la suite de cette
étape. La stratégie du fugitif consiste a déplacer le fugitif, apres la premiere phase de la stratégie
des gendarmes, du sommet qu’il occupe dans P(Z;) vers un sommet quelconque de P(Z;11).

Pour conclure, montrer la validité de la stratégie proposée. O

Exercice 4 Trouver une stratégie de capture-sommet utilisant 4 agents dans le graphe représenté
sur la figure 2.

Exercice 5 Reprendre la proposition 2 et l'exercice 2 en considérant le node search number.

Exercice 6 Soit k fixré. Donner un algorithme de cmoplexité O(no(k)) pour résoudre le probléme :
Entrée : un graphe G de n sommets,
Question : ns(G) <k ?

Indication. On considérera le graphe des configurations. C’est-a-dire le graphe dont chaque sommet
est un ensemble composé des positions des k agents et des sommets propres (non occupés par le
fugitif). De plus, il y a une aréte d’une configuration a une autre si une opération élémentaire d’une
stratégie de capture-sommet permet de passer de cette configuration a la suivante. On montrera
que ns(G) < k si et seulement si il existe un chemin dans H entre la configuration “sale” (aucun
agent n’est placé) et la configuration “propre” (tous les sommets sont propres).

4.2 Lien avec ’edge search number

Dans cette section, nous montrons que les deux variantes de stratégies que nous avons définies
ont des comportements tres similaires. Ainsi, il est aisé de transposer tout résultat concernant I'une
de ces variantes a l'autre.

Théoréme 4 Pour tout graphe G, ns(G) — 1 < es(G) < ns(G) + 1.



Preuve. Premierement, si nous disposons d’une stratégie de capture-sommet, il est facile de la
transformer en une stratégie de capture-aréte en utilisant un chercheur de plus. En effet, a chaque
fois que les deux extrémités d’une aréte sont occupées, il suffit d’utiliser le chercheur supplémentaire
pour traverser l'aréte. Réciproquement, si S est une stratégie de capture-aréte, il est facile de la
modifier pour obtenir une stratégie de capture-sommet utilisant un chercheur de plus. A chaque
étape au cours de laquelle un chercheur traverse une aréte {z,y} de = a y, dans S, il suffit de laisser
ce chercheur sur x et de placer le chercheur supplémentaire sur y. Montrer que les stratégies ainsi
définies sont valides. O

Posons G/// le graphe obtenu & partir de G en remplacant chaque aréte par trois arétes en
parallele, et GTT le graphe obtenu & partir de G en remplacant chaque aréte par trois arétes en
série.

Exercice 7 [KP86] Pour tout graphe G, ns(G) = es(G///) =1, et es(G) = ns(GT+) — 1. En
déduire la compléxité du probleme de décision correspondant a ns.

5 Path decompositions [RS83]

5.1 Définition et premieres remarques

Définition 4 Une décomposition linéaire (path decomposition) d’un graphe G est une paire (P, X),
telle que P = (V(P), E(P)) est un chemin, et X = (Xy);ev(p) est une famille de sous-ensembles
de sommets de G, appelés sacs, qui satisfait :

CL. Usev(p) Xt = V(G) ;

C2. pour toute aréte {x,y} € E(Q), il existe t € V(P) tel que {z,y} C X;;

C3. pour tout a,b et c € V(P) tels que c est sur le chemin entre a et b, X, N X C X..

De maniere équivalente, on représentera une décomposition linéaire d’un graphe G par une

séquence P = (X1,---,X,) de sous ensemble de sommets de G.
Remarquons qu'un graphe G admet toujours une décomposition linéaire triviale réduite a un
seul sac. La largeur d’une décomposition linéaire (Xi,---,X,) est égale & max;<p|X¢| — 1. La

largeur linéaire, notée pw(G) (pour pathwidth en anglais), d’'un graphe G est la largeur minimum
d’une décomposition linéaire de G parmi toute les décompositions linéaires du graphe G.

FiG. 2 — Exemple d’un graphe et d’une décomposition linéaire de ce graphe

Exercice 8 A l'aide de l’exercice 12, déterminer la pathwidth du graphe représenté sur la Figure 2.



Exercice 9 Quelle est la pathwidth d’un chemin ¢ d’un cycle ¢
Exercice 10 Montrer que la pathwidth est un paramétre clos par mineur.

Un ensemble de sommets S C V est un séparateur d’'un graphe connexe G s’il existe deux
sommets distincts a et b € V' qui appartiennent a deux composantes connexes distinctes de G\ S,
alors tout chemin entre a et b contient un sommet de S.

Exercice 11 Soit (X1,---,X,) une décomposition linéaire d’un graphe G. Montrer que, pour tout
1 <p, X;NXjy1 est un séparateur de G.

Exercice 12 Soit G un graphe contenant une clique Kj comme sous graphe. Soit (Xi,---,X,)
une décomposition linéaire de G. Montrer qu’il existe i < p tel que V(K}) C X;. Donner une borne
inférieure pour pw(G). En déduire la pathwidth de K,, n > 1.

Un graphe d’interval est un graphe dont les sommets peuvent étre repr{esentés par des inter-
valles réels tels que deux sommets sont adjacents si et seulement si les intervalles correspondant
s’intersectent. La figure 3 représente un exemple de graphe d’intervale.

a C

Fi1c. 3 — Exemple de graphe d’intervale

Exercice 13 Prouver que le probléme suivant est polynomial :
Entrée Un graphe d’intervalle G et un entier k
Question : pw(G) <k ?

Indication. Donner une preuve par récurrence sur |V (G)|. On remarquera qu’'on peut toujours
trouver une décomposition linéaire (X1,---,X,) telle que X; induit une clique pour tout ¢ < p.

Théoréme 5 [ESTY)] Pour tout graphe G, ns(G) = pw(G) + 1.

Preuve. Soit {X1,- -+, X, } une décomposition linéaire de G. Considérons la stratégie suivante : (1)
placer les chercheurs sur les sommets de Xi, (2) pour i allant de 2 a r faire (2-a) supprimer les
chercheurs de X; \ X;_1 (il reste des chercheurs sur chaque sommet de X; N X;_1), (2-b) placer des
chercheurs sur les sommets de X;. Prouver que cette stratégie est une stratégie de capture-sommet
monotone. En déduire que ns(G) < pw(G) + 1.

Réciproquement, soit S une stratégie de capture-sommet monotone pour un graphe G. Soit
{v1,--+ ,v,} Vordre dans lequel les sommets sont occupés pour la premieére fois par un chercheur.
Soit X; I'ensemble des sommets occupés par un gendarme lorsqu’un gendarme est placé sur v;.
Montrer que (X7i,--- ,X;) est une décomposition linéaire de G.

Nous avons donc prouvé que ns(G) < pw(G)+1 < mns(G), avec mns(G) le plus petit entier k
tel qu’il existe une stratégie de capture-sommet monotone pour G utilisant au plus k chercheurs.
Pour prouver le théoréeme, nous allons prouver que ns(G) = mns(G) (cf. Théoréme 6). O



5.2 Monotonie : “La recontamination n’aide pas”

Notons que le résultat de monotonie a d’abord été prouvé dans le cas de ’edge search number
par Andrea LaPaugh [LaP93]. Nous présentons ici la preuve de Bienstock et Seymour plus générale
et (beaucoup) plus élégante [BS91]. Cette section est dédiée a la preuve du théoréme suivant.

Théoréme 6 [BS91] Pour tout graphe G, ns(G) = mns(G).

Pour prouver ce résultat, nous devons introduire un autre modele de capture, dit mixte-search
car il fait le lien entre node-search et edge-search. Une stratégie-mixte se définit comme une stratégie-
aréte (3 opérations possibles). C’est le nettoyage des arétes qui est réalisé différemment. Dans ce
modele, une aréte est nettoyée lorsque, soit elle est traversée par un agent, soit lorsque chacune de
ses deux extrémités est occupée par un agent. En d’autres termes, le fugitif peut se trouver sur les
sommets ou les arétes, mais il est capturé s’il occupe la méme position qu'un agent OU s’il occupe
une aréte dont les extrémités sont occupées.

Etant donné un graphe G, une stratégie de capture-mixte est une stratégie-mixte qui garantit
la capture du fugitif quelle que soit sa stratégie.

Définition 5 Le mixte search number mizs(G) d’un graphe G, est le plus petit entier k tel qu’il
existe une stratégie de capture-mixte pour G utilisant au plus k chercheurs.

Posons G// le graphe obtenu & partir de G en remplagant chaque aréte par 2 arétes en parallele,
et G le graphe obtenu & partir de G' en remplacant chaque aréte par 2 arétes en série.

Exercice 14 Montrer que, pour tout graphe G, mizs(Gt) = es(G), et mizs(G//) = ns(G). En
particulier, montrer que ce résultat est vrai pour les variantes monotones de ces parametres.

Nous présentons maintenant la preuve de la monotonie du mixte-search number. Le résultat de
I’exercice 14 permet de conclure facilement la preuve du Théoreme 6.

On considere un graphe G = (V,E). Une croisade est une séquence (Ep,---,E,) de sous-
ensemble de E tels que : (1) Ey =0 et E, = E, et (2) pour tout ¢ > 0, |E; \ E;—1| < 1. Une croisade
est monotone si £y C By C --- C E, et si, pour tout ¢ > 0, |E; \ Ej—;| = 1.

Soit F' C E, 0(F') est 'ensemble des sommets incidents & une aréte dans F' et une aréte dans
E \ F. Informellement, §(F') représente la frontiére de I'ensemble d’arétes F'. La fonction || a
lavantage d’étre symétrique et sous-modulaire, c’est-a-dire : [§(F)| = [0(E \ F) (symétrie) et, pour
tout X, Y CE, |6(XNY)|+[|0(XUY)| <[0(X)| + |0(Y)| (sous-modularité).

Exercice 15 Vérifier que |§| est symétrique et sous-modulaire.
Une croisade (Ey, -, Ep) et de largeur < k si, pour tout i > 0, [6(E;)| < k.
Exercice 16 Montrer que si mixs(G) < k, alors il existe une croisade de G de largeur < k.

Exercice 17 Montrer que si il existe une croisade monotone de G de largeur < k, alors il existe
une stratégie monotone de capture-mizte pour G utilisant au plus k chercheurs.

Indication. Pour simplifier, on ne considérera que des graphes de degré minimum 2.
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Lemme 1 Si il existe une croisade de G de largeur < k, alors il existe une croisade monotone de
G de largeur < k.

Preuve. Soit une croisade (Ep,- -, E,) de G de largeur < k telle que :
1. >, (J6(Es)| + 1) est minimum,
2. sous la condition (1), >, |F;| est minimum.

Nous montrons qu’une telle croisade est monotone.

— |Ei \ Ei—1| =1, sinon (Ey, -+ ,Ej—1,FEiy1,- -, E,) serait une croisade contredisant (1).

— |6(Ei—1 U E;)| > |0(E;)|, sinon (Ey, -+, Ej—1,E;—1 U E;, Ejq,- - , Ep) serait une croisade
contredisant (1).

— Par sous-modularité, |0(E;—1 NE;)| < |0(E;)|, done (Eo, - -+, Ei—a, B 1NE;, B, By, -+, Ep)
est une croisade de largeur < k.

— D’apres (2), on doit avoir |E;—1 N E;| > |E;_1|, donc E;—1 C E;.

O

Déduire des exercices 16, 17 et du lemme 1, qu’il existe toujours une stratégie de capture-mixte
monotone utilisant mizs(G) agents. Puis, en utilisant le résultat de l'exercice 14, en déduire le
Théoreme 6. Conclure la preuve du Théoreme 5.

6 Tree decompositions [RS86]

6.1 Définition et premieres remarques

Définition 6 Une décomposition arborescente (tree decomposition) d’un graphe G est une paire
(T, %), telle que T = (V(T),E(T)) est un arbre, et X = (Xi);cv (1) est une famille de sous-
ensembles de sommets de G, appelés sacs, qui satisfait :

C1L. UteV(T) Xy =V(G);

C2. pour toute aréte {x,y} € E(G), il existe t € V(T) tel que {z,y} C X;;

C3. pour tout a,b et c € V(T) tels que ¢ est sur le chemin entre a et b, X, N Xp C X,.

Remarquons qu'un graphe G admet toujours une décomposition arborescente triviale réduite
a un seul sac. La largeur d’une décomposition arborescente (7', X') est égale a maxcy () [X¢| — 1.
La largeur arborescente, notée tw(G) (pour treewidth en anglais), d'un graphe G est la largeur
minimum d’une décomposition arborescente de G parmi toute les décompositions arborescentes du
graphe G.

Exercice 18 Montrer que pour tout graphe G, tw(G) < pw(G).
Exercice 19 Reprendre exercice 12 en considérant une décomposition arborescente. En déduire,
la treewidth du graphe représenté sur la Figure 4.

Exercice 20 Quelle est la treewidth d’un arbre ¢ d’un cycle ? d’une grille carrée de coté n ¢
Donner un graphe pour lequel l'inégalité tw(G) < pw(G) est stricte.

Exercice 21 Montrer que la treewidth est un parameétre clos par mineur.
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F1G. 4 — Exemple d’un graphe et d’'une décomposition arborescente de ce graphe

Soit (7', X) une décomposition arborescente d’un graphe G. Soit r € V(T') et supposons I’arbre
enraciné en r. Pour tout v € V(T), on pose T, le sous arbre de T contenant v, obtenu apres
suppression du pere de v dans T'. De plus, on note G[T}] le sous-graphe de G induit par U,ey (7,) Xw-
Par exemple, dans la Figure 4, I'arbre de décomposition est enraciné en R € V(T') et G[Ty/| est le
sous-graphe induit par {H, K, L, M} C V(G).

Exercice 22 Soit (T,X) une décomposition arborescente d’un graphe G, avec T enraciné. Soit
{u,v} € E(T) avec u le pére de v. Soit S = X,, N X, et soit A =V (G[T,]). Montrer que S est un
séparateur de A\ S et V(G) \ A.

Un graphe est un k-arbre si c’est une clique de k 4+ 1 sommets, ou s’il peut étre obtenu d’un
k-arbre H en ajoutant un nouveau sommet adjacent a ceux d’une clique de taille k£ induite dans
H. Un graphe est un k-arbre partiel s’il est un sous-graphe d’un k-arbre.

Exercice 23 Montrer que la treewidth d’un graphe G est égale au plus petit entier k tel que G est
un k-arbre partiel.

Lemme 2 Soit G un graphe de treewidth au plus k. Alors, il existe une décomposition arborescente

(T, X) de G, de largeur k et telle que : |V(T)| = O(|V(G)|) et T de degré mazximum 3.

Preuve. Laissée en exercice. Un lecteur paresseux pourra, par exemple, se référer & [Bod98|. g
Parlons maintenant un peu de complexité.

Théoréme 7 [ACPS87] Le probléme suivant est NP-complet :

Entrée Un graphe G et un entier k
Question : tw(G) <k ?

Par contre, lorsque k est un parametre fixe, il existe un algorithme linéaire pour la méme

question. En d’autres termes, la complexité du probleme de déterminer la treewidth d’un graphe
n’est pas due a la taille de I'instance mais & sa treewidth.
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Théoréme 8 [Bod96, BK96] Soit k fizé. Il existe un algorithme linéaire pour résoudre le probléme :
Entrée Un graphe G
Question : tw(G) <k ?

Attention, la complexité de I'algorithme mensionné ci-dessus est de I'ordre de O(2 |V (G)]). 11
n’est donc utilisable en pratique que pour de toutes petites valeurs de k& :(

Un graphe est cordal si tout cycle de longueur au moins 4 contient une corde. C’est a dire que
les seuls cycles induits sont ceux de longueur 3.

Exercice 24 Prouver que le probléeme suivant est polynomial :
Entrée Un graphe cordal G et un entier k
Question : tw(G) <k ?

Indication. Montrer que tout graphe cordal admet un sommet simplicial (dont le voisinage induit
une clique). Puis procéder par récurrence.

6.2 Lien avec le graph searching

Dans cette section, nous présentons brievement une variante de jeu de capture qui est une
interprétation algorithmique des décompositions arborescentes.

Cette variante est identique au modele “node search”, mais les agents ont connaissance de la
position du voleur & tout moment. On dit que le voleur est wvisible.

Une stratégie-sommet pour capturer un fugitif visible dans G est définie de la méme maniere
que dans le cas d’un fugitif invisible (node search). C’est une séquence d’opérations des agents
choisies parmi les deux opérations suivantes :

— Placer un chercheur sur un sommet du graphe;

— Retirer (ou supprimer) un chercheur d’un sommet du graphe.

Etant donné un graphe G, une stratégie de capture-sommet est une stratégie-sommet qui ga-
rantit la capture du fugitif visible quelle que soit sa stratégie.

Définition 7 Le visible node search number vns(G) d’un graphe G, est le plus petit entier k tel
qu’il existe une stratégie de capture-sommet pour capturer un fugitif visible dans G en utilisant au
plus k chercheurs.

Calculer le visible node search number d’un arbre, d’une clique & n sommets.

Exercice 25 Montrer que pour tout graphe G, vns(G) < ns(G). Donner un graphe pour lequel
l'inégalité est stricte.

Théoréeme 9 [ST93, MNOS] Pour tout graphe G, vns(G) = tw(G) + 1.

Preuve. Soit (T, X') une décomposition arborescente de G, avec T' enraciné. Considérons la stratégie
définie par récurrence de la maniere suivante : initialement, placer les agents sur les sommets de X,..
A Détape i > 1, supposons que les agents occupent les sommets de X, ou v € V(T') et supposons
que le fugitif occupe un sommet de G[T]. Notons que cela est vrai a ’étape initiale.

Si v est une feuille de T', V(G[T}]) = X, et le fugitif est capturé (il occupe le méme sommet
qu’un agent). Done, soit wq, -+ ,w, les fils de v dans T'. Sans perte de généralité, supposons que le
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fugitif occupe un sommet de G[T},,]. L’étape i+ 1 consiste alors a (1) retirer les agents qui occupent
des sommets dans X, \ Xy, puis (2) placer les agents sur les sommets de X, .

En utilisant I’exercice 22, prouver que cette stratégie est une stratégie de capture-sommet mo-
notone d’un fugitif visible. En déduire que vns(G) < tw(G) + 1.

Pour prouver l'inégalité inverse, nous prouvons une assertion plus forte par récurrence sur
n = |V(G)|. Soit S une stratégie de capture-sommet monotone pour un fugitif visible dans G
utilisant k agents. Soit Rg I’ensemble des sommets occupés par des agents avant la premiere étape
de suppression d’'un agent dans S. Nous prouvons qu’il existe une décomposition arborescente de
G, de largeur au plus k — 1, dont 'un des sacs est exactement Rg.

Le résultat est vrai pour n = 1. Supposons que n > 1 et que le résultat est vrai pour tout j < n.
Soit S une stratégie de capture-sommet monotone pour un fugitif visible dans G en utilisant au
plus k£ agents. Soit v le premier sommet duquel est supprimé un agent au cours de la stratégie.

Soit S’ la séquence d’opérations obtenue & partir de S en supprimant les opérations “placer
un agent sur v” et “supprimer 'agent de v”. Montrer que S’ est une stratégie de capture-sommet
monotone pour un fugitif visible dans G\ {v} en utilisant au plus k agents. Montrer que Rg\ {v} C
Rgr.

D’apres 'hypothese de récurrence, il existe une décomposition arborescente (77, X’) de G \ {v}
de largeur au plus k£ — 1. De plus, il existe z € V(T") tel que X, = Rg.

Soit (T, X') défini de la maniére suivante : T' est obtenu de 7” en ajoutant un sommet y adjacent &
x, et pour tout z € V(T'), X, = X si z # y et X, = Rg. Montrer que (7, X') est une décomposition
arborescente de G de largeur au plus k — 1.

Nous avons donc prouvé que vns(G) < tw(G)+1 < muns(G), avec mons(G) le plus petit entier
k tel qu’il existe une stratégie de capture-sommet monotone pour un fugitif visible dans G utilisant
au plus k chercheurs. Pour prouver le théoréme, il “suffit” de prouver que vns(G) = mvns(G). Pour
cela, voir [ST93, MNOS|. O

Un graphe est planaire extérieursiil est planaire (on peut le dessiner dans le plan sans croisement
d’arétes) et que l'on peut le dessiner de maniére a ce que tous les sommets soient sur la face
extérieure.

Exercice 26 Quelle est la complexité du probleme :
Entrée : un graphe outer-planar G et un entier k > 0,
Question : tw(G) <k ?

Indication. Trouver une borne supérieure simple pour vns(G), puis utiliser les théoremes 8 et 9.

7 Intérét algorithmique des décompositions

Le but de cette section est de donner un apercu de la “puissance” des décompositions arbores-
centes des graphes.

7.1 Exemples d’applications

De nombreux graphes rencontrés en pratique sont de petites treewidth. Par exemple, les graphes
associés aux programmes sont de treewidth 4,5 ou 6 selon le langage de programmation [Tho98].
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Il en est de méme pour les graphes issus des problemes de satisfaction de contraintes. Par ailleurs,
les bases de données peuvent étres représentées grace a des hypergraphes acycliques. etc.

Une raison intuitive d’utiliser des décompositions de graphes est liée au paradigme “diviser pour
régner”. Décomposer un probleme en différents sous-problemes plus faciles, associés aux différentes
parties de la décomposition donnée du graphe, puis combiner les solutions entre elles. En général,
le temps nécessaire pour recombiner les solutions entre elles dépend uniquement de la largeur de
la décomposition. Ainsi, ces décompositions sont intéressantes entre autres car elles fournissent un
cadre général pour résoudre des problemes NP-complets en général en temps polynomial lorsque
les instances sont restreintes a certaines classes particulieres.

Un résultat particulierement important relatif & la notion de décomposition arborescente, di
a Courcelle et Mosbah [CM93], est que tout probleme exprimable en logique du second ordre
monadique peut étre résolu en temps linéaire dans les classes de graphes de largeur arborescente
bornée.

Par ailleurs, le concept de programmation dynamique effectuée grace a une décomposition
arborescente de 'instance d’un probléeme, a permis la conception d’algorithmes résolvant en temps
polynomial (voire linéaire) en la taille de I'instance, dans le cas de nombreux problémes NP-complets
en général [Bod8s].

7.2 Programmation dynamique par ’exemple.

Dans cette section, nous donnons 1’ébauche d’un algorithme de programmation dynamique
utilisant les décompositions arborescentes.

Soit £ > 1. Dans la suite nous considérons uniquement des graphes de treewidth au plus k.
Rappelons que, d’apres le résultat de Bodlaender [Bod96, BKK95] (Théoreme 8 de cette note), il
existe un algorithme linéaire pour calculer une décomposition arborescente optimale pour toute
instance appartenant a cette classe de graphe.

Informellement, la technique de programmation dynamique sur une décomposition arborescente
fonctionne de la maniére suivante.

1. Calculer une décomposition arborescente (7', X) de largeur k du graphe G. On imposera que
T ait un degré borné. De plus, T est supposé enraciné en un sommet 7 arbitraire.

2. Pour chaque feuille v € V(T'), résoudre le probleme sur G[X,]. Notons que pour que I’algo-
rithme soit efficace, le probleme doit pouvoir étre résolu efficacement sur des instances de
taille bornée.

3. Pour tout sommet v € V(T') avec r > 1 fils wy,--- ,w,. A partir des solutions obtenues pour
G[Tw,], - ,G[Ty,], résoudre le probleme pour G|[T5]. Ceci n’est bien évidemment pas toujours
possible. Nous verrons par I'exemple que les propriétés des décompositions arborescentes
jouent un roéle important ici. Informellement, nous verons qu’il s’agit de résoudre le probleme
pour G[T,] a partir de solutions de G[Ty,|NX,, -+, G[Ty, ]NX, et que cela est possible (dans
certains cas) puisque les ensembles G[T,,] N X, sont des séparateurs.

Remarque. Il est important de noter ici que les problemes considérés doivent étre invariant par
sous-graphe, sans quoi la solution obtenue n’a aucune garantie d’étre optimale.

Rappelons que le probleme de coloration consiste & déterminer la nombre minimum de couleurs
nécessaires pour étiqueter les sommets d’un graphe G' de maniére a obtenir une coloration propre,
c.-a~d., telle que deux sommets adjacents aient des couleurs différentes. Ce nombre est le nombre
chromatique de G, x(G).
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Théoréme 10 Le probléme suivant est NP-complet.
Entrée Un graphe G et un entier k.
Question : x(G) <k ?

Exercice 27 Soit k > 1. Prouver que le probleme suivant est dans P
Entrée Un graphe G de treewidth au plus k et un entier c.
Question : x(G) <c?

Le probleme du stable maximum d’un graphe G consiste a trouver un sous-ensemble de sommets
indépendants (non adjacents) de taille maximum. La taille d’un tel ensemble est notée a(G).

Théoréme 11 Le probléme suivant est NP-complet.
Entrée Un graphe G et un entier k.
Question : a(G) > k ¢

Exercice 28 Soit k > 1. Prouver que le probleme suivant est dans P

Entrée Un graphe G de treewidth au plus k et un entier c.
Question : a(G) > ¢ ?
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8 Annexes

8.1 Mineur de graphes

The contraction of the edge e with endpoints u, v is the replacement of v and v with a single
vertex whose neighbors are the vertices that were neighbors of v or v. A graph H is a minor
of a graph G if H is a subgraph of a graph obtained by a succession of edge contractions of G.
En d’autres termes, H peut étre obtenu a partir de G par une succession de contractions et de
déletions d’arétes et de délétion de sommets. Si H est un mineur de G, on note H < G (la relation
de minoration est une relation d’ordre partielle). Exemple : H est planaire ssi K5 A H et K33 A H
(Théoreme de Kuratowski).

Fi1c. 5 — Exemple d’un mineur K, d’une grille 5 x 5

Une classe C de graphes est dite close par mineurs, si pour tout G € C, alors pour tout mineur H
de G, H € C. Un invariant u de graphe est dit clos par mineurs si, la classe de graphes {G | u(G) <
k} est close par mineurs. C'est-a-dire, p est clos par mineurs si, pour tout graphe G et pour tout
mineur H de G, pu(H) < u(G).

Nous citons un résultat fondamental dui & Robertson et Seymour, qu’il sera utile de connaitre.

Théoréme 12 Pour toute classe de graphes close par mineurs, il existe un algorithme en temps
polynomial pour décider si un graphe appartient a cette classe.

8.2 Classes de complexité

Nnous ne donnons ici que des notions tres basiques. Exemple de problemes de décision :
Entrée : un graphe G, un entier k
Question : G est-il k colorable ?

On note P la classe des problemes de décision pour lesquels il existe un algorithme déterministe
résolvant ce probleme en temps polynomial en la taille de 'instance.

On note NP la classe des problemes de décision pour lesquels il existe un algorithme non
déterministe résolvant ce probleme en temps polynomial en la taille de I'instance. NP est aussi
défini comme la classe des problemes pour lesquels une solution (certificat) est vérifiable en temps
polynomial. Bien str, P C N P. Challenge : P = NP?

Informellement, un probléeme est NP-difficile si “il est au moins aussi difficile que les problemes
les plus difficiles de NP”. Plus précisément, un probleme H est NP-difficile, s’il existe un probleme
NP-difficile qui peut étre réduit & H en temps polynomial. Un probleme est NP-complet s’il est
NP-difficile et s’il appartient a la classe NP. Le probleme 3-SAT appartient a la classe des probléemes
NP-complets.
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