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Algorithmes et Graphes :

1 heure

Aucun document électronique ou non n’est autorisé. Vous pouvez répondre en
français ou en anglais. Toutes les réponses doivent être expliquées de manière for-
melle. Toutes les questions sont indépendantes. Les durées et les points sont donnés
à titre indicatif.

1 Équilibrage de charge (7 pts, 20 minutes)

Le problème d’équilibrage de charge prend comme entrées un nombre n de processeurs et
un ensemble T = {Ti}i≤r de r tâches telles que, pour chaque 1 ≤ i ≤ r, la tâche Ti a un
temps de traitement ti, et demande une affectation lb : {1, · · · , r} → {1, · · · , n} (chaque tâche
est assignée à exactement un processeur) minimisant le makespan (le temps maximum pris
par chaque processeur pour traiter toutes les tâches qui lui sont assignées), c’est-à-dire tel que
max1≤i≤n

∑
j∈lb−1(i) tj soit minimal. De manière équivalente, nous demandons une partition

optimale (minimisant le temps d’exécution) (A1, · · · , An) de T telle que Ti ∈ Aj si et seulement
si lb(i) = j.

Question 1 Donnez une solution optimale si r ≤ n.

Durant le cours, nous avons étudié l’algorithme suivant (Algorithme 1) qui considère les
tâches dans un ordre décroissant (T1, T2, · · · , Tr) de leur temps de traitement (c’est-à-dire t1 ≥
· · · ≥ tr) et, pour chaque i de 1 à r, attribue la tâche Ti au processeur le moins chargé (un
processeur qui a le moins de travail à faire après que les tâches T1, · · · , Ti−1 ont été attribuées).

Algorithm 1 LoadBalancing(n, T = {Ti}i≤r)
Require: n ∈ N and (t1, · · · , tr) ∈ (R+)r.
1: Order T such that t1 ≥ t2 ≥ · · · ≥ tr.
2: sol = (A1, · · · , An) = (∅, · · · , ∅)
3: (l1, · · · , ln) = (0, · · · , 0)
4: For i = 1 to r do :
5: Let j, such that lj = min1≤k≤n lk.
6: Aj ← Aj ∪ {i} // assign Ti to processor j.
7: lj ← lj + ti.
8: EndFor
9: return sol.

Question 2 Donnez la complexité temporelle de l’algorithme 1 en fonction de r (expliquez votre
réponse).

Au cours du cours, nous avons vu que l’algorithme 1 est une approximation c du problème
d’équilibrage de charge pour c ≤ 3
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Question 3 Expliquez ce que signifie être une approximation c pour le problème d’équilibrage
de charge (décrivez les trois principales propriétés qui doivent être satisfaites).

Considérons l’exemple suivant avec n processeurs et 2n + 1 = r tâches T = {T1, · · · , Tr}
telles que (t1, · · · , tr) = (2n− 1, 2n− 1, 2n− 2, 2n− 2, 2n− 3, 2n− 3, 2n− 4, · · · , n+ 4, n+ 3, n+
3, n+2, n+2, n+1, n+1, n, n, n), c’est-à-dire t2k−1 = t2k = 2n−k pour 1 ≤ k ≤ n et t2n+1 = n.

Question 4 Appliquez l’algorithme 1 à l’instance ci-dessus (expliquez quelle tâche est attribuée
à quel processeur). Quel est le délai d’exécution obtenu ?

Question 5 Donnez une solution pour l’instance ci-dessus qui a un délai d’exécution au plus
égal à 3n.

En réalité, on peut prouver que l’algorithme 1 est une approximation c pour c = 4
3 −

1
3n .

2 Graphes (7 pts, 20 minutes)

Question 6 Donnez la définition d’un graphe.

Étant donné un graphe G = (V,E), un ensemble de sommets S ⊆ V est stable si ∀u, v ∈ S,
{u, v} /∈ E, i.e., pour toute paire (u, v) de sommets de S, les sommets u et v ne sont pas
adjacents.

Question 7 Donner un algorithme (näıf) qui calcule un ensemble stable maximum. Donnez sa
complexité.

Question 8 1. Donner la définition d’un couplage M ⊆ E de G.

2. Donner la définition d’un couplage maximal.

3. Donner la définition d’un couplage maximum.

Question 9 Décrire un algorithme (en temps polynomial) qui calcule un couplage maximal dans
un graphe G. Donnez sa complexité.

Question 10 Enoncer le théorème de Berge. En particulier, définir la notion de chemin M -
augmentant pour un couplage M , et donner l’implication algorithmique du théorème de Berge.

Question 11 Donner un exemple d’application (dans la “vraie vie”) du problème de couplage
maximum.

3 Programmation dynamique (8 pts, 20 minutes)

Question 12 Qu’est-ce que la technique de programmation dynamique ? (définir informellement
en au plus 3 lignes)

Question 13 Décrire un algorithme (en temps polynomial) qui prend en entrée un entier n et
calcule le nme terme de la suite de Fibonacci f0 = f1 = 1 et fn = fn−1 + fn−2 pour n ≥ 2.

Question 14 Donner la définition du problème du sac-à-dos d’entrées {(valeuri, poidsi)}1≤i≤n
et Capacite ∈ N.

Question 15 Décrire un algorithme résolvant le problème du sac-à-dos par programmation dy-
namique. L’expliquer et donner sa complexité.
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