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Résumé La pathwidth et la treewidth des graphes ont été beaucoup étudiées
a cause de leurs importants aspects structurels et algorithmiques. Certains
problémes qui sont NP-complets en général peuvent étre résolus de maniére
efficace dans la classe des graphes de treewidth et pathwidth bornées. La réso-
lution est basée sur la décomposition en arbre et en chemin, qui sont les aspects
constructives de la treewidth et de la pathwidth, respectivement.

La détermination de ces paramétres est NP-complet en général, pourtant
elle peut devenir polynomiale pour certaines classes de graphes. En particulier,
des algorithmes efficaces ont été proposés pour le calcul de la pathwidth dans
la classe des arbres. Skodinis [11] (2000) a proposé un algorithme linéaire pour
cette question. Pour la classe des graphes planaires extérieurs 2-connectés un
algorithme en O(n'!) existe mais il est inefficace et impraticable.

La pathwidth a été aussi étudiée pour sa relation avec les jeux de recherche
en graphes. Familiérement, ces jeux visent a déterminer le nombre minimum
d’agents nécessaires pour capturer un fugitive dans un graphe. Dans le cas d’un
fugitive invisible, la valeur ns(G) (node search number) est la quantité minimum
d’agents requise pour la capture. Il est montré que la pathwidth d’un graphe G
est égale a ns(G)-1.

Dans ce rapport on utilise 'interprétation des jeux de recherche pour I’élaboration
d’un algorithme pour le calcul de la pathwidth des graphes planaires extérieurs
2-connectés. Dans ce stage, nous avons obtenu des résultats préliminaires pour
cette étude. En particulier, deux théorémes obtenus sont un pas important
pour le développement d’un algorithme pratique et efficace pour cette classe de
graphes.

Part 1
Introduction

Les notions de pathwidth et de treewidth ont été introduites par Robertson et
Seymour en 1986 comme éléments importants dans le projet des mineurs de
graphes.[1] Depuis, ces notions attirent de plus en plus d’intérét car ils sont a la
base de divers résultats profonds en théorie de graphes et sont trés utiles pour
Panalyse de plusieurs problémes pratiques.[5] Certains problémes qui sont NP-
complets deviennent polynomiaux pour des graphes de treewidth et pathwidth
bornées.|5] En outre, ces notions sont l'ingrédient crucial pour divers applica-
tions en intelligence artificiel, base de donnés et conception de circuits logiques.

Intuitivement, la treewidth mesure jusqu’a quel point un graphe ressemble &
un arbre. De la méme fagon, la pathwidth mesure la similarité d’un graphe avec
un chemin. Par exemple, la treewidth d’un arbre est égale & 1 et la pathwidth
d’un chemin vaut 1 aussi. Arbres et chemins sont des structures relativement
simples et plusieurs problémes difficiles peuvent étre résolus efficacement dans
ces classes de graphes.[5] La connaissance de la similarité d’un graphe & un
arbre permet le développement d’algorithmes efficaces qui explorent la struc-



ture arborescente du graphe. Par exemple, des problémes comme la coloration
des graphes, le circuit hamiltonien et le "maximum independent set” peuvent
étre résolus en temps polynomial (en la taille de I'instance) par programmation
dynamique dans la classe des graphes de treewidth borné, en utilisant une dé-
composition arborescente, c’est & dire la décomposition associée au paramétre
treewidth.

Les deux paramétres, pathwidth et treewidth, possédent des jolies interpré-
tations en jeux de recherche [3]. La pathwidth peut étre décrite comme un jeu
ol des agents, a la recherche d’un fugitif, sont successivement mis et enlevés
des sommets d’un graphe.[12]. Le but est la capture du fugitif, qui est a la fois
invisible et arbitrairement rapide sur les chemins du graphe. Le fugitif n’est
pas autorisé & traverser les sommets actuellement occupés par des agents. Par
ailleurs, le fugitif est capturé quand un agent est placé sur le sommet qu’il oc-
cupe, et en plus, les sommets voisins sont gardés par des agents, pour éviter
sa fuite. La pathwidth du graphe G est égale au nombre minimum d’agents
nécessaires pour la capture, moins un. De plus, une stratégie de capture est
exactement équivalente & une décomposition en chemin[13]. De fagon similaire,
la treewidth peut étre interprétée comme la capture d’un fugitif visible.

Dans le cas des graphes généraux, le calcul de la treewidth et la pathwidth
est NP-Complet. Cependant, pour plusieurs classes de graphes, il existe des al-
gorithmes polynomiaux pour ces calculs. Dans la classe des arbres, par exemple,
la pathwidth peut étre calculé en temps linéaire.

Dans ce rapport, nous étudions la classe des graphes planaires extérieurs 2-
connexes. Ces graphes possédent une représentation planaire de sorte que tous
les sommets sont sur le bord de la face extérieure. De plus, le fait qu’ils sont
2-connexes indique I'existence de deux chemins disjoints entre chaque pair de
sommets u et v du graphe, excluant u et v. Cette classe de graphes est une
continuation naturel dans I’échelle de la treewidth, puisque ce sont justement
les graphes de treewidth égales & 2.

Nous nous proposons & étudier la pathwidth des graphes planaires extérieurs
2-connexes. Bodlaender et Kloks ont proposé un algorithme en temps O(n'!)
pour cette tache. Pourtant, ce résultat posséde une importance plutot théorique.
La complexité élevée et le fait qu’il est extrémement difficile & implémenter
rendent 'algorithme impraticable et inefficace. Récemment, des approximations
ont été proposés [14][15][16], mais un algorithme exact et rapide n’est toujours
pas connu.

Cet algorithme serait une étape importante pour le traitement de la path-
width pour des graphes généraux. Aprés lalgorithme linéaire pour les arbres,
un algorithme efficace pour les graphes de treewidth 2 est une approche naturel
a suivre. Il nous permettrait de développer des nouveaux outils et de synthétiser
une compréhension plus profonde pour pouvoir traiter la pathwidth en graphes
a chaque fois plus géneraux.

L’algorithme linéaire pour la pathwidth des arbres est basé sur le théoréme de
Parsons [17] et utilise principe de la programmation dynamique. Nous proposons
d’adapter cette méthode pour la recherche de l'algorithme pour les graphes
planaires extérieurs 2-connexes. Ce rapport présente les résultats préliminaires



obtenus, en particulier, deux théorémes qui sont un pas initial important vers
un algorithme pratique et rapide pour la pathwidth des graphes planaires 2-
connexes.

Part 11
Préliminaires

Définition Treewidth

Une décomposition arborescente d’un graphe G = (V, E) est un pair ( {X;| i
e I}, T=(I, F) ) avec {X;| i € I} une famille de sous-ensembles de V, un pour
chaque sommet de T, et T un arbre tel que

o UierX; =V
e pour tous les arétes (v, w) € E, il existe un i e I avec v € X; et w e X;.
e pour tous i, j, k € I: si j est dans le chemin de i & k, alors X; () X C Xj;.

La largeur d’une décomposition arborescente ( {X;| i e I}, T = (I, F) ) est
max;es|X;| - 1. La treewidth d’un graphe G est la largeur minimum parmi tous
les décompositions arborescentes possibles de G.

On obtient une définition équivalente, quand la troisiéme condition dans la
définition de décomposition arborescente est remplacé par:

e Pour tous v € V, 'ensemble de sommets {i e I | v € X;} forment un sous-
graphe connexe (i.e., un sous-arbre) de T.

Remarque: Les arbres et foréts ont la treewidth égale a 1.
La figure ci-dessous donne l’illustration d’un graphe et ses décompositions
en arbre et en chemin.



Figure: Un graphe et ses décompositions en arbre et en chemin
La notion de pathwidth est obtenue par la restriction des arbres dans la
décomposition arborescente pour chemins.

Définition Pathwidth

Une décomposition en chemin d’un graphe G = (V, E) est une séquence de
sous-ensembles de sommets (X;, Xo, ..., X,.), tel que

° Ulgingi: V.
e pour tous les arétes (v, w) € E, il existe un 1< 4 < r avec v e X; et w € X;.
e pour tous i, j, k e I: si i <j <k, alors X;(X,CX,.

La largeur d’une décomposition en chemin (X;, Xo, ..., X;) est maxy<;<,|X;| -
1. La pathwidth d’un graphe G est la largeur minimum pour tous les décompo-
sitions en chemin possibles de G.

Notons que chaque décomposition en chemin (X;, Xo, ..., X,.) peut étre écrit
comme une décomposition arborescente avec T un chemin.



Plusiers investigations récents en théorie des graphes algorithmiques ont été
dans le sujet de graphes avec treewidth bornée. La notion de treewidth a été
introduit par Robertson et Seymour [1], et elle joue un role important dans leur
travail fondamental en mineurs de graphes. La pathwidth a été aussi introduit
par Robertson et Seymour [2]. Il y a beaucoup d’autres notions en théorie de
graphes, qui peuvent étre considérés comme équivalents a la treewidth ou a la
pathwidth . Une exemple est I’équivalence entre ces deux paramétres et des
jeux de recherche [3].

Une raison importante pour 'intérét en la décomposition arborescente et la
décomposition en chemin est le suivant: si l'on a un graphe G = (V, E) avec
la treewidth bornée par une constante fixée k et on connait sa décomposition
arborescente, alors on peut résoudre plusieurs problémes difficiles (NP complet
en général) en temps polynomial et souvent en temps linéaire dans ce graphe
G. Les problems qui peuvent étre abordé de cette maniére comportent divers
problems NP-complets bien connus, par exemple, “Independent Set”, “Circuit
Hamiltonien”, “Steiner Tree”, etc. [5]. En général, nous pouvons citer le travail
de Courcelle [21][22]: tout probléme exprimable en MSOL (Monadic Second
Order Logic) peut étre résolu en temps polynomial dans la classe des graphes
de treewidth bornée.

Les graphes planaires extérieurs 2-connexes

Les graphes planaires extérieurs sont une sous-classe de graphes planaires avec

une simple restriction de plus: le graphe peut étre dessiné sur le plan sans

croisement d’arétes de forme que tous les sommets touchent la face extérieure.
Des exemples de graphes planaires extérieurs:

< XA

Mais les graphes suivants ne sont pas planaires extérieurs (pourtant ils sont
planaires):

7 XA

Un graphe est 2-connexe si pour tout sommet u de G, le graphe obtenu en
supprimant le sommet u et les arétes qui lui sont incidentes est connexe. Cette
propriété de 2-connexité indique que pour deux sommets v et w quelconques, il
existe deux chemins de v & w disjoints sauf & v et & w.

Les graphes planaires extérieurs sont surtout étudiés pour ses applications
en chimie et bioinfomatique. Ils attirent aussi I'intérét dans les domaines de la




théorie des complexités et de dessins de graphes.

Définition (dual faible) FEtant donné la représentation G d’un graphe
planaire sans croisement d’arétes, on construit le dual faible G* comme suit:
chaque face en G, excluant la face extérieure, est un sommet en G*. Deux
sommets en G* sont adjacents si, et seulement si les faces en G ont une aréte
en commun.

G

Figure: Illustration d’une graphe planaire G et son dual faible G*.

Observation 1: Le dual faible d’un graphe planaire extérieur est une forét.

Observation 2: Le dual faible d’un graphe planaire extérieur est un arbre.

Observation 3: La treewidth des graphes planaires extérieurs est égale & 2.

Les 2-approximations pour le probléme données en [15] et [16] sont basées
sur la rélation entre la pathwidth d’un graphe planaire extérieur 2-connexe G
et la pathwidth de son dual G*.

A cause de la structure des graphes planaires extérieurs 2-connexes qui
ressemble & celle des arbres, nous essayons de calculer ’algorithme exact pour
le probléme, en adaptant l'algorithme linéaire déja existant pour la pathwidth
en arbres.

Complexité

Beaucoup de recherche a été fait sur la détermination des parameétres pathwidth
et treewidth, ainsi que la décomposition optimale en chemin et en arbre. Le
travail existant comprend le calcul de ces paramétres pour des classe spéciales
de graphes. Le tableau ci-dessous montre quelques exemples de la complexité
pour la pathwidth et la treewidht en différents classes de graphes.

classe \ treewidth \ pathwidth ‘
degrée limité NP-C [6] | NP-C [7]
bipartite NP-C NP-C
arbres /foréts linéaire | linéaire [§]
planaire extérieur | linéaire | O(n'l) [9]
planar ouvert NP-C [7]
permutation P [10] P [10]
interval P P




La recherche en graphes (Graph Searching)

Les jeux de recherche sont des jeux entre un fugitif et des agents dans un graphe.
Le fugitif et les agents occupent les sommets du graphe. Le but du fugitif est
de s’échapper des agents. Il est capturé quand un agent est placé sur le sommet
occupé par le fugitif, et le fugitif ne peut pas fuir. Le fugitif connait toujours les
positions des agents, et se déplace arbitrairement vite. Les agents ne connaissent
pas la position du fugitif.

Plus formellement, un programme de recherche est un programme détermin-
iste qui prend comme entrée un graphe G et un entier k>1, et retourne une
séquence ordonné d’étapes de recherche. Cette séquence est appelé la stratégie
de recherche de G. Chaque étape est une opération qui consiste soit en “placer
un agent sur v € V” ou “enlever un agent de v € V”. Aprés le placement d’un
agent s sur v, et avant qu’il soit enlevé de v, le sommet v est dit occupé par
I’agent s. Quand un sommet a été occupé par un agent, il devient nettoyé. Les
sommets qui ne sont pas encore nettoyés sont appelés contaminés. Un sommet
qui a été nettoyé et qui par la suite est de nouveau accessible au fugitif est
recontaminé. Le programme de recherche est correct s’il satisfait les contraintes
suivants:

1. Il n’y a jamais plus de k agents simultanément sur les sommets de G;

2. Pétape “placer un agent sur v € V” a lieu au plus une fois, pour tous les
sommets v;

3. quand un agent est enlevé d’un sommet v, pour tout chemin P entre v et un
sommet contaminé, il existe toujours un agent qui occupe un sommet de P.
Nous verrons par la suite que la troisiéme contrainte n’est pas necessaire:
en fait elle peut étre omise dans la définition sans changer le probléme
(ce n’est pas trivial). Par contre, la considérer permet de simplifier la
définition des stratégies sans en dégrader les performances.

Définition (node search number) Le node search number de G, noté
ns(G), est le minimum nombre d’agents nécessaires par le programme de recherche
pour capturer n’importe quel fugitif dans G.

La figure ci dessous ilustre la stratégie pour le node search number d’un
chemin. Comme résultat, on a ns (chemin) = 2.

O0— C
@ 0 C

@ ® O O
O ®

O ® $ O

ns(chemin)=2



Figure: La stratégie pour nettoyer un chemin.
Les illustrations suivants montrent la stratégie pour nettoyer un cycle:

L5

Figure: un cycle

vy

Figure: Le premier agent arrive

g

Figure: Le deuxiéme agent

¢

Figure: Le troisiéme agent

g

Figure: L’agent du milieu peut sortir parce qu’il n’existe pas de risque que
le fugitif entre dans le sommet ou ’agent était.



ns(cycle) =3

Figure: Sil’on continue, on a comme conclusion que ns(cycle) = 3

Relation Importante La rélation fondamental entre la pathwidth et le
node search number a été montré par Ellis et al.[19] et est le suivant:

Pour tout graphe G, on a ns(G) = pathwidth(G) +1.

A cause de cette relation, nous pouvons calculer la pathwidth d’un graphe
en utilisant les jeux de recherche.

Définition (p-stratégie monotone) Une p-stratégie est une stratégie
qu’utilise p agents pour la capture du fugitif (quel que soit la stratégie du
fugitif). Une p-stratégie monotone pour un graphe G est une p-stratégie pour
G tel que: si un agent passe par un sommet u du graphe, le fugitif ne peut
plus jamais occuper ce sommet. Alors, les agents sont toujours placés sur des
sommets contaminés.

LaPaugh [20] a montré que si une p-stratégie existe pour un graphe G, alors
il existe une p-stratégie monotone aussi. Dans ce rapport, nous alons travailler
seulement avec stratégies monotones.

Définition (p-stratégie finissant en v) FEtant donné un graphe G =
(V, E) et un sommet v € V, nous disons qu’une p-stratégie fini en v si, une fois
qu’'un agent arrive en v, il n’est pas enlevé jusqu’a que le fugitif soit capturé.

Définition (p-stratégie commencant en v) Etant donné un graphe G
= (V, E) et un sommet v € V, nous disons qu’une p-stratégie commence en v si
v est le premier sommet couvert par un agent.

Lemme (réversibilité) Etant donné un graphe G = (V, E) et un sommet
v € V, si il existe une p-stratégie monotone commencant en v, alors il existe une
p-stratégie finissant en v, et vice-versa. En outre, ces deux stratégies ont la
propriété de symétrie suivant:

e Le sommet ou le k-éme agent arrive dans la stratégie = dans la stratégie
reverse, le sommet ou se passe la (ns(G) - k +1)-éme sortie d’un agent.

En particulier, si la stratégie commence en v, alors la stratégie reverse fini en v.

10



Idée de la preuve du lemme de réversibilité Cette preuve est basée
surtout sur la relation entre la décomposition en chemin et le node search num-
ber. Dans la décomposition arborescente, on peut établir un rapport entre
chaque sac X; et un état du jeu de recherche. Chaque état est caractérisé
par quels sommets sont occupés par des agents. Par exemple, dans la figure
ci-dessous les sept sacs de la décomposition en chemin représentent sept états
différents.

Dans le premier état, trois agents sont placés sur les sommets a, b et c.
Ensuite, dans le deuxiéme état, les agents sortent de a et b, et sont placés sur
les sommets d et e, et ainsi de suite jusqu’au dernier état (i, j, k), quand le
graphe est complétement nettoyé.

En fait, la décomposition en chemin répresente une stratégie pour nettoyer
le graphe. Le plus grand sac de la décomposition indique ainsi le nombre total
d’agents nécessaire pour nettoyer le graphe.

La lemme de réversibilité est basé simplement sur le fait qu’on peut suivre
les sacs dans les deux sens du chemin. Dans ’exemple de la figure, ¢a veut dire
qu’on a deux possibilités possibles.

On peut commencer en (a, b, c) et suivre jusqu’au état (i, j, k)

Ou sinon, on peut commencer la stratégie en placant des agents sur (i, j, k)
et ensuite suivre les états en arriére et finir le nettoyage en (a, b, c).

|

Le cas spécial des arbres

Le probléme de recherche en arbres est en P et ’on peut trouver le node search
number d’un arbre en temps linéaire. [19]. L’idée de base pour I’algorithme est
donnée par un théoréme sur le node search number dans la classe des arbres.
Etant donné un arbre T = (V, E) et un sommet v ¢ V, on appele un sous-arbre
T’ de T une branche en v si v a degré 1 en T’ et T’ est I’arbre maximal avec
cette propriété. Parsons [17] a montré le théoréme suivant.

THEOREME DE PARSONS. Pour n'importe quel arbre T et entier k >1,
ns(T) > k+1 si et seulement si T posséde un sommet v sur lequel il y a trois ou
plus branches avec node search number k ou plus.
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Cette théoréme donne une construction qui oblige le node search number
a croitre en 1. En général, le théoréme de parsons implique que pour tous les
arbres T, ns(T) est plus petit que logz(n), ot n est la quantité de sommets de T.
Ca peut étre montré par induction sur le valeur du paramétre. En effet, la taille
minimum d’une arbre de ns = p+1 est au moins trois fois la taille minimum
d’une arbre avec ns = p.

Part III
Contribution

Le but du stage est chercher un algorithme efficace pour la pathwidth des
graphes planaires extérieurs 2-connexes. Notre idée est de faire une adapta-
tion de l'algorithme linéaire déja existant pour la classe des arbres [19]. Dans
cette section, nos résultats préliminaires seront présentés, en particulier, deux
théorémes qui sont un pas important pour le développement de I’algorithme.

Pour I’étude de certains propriétés des graphes planaires extérieurs 2-connexe,
nous introduisons deux nouveaux parameétres.

Deux nouveaux parameétres

Définition (stratégie commencant en u et v) Soit G un graphe planaire
extérieur 2-connexe, et u et v deux sommets de G. On veut nettoyer le graphe
G, avec la contrainte que les deux premiéres agents soient placés sur les sommets
u et v. On appelle X (G, {u, v}, ¢) le nombre minimum d’agents nécessaires
pour cette tache.

Remarque: par le lemme de réversibilité, si I’on change la contrainte pour
que la stratégie finisse en u et v, on a le méme valeur X (G, {u, v}, ¢).

Définition (stratégie commencant en u et finissant en v) Soit G
un graphe planaire extérieur 2-connexe, et u et v deux sommets de G. On veut
nettoyer le graphe G, avec la contrainte que le premier agent soit placé sur u
et la stratégie finisse en v. On appelle X(G, u, v) le nombre minimum d’agents
nécessaires pour cette tache.

Remarque: par le lemme de réversibilité, commencer en u et finir en v exige
la méme quantité d’agents que commencer en v et finir en u.

La programmation dynamique

Définition (branche dans les graphes planaires extérieurs 2-connexes)
La figure ci dessous illustre une face F avec deux branches

12



branche 2

branche 1

Figure: Une face F dans un graphe planaire extérieur 2-connexe, et ses deux
branches.

Théoréme 1: une petite introduction

Prenons un graphe planaire extérieur 2-connexe G. Soit F une face de G. On va
étudier le cas oul F posséde au moins 2 branches. On va considérer aussi qu’il
existe une aréte {u, v} sur F tel que deg(u) = deg(v) = 2.

Pour simplifier les choses, on va partager les branches de F en deux struc-
tures, qu’on va appeler le fils gauche et le fils droite de F. Chaque fils consiste
simplement d’une union de branches consécutives de F.

v fils droit

Figure: la partition des branches d’une face en deux structures, le fils gauche
et le fils droit.

La division des branches peut étre effectué en n’importe quel point, mais il
doit y avoir au moins une branche dans chaque fils. On va appeler le fils droit
de Giet le fils gauche de Gs.

13



Le principe du théoréme est le calcul de X(G, {u, v}, ¢), le nombre d’agents
pour nettoyer G en partant de u et v. Ce valeur sera calculé en fonction de
X(Gq, {c, d}, ¢), X(Gq, ¢, d), X(G2, {a, b}, ¢), X(Gz, a, b) , les paramétres de
chaque fils.

Nous allons montrer qu’il est optimal de nettoyer complétement un des fils
avant de commencer i nettoyer ’autre.

Donc, nous irons considérer deux stratégies possibles pour nettoyer G, en
partant de u et v.

La premiére:

e Nettoyer complétement le fils droit, en utilisant X(G1, d, ¢) agents. Comme
il y a un agent de plus dans le fils gauche, le total d’agents dans cette étape
est X(Gy,d, ¢) + 1.

Y YU g

e Aprés que le premier fils soit nettoyé, on aura besoin de X(Go, {a, b}, ¢)
agents pour nettoyer le deuxiéme fils.

14



Nombre total d’agents = max{ X(Gq, d, ¢) + 1, X(Gq, {a, b}, @) }

La deuxiéme stratégie est la symétrique de la premiére, et le nombre d’agents
utilisés est max { X(Gq,a, b) +1, X(Gq, {c, d}, ¢}.

On va montrer que pour toute stratégie optimale, une de ces deux stratégies
est au moins aussi bien que la stratégie optimale.

Donc, on pourra affirmer le théoréme 1:

. N . mazx G1,d,c ,X(G2,{a,b},
Théoréme 1: X(G, {u, v}, ¢) = mm{max}ﬁgc;mbgiif{%a?}Qd;i%}

PREUVE Prenons une stratégie optimale S. On suppose que le fils droit soit
fini avant que le fils gauche (C’est ne pas nécessaire que le fils gauche commence
aprés que le fils droit finisse, il faut juste que le fils gauche finisse aprés que le
fils droit le fasse).

On va comparer S avec la stratégie max{ X(Gq, d, ¢) + 1, X(G2, {a, b}, ¢)
}, dans laquelle le fils gauche commence aprés que le fils droit finisse.

G

Figure: La stratégie max{ X(Gq, d, ¢) + 1, X(Gq, {a, b}, ¢) }

Dans la stratégie S:

Il y aura un moment ol un agent sort de la position c. On va appeler cette
instant T.
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G
Figure: le moment T o un agent sort du sommet c.
Zomm sur le fils gauche:
Tant que le fils gauche n’est pas complétement nettoyé, il doit exister un

agent pour protéger le sommet u déja nettoyé de la région encore contaminé
dans le fils gauche.

sto
‘a‘

Aprés linstant T, tant que le fils gauche n’est pas complétement nettoyé, il
doit y avoir au moins deux agents dans le fils gauche. La raison est la protection
des sommets u et ¢, déja nettoyés, de la région contaminé dans le fils gauche.

Zoom dans le fils droit:

Prenons la stratégie S. Si ’on ne regarde que a ce qui arrive dans le fils droit,
on a la stratégie Sg pour nettoyer le fils droit. Formellement, nous pouvons
définir Sg(t) comme le nombre d’agents dans le fils droit a l'instant t.
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On définit aussi A(t) = { Si I(*t()tllthTT

A(t) est la quantité d’agents dans le fils droit, si I'on considére que 1'agent
reste sur le sommet ¢ méme aprés 'instant T.

Par la définition de X(Gq, d, ¢), on a que X(Gy, d, ¢)<max; A(t).

Globalement, nous avons au moins K(t) = {ggg Ié i;; agents dans toute

la structure.
Alors,
X(Gq, d, ¢) + 1<max; A(t) + 1 = max; K(t) <le nombre total d’agents

Maintenant, regardons un autre point de vue.
Il y aura un moment T’ dans lequel un agent arrive sur le sommet b.
G

Il est facile de voir que le fils droit ne peut pas étre complétement nettoyé
avant qu’un agent arrive sur le sommet b.

Donc, pour t < T, il y a toujours au moins un agent dans le fils droit.

Maintenant, considérons Sy, la stratégie S limité au fils gauche. Si l'on
additionne un agent sur le sommet b au tout début, on peut définir la stratégie

B suivant:
( ) {SL (t)+1,t<T’
SL () t>T"

Par la définition de X(Gg, {a, b}, ¢), nous avons que X(Gz, {a, b}, ¢)<max,;B(t)
Il est facile de voir que le nombre global d’agents est au moins

( ) { +1 t<T’
= ) >T
Donc, nous avons X(Gaq, {a, b}, ¢)<max;B(t) = max;Q(t) <le nombre total
d’agents

Alors: nombre total d’agents > max ( X(Gq, d, ¢) + 1, X(Gg, {a, b}, ¢) )

Par analogie, si la stratégie S fini le fils gauche avant de finir le fils droit, on
a: nombre total d’agents > max(X(Ga, a, b) + 1, X(Gq, {c, d} @)
Par consé t tré X(G maz(X(G1,d,c)+1,X(G2,{a,b},p)
quent, on a montré que X(G, {u, v}, ¢) = mm{maz (X (G ab)+1.X(Cr {ed}.d)"
O
Avec le théoréme 1, nous avons calculé le parameétre X(G, {u, v}, ¢) de G
& partir des paramétres de ses sous graphes, ce qui indique une programma-
tion dynamique. En fait, si I'on arrive a trouver aussi une formule pour X(G,

u, v), & partir des paramétres des sous graphes, alors on aurai tous les ingré-
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dients nécessaires pour calculer la pathwidth des graphes planaires extérieurs
2-connexes avec la programmation dynamique.

Théoréme 2: petite introduction Dans cette théoréme, nous allons
faire une adaptation du théoréme de parsons pour les graphes planaires ex-
térieurs 2-connexes. Nous étudions ici le cas d’une face F avec exactement trois
branches.

Théoréme 2: Soit F une face avec exactement trois branches dans un
graphe planaire extérieur 2-connexe G. Soit G1, G, G3 les trois branches.

Sachant que ns(G;) = ns(G3) = p, on a ns(G) = p =X(Gy, e, f) < p.
G2

G1 G3

PREUVE

Supposons que G arrive & p agents avant que G le fasse. Soit T le moment
ou il y a p agents sur G;. Dans cet instant, il faut qu’il n’y aie aucun agent sur
G2 et Gs, puisque ns(G) = p.

Avant que le premier agent arrive sur G, il faut qu'un parmi les p agents
de T4 soit enlevé.

On appelle r le point o cet agent était.

Soit T3 le moment ot il y a p agents sur Gs. Dans cet instant, il faut qu’il n’y
aie aucun agent sur G; et Go, ¢a veut dire qu’ils sont complétement nettoyés.
Le dernier agent arrive sur Gs dans un instant t > Ts. On appelle s le point ou
cet agent arrive.
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Maintenant, on définit les instants Ts, et Tg, qui sont les moments ou le
premier agent arrive sur G et le dernier agent est enlevé de Go, respectivement.

Pour To,<t <Ty,

Avant qu’un agent arrive sur f, il existe toujours quelqu’un dans le chemin
Jr, f] (r inclusive, et f exclusive), pour ne pas avoir récontamination.

Aprés qu’un agent est enlevé de e, il existe toujours quelqu’un sur [e, s[.

Ces deux faits impliquent qu’on peut considérer la stratégie pour nettoyer
Goqui commence en f et qui finit en e.

En plus, on a que: Il existe toujours un agent sur |r, s|

Considérons la stratégie Sopour nettoyer Ga:

e on place un agent sur f
e on suit S|, (sauf le moment ot on enléve I’agent de e)
e on enléve ’agent de e.

Nous avons, donc, que:

SoZX(GQ, e, f) et S >S5Sy +1

Alors, S > X(Ga, e, f) + 1

|

Le théoréme 2 permet une compréension plus profonde de la relation entre
le node search number et la structure du graphe. Nous croyons qu’elle est une
point clé pour le calcul de X(G, u, v) & partir des paramétres des sous-graphes.

Conclusion

Les théorémes 1 et 2 sont un pas important vers le développement d’un al-
gorithme rapide et pratique pour le node seach number en graphes planaires
extérieurs 2-connexes. Cela semble étre une tache substantiellement plus diffi-
cile que I'algorithme pour les arbres. Beaucoup d’efforts ont été dépensés pour la
recherche de cet algorithme, mais seulement des approximations ont été trouvés
[14][15][16]. Ces théorémes sont une base solide pour ’algorithme, qui au moins
par l'instant, est hypothétique. Nos théorémes donnent une relation entre les
parameétres d’un graphe planaire extérieur 2-connexe et les parameétres de ses
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sous-graphes, permenttant la pratique de la programmation dynamique. Une
approche possible pour finir I'algorithme est le calcul du deuxiéme paramétre
X(G, u, v) en fonction des parameétres des sous-graphes. Dans la suite du stage,
nous nous concentrons sur cette tache.

Ce travail a été possible en spécial grace aux commentaire et la collaboration
de David Coudert, Dorian Mazauric, Nathann Cohen et Nicolas Nisse.
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