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Algorithmes et Graphes :

2 heures

Aucun document électronique n’est autorisé. Une feuille de notes manuscrites
est autorisée. Vous pouvez répondre en français ou en anglais. Toutes les réponses
doivent être expliquées de manière formelle. Toutes les sections sont indépendantes.
Les durées et les points sont donnés à titre indicatif.

1 Complexité (6 pts, 30 minutes)

1.1 Complexité (temporelle) algorithmique

Question 1 Définir ce qu’est un algorithme.

Question 2 Définir la classe de problèmes P (on rappellera ce que signifie “P”).

Question 3 Définir la classe de problèmes NP (on rappellera ce que signifie “NP”).

Question 4 Qu’est-ce (formellement ou informellement) qu’un problème NP -complet ?

Question 5 Soit c ∈ R+ un réel tel que c ≥ 1. Définir une c-approximation pour un problème
P de minimisation dont la valeur optimale est OPT .

On rappelle qu’étant donné un problème, un paramètre k : I → N est une fonction qui, à
chaque instance I ∈ I du problème, associe un entier k(I) ∈ N.

Question 6 Étant donné un problème et un paramètre k, définir ce qu’est un algorithme FPT
(Fixed Parameter Tractable) en ce paramètre pour ce problème. On notera n la taille de l’instance
du problème.

Question 7 Définir ce qu’est un algorithme de kernelisation pour ce problème paramétré.

1.2 Un problème de graphes

Question 8 Étant donné un graphe G = (V,E), définir ce qu’est un cycle Eulerien de G.

Question 9 Donner (sans preuve) une condition nécessaire et suffisante pour qu’un graphe
connexe ait un cycle Eulerien.

Question 10 Soit G = (V,E) un graphe connexe respectant la condition de la question précédente.
Décrire (en maximum 8 lignes) un algorithme qui calcule un cycle Eulerien. Donner sa com-
plexité.
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2 Algorithme d’approximation (8 pts, 45 minutes)

On considère le problème suivant. Soit un ensemble A = {a1, · · · , an} et B = {B1, · · · , Bm} ⊆
2A une famille de sous-ensembles de A (tel que chaque élément de A est dans au moins un sous-
ensemble). Par exemple, A peut être un ensemble de n individus et chaque Bi ⊆ A est l’ensemble
des individus parlant la langue i (e.g., Bi est l’ensemble des individus qui parlent japonais). On
veut déterminer un sous-ensemble minimum de langues tel que chaque individu parle au moins
une de ces langues.

Formellement, on considère le problème d’optimisation suivant :

Entrée : A = {a1, · · · , an} et B = {B1, · · · , Bm} ⊆ 2A tel que
⋃

1≤j≤mBj = A.

Sortie : I ⊆ {1, · · ·m}, tel que
⋃

j∈I Bj = A et |I| est minimum.

On cherche un nombre minimum de sous-ensembles Bi qui couvrent tous les éléments de A.
Le problème considéré est NP-complet.

Question 11 Donnez une solution pour l’instance suivante : A = {a, b, c, d, e, f, g, h, i} et B =
{B1 = {a, b, f, h}, B2 = {a, b, e}, B3 = {c, d, g}, B4 = {f, h}, B5 = {c, e, f, i}, B6 = {g, h, i}}.

Question 12 Décrire un algorithme qui calcule une solution optimale pour toute instance (A,B).
Donner sa complexité temporelle en fonction des cardinalités |A| et |B| de A et B.

Dans la suite, nous étudions l’algorithme suivant.

Algorithm 1 (A,B)

Require: A = {a1, · · · , an} et B = {B1, · · · , Bm} ⊆ 2A tel que
⋃

1≤j≤mBj = A.
1: i = 0, R0 = A et S0 = ∅.
2: Tant que Ri 6= ∅ faire : // R pour “reste”
3: i← i + 1.
4: Soit Bi ∈ B tel que |Bi ∩Ri−1| est maximum

// Bi est un ensemble qui couvre le maximum d’éléments non couverts
5: Si = Si−1 ∪ {Bi} // on ajoute Bi à la solution
6: Ri = Ri−1 \Bi // mise-à-jour des éléments couverts
7: Fin Tant que
8: Retourner Si.

Question 13 Appliquer l’Algorithme 1 à l’instance de la question 11. Décrivez brièvement
chaque étape.

Question 14 Prouver que l’Algorithme 1 calcule une solution valide au problème (pour toute
instance).

Question 15 Donner la complexité temporelle de l’Algorithme 1 en fonction de n et m.

Pour une instance (A,B), soit S∗ = {S∗1 , · · · , S∗Opt} ⊆ B une solution optimale du problème
(avec |S∗| = Opt). Et soit t le nombre d’itérations de l’Algorithme 1 appliqué à cette instance
(i.e., t est la dernière valeur de i).

Question 16 Soit 1 ≤ i ≤ t. Soit S ′ ⊆ S∗ minimum par inclusion tel que Ri−1 ⊆
⋃

S∈S′ S.

Montrer qu’il existe S ∈ S ′ tel que |S ∩Ri−1| ≥ |Ri−1|
Opt .

En déduire que, pour tout 1 ≤ i ≤ t, |Bi ∩Ri−1| ≥ |Ri−1|
Opt .
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Question 17 En déduire que, pour tout 1 ≤ i < t, |Ri| ≤ |Ri−1|(1− 1
Opt).

Question 18 En déduire que |Rt−1| ≤ n(1− 1
Opt)

t−1.

Question 19 Expliquer pourquoi |Rt−1| ≥ 1.

Question 20 En utilisant le fait que 1−x ≤ e−x pour tout x ∈ R, en déduire que t ≤ 1+Opt lnn.

Question 21 Prouver que l’Algorithme 1 est un algorithme d’approximation. Quel est son fac-
teur d’approximation ?

3 Couverture par sommets (8 pts, 45 minutes)

Rappels de notations et définitions. On rappelle que, étant donné un graphe G = (V,E),
une couverture par sommets est un ensemble Q de sommets qui “touchent” toutes les arêtes,
i.e., Q ⊆ V tel que, pour tout e ∈ E, e ∩ Q 6= ∅. Un ensemble de sommets S ⊆ V d’un graphe
est un stable (ou ensemble indépendant) si les sommets de S sont 2-à-2 non adjacents (si il n’y
a aucune arête entre les sommets de S).

On rappelle que si X et Y sont deux ensembles, X \ Y est l’ensemble des éléments de X qui
ne sont pas “dans” Y . Si G = (V,E) est un graphe et V ′ ⊆ V , alors le graphe G[V ′] induit par
V ′ est le graphe obtenu de G après avoir supprimé les sommets de V \ V ′ (donc en ne gardant
que les sommets de V ′).

Enfin, si X ⊆ V , N(X) = {w ∈ V \X | ∃v ∈ X, {v, w} ∈ E} est l’ensemble des voisins de
X, c’est-à-dire l’ensemble des sommets (pas dans X) qui ont un voisin dans X (i.e., qui sont
adjacents à un sommet de X).

Question 22 Soit Q ⊆ V une couverture par sommets d’un graphe G = (V,E). Quelle propriété
satisfait le graphe G[V \Q] (comment appelle-t-on l’ensemble de sommets V \Q ?) ?

Question 23 Soit Q ⊆ V une couverture par sommets d’un graphe G = (V,E). Soit Y ⊆ Q tel
que Q \ Y est un stable dans G. Montrer que Y ∪N(Q \ Y ) est une couverture de G.

// il suffit de montrer que toute arête est “touchée” par Y ∪N(Q \ Y ).

Question 24 Soient Q,Q′ ⊆ V deux couvertures par sommets d’un graphe G = (V,E). Montrer
que Q \Q′ est un stable de G et que N(Q \Q′) ⊆ Q′.

Algorithm 2 (G,Q, k)

Require: Un graphe G = (V,E), une couverture par sommet Q ⊆ V de G et un entier k ∈ N.
1: Pour tout Y ⊆ Q faire : // on teste tous les sous-ensembles de Q
2: Si Q \ Y est un stable et |Y ∪N(Q \ Y )| ≤ k. Retourner Y ∪N(Q \ Y )
3: Fin Pour
4: Retourner Non

Question 25 Que calcule l’Algorithme 2 ? Comment fonctionne-t-il ? Expliquez votre réponse
en détails.

Question 26 Donner la complexité temporelle de l’Algorithme 2 en fonction de |V |, |E| et |Q|.
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Algorithm 3 (G, k)

Require: Un graphe G = (V,E) avec V = {v1, · · · , vn} et un entier k ∈ N.
1: Si n ≤ k + 1 Retourner : V \ {vn}
2: Soit Qk = {v1, · · · , vk}.
3: Pour i = k + 1 à n faire :
4: Qi = Algorithme 2(G[{v1, · · · , vi}], Qi−1 ∪ {vi}, k)
5: Si Qi = Non. Retourner Non
6: Fin Pour
7: Retourner Qn

Question 27 Que calcule l’Algorithme 3 ? Comment fonctionne-t-il ? Expliquez votre réponse
en détails.

En particulier, justifier que l’appel de l’Algorithme 2 à la ligne 4 de l’Algorithme 3 est correct.
Que signifie que Qi = Non ? Si Qi 6= Non, que représente Qi ? quelle est sa taille ?

Question 28 Donner la complexité temporelle de l’Algorithme 3 en fonction de la taille de G.

Question 29 Comment appelle-t-on les algorithmes du type de l’Algorithme 3 ? Justifiez.
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