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Introduction

Communications dans les architectures �a m�emoire

distribu�ee

Cette th�ese porte sur l	�etude des communications dans les machines parall�eles
�a m�emoire distribu�ee� En particulier on s	int�eresse au r�eseau d	interconnexion des
processeurs et aux algorithmes d	�echange de donn�ees sur ce r�eseau�

Aujourd	hui� les ordinateurs parall�eles permettent d	approcher des puissances
de traitement de l	ordre du Tera Flops sur des Tera octets de donn�ees 
Tera � mille
milliards�� De telles performances sont atteintes par des algorithmes parall�eles
ex�ecut�es sur des machines dites massivement parall�eles� constitu�ees de plusieurs
milliers de n�uds� Chaque n�ud est constitu�e d	un microprocesseur et de sa
m�emoire locale� la taille du syst�eme ne permettant pas d	implanter une m�emoire
partag�ee� globale �a tous les processeurs� Un processeur peut donc traiter de
mani�ere ind�ependante les donn�ees stock�ees localement� les donn�ees qui se trouvent
sur d	autres n�uds peuvent �etre communiqu�ees par envoi de messages �a travers
le r�eseau� Ces messages sont alors achemin�es �a travers le r�eseau d	interconnexion
entre le n�ud du processeur qui stockait la donn�ee et celui qui la demandait�
Les algorithmes parall�eles peuvent donc �etre d�ecrits comme des successions de
phases de calcul et de phases de communication� qui permettent aux processeurs
d	�echanger des donn�ees� Le plus souvent ce sont ces phases de communication qui
ralentissent le traitement� et les puissances de cr�ete annonc�ees plus haut ne sont
atteintes que dans le cas d	algorithmes qui ne comportent en fait que tr�es peu
de communications� ou dans lesquels les n�uds communiquent uniquement avec
leurs voisins� Pour les autres applications� on est bien loin du Tera Flops� et il
faut chercher �a minimiser ces temps de communication�

Le temps n�ecessaire �a un �echange de donn�ees entre les processeurs est princi�
palement li�e �a l	architecture 
topologie� du r�eseau d	interconnexion� et aux proto�
coles 
algorithmes� utilis�es pour r�ealiser cet �echange� Les travaux pr�esent�es dans
cette th�ese portent sur l	�etude de ces deux facteurs�

Le premier chapitre est une synth�ese sur les machines parall�eles actuelles et a
�et�e �ecrit en collaboration avec Philippe Michallon� Une premi�ere version est parue
dans le document distribu�e �a l	�ecole d	�et�e RUMEUR 
ao�ut ������ et sera publi�e
dans ����
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Ce chapitre permet de d�egager les orientations en mati�ere d	architectures par�
all�eles� et souligne l	importance du r�eseau d	interconnexion entre les processeurs vis
�a vis des performances globales du syst�eme� On y montre en particulier les choix
topologiques des constructeurs� qui sont le plus souvent guid�es par les contraintes
technologiques des circuits VLSI� ainsi que par des contraintes de fabrication et
de co�ut� Ces derni�eres ont favoris�e l	utilisation de r�eseaux en grilles 
ou hyper�
cubes�� bien qu	il existe de meilleurs candidats au vu de param�etres critiques de
ces r�eseaux� comme le diam�etre ou la bissection� Ainsi les r�eseaux de de Bruijn
semblent mieux convenir �a l	assemblage de milliers de processeurs que les r�eseaux
en grilles ou en hypercubes� Enn� les derniers projets des grands constructeurs
de machines parall�eles comme Intel ou Thinking Machine Corp� montrent que les
machines �a m�emoire distribu�ee du type MIMD sont le choix architectural d	avenir�
Le second point soulign�e dans ce chapitre est l	�emergence d	un nouveau type de
commutation pour le routage des messages � le routage wormhole qui est utilis�e
sur les machines les plus r�ecentes� suppl�eant le classique store�and�forward�

Le deuxi�eme chapitre est consacr�e �a l	�etude de protocoles de communication sur
ces r�eseaux� avec le mod�ele wormhole� Dans le routage wormhole� un message est
d�ecompos�e en �its 
acronyme pour ��ow control unit��� et le premier �it� nomm�e
ent�ete� contient l	adresse de destination du message� Un �it est de la taille de la
queue d	un canal� Au cours du processus de routage� l	ent�ete progresse de n�ud en
n�ud vers la destination� en positionnant convenablement les routeurs des n�uds
interm�ediaires� le reste du message suivant �a la queue leu leu� �a travers les queues
des canaux emprunt�es par le chemin� Une fois l	ent�ete arriv�ee �a destination� tout
le message est lu en un temps �egal �a L� � o�u L est la longueur du message et � le
d�ebit d	un lien 
inverse de sa bande passante�� Dans le mode store�and�forward le
message �etait lu par chaque n�ud interm�ediaire avant d	�etre re�rout�e�

Apr�es une br�eve synth�ese des divers probl�emes de communication �etudi�es
dans la litt�erature� et des mod�eles associ�es� on �etudie en d�etail deux points �
l	interblocage et la di�usion en mode wormhole�

La section qui porte sur l	�etude de l	interblocage est une mise �a jour d	un article
�ecrit avec Jean�Claude Bermond ���� Ce probl�eme� qui a fait l	objet de nombreuses
�etudes dans le cas du store�and�forward� est �etudi�e en mod�ele wormhole� Une
solution propos�ee par Dally consiste �a multiplexer les liens du r�eseau en un nombre
minimum de canaux virtuels� an de rendre la fonction de routage non bloquante�
Le principal r�esultat de cette partie est que l	on peut toujours donner une telle
fonction� quel que soit le r�eseau� en utilisant seulement deux canaux virtuels par
lien� si on rel�ache la contrainte du routage sur les plus courts chemins� Ce r�esultat
est pr�ecis�e pour le r�eseau de de Bruijn B
d�D�� o�u l	on exploite l	existence de d
arborescences arc�disjointes� ce qui permet de donner un routage avec deux canaux
virtuels sur des chemins de longueur au plus �D � ��

Dans le chapitre trois on pr�esente un protocole de di�usion qui exploite les
caract�eristiques du mod�ele wormhole� En particulier� le r�esultat r�efute l	id�ee com�
mun�ement admise que l	on ne peut pas diminuer le temps des algorithmes de com�
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munications globales utilis�es pour le cas du store�and�forward sur les machines qui
utilisent une commutation de type wormhole�

Dans cet article en commun avec Joseph Peters ���� nous montrons qu	il existe
un algorithme de di�usion sur le tore bidimensionnel en log�
N� �etapes� o�u N est
le nombre de processeurs� Ce temps est obtenu en d�ecoupant r�ecursivement le tore
en � r�egions� Le d�ecoupage est possible quand N � ��k��� et aussi pour certaines
autres valeurs de N particuli�eres�

Les hypoth�eses retenues pour cet algorithme sont aussi proches que possible
de la r�ealit�e des machines pr�esent�ees dans le premier chapitre� On se place dans
un mod�ele o�u un n�ud peut communiquer avec tous ses voisins �a la fois� et o�u
le temps de transmission d	un message de taille L �a distance d est du type � �
d� � L� � Le facteur � est un temps d	initialisation de la communication� qui est
pr�edominant dans les syst�emes distribu�es� � est un d�elai induit par la commutation
de chaque n�ud interm�ediaire entre la source et la destination� et � est le temps
de transmission unitaire sur le lien� ou d�ebit de ce lien�

La borne inf�erieure du temps de di�usion en wormhole 
de m�eme qu	en store�
and�forward� est di�cile �a �etablir� mais si le param�etre� est dominant� l	algorithme
present�e est optimal� Le principe de l	algorithme est de transmettre la donn�ee au
plus grand nombre possible de processeurs �a chaque �etape� une �etape consistant en
la transmission de la donn�ee par les n�uds d�ej�a inform�es� Des exp�eriences men�ees
par Intel sur la machine Touchstone Delta� avec un algorithme plus grossier� ont
d�ej�a �etabli le bien fond�e de ces techniques� La technique que nous pr�esentons peut
�etre g�en�eralis�ee aux grilles toriques multi�dimensionnelles� et s	adapte �a d	autres
topologies conventionnelles�

Le quatri�eme chapitre est consacr�e �a l	�etude des graphes de de Bruijn� On y
d�etermine plus pr�ecisement l	excentricit�e moyenne d	un sommet ���� Ce param�etre
est �egal �a la moyenne des distances entre un sommet et tous les autres� Ce calcul
est di�cile sur ce graphe car la fonction de distance entre deux sommets n	est
pas donn�ee par une forme close� De plus� ce graphe n	est pas sommet transitif�
on a donc peu d	arguments de sym�etries� et des calculs faits pour les premi�eres
valeurs des param�etres du de Bruijn montrent que la distribution des sommets
pour l	excentricit�e n	est pas triviale� tant dans le cas du graphe orient�e que dans
le cas non�orient�e�

Dans l	article �ecrit avec Jean�Claude Bermond et Zhen Liu� nous donnons des
bornes pour le cas orient�e� en d�eterminant les sommets qui atteignent ces bornes�
Le r�esultat est asymptotiquement compris entre D�� et D�� pour les de Bruijn
de demi�degr�e ext�erieur �� Le cas non�orient�e �etant beaucoup plus complexe� le
calcul n	a pu �etre men�e que pour un sommet particulier� le sommet a � � � a� dont
nous conjecturons qu	il est celui de plus forte excentricit�e moyenne� Ici aussi les
valeurs obtenues sont proches du diam�etre du graphe� et on observe que la majeure
partie des sommets sont �a distance D�� de l	origine� l	excentricit�e moyenne �etant
de l	ordre de D � �� �� On en d�eduit que le calcul du routage optimal n	est pas
payant sur ce graphe� et qu	il vaut mieux utiliser des chemins de longueur D que
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l	on obtient naturellement par un routage du type �bit�erosion� de l	adresse de
destination�

Un chapitre compl�ementaire donne un r�esultat sur la conjonction des de Bruijn�
et une application au calcul de la transform�ee de Fourier rapide 
FFT� sur ce
graphe est d�ecrite� Cette implantation met en �evidence l	ad�equation de ce r�eseau
�a une grande classe d	algorithmes parall�eles�
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Chapitre �

Les machines parall�eles actuelles

Avant�propos

Le march�e des machines parall�eles et les technologies associ�ees �evoluent si vite
que ce texte ne peut o�rir qu�une photographie prise en �n d�ann�ee �		
� et sous
un angle choisi par les auteurs� Ces m�emes auteurs souhaitent que les compromis
faits entre la technique et la facilit�e de lecture pour des non initi�es conviennent au
plus grand nombre�

Le but de ce chapitre est de pr�esenter sommairement la technologie et les tech�
niques mises en �uvre dans les machines parall�eles� mais aussi de montrer que
l	�etude des mod�eles de communication� ainsi que des algorithmes de communica�
tion et de routage sont tr�es utiles vu la complexit�e de ces machines� En e�et�
l	augmentation constante de la demande de puissance en calcul a conduit les cons�
tructeurs �a produire des machines performantes� mais aussi �a construire des pro�
cesseurs qui calculent de plus en plus en plus vite� ce qui n�ecessite des algorithmes
de communication e�caces an de r�eduire le temps d	attente des processeurs�

Apr�es un bref expos�e des techniques utilis�ees en VLSI� nous pr�esenterons une
s�erie de param�etres qui permettent de comparer et de classer les di��erents types de
machines parall�eles� Cet expos�e souligne le lien entre les choix des constructeurs
pour la topologie des r�eseaux� et les contraintes de fabrication�

Nous d�ecrirons ensuite les principales machines parall�eles de ces derni�eres
ann�ees� avant de conclure par des perspectives sur les futures machines parall�eles�

��� Architecture des machines parall�eles

Les ordinateurs parall�eles sont compos�es d	un ensemble de n�uds de calcul

voir gure ���� reli�es entre eux par un r�eseau� Ces n�uds sont g�en�eralement
constitu�es par �

� un processeur de calcul scalaire�
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� une ou plusieurs unit�es �ottantes�

� une m�emoire locale 
parfois les n�uds ont acc�es �a une m�emoire globale�
L	acc�es �a cette m�emoire dite partag�ee se fait par le r�eseau��

� une horloge interne�

� des liens de communication�

On notera que bien souvent� on assimile un n�ud �a un processeur� surtout lors
de la description des algorithmes sur ces machines� Cependant� un n�ud peut
comporter plusieurs processeurs� ou encore en simuler un grand nombre� on parle
alors de processeurs virtuels� Les n�uds de la nouvelle g�en�eration de machines
parall�eles comportent en plus �

� des m�emoires caches de donn�ees et d	instructions� Ce sont des organes
de m�emoire �a acc�es tr�es rapide mais de faible capacit�e� dans lesquels sont
stock�ees les informations les plus souvent utilis�ees� ou celles que l	on va em�
ployer imm�ediatement� Ils servent de tampons entre la m�emoire principale
d	acc�es plus lent et le processeur plus rapide� Sans ces caches il faudrait
attendre plusieurs cycles pour charger les donn�ees dans les registres du pro�
cesseur�

� un noyau syst�eme du type UNIX� qui permet d	avoir les m�emes facilit�es de
travail que sur une station de travail 
acc�es aux chiers sur disque� a�chage
de donn�ees� m�emoire virtuelle��

� un analyseur de performances qui enregistre certains �ev�enements se d�eroulant
sur le n�ud 
acc�es m�emoire� communications� etc���� Ceci permet de visu�
aliser sur un �ecran le d�eroulement du programme en chaque point du r�eseau�

� des composants qui g�erent le routage des messages entre les n�uds � calcul
de la fonction de routage� multiplexage des liens�

Deux familles de machines parall�eles peuvent �etre distingu�ees � celles �a m�emoire
partag�ee� et celles �a m�emoire distribu�ee� Sur les machines �a m�emoire partag�ee� les
processeurs acc�edent tous �a une m�emoire commune� par l	interm�ediaire d	un r�eseau
d	interconnexion� qui g�ere les acc�es concurrents �a la m�emoire� Sur les machines �a
m�emoire distribu�ee� chaque processeur poss�ede sa propre m�emoire� ce qui oblige
les processeurs �a communiquer entre eux par �echange de messages�

En raison des co�uts trop �elev�es et de la complexit�e de r�ealisation 
il est tr�es
di�cile aujourd	hui de g�erer une m�emoire partag�ee avec quelques dizaines de pro�
cesseurs�� les constructeurs ont opt�e pour le distribu�e�

Malheureusement� pour ex�ecuter un programme n fois plus vite� il ne su�t
pas de mettre n processeurs sur une carte� Les n processeurs doivent �echanger
des informations� et les communications entre processeurs prennent du temps 
et
m�eme constituent dans certains cas l	essentiel du temps total��

Le support de ces communications est constitu�e de trois classes de r�eseaux �
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Figure ���� Architecture d	un n�ud du r�eseau�

� Point �a point � chaque n�ud peut communiquer avec ses voisins par des
liens directs� C	est le cas de la plupart des machines�

� Multi��etage � les n�uds du r�eseau sont des commutateurs 
switches�� Le
r�eseau permet d	�etablir des chemins entre les processeurs d	un cot�e et les
bancs m�emoire de l	autre� Souvent les bancs co!"ncident avec la m�emoire
locale d	un processeur 
exemple de l	IBM RP���

La machine de Bolt Boranek et Newmann 
BBN� dispose d	un r�eseau de
type butter�y� et un banyan ��� �etait utilis�e sur le �Texas Recongurable
Array Computer� �a la n des ann�ees ���

� Crossbar � dans ce type de r�eseau tous les n�uds sont �a �egale distance les
uns des autres � il existe une connexion entre tout couple de n�uds� Mal�
heureusement la complexit�e du r�eseau est telle qu	il est di�cile aujourd	hui
de construire des crossbars avec plus de �� entr�ees� On doit donc les cha�"ner
pour construire de plus grands r�eseaux et cela entra�"ne des d�elais plus im�
portants lors des transmissions interprocesseurs�

Plut�ot que de vrais crossbars� les constructeurs proposent des composants
programmables qui permettent d	�etablir des connexions entre un nombre
limit�e de liens de communication� C	est le principe introduit par Charles
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Clos 
Bell Laboratories� dans les ann�ees ��� Le r�eseau est construit r�ecursi�
vement �a partir de sous�r�eseaux� Au plus bas niveau se trouvent des com�
mutateurs �el�ementaires �a m entr�ees et n sorties� Le r�eseau d	interconnexion
est recongurable par programme� contrairement au r�eseau point �a point o�u
la topologie est x�ee lors de la construction de la machine�

��� Limites technologiques des VLSI

Les machines parall�eles sont construites dans l	espace �a trois dimensions� ce
qui implique pour les r�eseaux multidimensionnels comme les Hypercubes� d	�etre
plong�es dans ces trois dimensions physiques� Il y a aussi plusieurs niveaux d	int�egration
des composants� et pour certains niveaux comme les Circuits Int�egr�es� seule�
ment deux dimensions sont possibles 
avec �eventuellement plusieurs couches pour
rel�acher cette contrainte�� Ainsi� la meilleure fa#con d	interconnecter entre eux
des processeurs� d�epend non seulement de lois math�ematiques� mais aussi de con�
traintes dues aux proc�ed�es de fabrication disponibles�

����� Circuits int�egr�es

Les n�uds sont r�ealis�es en technologie VLSI 
Very Large Scale Integration �
technologie de construction de circuits int�egr�es ����� ���� et ������ et doivent re�
specter les contraintes de l	int�egration en deux dimensions� Le circuit est en fait
le graphe des connexions entre des cellules �el�ementaires qui permet de r�ealiser le
calcul d	une fonction bool�eenne� Le r�eseau des n�uds doit lui aussi �etre dessin�e
sur une surface �a deux dimensions au niveau des cartes sur lesquelles sont pos�es
les modules�

De nombreux articles ont �et�e publi�es sur le probl�eme du dessin des circuits
int�egr�es 
graphe des interconnexions entre les cellules �el�ementaires ����� sur une
surface �a deux dimensions la plus petite possible� Plus le dessin du circuit est
compact� plus le d�elai �ecoul�e entre l	entr�ee et la sortie des donn�ees 
temps de calcul
du circuit� est court� Ainsi� un graphe tr�es complexe qui n�ecessite une surface plus
grande� peut s	av�erer moins e�cace qu	un graphe de calcul plus simple que l	on
sait dessiner sur une surface plus petite� Un circuit de taille r�eduite consomme
moins de puissance �electrique� accepte une fr�equence d	horloge plus �elev�ee� est
plus able� occupe moins de volume et p�ese moins� En plus le co�ut de fabrication
diminue avec la taille $ Ces consid�erations s	appliquent aux r�eseaux de processeurs
des machines que nous pr�esentons dans ce chapitre�

On peut consulter ���� et ���� pour une introduction du probl�eme ou ���� pour
des r�ef�erences compl�etes sur la th�eorie des VLSI�
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Figure ���� Di��erents niveaux d	int�egration en VLSI

����� Contraintes sur le nombre de liens

La gure ��� montre les trois niveaux �d	encapsulage� que sont la puce� le mo�
dule et la carte ��� 
un n�ud peut �etre constitu�e de plusieurs modules assembl�es sur
une m�eme carte�� On doit noter qu	il peut y avoir 
rarement� plusieurs n�uds par
puce� on parle alors de �Multi Chip Module�� Certaines technologies� comme la
�Wafer Scale Integration�� rentrent aussi dans ce concept� Sur une m�eme tranche
de silicium on imprime un grand nombre de circuits identiques� qui peuvent com�
muniquer avec leurs voisins� Ce nombre est limit�e par le diam�etre des substrats
r�ealisables�

Les puces comportent aujourd	hui environ � millions de transistors dispos�es
sur un peu plus d	� cm�� alors que le nombre de pattes issues du module est� par
exemple� de ��� sur le T���� d	Inmos� La plupart des processeurs sont destin�es
�a �equiper les stations de travail et les ordinateurs personnels� et n	o�rent pas de
gestion interne 
�on chip�� des communications� le co�ut �etant prohibitif� C	est le
nombre de liens que l	on peut tirer d	un module et non les terminaisons de la puce
qui limite l	interconnexion des VLSI� �a cause de la di��erence d	�echelle entre ces
deux niveaux ���� p����� Comme la surface des circuits doit �etre minimis�ee pour
les raisons �evoqu�ees ci�dessus� la portion reserv�ee aux communications externes
ne peut �etre augment�ee sans entra�"ner des pertes de performances globales du
circuit� Un transistor MOS peut changer d	�etat en ��� ns� mais si on ajoute
quelques centaines de microns sur sa ligne de connexion� le d�elai est augment�e de
plusieurs nano secondes ���� $

De plus� la di��erence d	�echelle entre puce et carte implique aussi l	amplication
des signaux qui doivent sortir de la puce � le d�elai d�u �a cette amplication est du
m�eme ordre qu	une p�eriode de l	horloge interne du circuit �����

Parmi ces pattes en nombre limit�e� une grande partie est reserv�ee pour l	interface
avec la m�emoire externe du processeur� d	autres devant transmettre des signaux
utiles au syst�eme et �a la synchronisation des processeurs entre eux�

Il reste donc un nombre de pattes tr�es limit�e pour r�ealiser les liens de commu�
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nication entre processeurs ����� Ceci explique en partie la pr�eference pour les liens
�s�erie�� o�u l	on transmet une suite de bits sur une patte aux liens parall�eles o�u
on transmet des mots� mais sur un nombre de pattes �egal �a la taille du mot 
sans
compter les signaux de contr�ole de la transmission comme la parit�e ou un accus�e
de r�eception��

Il faut aussi trouver un �equilibre entre le nombre de liens et la largeur 
ou
bande passante unitaire� de ces liens� La bande passante d	un lien correspond au
nombre maximum d	octets transitant sur ce lien par unit�e de temps� ou par cycle
d	horloge�

De fa#con plus concr�ete� vaut�il mieux construire une machine avec un r�eseau
en hypercube et des liens de � bit de large ou bien une machine avec un r�eseau en
grille� et donc un diam�etre 
distance maximale entre deux n�uds quelconques du
r�eseau� plus grand� mais avec des liens de �� bits de large %

Des �etudes men�ees par Dally ���� montrent que les r�eseaux en grilles de faibles
dimensions sont plus performants que les hypercubes pour un m�eme nombre de
processeurs� L	hypoth�ese est de normaliser la taille des canaux de communica�
tion par rapport �a la bissection 
nombre minimum de liens qu	il faut couper pour
partager le r�eseau en deux parties �egales en nombre de n�uds� du r�eseau con�
sid�er�e� Il donne m�eme une valeur optimale de � dimensions pour ��� processeurs�
Cependant cette �etude porte sur les grilles multi�dimensionnelles 
k�ary�n�cubes�
et ne prend pas en compte des r�eseaux moins courants comme les de Bruijn ou
les cube�connected�cycles� qui o�rent cependant un diam�etre faible pour un degr�e

nombre de liens� constant�

Si on augmente consid�erablement le nombre de processeurs� le diam�etre r�esultant
va augmenter de fa#con d�efavorable dans le cas des grilles� Par exemple pour un
peu plus d	� million de processeurs 
���� et un nombre de liens par processeur �egal
�a �� il faut traverser au plus �� n�uds dans un de Bruijn B
�� ���� et ���� dans
une grille carr�ee ���� � �����

Certains travaux r�ecents 
��������������� ont montr�e que la r�ealisation d	un
r�eseau de processeurs avec une topologie de de Bruijn �etait r�ealisable� Un d�ecodeur
de codes de Viterbi a �et�e r�ealis�e dans le cadre de la mission Galileo pour la
NASA� Le r�esultat est un B
�� ��� dont chaque n�ud est un circuit arithm�etique
�el�ementaire 
papillon� du d�ecodeur� Dans une r�ealisation plus g�en�erale cela pour�
rait �etre un vrai processeur de calcul� D	ailleurs on a ici a�aire plus �a une v�eritable
machine MIMD qu	�a un simple d�ecodeur� car chaque circuit a sa propre horloge et
sa m�emoire� La construction est modulaire� et est compos�ee de �� cartes� Chaque
carte comporte �� puces� une puce implantant �� papillons� Il su�rait de dupli�
quer les cartes pour obtenir un r�eseau plus grand� Pour ce qui est des connexions�
�� & sont internes 
entre papillons de la m�eme puce�� �� & sont sur une m�eme
carte 
entre des puces reposant sur la m�eme carte� et �� & sont entre des cartes
di��erentes 
elles passent par le chassis�� Si le r�eseau �etait une grille� on aurait
de fa#con �equivalente des valeurs de �� &� �� & et � &� qui sont meilleures dans
l	absolu� mais pour d�ecoder des donn�ees sur une grille� il y aurait beaucoup plus
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d	�echanges de donn�ees� Dans les deux cas� on a le m�eme degr�e pour les n�uds

nombre de liens��

Quoiqu	il en soit� les r�eseaux de faible degr�e semblent �etre les meilleurs candi�
dats pour interconnecter un tr�es grand nombre de processeurs dans une machine
parall�ele�

����� Densit�e du r�eseau et bande passante globale

Pour comparer l	e�cacit�e des r�eseaux il faut �egalement tenir compte de la
longueur des liens requise par leur implantation physique� Cette longueur inter�
vient dans le d�elai de transmission d	un message entre deux n�uds voisins du
r�eseau�

Pour des liens �tr�es courts� on consid�ere que le d�elai est constant� si le lien est
�court� le d�elai est une fonction logarithmique de la longueur� s	il est �long� le
d�elai devient une fonction lin�eaire de cette longueur� Les notions de �tr�es court��
�court� et �long� d�ependent de la technologie �����

Les co�uts de communication d�ependent aussi de la densit�e des liens du r�eseau�
Une mesure de cette densit�e des liens est donn�ee par une analyse �a bissection
constante ���� p�����

����� N�ecessit�e d�une m�emoire distribu�ee

Plus grande est la m�emoire� plus le d�elai moyen d	acc�es aux donn�ees est impor�
tant� Les techniques employ�ees pour diminuer ce temps d	acc�es sont l	utilisation
de caches encapsul�es avec la CPU 
dans la m�eme puce�� ce qui est rendu possible
par le nombre de transistors qui va toujours croissant� Parfois� on utilise plusieurs
niveaux de caches entre le processeur et la m�emoire ����� Cependant� la taille
adressable directement par un processeur reste faible si l	on veut garder un temps
de cycle r�eduit� Cela implique l	utilisation d	une m�emoire distribu�ee� Toutefois�
les nouvelles architectures ayant un espace d	adressage tr�es important� la limite
sera impos�ee par la taille physique des n�uds� Chaque processeur g�ere sa m�emoire
locale et acc�ede �a celle des autres par envois de messages�

De plus� on ne pourrait pas g�erer la coh�erence des caches au del�a d	un certain
nombre 
�� ou ��� sans diminuer les performances du syst�eme� Le probl�eme de
la coh�erence des caches consiste �a v�erier qu	une donn�ee charg�ee dans des caches
di��erents soit mise �a jour dans tous ces tampons en cas de modication par l	un
des processeurs�

����� Interface entre les processeurs et le r�eseau

Le temps pass�e �a recevoir et transmettre les messages doit �etre minimis�e� mais
surtout l	interface doit permettre de recevoir et d	envoyer plusieurs messages en
m�eme temps� Ce n	est pas le cas de la plupart des processeurs �el�ementaires actuels�
La technique employ�ee par Fujitsu sur l	AP����� qui permet d	envoyer directement
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un message de la m�emoire cache au routeur aide �a minimiser le temps de transfert�
En e�et� les donn�ees �a �emettre sont souvent celles que l	on vient de traiter� et se
trouvent donc dans le cache�

����� Refroidissement

De tout temps les constructeurs ��� ont multipli�e les MFlops des processeurs
par le nombre de processeurs en magasin pour annoncer la puissance maximale de
leur machine parall�ele� Cependant� il ne su�t pas d	assembler ind�eniment des
�lego� pour avoir des syst�emes toujours plus puissants� Un premier probl�eme est
la longueur des connexions� et c	est la raison principale de la limite �a ��K n�uds
de la CM��� Un autre probl�eme qui a �et�e mis en avant par la rme Parsytec est
le refroidissement du syst�eme� On ne peut pas regrouper un grand nombre de
processeurs dans un espace r�eduit� sans conna�"tre des probl�emes de surchau�e�
Ces probl�emes n	�etaient �a pr�esent connus que dans le cadre des supercalculateurs�
Les techniques de refroidissement liquide employ�ees par Cray ne sont s�urement pas
applicables directement sur des machines de la taille d	un gymnase� et il faudra
donc reconsid�erer certains param�etres des r�eseaux�

��� Architectures des processeurs

Le temps d	ex�ecution d	un programme sur un processeur est donn�e par la fonc�
tion suivante � T � NI �NC � TC ����� o�u T est la dur�ee exprim�ee en secondes�
NI le nombre d	instructions machines qui constituent le programme� NC le nom�
bre de cycles d	horloge n�ecessaires en moyenne pour ex�ecuter une instruction� et
TC le temps de cycle de l	horloge du processeur�

Une architecture vise �a minimiser cette fonction� Les architectures les plus
employ�ees dans les processeurs actuels sont � RISC� pipeline� superpipeline� su�
perscalaire et VLIW�

� RISC � les ann�ees �� ont vu l	apparition des architectures RISC 
Reduced
Instruction Set Computer� ����� L	objectif de ces architectures est de pou�
voir ex�ecuter une instruction par cycle 
NC � ��� Dans les architectures
pr�ec�edentes 
CISC � Complex Instruction Set Computer�� le jeu d	instructions
propos�e �etait tr�es �etendu� et ceci avait au moins deux cons�equences �

 les compilateurs avaient du mal �a exploiter au mieux ce jeu d	instructions

 la partie contr�ole du processeur �etait micro�programm�ee� et utilisait
une surface importante du composant 
�� & dans le cas du ����� de
chez Motorola��

Au contraire� le RISC est un jeu plus r�eduit d	instructions qui permet un
contr�ole c�abl�e plus rapide 
cela consiste en un automate d	�etats nis�� et la
surface ainsi lib�er�ee permet d	implanter des caches plus grands� De plus� les
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modes d	adressage plus simples 
du type registre �a registre au lieu de registre
�a m�emoire� autorisent l	implantation de pipelines 
voir plus loin��

Il faut noter que les derni�eres architectures� comme le ��� d	Intel combinent
les techniques RISC et CISC � c	est un processeur de type superscalaire�

� Pipeline ��
� � le principe est de d�ecomposer les instructions en n phases
�el�ementaires de longueur � cycle� Ainsi on peut ex�ecuter n instructions en
parall�ele� Pendant un cycle de l	horloge� la phase k de l	instruction i est
ex�ecut�ee en m�eme temps que la phase k � � de l	instruction i � �� ��� Ces
phases sont pour une instruction simple du Sparc 
en un cycle� �

�� lecture de l	instruction point�ee par le compteur de programme�

�� d�ecodage� lecture des op�erandes et mise �a jour du compteur de pro�
gramme�

�� ex�ecution de l	instruction par l	unit�e arithm�etique et logique�

�� rangement du r�esultat�

Le bon fonctionnement du pipeline peut �etre perturb�e par des interrup�
tions� mais surtout par des con�its d	acc�es aux donn�ees� des d�ependances de
donn�ees ou des sauts dans le programme�

� Superpipeline � pipeline dont le nombre d	�etages est sup�erieur �a ��

� Superscalaire � sur ce type d	architecture on peut ex�ecuter plusieurs ins�
tructions par cycle� De plus� chaque op�erateur peut poss�eder son pipeline�
Par exemple� cela consiste en l	ex�ecution d	un calcul �ottant et d	un calcul
scalaire en m�eme temps� Le probl�eme est de pouvoir lire plusieurs instruc�
tions �a la fois dans un cycle� Pour cela� il faut utiliser un bus plus large�

� VLIW � Very Long Instruction Word� C	est la g�en�eralisation du super�
scalaire � plusieurs instructions du programme sont ex�ecut�ees au cours du
m�eme cycle par des unit�es fonctionnelles di��erentes� Un mot d	instruction
est la concat�enation des instructions destin�ees �a chacune des unit�es qui tra�
vaillent en parall�ele�

��� Performances des machines

Les performances de cr�ete d	une machine sont obtenues lors de l	utilisation
optimale de celle�ci� c	est��a�dire en utilisant au mieux les m�emoires caches� les
registres� les unit�es de calculs �ottants� et en n	utilisant pas ou peu de commu�
nications� Les performances de cr�ete sont impossibles �a atteindre en pratique�
la compilation d	applications r�eelles ne permettant pas l	utilisation optimale des
ressources� Les compilateurs de langages de haut niveau 
C� Fortran�� donnent
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en g�en�eral des performances bien en dessous de celles annonc�ees par les construc�
teurs� 
c	est un ph�enom�ene bien connu pour le i���� et de plus la plupart des
algorithmes parall�eles n�ecessitent de nombreuses communications qui limitent les
performances�

Mots cl�es pour l��etude de performances

� MFlops 
Million Floating point operation per second� � nombre de millions
d	op�erations �ottantes e�ectu�ees en une seconde� Actuellement� on mesure
plut�ot le nombre d	op�erations en GFlops ce qui correspond aux milliards
d	op�erations �ottantes par seconde 
G pour Giga�� La prochaine �etape sera
le TFlops qui correspondra aux milliers de milliards d	op�erations �ottantes
par seconde 
T pour Tera� ou Trillion en anglais��A quand la

machine
ad hoc 
Mille mil�
liards de
mille
sabords �

� MIPS 
Million Instruction Per Second� � nombre de millions d	instructions
r�ealis�ees en une seconde� De m�eme� il existe le GIPS et prochainement le
TIPS�

� Bande passante d	un lien � taux de transfert d	octets par seconde� La bande
passante d	un n�ud est la somme des transferts r�ealisables de fa#con concur�
rente par tous ses liens� La bande passante d	un r�eseau est la somme de la
bande passante de tous les liens� Ce d�ebit se mesure en Mega octets par
seconde not�e Mo's�

� D�elai ou latence � temps moyen entre le moment o�u le d�ebut d	un message
est �emis par la source et le moment o�u la n du message est re#cue par le
destinataire�

� MHz � unit�e de mesure de la fr�equence de l	horloge interne du processeur� son
inverse� la p�eriode� est �egale �a la dur�ee d	un cycle� Le co�ut d	une instruction
est un nombre entier de cycles� sauf en superscalaire o�u l	on peut ex�ecuter des
instructions en parall�ele� Par exemple� une fr�equence d	horloge de ��MHz
correspond �a un cycle de �� nano�secondes�

� Benchmark � programme standard dont le but est de comparer les perfor�
mances de di��erentes machines ou processeurs� Les principaux benchmark
sont Whestone� Dhrystone� les boucles de Livermore� LINPACK benchmark�
SPEC�

 Le benchmark Whestone a �et�e le premier �elabor�e en ���� au National
Physical Laboratory 
Grande�Bretagne�� Il est constitu�e de plusieurs
modules� et chacun contient des instructions de di��erents types 
arith�
m�etique sur des entiers� arithm�etique sur des �ottants� des instructions
�if�� des appels �a des fonctions� etc��� ����� Ces modules sont pond�er�es�
et ex�ecut�es plusieurs millions de fois� ce qui donne des r�esultats en
MWIPS 
Mega Whestone Instructions per second��
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 Le benchmark Dhrystone est une am�elioration du Whestone� Il est
apparu en ����� Ce benchmark est constitu�e d	une boucle qui comprend
�� instructions� Les r�esultats sont donn�es en Dhrystone par seconde
�����

 Les boucles de Livermore sont �� boucles FORTRAN qui ont �et�e r�ea�
lis�ees au Lawrence Livermore National Laboratory� Ces boucles sont
constitu�ees par des noyaux d	ex�ecutions que l	on retrouve dans la ma�
jeure partie des applications num�eriques� Cela va des noyaux d	alg�ebre
lin�eaire 
produit de matrices� gradient conjugu�e��� aux noyaux de tri
ou de recherche ����� Ces boucles sont utilis�ees pour �evaluer les perfor�
mances en MFlops des processeurs et des machines parall�eles�

 LINPACK 
LINear PACKage� est une biblioth�eque de proc�edures FOR�
TRAN� facilement transportable� permettant la r�esolution de syst�emes
lin�eaires par diverses m�ethodes ���� ����� Cette biblioth�eque a �et�e
r�ealis�ee �a Argonne National Laboratory �a partir de ���� et deux proc�e�
dures en ont �et�e extraites an de constituer une s�erie de tests ����� Les
performances sont alors exprim�ees en MFlops LINPACK� ce qui permet
de comparer les performances des di��erents ordinateurs 
Jack Dongarra
a r�ealis�e une telle �etude dans �����

 SPEC 
System Performance Evaluation Consortium� regroupe un en�
semble standard d	applications r�eelles an de comparer les performances
des di��erents syst�emes� Cet ensemble a �et�e cr�e�e en ����� SPEC est
constitu�e par �� programmes de tests 
� en FORTRAN et � en C��
Ces programmes sont des applications r�eelles� comme la simulation
d	un r�eacteur nucl�eaire ou de circuits analogiques� ou des programmes
�evaluant les performances du syst�eme� comme la compilation d	une ap�
plication donn�ee avec GNU C ����� Les programmes sont ex�ecut�es sur
la machine cible� avec prise de temps� Le rapport du temps d	ex�ecution
sur la machine cible et sur un DEC VAX ��'��� donne une mesure
que l	on exprime en SPECmark� Cette �echelle permet de comparer les
di��erents processeurs et machines du march�e� C	est un des tests les plus
utilis�es� car il permet de tester des architectures sur des applications
concr�etes� De plus� il tient bien compte de la gestion de la m�emoire et
des caches�

Le num�ero sp�ecial �benchmarking of high performance supercomputers� de
Parallel Computing ����� fait un tour d	horizon sur toutes les m�ethodes pour
�evaluer les performances des ordinateurs�

Exemple de calcul des MFlops sur une application

� Soit un processeur dot�e d	une fr�equence d	horloge de ��Mhz� Ce processeur
dispose d	un additionneur et d	un multiplieur� Il faut trois cycles pour cal�
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culer une addition ou une multiplication�

� Soit deux matrices A et B de taille ��� par ���� dont on veut calculer le
produit AxB not�e C� L	algorithme est le suivant �

for i �� � to ���

for j �� � to ���

C�i�j� �� ��

for k �� � to ���

C�i�j� � C�i�j� � A�i�k� 	 B�k�j��

Ce produit n�ecessite ��� multiplications et ��� additions�

Un cycle prend �� nano�secondes� ce qui donne �� nano�secondes pour une
addition ou une multiplication�

Donc le temps total est de � 
��� ��� ���� ����� ���� � �� �� seconde pour
r�ealiser � � ���� op�erations� ce qui fait �� millions d	op�erations par seconde soit
�� MFlops�

Notons que si l	on dispose d	un multiplieur et d	un additionneur pipeline et
qu	on les utilise de fa#con conjointe� on peut avoir une multiplication plus une
addition par cycle ce qui permet d	obtenir �� millions d	op�erations par seconde�
soit �� MFlops�

On retiendra dans les deux cas qu	on ne tient pas compte du temps d	acc�es
�a la m�emoire� et dans le cas des architectures pipelines du temps d	amor#cage de
ceux�ci�

��� Classi	cation des machines

La grande diversit�e des machines parall�eles 
�������� ���� ����� ����� ���� et ����� a
donn�e lieu� de la part de Flynn� �a une classication ���� qui fait toujours autorit�e
m�eme si aujourd	hui elle semble un peu d�epass�ee� En e�et� cette classication
n	est bas�ee que sur deux crit�eres � le type du �ot d	instructions et le type du �ot
des donn�ees trait�ees par les processeurs �el�ementaires� Les �ots sont soit simples
soit multiples� De ce fait� on a du mal �a classer certaines machines 
par exemple
celles �a �ot de donn�ees�� ou �a distinguer les machines �a m�emoire distribu�ee des
machines �a m�emoire globale�

Les ordinateurs �parall�eles� qui nous concernent ici sont ceux des types SIMD

Single Instruction Multiple Data �ows� et MIMD 
Multiple Instruction Multiple
Data �ows� �a m�emoire distribu�ee�

� SIMD � sur ce type de machine les processeurs e�ectuent les m�emes ins�
tructions� mais sur des donn�ees di��erentes r�eparties sur les processeurs�
L	avantage des machines SIMD est que seules les unit�es de calcul doivent
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Figure ���� Architecture SIMD

�etre dupliqu�ees� En e�et� une seule unit�e de contr�ole su�t �a d�ecoder les
instructions pour tous les processeurs 
voir gure ����� Le programme est
ex�ecut�e sur une station frontale� Certaines instructions 
celles qui traitent
les donn�ees en parall�ele�� sont di�us�ees �a tous les processeurs an d	�etre ap�
pliqu�ees aux donn�ees r�eparties dans les m�emoires locales de ces processeurs�
aux m�emes endroits relatifs�

En pratique� de tels ordinateurs op�erent sur des vecteurs et des matrices�
La Connection Machines de Thinking Machines Corporation� la MP�� de
MasPar ou les DAP 
Digital Array Processors� de AMT et la Zephir de
Wavetracer sont des machines SIMD� Ces machines ont un point commun �
assembler un grand nombre de processeurs simples 
�� K processeurs � bit
sur la CM��� qui travaillent en mode synchrone 
c	est��a�dire que tous les
processeurs e�ectuent la m�eme instruction au m�eme moment�� C	est ce que
l	on appelle un parall�elisme �a grain n 
le rapport nombre de donn�ees trait�ees
sur le nombre de processeurs utilis�es est proche de ���

� MIMD � ce type de machines permet aux di��erents processeurs �el�ementaires
de travailler sur des donn�ees di��erentes� et aussi �a chaque processeur �el�emen�
taire d	ex�ecuter des instructions di��erentes� L	architecture se compose de
plusieurs unit�es de contr�ole et d	autant de processeurs� d	une m�emoire 
qui
peut �etre commune ou distribu�ee sur chaque processeur�� d	un r�eseau d	inter�
connexion permettant les �echanges entre unit�es de contr�ole ou entre m�emoires
dans le cas o�u celles�ci seraient distribu�ees� et d	un r�eseau d	interruptions
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voir gure ����� Les iPSC'� iPSC'���� la Paragon d	Intel� les machines �a
base de Transputers Inmos 
T�node et Mega�Node de Telmat� Computing
Surface de Meiko� ���� ou les fameux supercalculateurs Cray comme le Y�
MP'��� sont des machines MIMD� Ces machines ont un nombre plus faible
de processeurs que dans le cas des SIMD 
parall�elisme �a grain moyen et
grossier�� mais ceux�ci sont beaucoup plus performants� Ce nombre varie
de � processeurs superscalaires �� bits sur le Cray � �a ���� n�uds 
avec �
processeurs �� bits par n�ud� sur la machine Paragon d	Intel�

Sur les machines �a m�emoire partag�ee� la faible granularit�e est d�ue aux limi�
tations du r�eseau d	interconnexion et aux con�its m�emoire �a g�erer� Les
machines de type MIMD n	ont pas d	horloge globale et op�erent donc en
mode asynchrone�

Le mode de programmation SPMD 
Simple Program Multiple Data� con�
siste �a ex�ecuter� sur une machine MIMD� un m�eme programme sur tous les
processeurs� mais chaque processeur travaille sur ses propres donn�ees� La
distinction entre les di��erents processeurs se fait gr�ace �a une variable locale
qui contient le num�ero du processeur� En fait� ce type de programmation
est une extension du mode de programmation sur les machines SIMD� Il se
d�eveloppe gr�ace �a sa facilit�e de r�ealisation et aux langages tr�es performants
disponibles tels que FORTRAN �� et C( qui permettent d	exploiter le par�
all�elisme des donn�ees 
data parallelism�� Les machines qui o�rent ce mode
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sont les machines MIMD telles que le T de FPS� la Paragon d	Intel ou la
CM�� de Thinking Machines Corporation�

��
 Historique des machines parall�eles

����� Les premi	eres machines

Les premiers r�eseaux de processeurs sont apparus il y a environ �� ans� Une des
premi�eres machines �a avoir �et�e construite est le Cosmic Cube ����� con#cue sous la
direction de C� Seitz �a Caltech en ���� dans le cadre d	un projet de recherche� Le
Cosmic Cube �etait constitu�e de �� processeurs Intel ���� organis�es en hypercube
de dimension �� Ce projet a �et�e �a l	origine de la machine iPSC'� d	Intel� dans
laquelle les communications �etaient assur�ees par des interfaces �Ethernet�� Rapi�
dement� on a vu l	�emergence d	autres machines �a topologie d	hypercubes comme
celles produites par les societ�es Ametek ���� et nCUBE� La taille moyenne de ces
machines �etait en ���� d	une centaine de processeurs� D	autre part� FPS propo�
sait les s�eries T dont les n�uds �etaient constitu�es de Transputers T��� d	Inmos
coupl�es avec des coprocesseurs vectoriels� Les � liens des Transputer permettaient
de construire des hypercubes de dimension �� et pour les hypercubes de taille
sup�erieure� il a �et�e n�ecessaire de multiplexer les liens� Cela a p�enalis�e les commu�
nications entre processeurs� et comme les calculs vectoriels �etaient tr�es rapides� on
a rompu l	�equilibre entre les communications et les calculs �

La caract�eristique essentielle de ces machines est l	�echange de donn�ees entre
processeurs par communication le long de liens physiques� Le routage est de type
�store and forward�� c	est��a�dire que les messages sont stock�es dans les processeurs
interm�ediaires le long du chemin entre la source et la destination avant d	�etre
retransmis� Ce routage est fait de mani�ere logicielle� ce qui le rend peu e�cace
comme le montrent les temps de communication pr�esent�es dans le chapitre suivant�

����� Les machines de la deuxi	eme g�en�eration

La deuxi�eme g�en�eration introduit des machines issues des m�emes technolo�
gies� mais avec des processeurs plus performants 
����� et i��� �a la place des
���� d	 Intel�� Les communications sont plus performantes mais restent tou�
jours p�enalisantes par rapport au potentiel de calcul� C	est le cas des iPSC'� et
iPSC'��� d	Intel� du nCUBE etc���

Un certain nombre de machines telles que la s�erie T�node de Telmat ����� Com�
puting Surface de Meiko� Volvox d	Archipel sont construites autour du Transputer
T���� ou parfois du i��� pour le calcul et des T��� pour les communications�

Le Transputer n	autorise que le routage �store and forward� mais dispose
de � liens de communication autonomes qui peuvent travailler en parall�ele avec
l	unit�e centrale 
CPU� et ont des acc�es m�emoire directs 
DMA�� Les machines
�a base de Transputers utilisent des crossbars pour interconnecter les processeurs
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�el�ementaires� Si l	on veut en relier un grand nombre comme dans le cas du Mega�
Node� il faut un deuxi�eme niveau de crossbars� Le Mega�Node est en fait un
ensemble de �T�Node�� Les Transputers appartenant au m�eme Node 
paquet de
��� sont reli�es par des crossbars NEC ��x��� et certains liens de ces crossbars sont
connect�es par un second niveau de crossbars 
des Inmos C���� entre les Nodes�
Cela entra�"ne un d�elai plus grand sur les liens qui traversent les deux niveaux 
le
d�ebit passe de ���� Mo's �a ���� Mo's��

Ceci donne des r�eseaux h�et�erog�enes o�u l	utilisation du mode SPMD n	est pas
bonne� car c	est le processeur le plus en retard qui va donner le rythme�

Pour cette g�en�eration de machines le routage reste encore du type �store and
forward� sauf pour Intel qui introduit le �direct connect� 
d�eriv�e de la commuta�
tion de circuit�� Ce mode pr�esent�e plus en d�etail dans le chapitre suivant permet
de diminuer le temps de transfert d	un message entre deux n�uds �eloign�es� A
cette n� deux techniques sont exploit�ees� Le contr�ole devient ind�ependant du
processeur de calcul et est du type hardware 
routeur implant�e avec des m�emoires
programmables � gate array CMOS�� On �etablit d	abord un circuit entre la source
et la destination avant d	�emettre� au lieu de r�ep�eter l	op�eration pour chaque n�ud
interm�ediaire� De plus� il n	y a pas de stockage dans ces n�uds interm�ediaires
comme en �store and forward��

Une des premi�eres machines �a avoir mis en �uvre cette nouvelle technique est
la Simult 
ex Ametek� ����� en collaboration avec Caltech ���� chap ��� Par la
suite� tous les constructeurs de machines ont adopt�e ce type de routage� comme
les versions iPSC'� et iPSC'��� de l	hypercube d	Intel o�u les i��� remplacent les
���� ou encore le Torus Routing Chip 
Message Driven Processor du MIT �����
qui autorise un routage �wormhole� sans interblocage sur un k�ary�n�cube� de
pr�ef�erence de dimension n � �� On y exploite les techniques expos�ees par Dally
et Seitz dans �����

Dans un autre domaine 
orient�e vers le traitement du signal� o�u la r�egularit�e
des calculs permet un traitement pipeline e�cace�� Texas Instrument propose le
processeur TMS���C��� qui est un module dot�e de � liens de communication
bidirectionnels �����

��� Les projets ou r�ealisations actuelles

��
�� Les processeurs

A l	heure actuelle� on semble pr�ef�erer les processeurs int�egrant une grande puis�
sance de calcul 
de l	ordre de plusieurs dizaines de MFlops�� G�en�eralement ces
processeurs performants ne poss�edent pas de gestion interne des liens de commu�
nication� En e�et� l	int�er�et �economique des machines parall�eles reste faible� et ils
sont d	abord con#cus pour �equiper les stations de travail et les micro�ordinateurs�
Pour construire des machines parall�eles avec de tels processeurs� les constructeurs
vont associer au sein du m�emen�ud un deuxi�eme processeur qui ne s	occupera que
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des communications 
ex Computing surface de Meiko� Volvox d	Archipel� etc����

� Alpha

Le processeur Alpha est la nouvelle architecture RISC propos�ee par DEC�
Comme pour Sun avec le Sparc� DEC propose une architecture ouverte pour
diverses implantations� en particulier pour les implantations parall�eles� Les
registres sont des �� bits ���� ����� DEC annonce jusqu	�a ��� MHz mais
l	horloge est �a une phase 
tic�� au lieu de deux 
tic�tac�� De plus� on ne sait
pas encore fabriquer des caches externes qui supportent ��� MHz�

Pr�evision de ��� SPECmarks� ��� MIPS� et ��� MFlops�

Cray� qui est un partenaire industriel de DEC dans ce projet� pr�evoit d	utiliser
l	Alpha pour construire des machines massivement parall�eles 
Cray MPP��
et travaille dans ce but sur les am�eliorations �a apporter �a cette architecture�

� i�
� XR�XP

Ce processeur est sorti vers la n des ann�ees ��� Son objectif est de concilier
les fonctions d	un processeur courant et la puissance de calcul sur des r�eels�

Le i��� a une architecture RISC �� bits ayant une fr�equence d	horloge de
�� Mhz� Une version am�elior�ee existe 
i��� XP avec coh�erence de cache et
PAX�� elle poss�ede une horloge �a �� Mhz et peut fournir une puissance de
cr�ete de �� MFlops et �� MIPS� Le i��� poss�ede en plus des composants
courants d	un processeur �el�ementaire� une unit�e de gestion des pipelines qui
g�ere une unit�e graphique� et une unit�e de calcul �ottant� le tout sur le m�eme
bo�"tier� L	originalit�e du processeur vient du fait que les unit�es pipelines
peuvent travailler en parall�ele avec le reste du processeur �����

Sa conception ne pr�evoyant pas de liens de communication� les cartes utilis�ees
sur les machines Meiko ou Archipel sont dot�ees de Transputers pour pallier
�a cette lacune�

� PA�RISC

Hewlett�Packard d�eveloppe des composants PA�RISC� que Convex doit utili�
ser dans sa prochaine machine massivement parall�eles� Ces processeurs au�
ront une puissance de ��� SPECmarks�

� Sparc

Son nom est l	acronyme de �Scalable Processor ARChitecture�� C	est un
processeur RISC �� bits ����� utilis�e par Sun dans la construction de ses
stations de travail� Actuellement� ce processeur a une fr�equence d	horloge
de �� Mhz� et peut fournir �� MIPS� avec une puissance de cr�ete de l	ordre de
� MFlops� Gr�ace �a sa MMU 
Memory Management Unit� tr�es performante�
le processeur Sparc est capable de changer tr�es rapidement de contexte entre
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di��erents processus� ce qui lui permet de g�erer les applications de plusieurs
utilisateurs�

Sun s	est associ�e avec Texas Instruments� an de construire un processeur
�a architecture �super Sparc�� Le nom de ce processeur est le Viking� il est
capable de d�elivrer plus de ��� SPECmark�

� Texas Instrument TMS���C��

Ce processeur �� bits est construit pour le traitement parall�ele du signal

Digital Signal Processor� et est dot�e de � ports de communication avec acc�es
de type DMA� La bande passante totale est de ��� Mo's� et les performances
atteintes sont de �� MIPS et �� MFlops �����

Il comporte des instructions de transfert de bloc avec l	adressage bit�reverse
utile dans le calcul de la FFT 
transform�ee de Fourier rapide��

Texas Instruments propose aussi un �Digital crossbar switch�� c	est le
SN��ACT���� qui o�re �� connexions de liens� Le d�elai de reconguration
est de �� ns�

� T���

Ce processeur RISC �a �� bits r�ealis�e par Inmos� d�eveloppe ��� MFlops� ��
MIPS et a une fr�equence de �� MHz� Il dispose de � liens bidirectionnels�
ayant chacun un d�ebit de �� Mbits's� Ces processeurs sont interconnect�es
par un crossbar 
C���� ����� Le T��� est peu performant� et sert surtout dans
les syst�emes embarqu�es� ou est coupl�e a des processeurs plus performants
pour g�erer les communications�

� T���� et C���

 T����

Le T���� est le processeur qui doit succ�eder au T��� dans la gamme
Inmos� Tout comme le T���� il sera destin�e �a la construction de ma�
chines MIMD� Chacun de ses liens bidirectionnels pouvant �etre connect�e
�a un crossbar d�ecrit ci�apr�es� le C���� Le T���� est un processeur
�� bits 
��� mm�� � � CMOS �a � niveaux�� dot�e d	une FPU sur ��
bits et dont les performances annonc�ees sont ��� MIPS et �� MFlops�
L	architecture est du type superscalaire et comporte un pipeline� Un
groupeur d	instructions est charg�e d	ordonnancer au mieux les instruc�
tions en attente �����

Comme dans le T���� il y a un ordonnanceur int�egr�e qui permet un
temps de changement de processus actif tr�es faible 
de l	ordre de la
micro seconde�� De plus� les processus inactifs� ne consomment pas
de temps CPU� Ceci permet d	�ecrire des programmes parall�eles perfor�
mants 
en Occam ou en C� ����� �����
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Les principales �evolutions par rapport au T��� 
encore largement utilis�e�
surtout dans les syst�emes embarqu�es� sont �

� la fr�equence d	horloge qui passe de �� �a �� MHz

� le d�ebit des liens de communication qui passe de �� Mbits's �a ���
Mbits's� Cela donne une bande passante 
en bidirectionnel� globale
de �� Mo's� A noter que si un lien de T��� autorise des transferts
�a ��� Mo's en transmission mono�directionnelle� le taux n	est plus
que de ��� Mo's si le lien est utilis�e en mode bidirectionnel�

� la gestion de canaux virtuels qui va grandement faciliter la pro�
grammation� Une unit�e interne g�ere le multiplexage des liens physi�
ques� c	est le Virtual Channel Processor� Il g�ere l	envoi des mes�
sages entre processus� de fa#con locale ou �a travers le C���� Les en�
vois sont mis dans une le d	attente pour ne pas bloquer la CPU� Ce
VCP g�ere les � liens du T���� et leurs contr�oleurs DMA associ�es�

On peut construire de grands syst�emes �a base de T����� par des liaisons
point �a point� ou bien les interconnecter avec des crossbar adapt�es �a
ces Transputers� les C����

 C���

Le C��� est un crossbar ��x�� non bloquant� qui permet d	interconnecter
des liens de T���� entre eux� Les messages transmis sur ces liens sont
d�ecoup�es en paquets de �� octets et sont rout�es en mode �wormhole�
dans le C��� ����� Ce routage de paquets permet la gestion des canaux
virtuels autoris�es par le T����� Ainsi les messages peuvent �etre multi�
plex�es sur les liens par le Virtual Channel Processor�

Cette notion de �wormhole� est quelque peu di��erente de celle utilis�ee
�a propos des r�eseaux point �a point� En e�et� il n	y a pas de liens
dans un C���� ni de n�uds interm�ediaires �a traverser� Le principe du
�wormhole� est expliqu�e en d�etail dans le chapitre suivant� mais on
peut pr�eciser ici qu	il se di��erencie de la commutation de circuit car on
n	attend pas d	accus�e de reception dans ce mode de commutation� On
transmet les donn�ees en m�eme temps que l	on �etablit le chemin� car on
est certain de ne pas rester bloqu�e ou devoir rebrousser chemin�

Pour �eviter les interblocages� Inmos a implant�e un routage de type �in�
terval labelling�� Ce routage permet d	�eviter les interblocages dans les
C���� Il consiste �a attribuer �a chaque lien de sortie d	un C��� un in�
tervalle qui permet de s�electionner un lien en fonction de l	adresse de
destination du message� L	algorithme d	�etiquetage ne permet pas tou�
jours de donner un routage optimal� mais il fonctionne sur les topologies
courantes�

On peut aussi utiliser un mode �routage universel� ���� qui permet
d	�eviter les goulots d	�etranglement dans le r�eseau� Ces deux fonctions
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sont assur�ees par des composants internes du C��� � �l	interval selector�
et le �random header generator�

On peut connecter ces crossbars programmables soit �a des T����� soit
�a d	autres C��� pour construire de plus grands r�eseaux�

Les simulations faites par Inmos donnent des d�elais moyens de trans�
mission entre deux n�uds de �� �a �� �s� selon la taille du r�eseau 
hy�
percubes de �� �a �� ��� n�uds��

Voici un tableau r�ecapitulatif des di��erents types de processeurs commercialis�es

ou qui vont l	�etre� qui permet de comparer les performances et les optiques de
chaque constructeur�

Processeurs Architecture MFlops Mips Horloge 
MHz� Liens
Alpha RISC ��� ��� ��� aucun
i�
� XR�XP RISC �� �� �� aucun
Sparc RISC � �� �� aucun
TI C�� RISC �� �� �� �
T��� RISC ��� �� �� �
T���� RISC �� ��� �� �

Notons que les laboratoires japonnais travaillent aussi sur des processeurs tr�es
performants� par exemple Fujitsu et Hitachi qui produisent des processeurs dont
le temps de cycle n	est que de ���ns �����

��
�� La derni	ere g�en�eration de machines MIMD

Dans ce paragraphe� nous pr�esentons les principales machines parall�eles qui
sont apparues sur le march�e ces deux derni�eres ann�ees�

� Alliant Campus FX���

Dans la lign�ee des FX��� et FX����� Alliant vient de sortir la Campus
FX��� ���� Cette machine interconnecte ��� processeurs connect�es via un
r�eseau de clusters� d	une puissance totale de �� GFlops� C	est une machine
MIMD �a m�emoiredistribu�ee entre clusters et �a m�emoire partag�ee �a l	int�erieur
d	un cluster� La Campus'��� est constitu�ee de �� clusters� Chaque cluster
comporte �� processeurs �el�ementaires i��� et � Go de m�emoire partag�ee� Les
clusters sont interconnect�es par un HMI 
High�speed Memory Interconnect�
d	un d�ebit de ���� Go's� A l	int�erieur d	un cluster l	acc�es �a la m�emoire
partag�ee se fait par un crossbar avec un d�ebit de ���� Go's� La latence est
de �� �s�

On a mesur�e ����� GFlops Linpack sur une version �a ��� processeurs  
machine vendue )���� M � �a comparer aux ���� GFlops sur le m�eme bench�
mark pour le Cray Y�MP C�� 
�� processeurs� vendu )���� M� Cela fait le
GFlops �a moiti�e prix de celui du Cray�
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� CM�	

C	est la derni�ere n�ee de Thinking Machines Corporation ����� Elle per�
met d	interconnecter actuellement de �� �a �K processeurs� Le but de TMC
est d	augmenter le nombre de processeurs �el�ementaires jusqu	�a ��K� an
d	obtenir � TFlops de performance de cr�ete�

Cette machine est du type MIMD �a m�emoire distribu�ee� Dans sa congura�
tion actuelle� elle a une puissance maximale de ��� GFlops�

Il y a � n�uds sur une carte� � cartes par rack� � racks par cabinet� La
version ��K processeurs est donc compos�ee de �� cabinets

La taille maximale est limit�ee par la longueur des c�ables utilis�es� sinon on
pourrait atteindre ���K processeurs� Les processeurs �el�ementaires sont con�
stitu�es d	un processeur SPARC� d	une m�emoire de �� Mo� et de � unit�es de
calcul �ottant de �� MFlops chacune� le tout de la

taille d�un
gymnase�
ou
plut�ot d�une
patinoire
pour le re�
froidisse�
ment �

�

Une de ses principales originalit�es r�eside dans l	existence de trois r�eseaux� Un
r�eseau de donn�ees 
Data Network� g�ere les communications point �a point�
un r�eseau de contr�ole 
Control Network� permet des op�erations globales

telles que les di�usions� r�eductions� synchronisations etc��� par pipeline des
messages� et enn un r�eseau de diagnostic 
Diagnostic Network� transmet
les messages d	erreur�

La topologie adopt�ee pour le r�eseau de donn�ees est le �fat�tree� 
voir �
gure ���� Elle a �et�e d�enie par C� Leiserson dans ����� Les feuilles sont les
processeurs �el�ementaires� et les n�uds interm�ediaires sont des contr�oleurs�
routeurs 
repr�esent�es en noir sur la gure ����� Une telle topologie o�re �a la
machine une bonne r�esistance aux pannes� en permettant de doubler chaque
lien et chaque contr�oleur�routeur�

La gure ��� montre comment est r�ealis�e un des contr�oleurs�routeurs du
�fat�tree� ����� Chaque cellule de routage a � ls� et � ou � parents suivant
le nombre d	�etages du r�eseau 
ou plus exactement suivant le nombre de
processeurs�� Un lien du contr�oleur a un d�ebit de �� Mo's et les � liens
peuvent fonctionner en parall�ele�

Le d�ebit des liens du r�eseau de donn�ees d�epend de la proximit�e des pro�
cesseurs �el�ementaires� c	est��a�dire du nombre de contr�oleurs que le message
doit traverser� Pour un contr�oleur� le d�ebit des liens est de �� Mo's� pour
� contr�oleurs le d�ebit est de �� Mo's et� pour plus de contr�oleurs le d�ebit
est de � Mo's� Lors d	une communication point �a point� le message ap�
plique la technique suivante � remonter de fa#con al�eatoire dans le r�eseau de
contr�oleur�routeur jusqu	�a trouver celui qui permettra la redescente vers le
destinataire� de fa#con d�eterministe�

la bande passante globale est de �
�
Goctets's et la latence est de � �s�
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Figure ���� FAT � TREE du r�eseau de donn�ees de la CM�

Vers les fils

Vers les parents

Figure ���� � contr�oleur du fat�tree
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La topologie du r�eseau de contr�ole est beaucoup plus simple� En e�et� il
s	agit d	un arbre binaire complet ���� dont les feuilles sont les processeurs
et les autres n�uds des contr�oleurs� Ce r�eseau permet de r�ealiser toutes
les op�erations globales 
di�usion� synchronisation� or� xor� etc���� Les algo�
rithmes utilis�es sont des plus simples comme pour la di�usion par exemple �
le message �a di�user remonte jusqu	au contr�oleur racine� avant de �redescen�
dre� le long de toutes les branches�

Notons que le temps moyen entre � pannes 
MTBF �Mean Time Between
Failures� est de � �a � heures selon les congurations $ Ceci est d�u �a la
compl�exit�e de la machine�

La programmation se fait en mode SPMD et est compatible avec le langage
C( utilis�e sur les CM�� SIMD�

� Concerto

Cette machine est le fruit de l	association de trois constructeurs europ�eens
Meiko� Parsys et Telmat qui forment le consortium PCI 
Performant Com�
puting Industrie� ����� La Concerto est une machine MIMD �a m�emoire
distribu�ee� elle poss�ede de � �a �� processeurs �el�ementaires� ce qui permet
d	avoir une puissance de cr�ete de l	ordre de � GFlops� Chaque processeur
�el�ementaire est constitu�e d	un i���� d	une m�emoire de �� Mo et de � T���
qui assurent les communications entre processeurs �el�ementaires� La partic�
ularit�e de cette machine est sa recongurabilit�e� En e�et� on peut cr�eer
sur cette machine n	importe quelle topologie de degr�e � avec les � liens de
chaque Transputer� Notons que la soci�et�e fran#caise Archipel propose aussi
des machines mixtes en m�elangeant des i��� et des T��� qui �echangent leur
donn�ees par la m�emoire locale du n�ud�

� Cray MPP

Le MPP est un futur supercalculateur de Cray Research ����� Son architec�
ture sera MIMD� avec une m�emoire partag�ee� mais accessible globalement
par tous les processeurs� Chaque n�ud du r�eseau devrait �etre constitu�e de
deux processeurs ALPHA� Cette machine� comme les autres de la m�eme
g�en�eration� fournira le mode SPMD� Elle devrait �etre capable d	atteindre
��� GFlops en ���� et � TFlops en �����

� CS��

La derni�ere machine du consortium PCI�

� Fujitsu AP����

Cette machine MIMD mono�utilisateur comporte jusqu	�a ���� cellules� Un
programme est compos�e d	une partie qui se d�eroule sur l	h�ote 
station SUN
qui g�ere toutes les entr�ees'sorties�� et de t�aches charg�ees sur les cellules�
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Chaque cellule est dot�ee d	un processeur Sparc poss�edant �� Mo de m�emoire
RAM et est reli�ee �a trois r�eseaux de communication distincts �

 Le T�net est le tore qui assemble les cellules� Il o�re des communica�
tions �a �� Mo'sec et les liens sont larges de �� bits� Une cellule peut
simultan�ement recevoir et �emettre un message 
mod�ele ��port� bidirec�
tionnel du chapitre suivant�� Le routage des messages entre cellules est
du type wormhole�

 le B�net est un r�eseau �� bits d�edi�e �a la di�usion d	un message d	un
n�ud �a tous les autres 
Broadcast�� Il connecte les cellules par paquets
de �� �a un anneau� Chaque paquet a la structure d	un arbre dont la
racine est un n�ud de l	anneau� Il o�re une bande passante de ��
Mo'sec qui permet de le consid�erer comme un bus partag�e malgr�e sa
structure multi�couches�Les ma�

chines qui
ont plein de
petites LED
clignotantes
sont des
Hollywood�
set� �a
opposer aux
�frigos� des
ann�ees cin�
quante
comme
les serveurs
classiques�

 Le S�net permet d	�etablir des points de synchronisation entre les cel�
lules� C	est un arbre dont les ar�etes sont des lignes porteuses de signaux
et les n�uds sont des portes logiques ET� Chaque cellule �ecrit son signal
sur le S�Net et re#coit en retour le ET de toutes les cellules�

Cette machine exploite e�cacement les caches des processeurs RISC en per�
mettant d	�echanger directement leur donn�ees au routeur� sans utiliser d	acc�es
DMA �����

� IBM

Pour le moment IBM ne se lance pas dans la construction d	un super ordina�
teur massivement parall�ele� mais s	y int�eresse fortement� Les ing�enieurs de
chez IBM travaillent sur des logiciels en collaboration avec ceux de Thinking
Machines Corporation�

De plus� IBM d�eveloppe actuellement des r�eseaux de stations de travail
RS'����� reli�ees entre elles par des interconnexions en bre optique 
Cluster
RS'������ Le RS'���� est un processeur RISC tr�es performant qui �equipe
les stations unix 
AIX� du constructeur�

� iWarp d�Intel 
de l	expression �warp speed� utilis�ee dans Star Trek�

Machine destin�ee aux applications temps r�eel embarqu�ees 
traitement du
signal� traitement d	images�� Elle est constitu�ee de � �a ���� cellules iWarp
connect�ees en tore �D� Chaque cellule est un processeur de type VLIW 
��
MIPS et �� MFlops en simple pr�ecision� qui peut ex�ecuter jusqu	�a neuf
op�erations en parall�ele� Un module de communication dot�e de � liens de
communication parall�eles bidirectionnels conf�ere �a la cellule une bande pas�
sante totale de ��� Mo's 
� x � x �� Mo's� ���� Vingt canaux virtuels� mul�
tiplex�es sur les ports physiques� peuvent �etre g�er�es en parall�ele� Le routage
est de type �wormhole� 
source Patrice Quinton� Irisa��
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Les liens de type parall�ele 
on transmet des octets� sont di�ciles �a utiliser
pour des syst�emes embarqu�es �a la di��erence des liens de type s�erie 
on trans�
met des bits� des DSP 
Texas Instruments� ou des T��� 
Inmos�� Il existe
un mode communication systolique qui est tr�es e�cace quand les messages
sont bien ordonn�es�

� Kendall Square Research

La KSR est une machine pouvant poss�eder de �� �a ���� processeurs� Le
r�eseau de processeurs est connect�e en un anneau d	anneaux 
voir gure �����
Sur la machine �a ���� processeurs il existe un premier niveau constitu�e d	un
anneau de �� processeurs� et un deuxi�eme niveau constitu�e de �� contr�oleurs
connect�es en un anneau� Sur chaque contr�oleur vient se connecter un anneau
de niveau �� C	est une machine MIMD �a m�emoire dite �all�cache�� c	est�
�a�dire distribu�ee sur le r�eseau� mais virtuellement partag�ee par l	ensemble
des processeurs� Les processeurs sont construits par Sharp� Ils poss�edent
une architecture RISC �� bits et chacun est coupl�e �a � � coprocesseurs�
une unit�e de calcul �ottant 
FPU�� un IPU 
Integer and logical Operation
Unit� et un coprocesseur g�erant les entr�ees'sorties avec l	ext�erieur� Chaque
processeur poss�ede �� Mo de m�emoire cache 
m�emoire tr�es rapide�� Les
communications se font par acc�es �a des pages de ��Ko divis�ees en sous�
pages de ���Ko� Lorsqu	un processeur veut acc�eder �a une donn�ee qu	il ne
poss�ede pas il lance une requ�ete sur son anneau de niveau �� Si celle�ci
n	aboutit pas� elle passe au niveau �� En retour� le processeur demandeur
obtient sa sous�page�

� nCUBE �

Cette machine date du d�ebut des ann�ees ��� elle permet d	interconnecter
jusqu	�a ���� processeurs assembl�es en hypercube 
���cube� et d�eveloppe
une puissance maximale de �� GFlops� C	est une machine MIMD �a m�emoire
distribu�ee� Les processeurs �el�ementaires sont r�ealis�es par nCUBE et ont une
puissance de cr�ete de ��� MFlops pour une fr�equence d	horloge de �� Mhz�
Chaque processeur �el�ementaire dispose de �� Mo de m�emoire� Le d�ebit de
chaque lien est de ���� Mo's �����

Le nCUBE � pr�esente deux particularit�es� La premi�ere est que chaque pro�
cesseur �el�ementaire poss�ede un lien directement connect�e avec l	ext�erieur� ce
qui permet de r�ealiser tr�es facilement des entr�ees'sorties� La deuxi�eme est
l	existence d	une horloge globale de cette machine� En e�et� peu de machines
MIMD ont cette particularit�e et on peut ainsi introduire de vrais points de
synchronisation dans les programmes�

Le routage est r�ealis�e par le mat�eriel� selon le mode �wormhole�� Quand
un n�ud veut di�user un message �a tous les autres� il envoie ce message �a
la destination ��� ce qui a pour e�et de router le message jusqu	au n�ud �
qui utilise alors des facilit�es mat�erielles pour r�ealiser la di�usion� On doit
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Figure ���� Anneau d	anneaux

noter que les di�usions �one�to�many� ainsi r�ealis�ee peuvent g�en�erer des
interblocages 
voir chapitre suivant pour les solutions �a ce probl�eme��

� nCUBE �

Le nCUBE � 
connu sous le nom de code Whopper� est le futur ordinateur
parall�ele de nCUBE et sa commercialisation est pr�evue pour ����� Cette ma�
chine sera MIMD et permettra d	interconnecter jusqu	a �� ��� processeurs
�� bits� Comme sur son ain�e� les processeurs seront connect�es en hypercube

���cube�� mais cette fois�ci nCUBE utilisera des processeurs construits par
Hewlett�Packard� Jusqu	�a ce jour� nCUBE utilisait des processeurs �mai�
son�� Ce processeur sera cadenc�e �a �� Mhz et d�eveloppera ��� MFlops et
� GIPS� Chaque processeur disposera de �� canaux de communication et
d	� Go de m�emoire locale� La machine dans sa version compl�ete aurait une
puissance de ��� TFlops�
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Figure ���� R�eseau de la Paragon

En attendant cette machine� nCUBE annonce 
septembre ����� le nCUBE
�S qui o�rira un gain de performance de ��& par rapport au nCUBE��

� Paragon

Cette machine est la version commerciale du projet Delta�Touchstone men�e
par Intel� Elle dispose de �� �a ���� n�uds connect�es physiquement en grille
�D 
voir gure ���� et d�eveloppe une puissance de cr�ete de � �a ��� GFlops �
C	est une machine MIMD �a m�emoire distribu�ee ����� Chaque n�ud est con�
stitu�e d	un processeur de calcul i��� XP� d	une m�emoire pouvant aller jusqu	�a
une capacit�e de ���Mo� et d	un deuxi�eme i��� XP charg�e de la pr�eparation
des messages lors des r�eceptions ou des �emissions� Ce deuxi�eme i��� permet
de lib�erer le processeur de calcul de cette t�ache� Chaque n�ud contient aussi
un PMRC 
Paragon Mesh Routing Chip�� l	ensemble des PMRC constituant
les sommets de la grille� Ces PMRC ont pour r�ole de router les informations
dans le r�eseau� Ce routage est e�ectu�e en �wormhole�� Chaque PMRC
poss�ede � liens bidirectionnels avec ses � voisins et chaque lien a un d�ebit de
���Mo's� Le temps de latence est de �� �s�

� Projets autour du T����

Enn� l	arl�esienne de Bristol� le T���� d	Inmos et son circuit d	interconnexion�
le C���� bien que prometteur au vu des annonces� tarde �a entrer en phase
de production� Il devrait permettre la construction de grands calculateurs
MIMD europ�eens et o�rir les techniques de �wormhole�� de canaux virtuels
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et de routage al�eatoire�

Il existe un programme europ�een pour construire une machine �a base de
T����� Ce programme s	appelle GPMIMD� il regroupe les constructeurs
Meiko� Parsys et Telmat� Cette machine serait constitu�ee de T���� pour
g�erer les communications� et probablement de i��� comme processeurs de
calcul�

Un autre projet de machine r�ealis�e cette fois par Parsytec associe le T����
et le C��� ����� Cette machine aurait pour nom CG et aurait jusqu	�a �����
processeurs T����� ce qui permettrait de d�evelopper une puissance de cr�ete
de ��� GFlops� Evidemment� ce serait une machine MIMD �a m�emoire dis�
tribu�ee� Son architecture serait une grille �D form�ee de �x�x�� clusters 
ou
groupes�� Chaque cluster formerait un n�ud de la grille �D� contenant ��
T���� et � C���� o�u chaque T���� aurait � lien connect�e �a chaque C����
Cette machine serait refroidie par eau�

Le projet LHPC 
Laboratoire de Hautes Performances en Calcul� r�ealis�e par
la soci�et�e Archipel et des universitaires� a pour objet la construction d	une
machine modulaire �a base de T���� et de C����

��
�� La derni	ere g�en�eration de machines SIMD

� CM��

La Connection Machine � ���� est une machine du constructeur Thinking
Machines Corporation 
TMC�� Elle est de type SIMD� Elle est constitu�ee
de cartes identiques� regroupant �� modules de �� processeurs �el�ementaires
��bit� Dans sa conguration maximale elle contient �� ��� processeurs
�el�ementaires� Un module contient deux circuits constitu�es de �� processeurs
�el�ementaires plus une unit�e de communication� auxquels s	ajoutent une m�e�
moire locale et une unit�e de calcul �ottant� L	ensemble des modules est reli�e
�a l	ordinateur frontal �a travers un s�equenceur par un bus d	instructions et un
bus d	adresses� Les circuits sont reli�es entre eux par un r�eseau de type hy�
percube 
de degr�e �� pour la conguration maximale�� Les liaisons internes
�a un groupe de �� processeurs �el�ementaires sont r�ealis�ees par un r�eseau
d	interconnexion complet� L	essentiel des applications test�ees sur la CM��
�etant de type scientique� une unit�e �ottante a �et�e ajout�ee an d	acc�el�erer les
calculs sur les r�eels 
r�ealis�es dans le format IEEE simple pr�ecision�� Sur les
derni�eres versions de la machine� il est possible d	utiliser des processeurs tra�
vaillant avec le format double pr�ecision 
�� bits� pour am�eliorer la pr�ecision�
Le gain obtenu gr�ace �a l	apport de l	unit�e �ottante est de l	ordre de �� par
rapport au temps s�erie sur les processeurs �el�ementaires �

Les communications possibles sont de trois types �

 a' Les communications g�en�erales qui servent �a envoyer un message
d	un processeur �a n	importe quel autre� Elles utilisent une unit�e de



��� Les projets ou r�ealisations actuelles ��

communication interne �a la CM��� ce qui entra�"ne une perte sensible au
niveau des performances�

 b' Les communications NEWS 
North�East�West�South� qui permet�
tent d	envoyer un message sur un processeur voisin dans la topologie
choisie 
par exemple nord� est� ouest ou sud pour une grille ��D�� Les
processeurs ex�ecutant la m�eme instruction� il n	existe pas de con�it de
liens� Ces communications sont donc tr�es rapides�

 c' Les communications avec recombinaisons� Elles permettent de com�
muniquer entre les processeurs d	une m�eme dimension de la topologie
choisie� Elles associent �a la fois communications et op�erations de re�
combinaisons binaires des messages� Ces communications utilisent les
liens de l	hypercube reliant tous les circuits� Par exemple� elles per�
mettent de r�ealiser un produit scalaire sur une ligne de matrice� Elles
co�utent environ �� fois plus de temps que les communications NEWS�

� DAP

Le DAP est une machine SIMD commercialis�ee par le constructeur anglais
AMT� Elle est constitu�ee de processeurs � bit connect�es en grille �� � ���
soit ���� processeurs au total� Les communications se font selon les lignes
et les colonnes de la grille� De plus� AMT a d�evelopp�e des librairies de
communications et de calculs qui permettent au DAP d	�etre particuli�erement
adapt�e au traitement du signal et de l	image�

� MasPar

La MasPar MP�� est une machine de type SIMD dont les processeurs consti�
tuent une grille torique ���� chaque processeur �etant reli�e �a ses � voisins� Les
processeurs �el�ementaires sont des processeurs � bits� ils fonctionnent avec
une fr�equence d	horloge de base de ���� Mhz� et poss�edent chacun �� Ko de
m�emoire� Sur cette machine il existe trois types de communication �

 a' Les communications X�Net permettent �a tous les processeurs �el�emen�
taires actifs d	envoyer un message �a tous les processeurs se trouvant �a
une distance donn�ee� Les processeurs destinataires doivent �etre sur une
des � directions d�enies par les liens�

 b' Les communications via un routeur permettent de faire communi�
quer entre eux n	importe quels couples de processeurs� Le routage est
r�ealis�e gr�ace �a trois niveaux de crossbars�

 c' Les communications de type �proc� qui permettent d	�etablir des
communications entre les processeurs �el�ementaires et l	ACU 
Array
Control Unit��

Digital vient d	annoncer la MasPar MP��� Cette machine est une �evolution
de la MP��� Elle poss�ede entre ���� et ����� processeurs ���bits capables
de r�ealiser ��� MIPS� et ���� MFlops�



�� Les machines parall�eles actuelles

Nom de la Puissance Nombre Architecture Topologoie

machine de de de la machine du r�eseau de

cr�ete processeurs communication

Campus FX��� �� GFlops ��� MIMD full connected

CM�� �	� GFlops ��
� MIMD fat�tree et

arbre binaire

Concerto � GFlops 	
 MIMD recon�gurable

Cray MPP � � MIMD grille �D

CS�� � � MIMD �

AP��� 
 GFlops ��
 MIMD tore

KSR 
� GFlops ��� MIMD anneau d�anneau

nCUBE� �� GFlops ��� MIMD hypercube

nCUBE� 	�� TFlops 	���	 MIMD hypercube

Paragon ��� GFlops 
��	 MIMD grille �D

CM�� 
� GFlops 	���	 SIMD hypercube

DAP 
��	 SIMD grille �D

MasPar �� GFlops 	��
 SIMD tore �D

Zephir ��� SIMD grille �D

Figure ���� Les principales machines parall�eles�

� Zephir

C	est la premi�ere machine de Wavetracer ����� Zephir est du type SIMD
et poss�ede jusqu	�a ���� processeurs� La topologie adopt�ee par Wavetracer
est la grille �D� ce qui permet de traiter plus facilement les probl�emes dans
l	espace� tels que la di�usion de la chaleur ou encore le traitement d	images
�D� Un des avantages de cette machine r�eside dans le d�eploiement de la grille
�D� an d	obtenir une grille �D� Avec ���� processeurs on peut donc avoir
soit une grille �D 
�� � �� � ��� soit une grille �D 
�� � �����

Un tableau r�ecapitulatif des principales caract�eristiques des machines parall�eles
est donn�e sur la gure ������

��
�� Les grandes lignes actuelles

Les tendances qui se d�egagent de ces nouvelles machines sont la g�en�eralisation
du routage �wormhole� ou du type commutation de circuit� l	apparition de rou�
teurs mat�eriels performants� ainsi que la disparition des ordinateurs frontaux
comme sur la CM�� ou la Paragon o�u les utilisateurs se connectent directement
sur un processeur de la machine� vu qu	un certain nombre de n�uds ont un noyau
syst�eme� On voit aussi appara�"tre la notion de machines extensibles 
�scalable�� �
en ajoutant des cartes on peut augmenter le nombre de processeurs de la machine�
sans que les utilisateurs aient �a modier leurs applications pour travailler sur la
machine compl�ete�



��� Perspectives ��

De plus� il appara�"t deux strat�egies� La premi�ere consiste �a chercher la plus
grande puissance de calcul � c	est celle adopt�ee par les grands constructeurs tels
Cray� Intel� Thinking Machine Corporation� etc�� La deuxi�eme consiste �a maxi�
miser la puissance �a prix constant � c	est le cas des machines �a base de Transputer�
Wavetracer� Alliant� etc���

En marge de ces machines d�evelopp�ees par des constructeurs 
souvent en col�
laboration �etroite avec des universit�es�� on trouve de tr�es nombreux projets uni�
versitaires pour la construction de machines parall�eles d�edi�ees �a la programmation
fonctionnelle� au traitement d	images etc��

��� Perspectives

Les constructeurs annoncent des performances de l	ordre d	une centaine de
GFlops� mais sur des applications r�eelles� les machines que nous avons pr�esent�ees
ne d�epassent gu�ere que quelques dizaines de GFlops� Ceci est d�u �a la lenteur
relative des communications entre processeurs� et au manque d	optimisation du
code pour chaque processeur� En e�et� les applications doivent rester portables
pour �eviter de r�ecrire le code chaque fois que l	on change de machine� Ceci rend
di�cile l	exploitation des sp�ecicit�es des processeurs sur lesquels on travaille�

Pour r�epondre �a la demande croissante de puissance de calcul� un certain nom�
bre de constructeurs tels que Cray� Intel ou Thinking Machines Corporation ont
pour but de construire prochainement des machines atteignant les �T 
Tera Flops�
Tera octets� Tera octets'seconde�� Pour atteindre les �T� on utilise d	une part un
mixage des techniques SIMD et MIMD� et d	autre part on essaye de rendre les
processeurs plus performants� Le CMOS n	a pas encore atteint ses limites 
au�
jourd	hui on parle moins de l	ars�eniure de gallium 
GaAs�� le �tout optique� ����
ne semble pas recueillir beaucoup de su�rages�� et on compte sur les supracon�
ducteurs� la bre optique� ou encore l	augmentation des possibilit�es d	int�egration�
Intel sait int�egrer � processeurs �el�ementaires sur un seul substrat en laboratoire

Micro ������ mais seulement deux en pratique 
le P� ou futur ����� Ces tech�
nologies restent encore exp�erimentales et sont tr�es on�ereuses� Cependant� Nec a
r�eussi �a produire avec ces techniques des processeurs d�eveloppant ��� GFlops �����
Une production �a grande �echelle devrait pouvoir r�eduire les co�uts de fabrication�

Ces supercalculateurs ne remplaceront pas des calculateurs moins ambitieux
mais e�caces pour les applications courantes� Ils seront d�edi�es �a une classe
d	applications qui n�ecessitent ces �T � les pr�evisions m�et�eorologiques sur de longues
p�eriodes� la mod�elisation du g�enome humain� la chromodynamique quantique ou
encore la dynamique des battements du c�ur 
actuellement � jour de CPU Cray
mod�elise � battement��

Des machines plus communes pourront connecter de � �a �� processeurs per�
formants sur un bus� limite probable due aux probl�emes pos�es par la coh�erence
des caches� Un gain en performance �evident doit �etre obtenu en mode multi�
utilisateurs par r�epartition de la charge des utilisateurs sur les processeurs� Enn�



�� Les machines parall�eles actuelles

des r�eseaux locaux �a haut d�ebit permettront d	acc�eder �a ces di��erentes machines
depuis les stations individuelles�
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Chapitre �

Mod�eles de communications et

routages

��� Introduction et motivations

Le temps d	ex�ecution d	un programme parall�ele est la somme du temps de cal�
cul et du temps des communications entre les processeurs� Ainsi� les performances
d�ependent directement de l	�equilibre entre le temps de calcul et le temps des com�
munications� La topologie du r�eseau et les protocoles d	�echange sur ce r�eseau
doivent permettre d	alimenter en permanence les unit�es de traitement scalaires
et �ottantes des processeurs� an de minimiser le temps total d	ex�ecution des
programmes�

De nombreux articles ont d�ej�a �et�e publi�es sur le sujet des communications�
Une �etude approfondie de ces articles montre que les hypoth�eses utilis�ees sont
souvent di��erentes� ce qui rend di�cile une quelconque comparaison de l	e�cacit�e
des solutions propos�ees� Nous allons introduire ici les mod�eles courants et les
probl�emes classiques� en insistant sur les mod�elisations les plus proches des ma�
chines actuelles� En e�et� de nombreuses �etudes utilisent un mod�ele issu du
t�el�ephone� et les r�esultats associ�es sont d	un int�er�et limit�e dans le cadre des ma�
chines MIMD�

��� Mod�elisation du r�eseau dune machineMIMD

����� Mod�elisation d�un n�ud

Une machine MIMD se pr�esente habituellement sous la forme d	une armoire
contenant un ensemble de cartes� Sur ces cartes se trouvent des modules� ou
n�uds� qui assemblent les processeurs �el�ementaires� leurs m�emoires externes et
les �eventuels composants charg�es des communications� Souvent� l	armoire est con�
nect�ee �a une station de travail conventionnelle� appel�ee h�ote 
une station Sun par
exemple��
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Figure ���� Multiplexage des liens du r�eseau�

Ici nous consid�erons une machine avec des n�uds du type de celui repr�esent�e
sur la gure ���� On y trouve des unit�es de traitement scalaires et �ottantes� des
caches� une interface avec la m�emoire� plusieurs interfaces de liens avec pour cha�
cune des syst�emes DMA �Direct Memory Access� ind�ependants� Chaque interface
DMA peut acc�eder aux donn�ees contenues dans la m�emoire ou dans les caches�
sans ralentir les unit�es de traitement ni les autres interfaces� gr�ace �a un bus qui
lui est propre� Le T���� d	Inmos ���� est construit sur le mod�ele pr�esent�e�

Les n�uds communiquent avec leurs voisins en �echangeant des messages sur
des canaux� Un canal est une liaison point �a point� unidirectionnelle� entre deux
n�uds reli�es par un lien physique� Plusieurs canaux peuvent partager un m�eme
lien physique� on parle alors de multiplexage� Un lien peut �etre multiplex�e 
ou
divis�e� en M canaux� chaque canal �etant associ�e �a une queue  ou le d	attente
 qui permet d	�echanger les donn�ees sur celui�ci de mani�ere ind�ependante 
voir
gure �����

Les communications entre des processus qui s	ex�ecutent sur des processeurs
distants sont assur�ees par un routeur implant�e de fa#con locale sur chaque n�ud�
Le routeur choisit� pour chaque message qui arrive sur un des canaux d	entr�ee du
processeur� un des canaux de sortie� en appliquant une fonction de routage� Le
routage par tables n	est pas couramment utilis�e dans les multiprocesseurs� alors
qu	il l	est souvent dans les grands r�eseaux plan�etaires 
comme pour le routage du
courrier �electronique sur Internet�� En g�en�eral� la fonction de routage est bas�ee sur
une arithm�etique simple et peut �etre implant�ee avec une m�emoire programmable

en technologie CMOS� sur le n�ud� o�rant ainsi un d�elai de seulement quelques
dizaines de nano�secondes pour le passage d	un message�



��� Mod�elisation du r�eseau d�une machine MIMD 	�

����� Les contraintes de communication

Classiquement� les architectures MIMD sont mod�elis�ees par un graphe G �

V�E�� o�u l	ensembleV des sommets du graphe repr�esente les n�uds� et l	ensemble
E des ar�etes repr�esente les liens physiques de communication entre les n�uds� Si
un lien est monodirectionnel� on le mod�elise par un arc� mais en g�en�eral les liens
sont bidirectionnels car de nombreux algorithmes utilisent des communications
entre voisins� et cela �evite aux messages d	emprunter des chemins de longueur
sup�erieure �a � lors de ce type d	�echanges�

Pla#cons�nous dans le cas de deux processeurs p� et p� directement reli�es par
un lien de communication bidirectionnel�

On peut mettre en �evidence di��erentes contraintes physiques �

�� si un seul message �a la fois peut circuler entre p� et p�� soit de p� vers p��
soit de p� vers p�� les liens sont dits half�duplex�

�� si deux messages peuvent circuler au m�eme instant sur un m�eme lien� l	un
transitant de p� vers p� et l	autre de p� vers p�� les liens sont dits full�duplex�
En pratique c	est le cas le plus fr�equent�

De plus� il est utile de caract�eriser les possibilit�es de communication de l	interface
m�emoire'lien de communication pour chaque processeur�

�� Si� lors d	une communication� chaque noeud ne peut g�erer qu	un seul lien
�a la fois� les communications sont dites ��port� Des ralentissements vont se
produire au niveau des processeurs� ceux�ci ne pouvant transmettre rapi�
dement les messages� Ce sch�ema est appel�e processor�bound ou whispering

litt�eralement en murmurant� dans la litt�erature anglaise� Exemple de ma�
chine � l	iPSC'� d	Intel�

�� Au contraire� si chaque noeud peut utiliser simultan�ement tous ses liens�
alors les communications sont dites +�port� o�u + fait r�ef�erence au degr�e
maximum des noeuds du r�eseau 
on trouve la notation n�port dans le cas du
n�cube�� c	est maintenant le nombre de liens qui limite les communications�
Ce sch�ema est appel�e link�bound ou shouting 
litt�eralement en criant� en
anglais� Exemple de machine � les syst�emes �a base de Transputers 
comme
le T�node de Telmat ou la Computing Surface de Meiko�� ou bien l	iWARP
d	Intel�

�� Entre ces deux cas les plus fr�equents� il y a celui o�u seulement k liens de
communication sont simultan�ement utilisables� On se trouve alors dans un
sch�ema k�port� Les communications sont limit�ees par le nombre maximum
de canaux DMA pouvant s	�etablir sur le bus du processeur concern�e� On
trouve donc aussi l	appellation DMA�bound� Exemple de machine � FPS
s�erie T�
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Figure ���� Commutation de circuit�

Certains auteurs ont introduit des notations abr�eg�ees pour se r�ef�erer �a ces
mod�eles de communication ����� F� et H� d�esignent respectivement les mod�eles
full�duplex et half�duplex ��port� le su�xe � indiquant qu	un n�ud ne peut com�
muniquer qu	avec un seul autre n�ud �a la fois� Les mod�eles full�duplex et half�
duplex k�port sont not�es Fk et Hk� o�u k indique le nombre maximum de liens
qu	un processeur peut utiliser simultan�ement� Enn� F� et H� d�esignent respec�
tivement les mod�eles full�duplex et half�duplex +�port� dans lesquels un processeur
peut utiliser tous ses liens �a la fois�

��� Di��erents modes de commutation

Lors de la transmission d	un message entre deux processeurs non directement
li�es� le message doit �etre rout�e par des n�uds interm�ediaires� On trouve une
pr�esentation des diverses techniques de commutation courantes dans l	introduction
de �����

� Commutation de circuit � c	est le principe du t�el�ephone� on �etablit
d	abord la ligne 
ici cela consiste �a r�eserver une suite de canaux�� la con�
versation commence ensuite� Sur la gure ���� on observe l	�etablissement
du circuit par la propagation de l	ent�ete du message not�ee h� l	arriv�ee d	un
accus�e de r�eception� puis la transmission du message en un coup� D	autres
communications qui voudraient emprunter une partie d	un circuit d�ej�a �etabli
sont bloqu�ees jusqu	�a la lib�eration de la ligne� Le direct connect qui est pro�
pos�e par Intel sur les hypercubes de la s�erie iPSC'� et iPSC'��� est un
routage de type commutation de circuit� Sur les iPSC'� ����� un n�ud est
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Figure ���� Commutation de paquets�

constitu�e d	un module comprenant le processeur de calcul 
de conception
identique �a ceux des stations de travail�� de la m�emoire externe� et d	un
routeur r�ealis�e en technologie CMOS qui implante la gestion des canaux
d	entr�ee'sortie et la fonction de routage�

Remarque� une erreur fr�equente est de confondre cette technique avec celle
du �wormhole� expliqu�ee plus loin�

� Commutation de messages �store�and�forward� � les messages avan�
cent dans le r�eseau vers leur destination en transitant dans les n�uds in�
term�ediaires� A chaque �etape� le canal emprunt�e est aussit�ot lib�er�e� Cette
technique est connue sous le nom de store�and�forward dans le cadre des
machines MIMD� Chaque n�ud doit r�eserver un espace m�emoire important
pour stocker les messages en transit�

Les Computing Surface deMeiko� les T�node et Mega�node de Telmat� ou les
s�eries Volvox d	Archipel utilisent des routages de ce type 
comme les autres
machines �a base de transputers��

� Commutation de paquets � les messages sont d�ecoup�es en paquets de
taille xe� On b�en�ecie alors d	un �e�et pipeline� 
voir section suivante��
Les paquets sont rout�es ind�ependamment les uns des autres et ils peuvent
emprunter des chemins di��erents selon la charge du r�eseau� La capacit�e de
stockage n�ecessaire sur un n�ud se limite �a la taille d	un paquet� On constate
un surplus de communications engendr�e par l	adresse de destination coll�ee �a
chaque paquet� au lieu d	une fois pour le message� Ceci est sch�ematis�e sur
la gure ����
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Figure ���� Routage wormhole�

� Virtual cut�through et Wormhole � les machines �a m�emoire distribu�ee
les plus r�ecentes ont abandonn�e le routage store�and�forward pour adopter
une technique de type commutation de circuit commun�ement appel�ee �worm�
hole�� Ce nom est admis m�eme si l	origine n	est pas claire � fait�on r�ef�erence
�a un ver ou bien aux �cosmic wormholes� 
th�eorie des �supercordes�� des
astrophysiciens % ���� page ����

Dans le routage store�and�forward les messages 
ou paquets� sont enti�erement
stock�es dans la m�emoire du processeur avant d	�etre transmis au processeur
suivant� Dans le routage wormhole� les messages progressent dans le r�eseau
de processeurs �it par �it  un �it� pour �ow control digits� est �egal �a la taille
de la queue d	un canal  le premier �it contenant l	adresse de destination�

La t�ete du message avance d	un canal chaque fois que cela est possible� Le
reste suit� lib�erant la queue du dernier canal qui stocke la n du message�
alors disponible pour un nouveau message� Dans ce mod�ele� les �etapes in�
term�ediaires entre la source et la destination consistent en l	�etablissement
d	un circuit virtuel� Un message peut commencer �a �etre re#cu avant que
l	�emission ne soit termin�ee� De la m�eme fa#con� si le message est su�sament
court an d	�etre stock�e sur le circuit virtuel� la source est lib�er�ee avant la
r�eception du dernier �it� Notons qu	une fois que le �it de t�ete a �et�e a�ect�e
�a un canal� ce canal ne peut transmettre aucun �it d	un autre message tant
que le message originel n	est pas pass�e 
�on ne peut pas couper le ver���
Ceci interdit d	utiliser des �tampons ordonn�es� pour r�esoudre les probl�emes
d	interblocage� comme dans le cas des routages store�and�forward�

Cette technique est propre aux r�eseaux de processeurs o�u la distance entre
deux processeurs �el�ementaires permet de n�egliger les erreurs de transmis�
sion� Les �its sont envoy�es sans attendre d	accus�e de r�eception� et passent
directement du canal de sortie d	un n�ud au canal d	entr�ee du n�ud suivant�
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Un message est decoupé en flits.

Figure ���� Routage wormhole sur une grille�

Ainsi il n	y a pas de stockage interm�ediaire du message co�uteux en temps
����� Seul le �it rout�e ayant besoin d	�etre stock�e� la fonction de routage
peut �etre alors assur�ee sans acc�eder �a la m�emoire du processeur de calcul�
On remarque que dans ce mod�ele les tampons sont de taille r�eduite� ce qui
facilite l	implantation en VLSI du routeur�

On trouve une premi�ere �etude d	une technique semblable dans ����� c	est le
virtual cut through� Le routage est identique en tout point au wormhole sauf
quand un n�ud ne peut pas faire suivre les �its 
les canaux de sortie �etant
d�ej�a utilis�es�� Dans ce cas� le message est stock�e en attendant la lib�eration du
canal de sortie� Le routeur doit donc disposer de tampons importants� ce qui
ne permet pas de l	int�egrer facilement avec le processeur� Cette technique
n	a pas �et�e implant�ee �a notre connaissance alors que le wormhole fait l	objet
d	�etudes et de r�ealisations r�ecentes� Le wormhole a �et�e choisi par Inmos pour
la nouvelle s�erie des transputers T���� et des crossbars C����

La gure ��� illustre le routage wormhole sur une grille de processeurs� Le
message issu de �� et �a destination de �� est bloqu�e en �� par le message
en provenance de �� qui utilise d�ej�a le canal en sortie de ��� En revanche
l	autre message n	est pas perturb�e� Les ��eches dans les n�uds indiquent la
position des commutateurs�
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Remarque� deux fonctions qui nous semblent int�eressantes n	ont pas encore �et�e
implant�ees dans les machines �

� un mode di�usion� qui permettrait au routeur de transmettre sur tous ses
canaux en sortie un �it accept�e en entr�ee� On routerait alors sur des arbres
au lieu de router sur des chemins�

� un mode transparence� dans lequel le processeur de calcul pourrait lire les
�its qui transitent par le routeur auquel il est rattach�e�

��� Mod�elisation du temps de communication

Maintenant que nous avons donn�e la liste des di��erentes hypoth�eses possibles
pour mod�eliser les communications� il nous reste �a quantier le temps de transfert
d	un message entre deux processeurs�

����� Communications entre voisins

Nous commen#cons par donner ce temps entre deux processeurs voisins� c	est �a
dire pla#c�es sur des n�uds directement connect�es par un lien�

������� Mod�ele du temps constant

Ici une communication entre deux processeurs voisins �co�ute� une unit�e de
temps�

TVoisin �a voisin � �

Dans ce mod�ele� les messages peuvent �etre d�ecoup�es et recombin�es sans a�ecter
le temps de transfert� C	est le mod�ele classique de la th�eorie des graphes� ou encore
du t�el�ephone�

������� Mod�ele du temps lin�eaire

Le temps de transmission d	un message de longueur L entre deux processeurs
voisins est la somme �

� d	un temps d	initialisation 
ou start�up� � correspondant �a des initialisations
de registres m�emoire� ou �a des proc�edures d	envoi'accus�e de r�eception�

� et d	un temps de propagation L� directement proportionnel �a la taille L du
message communiqu�e�
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TVoisin �a voisin � � � L�

� est le temps de propagation d	une unit�e de message� souvent un bit ou un octet�
La bande passante d	un lien est donc �

�
�

Les valeurs de � et � pour les machines courantes sont rassembl�ees dans le
tableau suivant �

� �sec � �sec�octet

iPSC�� ���� �����
nCUBE ��� �����
FPS T�� ��� �����

Mega�Node ���� �����
iPSC�� ��� �����
CM�� ��� �����

iPSC��
� ��� �����
Meiko ��� �����

Ametek ���� ����� �����

Fujitsu AP ���� ����� �����

Pour les iPSC 
��� et ���� le temps de propagation est sup�erieur si les messages
sont de plus d	�K octets dans le cas de l	iPSC'�� et ��� octets dans le cas de
l	iPSC'�� Ceci est d�u �a un processus de v�erication de l	espace m�emoire disponible
chez le destinataire avant l	�emission de gros messages� Les valeurs du start�up
ne sont pas directement comparables car pour les iPSC et le Mega�Node elles
proviennent de mesures en environnement logiciel 
avec des noyaux syst�emes sur
les n�uds��

La plupart des r�esultats ici expos�es sur les communications globales se r�ef�erent
�a l	un des deux mod�eles pr�esent�es ci�dessus� Notons que si les messages envoy�es
sont de taille petite ou si � � � les mod�eles temps constants ou lin�eaires sont
�equivalents�

Cependant d	autres mod�elisations du temps de communication voisin �a voisin
ont �et�e �etudi�ees� Voici une liste non exhaustive de di��erents autres mod�eles�

� Bertsekas et al� ��� ont �etudi�e les communications globales dans l	hypercube
en supposant que le transfert d	informations sur les liens se fait par paquets
de taille xe� On ne peut ni d�ecouper� ni combiner les paquets entre eux�
Envoyer un paquet prend un temps �� et envoyer p paquets prend un temps
p� Plus g�en�eralement� on peut mod�eliser le temps voisin �a voisin par �

TVoisin �a voisin �
�
L

m

�
m�

L �etant la longueur du message �a envoyer� m la taille des paquets� et �
�
la

bande passante des liens�



	� Mod�eles de communications et routages

� Touzene et Plateau ���� ont �etudi�e les communications dans le tore en sup�
posant que le temps d	initialisation des communications �etait nul� Les mes�
sages peuvent ainsi �etre d�ecoup�es et recombin�es si n�ecessaire� Cela corre�
spond au mod�ele �

TVoisin �a voisin � L�

o�u L est la longueur du message �a envoyer� et �
�
est la bande passante des

liens�

� Fraigniaud ���� a �etudi�e les communications dans l	hypercube en supposant�
suite �a des exp�erimentations sur machines �a base de Transputers� que le
temps d	initialisation et le temps de propagation peuvent tous deux d�ependre
du nombre de liens utilis�es par un processeur �a un instant donn�e� En e�et�
il faut souvent payer le prix de la gestion logicielle du parall�elisme des liens�
Le mod�ele est de la forme �

TVoisin �a voisin � �k � L�k

o�u �k et �k sont respectivement les temps d	initialisation et de propagation
lorsque le processeur communique sur k liens�

����� Communications 	a distance d

Si au lieu d	�etre envoy�e �a un n�ud voisin� le message est envoy�e �a un n�ud
qui se trouve �a distance d� on obtient dans le cas du mod�ele store�and�forward �

TProcesseurs �a distance d � d
� � L� �

Dans le mod�ele commutation de circuit ou wormhole� transmettre un message
�a distance d n	est pas �equivalent �a r�ep�eter d fois un processus de communication
aux voisins� La mod�elisation commun�ement admise est �

TProcesseurs �a distance d � � � d� � L�

o�u L est la longueur du message �a envoyer� �
�
la bande passante des liens� et

� un temps de start�up d�u au processus qui envoie le message� Le d�elai � est un
temps li�e aux commutations des routeurs sur chaque n�ud interm�ediaire�

������� Technique du pipeline dans le mode +�port

Cette technique a �et�e introduite dans ���� et �����
Pour tenter de r�eduire le temps de transmission du mod�ele store�and�forward

on peut d�ecouper le message en paquets� et les transmettre �a la queue leu leu
comme sur la gure ��� o�u un message est d�ecoup�e en paquets de taille B� On
suppose ici que L est divisible par B et que L

B
est un entier 
m sur la gure �����

Le temps de transmission que l	on obtient alors est �
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P1 

1 2 3           Etape 1

P1 P2

1 2 3Etape 2

Pm-1Pm

1 2 3Etape m

1 2 3Etape d

2 31Etape d+1

Pm P1 

d-1 d d+1

d-1 d d+1

d-1 d d+1

d-1 d d+1
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d-1 d d+11 2 3Etape d+m
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P3
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Pm

Message  M

donnees                    entete

Divise  en  m  paquets

Figure ���� E�et Pipeline�

TProcesseurs �a distance d � d
� �B� �� �z �
pour le �er paquet

� 

L

B
� ��
� �B� �� �z �

r�eception des autres

� 
d�
L

B
� ��
� �B� �

Proposition ����� La taille de paquet B qui minimise TProcesseurs �a distance d est Bmin �q
L�

�d���� � Le co�ut total pour cette taille de paquet est alors
�p

L� �
q

d� ���

��
�

Preuve� il faut trouver le minimumde la fonction f
B� � 
d� L
B
���
��B� �� Le

minimum est atteint pour f �
B� � 
d� L

B
���� � L

B� 
��B� � � 
d���� � L�

B� � �

d	o�u B�
min � L�

�d���� �

Ainsi� pour un L tr�es grand� on obtient un protocole de communication store�
and�forward en L� � o
L�� ce qui masque la distance�
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������� Technique des chemins disjoints dans le mode +�port

On peut router les paquets sur des chemins ar�etes disjointes quand cela est pos�
sible� et donc diminuer encore TProcesseurs �a distance d pour le mod�ele store�and�forward�
De plus� si on utilise p chemins disjoints� on peut pipeliner p blocs de longueur L

p

sur chacun des chemins� En e�et si on a p chemins ar�etes disjoints de longueur au
plus d�� le temps de transmission devient �

TProcesseurs �a distance d � d�
� �
L

p
� �

Pour des exemples d	utilisation de ces techniques sur l	hypercube se r�ef�erer �a
���� ou ���� et ���� pour les tores�

On peut combiner cette technique �a celle du pipeline et on obtient �

TProcesseurs �a distance d �

�s
L

p
� �

q

d� � ���

��

�

����� Comparaison du wormhole et du store�and�forward

Le tableau suivant r�esume les principales di��erences entre ces deux modes�

Actions Store�and Forward Wormhole ou Circuit

Contr�ole Logiciel Mat�eriel

Un n�ud stocke tout un message 
ou paquet� un �it

Blocage possible sur un n�ud sur un chemin

Exemples de T�node� iPSC'�� iPSC'��iPSC'���� T����
machines nCUBE� Cosmic�cube nCUBE��� MDP 
MIT�

TProcesseurs �a distance d d
� � L� � 
sans pipeline� �� d� � L�

Ordre de grandeurs iPSC'� � � � �����s iPSC'��� � � � ����s

exemples� � � ��s�octet � � ���s� � � �� ��s�octet

Remarque� la technique du pipeline est di�cile �a exploiter en pratique� En e�et�
l	utilisateur programme �a partir des routines de communication de base fournies
par le constructeur� Ce sont donc ces routines qui doivent �etre optimis�ees� pas les
applications qui les utilisent�
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��� Probl�emes de congestion

Quand plusieurs messages veulent emprunter le m�eme chemin au m�eme instant�
on parle de congestion du r�eseau�

����� Caract�eristiques des fonctions de routage

Dans l	�etude des fonctions de routage on suppose souvent que l	on a un routage
distribu�e � la d�ecision de routage est locale au processeur interm�ediaire travers�e
par un message� Ceci est �a opposer au routage centralis�e dans lequel un n�ud
ma�"tre g�ere toutes les routes� Ainsi� on n	a pas une vision globale du syst�eme� en
particulier du trac dans le r�eseau� Dans le cas le plus simple on a �

� un routage statique � il existe une fonction de routage qui associe �a chaque
couple 
source� destination� un chemin unique� Cela pose notamment des
probl�emes de congestion quand le trac n	est pas homog�ene� Un routage
statique peut �etre vu comme un plongement du graphe complet Kn dans
le graphe du r�eseau consid�er�e� Ici Kn repr�esente l	ensemble des routages
possibles� et la dilatation obtenue est la longueur maximale des chemins� La
congestion de ce plongement donne une mesure des goulots d	�etranglement
possibles� Le plus

court
chemin d�un
point �a un
autre� c�est
encore de ne
pas y aller
�Le Chat

G�eluk��

� un routage sur les plus courts chemins � c	est le cas o�u la distance 
nom�
bre de processeurs interm�ediaires� parcourue par un message est minimale�

����� Fonctions adaptatives

Pour faire face aux probl�emes de congestion� on peut implanter des fonctions
de routage adaptatives� Le chemin est construit dynamiquement en fonction du
trac� Par exemple� en chaque n�ud on peut choisir le premier canal libre qui
rapproche le message de sa destination� Une autre technique pour homog�en�eiser
le �ux des donn�ees sur l	ensemble du r�eseau est le routage al�eatoire� C	est le cas
du routage universel� qui consiste �a se rendre d	abord �a une destination tir�ee au
hasard� puis �a e�ectuer un routage statique vers la destination �����

Cette possibilit�e sera o�erte par le C��� d	Inmos� le crossbar qui permettra
d	interconnecter des T���� ����� Toutefois� une telle politique de routage �casse�
les propri�et�es de localit�e du r�eseau� Pour que les algorithmes puissent utiliser la
topologie du r�eseau� il faut �eviter cette technique�

Enn� le routage forc�e est une technique d�ecrite dans ���� �a propos de la machine
Mega� Le but est de ne jamais bloquer un message� et dans le cas o�u un message
arriv�e �a destination ne peut �etre consomm�e tout de suite� il est re�rout�e et sera
accept�e ult�erieurement� Des techniques similaires sont mises en �uvre sur la CM��
�����
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��
 Probl�emes dinterblocage

L	interblocage est bien souvent la mauvaise surprise rencontr�ee lors de l	�ecriture
d	un premier programme parall�ele� C	est le r�esultat d	une d�ependance cyclique
dans la gestion des communications entre processus� ces derniers se bloquant
mutuellement� Nous allons montrer comment construire des routages non blo�
quants� notamment en utilisant la technique des canaux virtuels introduite dans
���� ou de r�eseaux virtuels comme dans �����

Ces techniques assurent seulement qu	aucun interblocage d	un programme ne
sera d�u aux routines de communication�

On mod�elise le r�eseau d	interconnexion par un graphe G � 
V�E� o�u V �
P � M et E � C � I � O� L	ensemble V � P � M repr�esente les processeurs
�el�ementaires� Plus exactement� P mod�elise les routeurs associ�es aux processeurs
et M � isomorphe �a P � les m�emoires� C repr�esente les canaux de communication
entre les routeurs� De plus� chaque sommet x de P est reli�e �a son homologue
x� �M par un canal d	entr�ee ix de I 
inputs des routeurs� de x� vers x� et par un
canal de sortie ox de O 
outputs� de x vers x�� Ces canaux mod�elisent les �echanges
entre le routeur et la m�emoire du processeur� Bien souvent� pour ne pas alourdir
la pr�esentation� on utilise simplement le graphe G � 
P�C� des communications

voir la gure ��� pour la repr�esentation d	un anneau de � processeurs et la gure
���� pour la repr�esentation simpli�ee d	un autre r�eseau de � processeurs�� Sur la
gure ���� on a P � f�� �� �� �g� M � f��� ��� ��� ��g� et C � fa� b� c� dg�

La fonction de routage est alors d�enie �

D�e�nition � Une fonction de routage sur G est une fonction R � E � V �	 E
qui associe �a un canal d�entr�ee c � 
u� v� �au sommet courant v� et une destination
d� un canal de sortie c� � 
v�w� �parmi ceux issus de v��

Notons qu�un message est �emis par sa source s sur le canal is et est re�cu par
sa destination d sur le canal od�

Dans l	exemple de la gure ���� soit un message �emis par � et �a destination de
�� Il entre en � par le canal i�� puis est envoy�e sur a� c	est��a�dire R
i�� �� � a� De
m�eme R
a� �� � b� R
b� �� � c et R
c� �� � o��

Notons qu	ici la fonction de routage est e�ectivement distribu�ee � la route
suivie par le message avant son arriv�ee sur le canal d	entr�ee n	a aucune in�uence
sur le choix du canal de sortie� Dans un routage adaptatif� on aurait le choix de
plusieurs canaux de sortie possibles�

La propriet�e essentielle que doit v�erier une fonction de routage est d	�etre sans
interblocages� Nous allons �etudier cette fonction en prenant les m�emes hypoth�eses
que Dally et Seitz ��� �

� Routage wormhole 
la fonction est d�enie sur les canaux et non les sommets
du r�eseaux� mais on peut facilement d�eduire les r�esultats pour le store�and�
forward en termes de bu�ers sur les sommets�

� Routage d�eterministe et distribu�e
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Figure ���� G � 
P �M�E � C � I �O��

Le cas du routage adaptatif sans interblocage a �et�e �etudi�e par Duato ���� ����
et �����

��
���� Interblocages et canaux virtuels

On observe un exemple d	interblocage sur la gure ���� A l	�etape �� les pro�
cesseurs ��� ��� �� et �� commencent l	�emission de messages destin�es respective�
ment �a ��� ��� �� et ��� Le premier �it de chaque message qui contient l	adresse
de destination est alors d�epos�e dans la queue du canal de sortie convenable� A
l	�etape �� les premiers �its ont avanc�e d	un canal vers leur destination� et le second
�it de chaque message a pu �etre �emis par chacune des sources� Ici� on suppose de
fa#con non restrictive que les transmissions se font �en m�eme temps�� Apr�es cette
deuxi�eme �etape� on se trouve dans une situation d	interblocage � toutes les queues
que les �its de t�ete voudraient emprunter sont occup�ees par d	autres �its qui ne
peuvent pas avancer pour cette m�eme raison� Il y a une d�ependance cyclique entre
les queues des canaux dans cette instance de routage�

Graphe de d�ependance

Pour observer les propri�et�es de la fonction de routage R d�enie sur G� on
d�enit un graphe de d�ependance des canaux associ�e �a R� not�e D
G�R��

D�e�nition � L�ensemble E des sommets de D
G�R� sont les canaux de G� et
l�ensemble U des arcs est � U � f
c� c�� � E � E j 
x � V� c� � R
c� x�g�
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Figure ���� Interblocage sur la grille
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Figure ���� D
G�R� pour un anneau de � processeurs
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Notons que la notion de graphe de d�ependance est tr�es li�ee �a la fonction de
routage choisie pour le r�eseau�
Remarque� D
G�R� est un sous�graphe partiel du graphe repr�esentatif des arcs
de G�

Un exemple de graphe de d�ependance pour l	anneau de la gure ��� est donn�e
sur la gure ����

Th�eor�eme ��
�� �Dally�Seitz ���� Une fonction de routage R est non bloquante
pour un r�eseau d�interconnexion G� si et seulement si le graphe de d�ependance
D
G�R� des canaux associ�e �a R ne comporte pas de circuits�

Preuve� 
informelle�
� On prend G tel que D
G�R� contienne au moins un circuit� Ce circuit

est au moins de longueur � car il n	y a pas de boucles dans D
G�R�� On peut
alors construire une situation d	interblocage en remplissant les queues des canaux
du circuit avec des �its �a destination de n�uds �a distance �� et pour lesquels le
premier canal �a emprunter est sur le circuit�

� On prend G tel que D
G�R� ne contienne pas de circuits� Rappelons qu	un
graphe est sans circuit si et seulement si on peut ordonner ses sommets� de telle
sorte qu	il existe un arc de i vers j seulement si i � j� Ce type de graphe est
commun�ement appel�e DAG 
pour Directed�Acyclic�Graph��

Consid�erons un tel ordre sur les sommets de D
G�R� et supposons qu	il puisse
y avoir blocage� Soit alors cn le plus grand canal dans cet ordre dont la queue est
pleine� Tous les canaux qui peuvent recevoir des �its de cn sont plus grands et
donc ne sont pas satur�es� Les �its de cn ne sont donc pas bloqu�es $ Si cn n	a pas
de successeurs� les �its sont arriv�es �a destination et attendent d	�etre consomm�es
par le n�ud� Il n	y a pas d	interblocages possibles� �

Remarque� les canaux d	entr�ee et de sortie �etant respectivement des sources et
des puits� ils n	interviennent pas dans les circuits du graphe de d�ependance� On
peut donc d�enir un graphe de d�ependance simpli�e 
associ�e au graphe simpli�e
G � 
P�C�� ayant comme sommets les seuls canaux de C�

Notons que l	id�ee de graphe de d�ependance �etait d�ej�a appliqu�ee au cas du
store�and�forward dans ����� Au lieu du graphe de d�ependance des canaux� on
avait un graphe de d�ependance des tampons 
ou bu�ers��

Le probl�eme que l	on doit r�esoudre est � �etant donn�e un graphe G et un routage
R sur G� que faire si D
G�R� contient des circuits %

��
���� Utilisation de canaux virtuels

Un lien physique ne peut �faire passer� qu	un �it �a la fois� mais si ce �it
appartient �a un message dont la progression est stopp�ee plus en avant� aucun
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Figure ����� Canaux virtuels sur un anneau de � processeurs

autre message ne peut l	utiliser et ceci entra�"ne g�en�eralement le blocage d	un grand
nombre d	autres messages� voire de tous�

Pour permettre aux messages qui ne sont pas concern�es par l	embouteillage de
suivre leur chemin� on peut allouer de nouvelles ressources sous la forme de queues
suppl�ementaires ou canaux virtuels qui permettront de partager le lien physique en
autant de canaux ind�ependants� comme sur l	exemple de la gure ��� o�u les liens
sont multiplex�es en M canaux virtuels 
ici on parle de canaux virtuels car le lien
physique supporte plusieurs canaux�� Du point de vue du r�eseau d	interconnexion�
cela revient �a ajouter des arcs dans C� G est donc un multi�graphe orient�e�

Pour d�econgestionner notre circuit de l	exemple ���� il su�t de diviser chaque
lien x en deux canaux 
virtuels� num�erot�es 
i� x�� avec i � �� � et d	adopter la
fonction de routage suivante � en un sommet courant on choisit le canal de sortie
ayant le plus petit num�ero possible sup�erieur au canal d	entr�ee 
la relation d	ordre
est lexicographique�� Par exemple� pour envoyer un message de � �a �� on utilise
i�� puis 
�� a�� 
�� b�� 
�� c�� et o�� Pour envoyer un message de � �a � on utilise i��
puis 
�� d�� puis 
�� a� car a � d� puis 
�� b� et o��

Notons que les canaux 
�� c� et 
�� d� sont inutiles et que D
G�R� est sans
circuit 
voir gure ������

La technique g�en�erale mise en �uvre dans ��� est la suivante� A chaque canal
c de C� on associe M canaux virtuels c�� � � � cM�� et on d�enit une fonction de
routage associ�ee de telle sorte que le graphe de d�ependance des canaux associ�e soit
sans circuit� Pour des raisons d	homog�en�eit�e du r�eseau� on multiplexe �egalement
chaque lien� bien que tous les canaux virtuels ne soient utiles dans certains cas�

Pour obtenir un graphe de d�ependance sans circuit� on choisira d	�etiqueter les
canaux de mani�ere �a ce que tous les chemins correspondant �a un routage possible
dans le graphe donnent une suite d	�etiquettes strictement croissante� comme dans
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Figure ����� D
G�R� pour l	anneau de � processeurs avec des canaux virtuels

l	exemple de l	anneau de la gure �����

��
���� Fonctions de routage des r�eseaux classiques

Pour les d�enitions concernant ces r�eseaux voir ����� Par la suite� quand on
parlera de n canaux virtuels� cela signiera que l	on divise un lien physique du
r�eseau en au plus n canaux� sans tenir compte de l	orientation�

Hypercube

L	algorithme de routage qui consiste �a changer de dimension dans le cube dans
un ordre d�eni �a l	avance est sans interblocage ���� En g�en�eral on utilise l	ordre
naturel croissant des dimensions� mais toutes les permutations des dimensions
sont valides� Si on autorise plus de canaux virtuels� on peut alors choisir un grand
nombre de chemins dans le cadre d	un routage adaptatif�

L�anneau unidirectionnel

Il su�t de prendre deux canaux virtuels par lien comme dans l	exemple de la
gure ���� 
voir Dally et Seitz ����� On remarquera que les canaux de type 
��x�
ne sont pas tous utiles�

L�anneau bidirectionnel����

Les gures ���� et ���� montrent le graphe de d�ependance associ�e �a un anneau
de � processeurs avec un routage des plus courts chemins dans le cas des � canaux
originels� puis avec � canaux virtuels� Sur la gure ���� on n	a pas represent�e la
deuxi�eme composante du graphe de d�ependance 
arcs de type in��
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Figure ����� C� et son graphe de d�ependance

Superposer les canaux du routage du cas unidirectionnel aboutirait �a l	utilisation
de � canaux virtuels� Une analyse plus approfondie des graphes de d�ependance
permet de n	utiliser que trois canaux virtuels�

On consid�ere deux types de canaux� des canaux out� orient�es dans le sens des
aiguilles d	une montre� et des canaux in� orient�es dans le sens inverse� Chaque
type de canal est partitionn�e en deux classes de canaux virtuels a et b�

Alors le graphe de d�ependance est form�e d	une composante de type out et d	une
composante de type in 
on ne rebrousse jamais chemin dans un routage des plus
courts chemins� qui sont les chemins suivants 
donc sans circuit� �

inaN��� in
a
N��� � � � � ina� � � � � inbN��� � � � � inbN�bN� c��

et

outa�� out
a
�� � � � � outaN��� out

b
� � � � � outbbN� c��

On utilise donc les canaux de type b outb� � � � � outbbN� c�� et in
b
N��� � � � � inbN�bN� c��

Comme N �
j
N

�

k
�� 	

j
N

�

k
� �� ces deux partitions sont disjointes� et il su�t

alors d	une seule queue suppl�ementaire pour implanter ces canaux virtuels�

Grille torique et somme cart�esienne

La grille torique est la somme cart�esienne 
aussi appel�ee produit cart�esien� de
� cycles� Il su�t de remplacer chaque lien par � canaux virtuels et d	�etiqueter
d	abord les canaux d	une dimension� puis ceux de l	autre dimension� D	une
mani�ere g�en�erale� dans une somme cart�esienne� le nombre de canaux virtuels �a
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Figure ����� C� avec � canaux virtuels

utiliser est le maximum du nombre de canaux dans chaque dimension 
voir le
th�eor�eme ci�dessous�� Ceci s	applique �egalement aux grilles d�dimensionnelles 
ou
�k�ary�n�cube� dans �����

On peut ainsi �etendre le r�esultat de l	anneau bidirectionnel au tore� et donc
obtenir un routage avec � canaux virtuels� soit un de plus qu	en orient�e� mais qui
utilise tous les plus courts chemins du r�eseau�

Th�eor�eme ��
�� 
Hilbert�Lukkien ����� Soient un graphe G� dont chaque lien est
multiplex�e en C� canaux virtuels et un graphe G� dont chaque lien est multiplex�e
en C� canaux virtuels� Soient R� une fonction de routage non bloquante sur G� et
R� une fonction de routage non bloquante sur G�� alors il existe une fonction non
bloquante sur le graphe G��G� avec un multiplexage des liens en max�C��C���

Preuve�
version graphe de d�ependance� les sommets de G��G� sont not�es 
s�� s���
o�u s� est un sommet de G� et s� un sommet de G�� On construit la fonction de
routage R de la fa#con suivante � pour aller du sommet 
x�� x�� au sommet 
y�� y���
on applique d	abord R� pour aller de x� �a y�� ce qui nous m�ene en 
y�� x��� puis
on applique R� pour aller de x� �a y�� on atteint 
y�� y��� Le graphe de d�ependance
des canaux associ�e �a cette fonction� D
G��G�� R� a pour sommets les canaux de
G��G�� not�es �
x�� x��� 
y�� y���� et on a des arcs du type �

� �
x�� a�� 
y�� a�� �	 �
y�� a�� 
z�� a�� avec 
x�� y�� �	 
y�� z�� � D
G�� R��

application de R���

� �
a� x��� 
a� y��� �	 �
a� y��� 
a� z��� avec 
x�� y�� �	 
y�� z�� � D
G�� R��

application de R��
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� �
x�� a�� 
y�� a�� �	 �
y�� a�� 
y�� b�� 
transition de G� �a G���
mais jamais du type �
a� x��� 
a� y��� �	 �
a� y��� 
b� y���� ce qui correspondrait
�a appliquer R� puis R��

Etiquetons les arcs du type �
x�� a�� 
y�� a�� avec 
�� ci�� o�u ci est l	�etiquette de

x�� y�� dansD
G�� R��� ceux du type �
a� x��� 
a� y��� avec 
�� cj�� o�u cj est l	�etiquette
de 
x�� y�� dans D
G�� R��� alors les chemins correspondant au routage propos�e
utilisent des arcs dans le sens des �etiquettes croissantes� �

Cube�Connected�Cycle

Dally et Seitz ��� ont montr�e que � canaux virtuels su�saient pour un routage
qui n	est pas sur les plus courts chemins 
on consid�ere des cycles orient�es�� Ici�
le th�eror�eme du produit cart�esien ne s	applique �evidemment pas 
en combinant
les fonctions d�enies dans le cycle et dans l	hypercube�� le cube�connected�cycle
n	�etant pas le produit du cycle par l	hypercube� Pour le routage dans le cube�
connected�cycle� voir �����

Graphes g�en�eraux

Si l	on a une notion de dimension dans G 
ce qui est le cas des graphes de
Cayley fortement hi�erarchiques�� il su�t de r�esoudre le probl�eme pour chaque
dimension� d	ordonner les canaux suivant l	ordre des dimensions� et d	associer une
fonction de routage qui respecte cet ordre� Sinon� un premier probl�eme �a r�esoudre
est � �etant donn�e un graphe G et un routage sur les plus courts chemins R associ�e
�a G� quel est le nombre minimum M de canaux virtuels �a utiliser �a la place de
chaque lien de G pour que D
G�R� ne contienne pas de circuits % La proposition
suivante donne une borne sup�erieure de ce nombre� et est en fait une adaptation
de la technique de bu�er pool utilis�ee en store�and�forward �����

Proposition ��
�� �
� Dans tout r�eseau de diam�etre D on peut trouver une fonc�
tion de routage des plus courts chemins telle que� si l�on utilise D canaux virtuels�
le graphe de d�ependance des canaux associ�e �a cette fonction est sans circuit�

Preuve� consid�erons un routage des plus courts chemins coh�erent 
c	est��a�dire
que si w est sur un plus court chemin de s �a p� la portion de chemin entre w et
p est le routage entre w et p�� L	id�ee consiste �a emprunter le i�eme canal virtuel
si l	on est sur le i�eme arc du chemin entre s et p� Plus formellement� la fonction
de routage associe �a un canal d	entr�ee 
i� e�� le canal virtuel de sortie 
i� �� f�� f
�etant l	arc du plus court chemin entre le point courant w et la destination p � Si
le canal d	entr�ee est is� on associe le canal de sortie 
�� f�� f �etant le premier arc
sur le plus court chemin de s �a p� Le graphe de d�ependance de ce routage est sans
circuit puisque ses sommets peuvent �etre partitionn�es en D classes 
correspondant
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aux D canaux virtuels�� et les arcs de ce graphe sont toujours orient�es d	une classe
i vers une classe i� �� avec i � � � � �D� �

Remarque� ici on d�ecompose le processus de routage enD �etapes distinctes� mais
parfois on a une d�ecomposition plus avantageuse 
moins de canaux virtuels� comme
dans le cas du r�eseau shu�e�exchange ���� o�u une �etape regroupe le franchissement
de deux ar�etes � une du type shu�e et une du type exchange�

En fait� si l	on n	impose pas un routage des plus courts chemins et si on ne tient
pas compte de la charge des n�uds et des canaux� l	interblocage peut toujours �etre
�evit�e en n	utilisant que � canaux virtuels �a la place de chaque lien physique� Ici
c	est la contrainte sur R qui est relach�ee pour obtenir un M petit et ind�ependant
de la taille de G�

Proposition ��
�� �
� Pour tout graphe G� il existe un routage de G tel que� si
l�on remplace chaque canal par au plus 
 canaux virtuels� le graphe de d�ependance
associ�e �a ce routage est sans circuit et o�u tout chemin est de longueur au plus �D�

Preuve� choisissons dans le cas orient�e une arborescence et une antiarborescence
de m�eme racine r� et dans le cas non�orient�e � arbres couvrants de m�eme racine

on peut choisir � fois le m�eme arbre�� Etiquetons les canaux du premier arbre

ou de l	antiarborescence� avec � et ceux du deuxi�eme arbre 
ou de l	arborescence�
avec �� Ainsi pour les canaux communs on aura � canaux virtuels�

Le routage est ainsi d�eni � dans une premi�ere phase� on envoie le message
�a la racine r en utilisant le premier arbre 
ou l	antiarborescence�� c	est��a�dire les
canaux de type �� Dans une deuxi�eme phase� on envoie le message de la racine r
vers la destination p en utilisant les canaux de type �� Le graphe de d�ependance
des canaux associ�e �a cette fonction de routage est sans circuit� De plus� on peut
toujours choisir les arbres ou arborescences de profondeurD 
arbres des plus courts
chemins obtenus par �Breadth rst search� par exemple�� Donc� tout chemin du
routage est de longueur au plus �D� �

Notons qu	on peut dans certains cas ne pas avoir besoin de canaux virtuels�
Il su�t que les deux arbres consid�er�es 
ou l	antiarborescence et l	arborescence�
n	aient pas de canaux en commun� On peut aussi am�eliorer le routage en �evitant
d	aller jusqu	�a la racine si un sommet interm�ediaire dans la phase � est sur la
branche �a destination de p� Notons enn que la racine est un point de congestion�

L	id�ee ci�dessus peut �etre am�elior�ee en utilisant plusieurs racines� ce que l	on
va faire pour les r�eseaux de de Bruijn� De plus� pour utiliser plus de chemins� on
peut chercher des DAG plut�ot que des arborescences�

Routage sans interblocage dans les de Bruijn

Les r�eseaux de de Bruijn 
ou leurs g�en�eralisations� apparaissent commed	excellents
candidats pour les futures architectures parall�eles ��� ���� car ils permettent d	interconnecter
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un grand nombre de processeurs avec un petit diam�etre et un degr�e x�e�
Il existe des algorithmes de tri tr�es performants qui utilisent leur structure�

Un tel r�eseau a �et�e construit an d	�etre utilis�e comme d�ecodeur de signal dans le
cadre de la mission spatiale de la NASA Galileo ���������

Le graphe de de Bruijn B
d�D� est le graphe orient�e dont les sommets sont les
mots de longueur D sur un alphabet de taille d� Les arcs sont d�enis de la fa#con
suivante � il y a un arc du sommet 
x�� x�� � � � � xD� vers le sommet 
x�� x�� � � � � 
��

 �etant une lettre quelconque de l	alphabet� Il est facile de voir que ce graphe a
pour demi�degr�e ext�erieur et int�erieur d et que son nombre de sommets est �egal �a
dD�

On peut� ayant d�eni les graphes de de Bruijn orient�es� d�enir maintenant les
graphes de de Bruijn non orient�es � il su�t d	oublier les orientations des arcs�
puis de supprimer les ar�etes multiples� �eventuellement cr�e�ees� De tels graphes
sont repr�esent�es ci�dessous� Pour une pr�esentation plus d�etaill�ee de ces graphes�
consulter le chapitre ��

Les arcs de B
d�D� peuvent �etre partitionn�es en d arborescences 
et aussi
d antiarborescences� deux �a deux disjointes de racines les sommets 
a� a� � � � � a��
a � f�� � � � � dg�

L	arborescence Ta� de racine 
a� a� � � � � a�� a pour arcs les canaux allant d	un
sommet de niveau i 
dont l	�ecriture commence par 
D � i� lettres a� la lettre
suivante �etant di��erente de a�� vers un sommet de niveau i � �� dont l	�ecriture
commence par 
D � i� �� lettres a� Chaque sommet a un degr�e sortant d sauf la
racine qui est de degr�e sortant d��� On d�enit de m�eme d antiarborescences ATa�
Un exemple pour d � � et D � � est donn�e sur la gure ����� o�u l	on a repr�esent�e
les deux arborescences en traits pleins� et les deux antiarborescences en pointill�es

elles s	obtiennent par sym�etrie��

On applique l	id�ee de la proposition ������ mais si le sommet de destination p
est de la forme 
a� � � � � a�� on route dans la premi�ere phase vers la racine 
a� � � � � a�
en utilisant les canaux de ATa� et dans la deuxi�eme phase vers la destination p en
utilisant Ta� Le chemin dans Ta sera de longueur au plus D � �� ce qui fait une
longueur totale de chemin au plus �D � �� Ceci permet d	�equilibrer les charges si
on suppose les destinations uniform�ement r�eparties�

On peut aussi appliquer cette technique au r�eseau shu�e�exchange� qui est
simul�e par le de Bruijn 
voir ���� section ������

����� Conclusion

Les communications des donn�ees entre les n�uds ne se limitent pas �a un d�elai
impos�e aux programmes parall�eles� d�u au temps de transmission d	un signal sur
un canal� Elles requi�erent aussi une gestion du trac� tant pour optimiser le d�ebit
du r�eseau que pour �eviter les goulots d	�etranglement� ou pire� les interblocages�

La gestion des messages sur les n�uds devenue ind�ependante du processeur de
calcul� a permis non seulement de diminuer le co�ut des �echanges de messages dans
un algorithme� mais aussi de proposer un nouveau mod�ele pour la latence en mode



��
 Probl�emes d�interblocage ��

000

111

101

010

100

110

001

011

Figure ����� � canaux virtuels dans le de Bruijn binaire

commutation de circuit ou wormhole� L	analyse de certains sch�emas structur�es
d	�echanges de donn�ees dans ce mode nous am�ene �a reconsiderer les algorithmes
�ecrits pour le mode store�and�forward� comme nous allons le voir dans la suite�
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Chapitre �

Communications Globales

��� Sch�emas statiques de communication

Les processeurs communiquent en �echangeant des messages� mais ces sch�emas
de communication� pendant l	ex�ecution d	un algorithme� d�ependent fortement du
probl�eme� Heureusement� l	�etude d	algorithmes classiques montre qu	il existe un
certain nombre de �communications g�en�eralis�ees� qui apparaissent tr�es souvent�
par exemple en alg�ebre lin�eaire ou non�lin�eaire 
voir ��� ����� ou en traitement
d	images 
voir ������ Ici� nous allons nous int�eresser aux probl�emes de communi�
cation suivants� que l	on rencontre le plus fr�equemment�

� La di�usion � la di�usion est l	op�eration qui consiste �a envoyer un message
�a tous les processeurs �a partir d	un initiateur unique 
on trouve di��erentes
appellations � One to All� Broadcasting� etc � � � ��

� L��echange total � l	�echange total est l	op�eration qui consiste �a e�ectuer une
di�usion �a partir de tous les processeurs simultan�ement 
on retrouve encore
di��erentes appellations � �All to All�� �Gossiping�� �Total Exchange�� � � � ��

� La distribution � lors de la distribution� un initiateur unique envoie un
message di��erent �a chacun des autres processeurs� Cette op�eration se di��erencie
de la di�usion par le fait que les messages �echang�es ne sont plus les m�emes
tout au long de la di�usion � lorsqu	un processeur a re#cu le message qui
lui �etait destin�e� il n	a plus besoin de le relayer vers les autres� 
Les autres
appellations sont par exemple � �Personalized One to All�� �Distributing��
�Scattering�� � � � ��

L	int�er�et de savoir faire une distribution est aussi de pouvoir faire son in�
verse� le rassemblement 
ou encore �gathering��� c	est��a�dire r�ecup�erer en un
processeur des donn�ees di��erentes� provenant de tous les autres�

� La multidistribution � tout comme l	�echange total est une multi�di�usion�
la multidistribution est l	op�eration qui consiste �a e�ectuer une distribution
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simultan�ement �a partir de tous les processeurs � chaque processeur veut
envoyer un message di��erent �a chacun des autres 
�Personalized All to All��
�Complete Exchange�� �Multi�Scattering�� � � � ��

Bien �evidemment� il existe quantit�e d	autres probl�emes de communications
globales comme par exemple le �one�to�many� o�u un processeur envoie un m�eme
message �a un groupe particulier de processeurs� Une version particuli�ere du one�
to�many consiste pour un processeur �a envoyer un message �a tous ses voisins� En
fait� toutes les permutations sur l	ensemble des n�uds du r�eseau peuvent motiver
une �etude�

Notations

SoitG un graphe connexe mod�elisant un r�eseauR et u un n�ud deG� Le temps
de di�usion du n�ud u� bM
u�� est le temps minimum n�ecessaire pour compl�eter
la di�usion �a partir du n�ud u� avec le mod�ele M 
M �etant F��H��Fk�Hk�F�
ou H��� Le temps de di�usion du graphe G� bM
G�� est le maximum de tous
les temps de di�usion des n�uds de G� i�e� bM
G� � maxfbM
u� j u � V 
G�g�
Des d�enitions similaires peuvent �etre donn�ees pour le temps de l	�echange total

gossiping� gM
G�� le temps de la distribution 
scattering� sM
G� et le temps de
la multidistribution 
multi�scattering� mM
G��

Si R poss�ede des liens de communication half�duplex� alors G est une graphe
non orient�e� Au contraire� si R poss�ede des liens de communication full�duplex�
alors G est un graphe orient�e sym�etrique� c	est��a�dire un graphe orient�e tel que
pour chaque arc de u vers v� il existe un arc de v vers u� Si un H est un graphe
non orient�e� on note H� le graphe orient�e sym�etrique correspondant�

��� Communications globales en wormhole

����� Crit	eres de comparaison

Les techniques de routage de type commutation de circuit ou wormhole per�
mettent d	�ecrire des algorithmes de communication di��erents de ceux utilis�es en
store�and�forward � Quand c	est le temps de start�up qui est pr�epond�erant dans
l	envoi d	un message� on peut diminuer ce facteur par rapport au mode store�and�
forward comme dans les exemples pr�esent�es plus loin�

Proposition ����� Dans un graphe G de degr�e maximum +� le nombre max�
imum de n uds qui peuvent �etre inform�es en k �etapes est �en routage de type
commutation de circuit� � 
+ � ��k�

Preuve� En une �etape on ne peut informer que + fois plus de n�uds� Le nombre
total de n�uds qui peuvent �etre atteints �a la n de chaque �etape est �
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�etape � � � n�ud� 
le sommet de d�epart�

�etape � � +� � n�uds� 
le premier et les + destinataires�

�etape � � +� � �+
+� �� � 
+ � ���

���

�etape k � 
+� ��k

La preuve se fait par induction en notant que

+� ��k� �z �
anciens

�+
+ � ��k� �z �
nouveaux

� 
+ � ��k��

�

����� Diusion dans l�anneau

Ici on montre une di�usion optimale en nombre d	�etapes dans le cas de l	anneau

non orient�e�� On se limite 
pour ne pas charger les notations� �a l	�etude de CN tel
que N � �k�

Algorithme

A l	�etape i� un n�ud inform�e envoie le message aux n�uds �a distance N

�i
� Ainsi�

dans l	anneau �a �� sommets� num�erot�es de � �a ��� si � est l	initiateur de la di�usion
on informera �

� les sommets �� et �� �a l	�etape ��

� les sommets ������������ et �� �a l	�etape ��

� les sommets �������������������������������������������� et �� �a l	�etape ��

Complexit�e

Chaque �etape i co�ute � start�up 
��� N

�i commutations de liens 
�� et le co�ut
d	une transmission du message 
L� �� soit un co�ut total de �

bF� �
�

�

N � ��� � log�
N�
�� L� �

L	arbre de di�usion obtenu �etant de profondeur minimale� le nombre d	�etapes
est optimal 
et donc le nombre de ���

De plus� on a besoin de �
�
N � �� sauts pour traverser le cycle� le coe�cient de

� est aussi minimum 
on ne peut pas en faire moins que le diam�etre��
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����� Diusion simple dans les grilles toriques

On consid�ere l	algorithme de di�usion dans le tore n � n� On rappelle que le
diam�etre de ce r�eseau est D � �

j
n

�

k
et on se situe dans le mod�ele F��

������� Algorithme de di�usion simple pour le mod�ele Store�and�Forward

L	algorithme s	ex�ecute en D �etapes� chaque �etape consistant pour un sommet
�a informer ses voisins� Cet algorithme n	utilise pas de pipeline ni d	arbres de
recouvrement disjoints� et sa complexit�e en temps est de � bF� � D
� � L� �

������� Algorithme de di�usion pour le mod�ele Wormhole

Dans cet algorithme on d�ecoupe r�ecursivement le tore 
pris comme une grille
de centre le sommet �emetteur� en quatre sous�r�eseaux� Une �etape consiste donc
�a informer le centre des � sous�grilles� ensuite on r�eapplique r�ecursivement cette
approche dans les quatre sous�grilles� A la derni�ere �etape� on peut di�user en �
coups dans des grilles �x� ou �x� selon la taille du tore� Si� comme sur l	exemple
de la gure ���� on a un tore n � n� avec n � �k� alors la derni�ere �etape consiste
�a informer une grille �x�� L	algorithme est illustr�e sur cette gure ���� o�u l	on a
repr�esent�e en gras les chemins emprunt�es lors de la premi�ere �etape par le message
�a di�user� L	origine de la di�usion est le sommet noir pris au centre du tore�

Dans le cas g�en�eral 
n quelconque� on a �

bF� � D� � � log n
�� L� �

Ce temps est meilleur que pour le store�and�forward simple pour ce qui est
du facteur � 
start�up� $ On a pay�e quelques � pour obtenir moins de �� Pour
le nombre de L� ceci est meilleur que le store�and�forward classique� mais moins
bon que dans le cas o�u L est grand avec l	emploi de la technique du pipeline ����
Notons que l	on peut combiner la technique du pipeline et le routage wormhole�

Cet algorithme n	est pas optimal 
en nombre d	�etapes�� car le nombre min�
imal d	�etapes pour la di�usion dans le tore n � n est dlog� n�e �a cause de la
proposition ������ En e�et� en k �etapes on informe au plus �k sommets du tore�
La restriction au mode commutation de circuit s	impose ici si l	on veut parler
d	optimalit�e� car en mode wormhole un n�ud peut �emettre un nouveau message
avant que le pr�ecedent ne soit arriv�e �a destination� alors la notion d	�etape n	est
plus claire�

Un algorithme bas�e sur un d�ecoupage r�ecursif du tore en � domaines est
pr�esent�e dans la section suivante 
article ������ Une id�ee de cet algorithme est
donn�ee par la gure ���� Le n�ud au centre du tore est l	initiateur de la di�usion

on reconna�"t le tore en se rep�erant avec les gros ronds noirs� et en repliant ce qui
d�epasse�� A chaque �etape� on informe le n�ud pris au centre d	une des � r�egions
dessin�ees� et mis en �evidence par une croix� La croix symbolise les � chemins
disjoints de l	�etape suivante� qui consiste �a informer � nouveaux centres�
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Figure ���� Di�usion simple

������� Conclusion

La comparaison entre store�and�forward et wormhole n	est pas �evidente� En
e�et il existe des techniques logicielles utilis�ees pour acc�el�erer les communications

voir le pipeline et les arbres disjoints du chapitre pr�ec�edent�� De plus� si l	on
consid�ere l	algorithme de l	�echange total� la technique pr�ec�edente ne peut plus
�etre appliqu�ee et aucun algorithme n	a �et�e encore propos�e pour faire mieux qu	en
store�and�forward�

Pour le probl�eme de la di�usion� des exp�eriences ont �et�e faites sur une In�
tel Touchstone Delta� constitu�ee d	une grille �D de ��� processeurs i���� avec
routage wormhole ���� Les algorithmes implant�es utilisent une technique de par�
titionnement� comme dans l	algorithme de di�usion pour le tore pr�esent�e plus
haut� adapt�e aux grilles non�toriques� On retrouve ainsi un nombre logarithmique
d	�etapes pour la di�usion� Les r�esultats exp�erimentauxmontrent une am�elioration
du temps de di�usion� dans le cadre de routines BLACS�

Les r�eseaux bidimensionnels et de faible degr�e� comme le tore� sont les meilleurs
candidats pour des r�ealisation en VLSI� comme cela a �et�e expliqu�e dans le chapitre ��
Dans le cadre de routages du type store�and�forward� ces topologies sont p�enalis�ees
par la dur�ee des communications qui d�epend du diam�etre� en O


p
N �� alors que

cette dur�ee n	est que de O
logN� pour les r�eseaux �hypercubiques� ����� Le
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routage de type wormhole ou circuit�switched apporte un nouvel int�er�et �a ces
r�eseaux en fournissant des sch�emas de communication aussi performants que sur
les hypercubes� On peut aussi optimiser les communications dans ces r�eseaux en
mode wormhole� mais le handicap des grilles n	est plus aussi grand�
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Abstract

In this paper we describe an optimal broadcasting algorithm for ��dimensional
torus networks 
wrap�around meshes� that uses synchronous circuit�switched rout�
ing� The algorithm is based on a recursive tiling of a torus� The algorithm requires
log�
n�� phases and n � � intermediate switch settings to broadcast in an n � n
torus� Both of these quantities match the lower bounds�

Keywords� broadcasting� torus networks� circuit�switched routing� tilings

AMS �MOS� subject classi�cation� ��A��� ��M��

��� Introduction

Distributed memorymulticomputer systems in which the processors communi�
cate by exchanging messages over an interconnection network are an increasingly
popular method for achieving cost�e�ective high�performance computing� The per�
formance of a message�passing system is strongly dependent on the topology of
the interconnection network and on the routing mechanism that is used to move
information around the network� Multi�dimensional tori �wrap�around meshes�
toroidal meshes� k�ary n�cubes� are currently popular interconnection networks
because their low degrees permit e�cient layouts and construction with standard
components ���� The large diameters of tori are a disadvantage when store�and�
forward routing is used because communication time for store�and�forward rout�
ing is proportional to the diameter of the network� Store�and�forward routing has
been displaced by circuit�switched routing in many recent multicomputer systems
such as the Intel Touchstone Delta� Fujitsu AP����� Symult ����� nCUBE��� and
iWARP� Since the cost of circuit�switched routing is less dependent than store�and�

�Part of this research was done while the �rst author was visiting CNRS� Universit�e de

Nice�Sophia Antipolis
�Supported by the Centre National de la Recherche Scienti�que and the Conseil General des

Alpes�Maritimes�
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forward routing on the diameter of a network� torus networks with circuit�switched
routing are a practical choice�

Broadcasting is a one�to�all information dissemination problem in which a mes�
sage originating at one node of a network must be distributed to all other nodes
of the network� The broadcasting problem has been studied for many di�erent
network topologies and routing strategies� Until recently� research on broadcasting
concentrated on unit cost store�and�forward models in which each message trans�
mission travels along one communication link and takes one unit of time� Much
of the recent research on broadcasting has used linear cost models in which the
propagation time of a message is proportional to the length of the message� Linear
costs models have been used to study both store�and�forward routing ��� ��� ��� ���
and various types of circuit�switched routing including direct connect ����� virtual
cut�through ����� and wormhole routing ��� �� ���� See ���� for a thorough survey of
earlier work on unit cost models and ���� for a recent survey of store�and�forward
routing under both unit cost and linear cost models�

In this paper� we present a new broadcasting algorithm for ��dimensional torus
networks which uses circuit�switched routing and a linear cost model� We prove
that our algorithm is optimal when the messages are short or when the time to
initiate a message transmission is much larger than the unit propagation time
of a message along a link� This is the situation in many current multiprocessor
networks� When the start�up time for message transmissions is small or when
messages are long� better performance can be obtained by simulating a store�and�
forward algorithm based on the arc disjoint spanning trees in �����

In the next section� we describe both store�and�forward and circuit�switched
routing and dene the linear cost model for both types of routing� We also survey
previous work on broadcasting in torus networks� In the third section� we give
lower bounds on the various components of the linear cost model� In Section ��
we develop and analyze our new algorithm�

��� Models of Communication

In a p � q ��dimensional torus network� each node has a label 
i� j� and four
neighbours 
i� j � ��� 
i� j � ��� 
i� �� j� and 
i� �� j� where the rst component
of a label is an integer mod p and the second is an integer mod q� The diameter of
a p� q torus is D � bp

�c� b q�c� We will use the link�bounded ���� 
or shouting �����
model of communication in which a processor can use all of its communication
links simultaneously� In contrast� the processor�bounded 
or whispering� model
permits the use of only one link at any given time� We also assume that the
communication links are full�duplex so that messages can travel in both directions
simultaneously� Thus� in a ��dimensional torus network� each node has � ports
for incoming messages and � ports for outgoing messages� We assume that a node
can switch through a message by connecting an input port to an output port� In
a ��dimensional torus� as many as � messages can be switched through a node
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simultaneously�

When store�and�forward routing is used to send a message along a path of d
links� the message is stored in bu�ers at intermediate nodes on the path� An in�
termediate node does not begin to send the message to the next node on the path
until it has received the entire message� Thus� the transmission time for a message
of length L to be sent distance d in the linear cost model is d
� � L� � where �
is the time to initiate a message transmission and ��� is the bandwidth of the
communication links� 
We assume that all links have the same bandwidth�� The
total time to complete a broadcast can be reduced by partitioning the message into
packets and using a pipelining technique to send the packets consecutively along
the communication links ���� ��� ���� The time can be further reduced by dis�
tributing the broadcast over several arc�disjoint spanning trees� Using pipelining
and k arc�disjoint spanning trees of maximum depth h� and choosing the packet

size carefully� gives a propagation time of
�q


h � ��� �
q

L�

k

��
���� Combining

this result with the four arc�disjoint spanning trees of depth D�� � bp
�
c� b q

�
c��

from ���� gives time
�p

D� �
q

L�



��
to broadcast in a p� q torus�

When circuit�switched routing is used� a header containing the destination
address is sent through the network to �build� a path� At each intermediate node
on the path� the input and output ports used by the header are connected� When
the destination node receives the header� it sends an acknowledgement back to
the source node establishing a direct connection between source and destination�
The bytes of the message are then sent in pipeline fashion� Since the message is
switched through intermediate nodes� there is no need to bu�er the entire message�
The links of the path can be released as the last byte passes through each node
or by an acknowledgement from the destination when the last byte is received�
The former case is known as direct connect ����� In a wormhole implementation of
circuit�switching� the header establishes a path to the destination in the same way
as in a direct connect implementation� but an acknowledgement is not sent back
to the source node� Instead� the remaining bytes immediately follow the header
in pipeline fashion with the last byte releasing the switches as it passes through�
The Torus Routing Chip described in ��� uses wormhole routing for point�to�point

i�e�� one�to�one� communications and can be used to build multidimensional tori
����

In the linear cost model� the transmission time for a message of length L to be
sent distance d is ��d��L� � where � is the time to initiate a new message trans�
mission� � is the time to switch an intermediate node� and ��� is the bandwidth
of the communication links� In most current machines� message transmissions
are initiated in software and switching is done in hardware� so � is usually much
smaller than �� Furthermore� � is usually much larger than � � For example� in
the iPSC'���� the time to transmit L  ��� bytes over a distance d has been
measured to be �����d������L�s ��� ��� Store�and�forward routing can be sim�
ulated by circuit�switched routing by restricting d to be � for all transmissions� so
the store�and�forward upper bounds stated above are also true for circuit�switched
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systems with � � �� ��
In the wormhole routing model� only the total switching time depends on the

distance d� so it is possible that the last byte of a message has left the originator
before the header reaches the destination� This could happen� for example� if the
message is very short or d is large� This cannot happen in the direct connect model
because the source and destination nodes are synchronized� The transmission
times for wormhole routing and direct connect routing are similar when messages
are long or the paths are short� When messages are short or the paths are long�
the two routing schemes behave quite di�erently� but the dominant factor is � in
both cases� and the � factor 
i�e�� number of phases� cannot be improved by using
wormhole routing instead of direct connect routing� Since direct connect routing
is also easier to analyze than wormhole routing� we will adopt the direct connect
model in this paper�

When any type of circuit�switched routing is used� and communication pat�
terns are arbitrary� deadlock is possible and many papers on wormhole routing are
more concerned with deadlock avoidance than e�ciency ��� ��� ��� ���� The most
common deadlock avoidance method is the use of virtual channels which use mul�
tiplexing to share physical links� Since our algorithm uses xed� predetermined
communication patterns� there is no possibility of deadlock� Since our algorithms
are also synchronous� virtual channels o�er no performance advantages that our
algorithms can exploit� so we will ignore virtual channels�

The minimumphase wormhole broadcasting algorithm in ��� shows that broad�
casting can be done more e�ciently in a processor�bounded system with circuit�
switched routing than with store�and�forward routing� The algorithm that we
present in Section � is a minimum phase circuit�switched broadcasting algorithm
for link�bounded systems�

��
 Lower Bounds

The total transmission time for broadcasting in the linear cost circuit�switched
model has three components� the total start�up time� the total switching time� and
the total propagation time� These components are measured in terms of �� �� and
� respectively� We can prove lower bounds on these components individually and
in combination�

The total start�up time depends on the number of phases in a broadcast� A
phase for a node that is sending a message starts when the node begins the ini�
tiation of the transmission and ends when the links over which the message was
sent are released� For a node that is receiving a message� a phase starts when the
header reaches the node and ends when the link on which the message arrived is
released� Notice that the phases of the source and destination nodes of a message
transmission do not start and end at exactly the same times� Furthermore� our
denition of phase ignores the fact that a node can be sending and receiving dif�
ferent messages on each of its links and the starting and ending times for these
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transmissions can all be di�erent� Thus� according to our denition� a node in a
��dimensional torus could be in as many as eight di�erent phases simultaneously�

To simplify our lower and upper bound analyses� we will assume that a node
is in at most one phase at any given time� This assumption restricts the class of
broadcasting algorithms that we can analyze� but has no e�ect on the generality of
our lower bounds� Since none of the algorithms in the next section take advantage
of the more general denition of phase� the assumption does not a�ect any of our
upper bounds�

The movement of information in a broadcast is partially ordered because a
node cannot send information before it has received it� Some of our lower bounds
are based on determinations of minimum length critical paths in partial orders and
other are based on analyses of bottlenecks in networks� None of our arguments
rely on the denition of phase� so none of our lower bounds are a�ected by the
simplifying assumption�

Proposition ��
�� In a vertex�transitive graph G with N nodes� degree +� edge
connectivity 
� and diameter D� the minimum time to broadcast a message of
length L is

max
	
dlog���Ne��D��

L�



� � �D� �

L�

+




Proof � First consider the total start�up time� When a source node initiates a
message transmission� it incurs a cost of � and can transmit the message to at
most + other nodes without incurring further start�up costs� Each of these +
nodes can begin to forward the message to at most + more nodes as soon at it
receives the header of the message from the source node� but each of these �second
generation� transmissions incurs a cost of �� After it has completed its rst set of
transmissions� the source node can also start to inform a �second generation� of +
more nodes� These +�� �second generation� transmissions can start at di�erent
times� but no �third generation� node can receive the header of the message before
at least �� time units have elapsed� Continuing in this way� it is easy to see that
at most 
+ � ��k nodes can have the message after k� time units� and it follows
that the total start�up time is at least dlog���Ne��

The following arguments are simple extensions of the arguments developed in
���� ��� for store�and�forward routing in hypercubes�

The lower bound of D� on total switching time is immediate since the message
must travel along a path of length at least D from the source to at least one other
node� and this path contains at least D switches�

If the edge connectivity of G is 
� then there is an edge cut of size 
 which
separates the source node from at least one other node� The bandwidth of this
cut is �

�
� so the minimum propagation time for a message of length L through this

edge cut is L�

�
�

The nal term of the lower bound is the minimum time for the message to
reach a node at distance D from the source� The header of the message cannot
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be received by this node in less than � � D� � � time units 
assuming that the
header has unit length�� Since the node can receive information on all + of its
edges simultaneously� it can receive + units of message by time � �D� � � and
the remaining L�+ units of message require at least L��

�
� more time�

�

Corollary ��
�� In an n�n 
�dimensional torus� the minimum time to broadcast
a message of length L is

max
	
�dlog� ne��� � �bn

�
c� � L�

�




When the messages are short or when � is much larger than � and � � the
minimum time to broadcast in a ��dimensional p� q torus approaches dlog�pqe��

��� An Optimal Algorithm for Short Messages

The broadcasting algorithm presented in this section can be viewed as a re�
cursive tiling of a torus� We will take a direct approach to the development of
our algorithm that avoids the sophisticated machinery that has been developed to
study tilings� For an extensive treatment of tilings in general and tilings of the
torus in particular� the reader is referred to ���� and ���� respectively�

Figure ��� is a pictorial representation of the algorithm for a �� � torus� The
nodes have labels 
i� j� where i and j are integers mod �� The originator is at
the point in the centre of the black cross and we assume that it has label 
�� ���
In the rst phase� the originator broadcasts the message to the four other nodes
that are the centres of white crosses in the diagram� These nodes have indices

�� ��� 
������� 
������ and 
��� ��� The paths used to accomplish this are shown
as diagonal lines in the diagram for clarity� In reality� each path will consist of
three links of the torus and the four paths are arc disjoint� In the second phase�
each informed node 
x� y� sends the message to its four immediate neighbours

x � �� y�� 
x � �� y�� 
x� y � ��� and 
x� y � ��� Shading is used in the diagrams
to show the �areas� informed during di�erent phases of the broadcast� It is easy
to see that the shaded area in Figure ��� can be wrapped around to form a �� �
torus� The broadcast time is �� � �� � �L� �

We can view the shaded area in Figure ��� as a � � � �square� which we
denote S�� The four �corners� of S� are shown as black circles� The top �edge� of
S� consists of nine line segments with orientations �right�down�right�up�right�up�
right�down�right�� We will call this edge an E� edge with the clockwise orientation
being understood� Clearly� the other three edges of S� are rotations of E�� An
E� edge has ���� rotational symmetry so the E� edges on the top and bottom of
an S� t perfectly into each other as do E� edges on the left and right sides of an
S�� A �� � torus is obtained by identifying all four corners of an S� with a single
point�
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Figure ���� A �� � torus drawn as an S� square�

We can build bigger tilings by identifying the corners of several S� squares�
Figure ��� shows one possible tiling using ve S� squares� Some of the details of
the broadcasting scheme are omitted from the four outer S� squares to simplify
the diagram� The tiling in Figure ��� does not wrap around to form a torus� but
we can view the shaded area as a �cross� in the same sense that S� is a square�
Each corner of the cross is shown as a black circle and each �edge� of the perimeter
of the cross is an E�� We will denote this cross by C�� We will use S� to denote a
simple square consisting of a single node and C� to denote a simple cross formed
from ve S�	s� A C� is formed by arranging ve S�	s into the same pattern as the
S�	s are arranged to form a C�� Similarly� the symmetries of C�	s allow us to form
the S� in Figure ��� by arranging ve C�	s into the same pattern as the C�	s are
arranged to form an S� in Figure ����

We can view an S� as a square with corners indicated by the large black circles�
Each of the four �edges� of S� consists of � E� edges 
delimited by small black
circles in Figure ���� arranged in the same �right�down�right�up�right�up�right�
down�right� pattern as nine simple edges are arranged in an E�� It is therefore
immediate that E� edges also have ���� rotational symmetry and that a �� � ��
torus results when all four corners of an S� are identied with a single point� It
is curious that the outlines of our Sk tilings� as drawn in Figures ��� and ���� are
Koch curves �����

Theorem ����� Broadcasting in a torus of size �k � �k� k � �� requires time at
most �k� � 
�k � ��� � �kL� �

Proof � Clearly� we can continue the construction described above to obtain a
tiling for a torus of size �k � �k for any k � �� Furthermore� all of the data paths
in use during any particular phase are arc disjoint� To calculate the time required
by this broadcasting algorithm� we need to determine the number of edges on
each data path� To simplify notation in this proof� we will number the phases
from last to rst� During phase � 
the last phase�� the central node 
x� y� of each
C� broadcasts to its four immediate neighbours 
x��� y�� 
x��� y�� 
x� y���� and

x� y���� During phase �� the central node of the central C� of each S� broadcasts
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Figure ���� A C� cross�

to the central nodes of the four other C�	s in the same S�� In particular� 
x� y�
broadcasts to 
x � �� y � ��� 
x � �� y � ��� 
x � �� y � ��� and 
x � �� y � �� 
see
Figure ����� In general� in an odd�numbered phase �i��� the centre of the central
Si of each Ci is broadcasting to the centres of the four other Si	s in the same Ci�
Since Si	s are �i��i �squares�� the centres of two adjacent Si	s in a Ci are distance
�i apart 
either horizontally or vertically�� Similarly� in an even�numbered phase
�i� the centre 
x� y� of the central Ci of each Si�� broadcasts to the centres of the
four other Ci	s in the same Si�� and the data paths to these centres have � � �i
edges� In particular� during phase j� an informed node 
x� y� will broadcast to the
four nodes 
x� uj� y � vj�� 
x � uj� y � vj�� 
x � vj� y � uj�� and 
x � vj� y � uj�
where

uj �

�
�
j
��� if j even

� if j odd
and vj �

�
�� �

j
��� if j even

�
j��

� if j odd�

Since each informed node broadcasts to four other nodes during each phase�
the number of phases in the broadcasting scheme is log�
��k� � �k� The total time
is therefore
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Figure ���� A �� � �� torus drawn as an S� square�

�kX
j��

��� 
uj � vj�� � L� � � �k� � �
kX
i��

�u�i�� � u�i � v�i�� � v�i� � �kL�

� �k� � �
kX
i��

�� � �i��� � �kL�

� �k� � 
�k � ��� � �kL��
�

Theorem ����� establishes that our algorithm is optimal in terms of both � and
� for tori for which both dimensions are the same even power of �� We can use
di�erent tilings to obtain algorithms for other sizes of tori� These algorithms are
optimal in terms of � and are usually optimal or close to optimal in terms of ��

One way to create new tilings is to expand each node of a torus into a block
of nodes� For example� Figure ��� shows a C� cross in which each node has been
expanded into a ��� block of nodes� The node in the lower left corner of each block
is the �boss� of the block� We can make an expanded S� square by combining ve
of these expanded C�	s using the same pattern as in Figure ���� To broadcast in
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Figure ���� An expanded C� cross with each node replaced by a �� � block�

this ����� torus� rst perform a broadcast to the block bosses using the algorithm
for an S� square� Since all the message paths are exactly twice as long as they
were in the S� square� the total switching time for the two phases of the algorithm
is doubled giving a time of �������L� � In the last phase� each boss broadcasts
within its block� There are several ways to do this� The most e�cient way is
for the block boss 
i� j� to route the message directly to 
i � �� j�� indirectly to

i��� j��� via 
i� j���� and indirectly to 
i� j��� via 
i��� j� and 
i��� j����
This adds � � �� � L� to the cost� 
The other ways to broadcast within a block
either use an extra phase or use virtual channels�� We can improve on this result
by changing the shape of the blocks for the last phase� The algorithm is the same
during the rst two phases� but during the last phase each representative 
i� j�
broadcasts directly to 
i��� j� and 
i� j���� and to 
i��� j��� via 
i��� j�� It is
clear that these �slanting� blocks give a valid tiling� The last phase using slanting
blocks adds only � � �� � L� to the cost for a total cost of �� � ��� � �L� � The
�� term is optimal� and so is the ��� term since the diameter of a �� � �� torus
is ���

We can also form a �� � �� torus by combining four S� squares as shown in
Figure ���� In e�ect� we are replacing a single S� by a � � � block of S�	s� The
bosses of the four S�	s are the nodes at the centres of the white crosses� and
the originator is the boss of the lower left S�� In the rst phase� the originator
broadcasts to the three other bosses� Each boss then starts a normal S� broadcast
in its S�� The rst phase requires time ������L� and the last two phases require
�������L� for a total time of ��������L� � Intuitively� the reason that this
method is less e�cient than the method in the preceding paragraph is because the
ine�cient phase in which informed nodes inform only three other nodes occurs
between S�	s instead of S�	s� We can move the ine�cient phase even further out
in the recursion for larger tori� but this will always be worse than doing the block
broadcast in the last phase�

Our construction methods also work for tori that are not square� For example�
a �� �� torus can be formed by expanding each node of an S� square into a block
of two horizontally adjacent nodes� In the rst two phases� perform a broadcast to
the left nodes of the blocks� and in the last phase each node broadcasts to its right
neighbour� In the rst two phases� the horizontal distances are twice as large as
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in an S� and the vertical distances are the same� The total cost is ��� ����L� �
The �� term is optimal and the �� term is close to the lower bound of ���

We can generalize our constructions to any size of torus by expanding nodes
into blocks of the appropriate dimensions� The broadcasting time will be closest
to the lower bounds when the torus is close to square and when the dimensions
are close to powers of ��

Figure ���� A �� � �� torus made from four S� squares�

��� Conclusion

Since VLSI chips are wire�limited� ��dimensional networks with low degree�
such as the torus are good candidates for VLSI implementations ���� With store�
and�forward routing� the communication algorithms for these topologies require
times that are at best proportional to the diameter of the network� The circuit�
switched algorithms in this paper require exponentially less time when the mes�
sages are short�

��� Acknowledgements

We would like to thank Tom Shermer for suggesting the presentation of our
diagrams�



�
 Communications Globales



Bibliographie

��� M� Barnett� D�G� Payne� and R� van de Geijn� Optimal broadcasting in mesh�
connected architectures� Technical report� University of Texas at Austin�
�����

��� J��C� Bermond and P� Fraigniaud� Communications in interconnection net�
works� Proc� Combinatorial Optimization in Science and Technology �	��
�����

��� S� Bokhari� Communication overhead on the intel iPSC���� hypercube� Tech�
nical report� ICASE� NASA Langley Research Center� �����

��� R� Boppana and C� Raghavendra� All�to�all personalized communication on
circuit�switched hypercubes� Technical report� Dept EE�Systems� USC� Los�
Angeles� �����

��� M� Cosnard and P� Fraigniaud� Finding the roots of a polynomial on an
MIMD multicomputer� Parallel Computing� ����� ��� �����

��� W�J� Dally� Performance analysis of k�ary n�cube interconnection networks�
IEEE Trans� Computers� C���
������ ���� �����

��� W�J� Dally and C�L� Seitz� The torus routing chip� J� Distributed Computing
�
������ ���� �����

��� W�J� Dally and C�L� Seitz� Deadlock�free message routing in multiprocessor
interconnection networks� IEEE Trans� Computers� C���
������ ���� �����

��� P� Fraigniaud� Communications intensives dans les architectures �a m�emoire
distribu�ee et algorithmes parall�eles pour la recherche de racines de polyn�omes�
PhD thesis� Universit�e de Lyon I� E�N�S�L� �����

���� P� Fraigniaud and E� Lazard� Methods and problems of communication in
usual networks� Discr� Appl� Math�� to appear�

���� B� Gr!unbaum and G�C� Shephard� Tilings and Patterns� W�H� Freeman�
�����



�� BIBLIOGRAPHIE

���� S�M� Hedetniemi� S�T� Hedetniemi� and A�L� Liestman� A survey of gossiping
and broadcasting in communication networks� Networks� ������ ���� �����

���� S�L� Johnsson and C�T� Ho� Optimum broadcasting and personalized com�
munication in hypercubes� IEEE Trans� Comp�� ��
������� ����� �����

���� P� Kermani and L� Kleinrock� Virtual cut�through� a new computer commu�
nication switching technique� Computers Networks� ����� ���� �����

���� F� T� Leighton� Introduction to Parallel Algorithms and Architectures � Ar�
rays� Trees� Hypercubes� Morgan Kaufmann� �����

���� F�T� Leighton� Methods for message routing in parallel machines� pages
�� ��� �����

���� D�H� Linder and J�C� Harden� An adaptive and fault tolerant wormhole
routing strategy for k�ary n�cubes� IEEE Trans� Comp� ��
���� ��� �����

���� X� Lin� P�K� McKinley� and L�M� Ni� Performance evaluation of multicast
wormhole routing in �D�mesh multicomputers� Proc� ���� Int� Conf� on Par�
allel Processing� I���� I����� �����

���� X� Lin and L�M� Ni� Deadlock�free multicast wormhole routing in multicom�
puter networks� Proc� ��th Int� Symp� on Computer Architecture� ��� ����
�����

���� B�B� Mandelbrot� The Fractal Geometry of Nature� W�H� Freeman� San
Francisco� �����

���� S� Miguet� Programmation Dynamique et Traitement d�Images sur Machines
Parall�eles �a M�emoire Distribu�ee� PhD thesis� ENS�Lyon� France� �����

���� P� Michallon� D� Trystram� and G� Villard� Optimal broadcasts algorithms
on the torus� Tech� Rep� ����I������ LMC�IMAG� Grenoble� France �����

���� S�F� Nugent� The iPSC'� direct�connect technology� In G�C� Fox� editor�
Proceedings of �rd Conference on Hypercube Concurrent Computers and Ap�
plications� pages �� ��� ACM� �����

���� J� Peters and M� Syska� Circuit�Switched Broadcasting in Torus Networks�
in preparation� �����

���� Y� Saad and M�H� Schultz� Data comunication in parallel architectures� Par�
allel Computing� ������ ���� �����

���� C�L� Seitz� Concurrent architectures� In R� Suaya and G� Birtwist� editors�
VLSI and Parallel Computation� pages � ��� Morgan Kaufmann� �����

���� M� Senechal� Tiling the torus� Discr� and Comp� Geometry� ���� ��� �����



BIBLIOGRAPHIE ��

���� Q�F� Stout and B� Wagar� Intensive hypercube communication� prearranged
communication in link�bound machines� Journal of Parallel and Distributed
Computing� ������ ���� �����



��� BIBLIOGRAPHIE



Chapitre �

Excentricit�es moyennes des

r�eseaux de de Bruijn

Introduction au calcul des excentricit�es

Certains calculs pr�esent�es dans ce chapitre sont assez techniques� aussi nous
donnons en introduction une synth�ese des r�esultats� ainsi que la d�emarche adopt�ee
pour le calcul de l	excentricit�e moyenne de x � � � � � ��

Notations et d�e�nitions

Quelques d�enitions n�ecessaires �a ce chapitre�

Un graphe orient�e 
en anglais� digraph� G est constitu�e d	un ensemble X ni de
points fx�� x�� � � � � xNg� et d	une famille U d	�el�ements du produit cart�esienX�X�
un �el�ement 
x� y� de X �X pouvant appara�"tre plusieurs fois dans la famille U �
X est dit ensemble des sommets de G et U est dit ensemble des arcs�

Le nombre de sommets du graphe est appel�e ordre du graphe et sera not�e N �

Un arc de G de la forme 
x� x� est appel�e boucle 
loop�� Pour un arc u � 
x� y�� le
point x est son extr�emit�e initiale et le point y� son extr�emit�e terminale�
On dit que y est un successeur de x si il existe un arc ayant son extr�emit�e initiale
en x et son extr�emit�e nale en y� L	ensemble des successeurs de x se note ,�

G
x�
et le nombre d	�el�ements de ,�

G
x� est dit demi�degr�e ext�erieur 
out�degree� de x
et se note d�
x��

On peut d�enir de mani�ere analogue les pr�ed�ecesseurs de x par l	ensemble
,�G
x� et le demi�degr�e int�erieur 
in�degree� de x� not�e d

�
x��
Etant donn�e un sommet x de G� on appelle degr�e 
degree� de x et on note d
x��
le nombre d	ar�etes incidentes �a x�

On appelle degr�e maximum de G et on note + le maximum� pris sur tous les
sommets x de G� du degr�e de x�

On appelle degr�e minimum de G et on note � le minimum� pris sur tous les
sommets x de G� du degr�e de x�
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On appelle cha�!ne 
path� entre deux sommets x et y de G� une suite de sommets
x�� x�� � � � � xk dont deux cons�ecutifs sont adjacents� avec x� � x et xk � y� Une
cha�"ne qui n	utilise pas deux fois le m�eme sommet est dite �el�ementaire� Ici on ne
parlera que de �cha�"ne �el�ementaire�� et on dira simplement �cha�"ne��

La longueur d�une cha�!ne est le nombre d	ar�etes de cette cha�"ne�

Etant donn�es deux sommets x et y d	un graphe G� on appelle distance de x �a y
et on note d
x� y�� la longueur d	une plus courte cha�"ne d	extr�emit�es x et y�

On appelle diam�etre du graphe� que l	on note D le maximum� pris sur toutes les
paires de sommets x et y de G� de la distance de x �a y�

On peut denir les m�emes notions pour les graphes orient�es� On parle alors de
chemin 
dipath�� deux sommets cons�ecutifs �etant joints par un arc� On notera que
dans ce cas la distance ne poss�ede plus la propri�et�e de sym�etrie� les plus courts
chemins de x �a y �etant di��erents de ceux de y �a x�

L	excentricit�e d	un sommet X est d�enie ��� comme la distance au n�ud le plus
�eloign�e de ce sommet � e
X� � maxfd
X�Y � � Y � V g�

Nous d�enissons l	excentricit�e moyenne d	un sommet X� not�ee -e
X�� comme
la distance moyenne entre ce sommet et tous les autres sommets du graphe �

-e
X� �
�

N � �

X
Y �V�fXg

d
X�Y �� 
����

Le graphe de de Bruijn B
d�D� est le graphe orient�e dont les sommets sont les
mots de longueur D sur un alphabet A de taille d� Les arcs sont d�enis de la fa#con
suivante � il y a un arc du sommet 
x�� x�� � � � � xD� vers le sommet 
x�� x�� � � � � 
��

 �etant une lettre quelconque de A� Il est facile de voir que ce graphe a pour
demi�degr�e ext�erieur et int�erieur d et que son nombre de sommets est �egal �a dD�
Le diam�etre de ce graphe est D�

On peut� ayant d�eni les graphes de de Bruijn orient�es� d�enir maintenant les
graphes de de Bruijn non orient�es � il su�t d	oublier les orientations des arcs� puis
de supprimer les ar�etes multiples �eventuellement cr�e�ees�

Cas orient�e

Dans le cas du graphe orient�e� on conna�"t l	unique plus court chemin en�
tre toutes paires de sommets 
voir par exemple Fiol et al� ����� La distance
entre X � x� � � � xD et Y � y� � � � yD est donn�ee par le plus petit i tel que
xi�� � � � xD � y� � � � yD�i� On obtient le plus court chemin correspondant en intro�
duisant successivement yD���i� � � � � yD dans X par des d�ecalages �a gauche� Ceci
nous permet de calculer directement d
X�Y �� et donc -e
X� pour tout X� mais ne
donne malheuresement pas une forme close pour l	excentricit�e moyenne�

Cependant� nous pouvons donner une borne inf�erieure et une borne sup�erieure�
et montrer que ces bornes sont atteintes par certains sommets�
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Pour d � �� D � �� et pour tout X � B
d�D�� on a �

D � d


d � ���
�

d

d� �
� D

N � �
 -e
X�  D � �

d � �
�

D

N � �
� 
����

En particulier� quand d � �� on obtient �

D � � �
�D

N � �
 -e
X�  D � � �

D

N � �
� 
����

Le sommet de plus forte excentricit�e moyenne est a � � � a� et la demonstration
est bas�ee sur le lemme � qui montre que l	arbre des plus courts chemins de racine
a � � � a est celui qui comporte le plus de sommets dans les niveaux �eloign�es de la
racine� parmi tous les arbres de m�eme degr�e et m�eme ordre possibles� Intuitive�
ment� comme le sommet a � � � a est �a l	origine d	une boucle� il a moins de voisins
�a distance � que les autres 
,�
a � � � a�� et ainsi de suite ���

Pour le sommet de plus faible excentricit�e moyenne� on essaye de construire
l	arbre des plus courts chemins le moins profond possible en saturant chaque niveau
en fonction du degr�e maximum du graphe� ce qui revient dans le cas du B
d�D� �a
prendre l	arbre d�aire complet et compl�eter le dernier niveau� On construit ainsi
l	arbre des plus courts chemins du sommet a � � � a-a�

Cas non orient�e

Les calculs sont beaucoup plus di�ciles dans le cas non orient�e� et nous for�
mulons la conjecture suivante �
Conjecture � pour d � � et D � �� les sommets a � � � a� a � A� sont ceux de plus
forte excentricit�e moyenne dans UB
d�D��

Cette conjecture 
qui devrait bient�ot devenir une proposition� est conrm�ee
par des calculs exhaustifs jusqu	�a D � �� pour le cas binaire�

On peut d�enir le voisinage d	un sommet dans UB
d�D� par des op�erations de
d�ecalages �a gauche et �a droite� et donc repr�esenter les cha�"nes de ce graphe comme
des s�equences des d�ecalages correspondants� La longueur d	une cha�"ne reliant X
�a Y est �egale �a la longueur de la s�equence de d�ecalages�

De mani�ere plus formelle� soit L l	op�eration correspondant �a une s�equence de l
d�ecalages �a gauche� qui consiste �a introduire un su�xe B � b�� � � � � bl� avec jLj � l�
et soit R l	op�eration correspondant �a une s�equence de r d�ecalages �a droite� qui
consiste �a introduire un pr�exe A � ar � � � a� avec jRj � r� Alors� appliquer L au
sommetX � x� � � �xD� donne le sommet xl�� � � � xDb� � � � bl� ce qui correspond �a la
cha�"ne �

x� � � �xD 	 x� � � � xDb� 	 x� � � � xDb�b� 	 � � � 	 xl�� � � � xDb� � � � bl�
Appliquer R au sommet X � x� � � �xD donne le sommet ar � � � a�x� � � � xD�r�

qui correspond �a la cha�"ne �

x� � � �xD 	 a�x� � � � xD�� 	 a�a�x� � � �xD�� 	 � � � 	 ar � � � a�x� � � � xD�r�

Avec ces notations� nous formulons la proposition suivante �
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Proposition ����� Une plus courte cha�!ne entre un sommet X et le sommet
a � � � a est de la forme LR �avec �  r � l� ou bien de la forme RL �avec �  l �
r��

Dans le cas g�en�eral 
X quelconque�� les plus courtes cha�"nes alternent trois
s�equences� le cas de a � � � a est donc plus simple�

Soient X � UB
d�D� et �  h  D� On d�enit Eh
X�� l	ensemble des
sommets �a distance au plus D � h de X�

Eh
X� � fY j d
X�Y �  D � hg�
Par d�enition� ED
X� contient tous les sommets de UB
d�D� et E�
X� est un

singleton� Soit eh
X� � jEh
X�j�N la proportion de sommets qui sont �a distance
au plus D � h de X�
Lemme � pour d � �� D � �� et pour tout X � UB
d�D��

-e
X� �
N

N � �

�
D � �

N
�

D��X
h��

eh
X�

�
� 
����

�Il ne reste plus� qu	�a calculer les eh
X� $ Dans la suite nous menons le long
calcul des eh
a � � � a�� qui nous permet d	encadrer -e
a � � � a��

QuandX � a � � � a� 
on peut simplement�etudierX � � sans perte de g�en�eralit�e��
soit Eh � fY j d
�� Y �  D � hg� On a alors la proposition suivante �

Proposition �����

Eh �
�

��k�bD�h
� c

Ek
h

o�u � Ek
h � Lhk � Rh

k avec �

� Lhk � fxjx � awb avec w � � � � � � et jwj � k � h� jaj � kg
� Rh

k � fxjx � awb avec w � � � � � � et jwj � k � h� jbj � kg
Autrement dit� on conna�"t l	�ecriture des sommets appartenant �a ces ensem�

bles� et un sommet de Ek
h contient un �paquet� de k � h 	�	 dans son �ecriture�

coll�e apr�es'avant un pr�exe'su�xe de taille k� Cette proposition nous am�ene �a
�enum�erer les mots de taille D qui s	�ecrivent de cette fa#con� et nous les �enum�erons
en terme de proportions 
par exemple il y a exactement une proportion de ��h

sommets qui commencent par h 	�	��
Ce calcul aboutit car on se rend compte que seuls les ensembles correspondants

�a des h petits sont importants � la proportion de sommets proches de la racine
est faible� et quand D est grand� on peut se contenter de ne compter que les
ensembles pour les premi�eres valeurs de h� ce qui permet tout de m�eme d	obtenir
une pr�ecision de l	ordre de ����

Le d�etail de ces calculs est donn�e dans l	article suivant� et le r�esultat 
pour D
su�sament grand� est �
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D � �����������  -e
� � � � ��  D � �����������

L	excentricit�e moyenne de � � � � � 
et donc � � � � �� est d	environ D � ��� dans
le de Bruijn non orient�e�
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Abstract

Given a graph G � 
V�E� we dene -e
x�� the mean eccentricity of a vertex
x� as the average distance from x to all the others vertices of the graph� Let
N � jV j and d
x� y� the distance from x to y� -e
x� � �

N��

P
y�V�fxg d
x� y�� The

computation of this parameter appears to be di�cult in the case of the de Bruijn
networks� In this article we give a lower bound and an upper bound for -e
x��

In the case of a de Bruijn digraph the bounds� given are sharp and we exhibit
the extremal vertices� whereas in the undirected case� the computation is more
di�cult� even for degree �� However we give a way to compute the value of -e
x�
at least for D su�ciently large and give a precise estimate for x � � � � � �� We
also give some conjectures� induced by the computations done for graphs up to
diameter ���

��� Introduction and Notation

Graphs are widely used in the design and analysis of computer networks� A
vertex in the graph denotes a node or processor in the corresponding network�
and an edge denotes a communication link between two nodes� If a network is
unidirectional� i�e�� the communication links in the network are unidirectional� a
directed graph can be used� Whereas for bidirectional network 
undirected� graphs
are used�

Let G � 
V�E� be a 
strongly� connected graph 
digraph�� V denotes the
set of vertices� E denotes the set of edges 
or arcs for digraphs�� We will denote
by N � jV j the number of vertices in G� A path 
resp� a dipath� between two
vertices x and y 
from x to y� in a graph 
resp� a digraph� G is a sequence of
vertices x � x��x�� � � � �xk � y such that two consecutive vertices in the sequence
are joined by an edge 
resp� an arc�� The length of a shortest path 
resp� dipath�
between x and y 
from x to y� is called the distance and is denoted by d
x� y��
Note that in the case of digraphs it is not a classical distance as d
x� y� might be
di�erent from d
y� x��

Mean eccentricity

De�nition � The eccentricity of a vertex x is de�ned ��� as the distance to the
farthest node from this vertex � e
x� � maxfd
x� y� � y � V g



��� Introduction and Notation ���

De�nition � The mean eccentricity of the vertex x� denoted -e
x�� is the average
distance from x to all the others vertices� -e
x� � �

N��

P
y�V�fxg d
x� y�

De�nition � The weight of a tree is equal to the sum of all the distances from
the root to the others vertices�

Remark � The mean eccentricity of a vertex is the weight of the shortest paths
tree rooted at this vertex� divided by N � ��

de Bruijn networks

De�nition � Given a word x � x� � � �xD on an alphabet A with D letters and

 � A� the operation �

� x� � � �xD �	 x� � � � xD
 is called a left shift
� x� � � �xD �	 
x� � � �xD�� is called a right shift

We dene the directed and the undirected network�

The de Bruijn digraph B
d�D� � the vertices are the words of length D over
an alphabet of d symbols� There is an arc from each vertex x�x� � � � xD
to x� � � �xD
 for every 
 in the alphabet� That is successors are obtained
by left�shift operations� These digraphs are characterized by the following
parameters �

� the in�degree and the out�degree are equal to d

� the number of vertices is N � dD

� the diameter is D � logd
N�

The undirected de Bruijn graph UB
d�D� � it is obtained fromB
d�D� by re�
moving the orientation of the edges and the loops� Neighboors are obtained
by either a left shift or a right shift�

We refer the reader to one of the two recent surveys concerning de Bruijn
networks written by Bermond and Peyrat ��� and Samatham and Pradhan ���� or
to the recent book of Leighton ����

These networks have been discovered by many authors and are named after de
Bruijn ���� They are sometimes also called Good graphs ����

They present many attractive features� In particular they are among the best
known networks for a given degree and diameter 
see the survey ��� for more details
on this problem known as the 
d�D� or 
+�D� graph problem��

They have a good vulnerability� being able to tolerate up to d� � faults in the
directed case and �d � � in the undirected case� while the diameter can still be
left small 
see �����
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Figure ���� B
�� ��

They are adequate for various applications as one can embed them in linear
arrays� rings� and complete binary trees� They can also emulate without loss of
time shu.e�exchange or hypercubes for the class of ascend�descend algorithms�
They have also many others interesting properties like easy greedy routing�

In the case of a digraph� there is a unique shortest dipath from a given vertex
x � x� � � �xD to a vertex y� � � � yD� To nd the distance d
x� y� and the shortest di�
path one has to nd the smallest i such that xi�� � � � xD � y� � � � yD�i� The distance
is then i� and the shortest path is obtained by doing the left shifts introducing
successively yD���i� � � � � yD�

Using this fact� one can have an easy algorithm to compute d
x� y� and so -e
x�
for any x� But unfortunately that does not give a closed formula� However� in the
case of de Bruijn digraphs we will be able in section ��� to determine lower bound
and upper bound 
relatively close� for -e
x�� prove that these bounds are reached
and determine the vertices reaching them�

For undirected graphs� the determination of the distance and shortest path
are less simple� we will use the fact that one can always nd a shortest path
described as obtained by a suite of at most � directed paths to give a method of
computation� We will apply this technique to compute -e
� � � � ��� We will also
give some computations wich support the fact that 
� � � � �� is a vertex of maximal
mean eccentricity�

��� Directed case

A particular instance of the directed graph is the binary de Bruijn digraph�
The alphabet is f�� �g and so� the vertices are the words of D bits on this alphabet�
It can be viewed as the superposition of the state diagrams for all possible shift
registers of D stages ����

Example � for D � � we obtain the digraph represented on gure ����
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Figure ���� Vertex of minimal eccentricity

The following equalities will be extensively used in what follows �

pX
k��

dk �
dp�� � �

d� �
� 
����

pX
k��

kdk�� �
pdp�� � 
p � ��dp � �


d � ���
� 
����

Lower bound

We are now looking for the vertex of minimal mean eccentricity� The best we
can have for a vertex is described on gure ��� in the case d � �� Due to its
out�degree� a vertex has at most d vertices at distance �� and so d� vertices at
distance �� � � �� and dk vertices at distance k 
level k of the tree rooted at this
vertex��

As �� d� d�� � � �� dD�� � dD��
d�� we have still at least x � dD � dD��

d�� vertices
wich be at level D�

The weight of a shortest path spanning tree is therefore at least �

D��X
k��

kdk � xD � d
D��X
k��

kdk�� � xD

� d



D � ��dD �DdD�� � �


d� ���

�
� xD applying 
����

� D


dD�� � dD


d� ���
� x

�
� dD�� � d


d � ���
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� D


dD

d� �
� dD � dD � �

d� �

�
� d

dD � �


d � ���

� D
�

�

d � �
�N

�
� d


d� ���

N � ��

�
D

d � �
�DN � d


d� ���

N � ��

�
D

d � �
�D
N � ��� d


d� ���

N � �� �D�

We obtain the mean eccentricity by dividing byN��� and we have the following
proposition �

Proposition �����

-e
x� � D � d


d� ���
�

d

d � �
�
D� 
����

Where �
D� � D

N�� �

Proposition ����� The vertices of the form a � � � aa� reach the bound ����
Proof � the vertices at distance k from a � � � aa� are of the form �
a� � � � aD�k��aD�kaD�k�� � � � aD with a� � � � � � aD�k�� � a� aD�k � a� and
aD�k��� � � � � aD can be any letter of the alphabet� None of these vertices are at
distance j� j � k� Their number is dk and so the bound is reached� �

Upper bound

We will now give an upper bound attained by the vertices a � � � a�
Lemma � A tree of degree at most d with dD vertices and D levels is such that�

DX
k�i

lk 
DX
k�i

dk��
d� �� �i� �  i  D

where lk is the number of vertices at distance k from the root�

Proof � suppose the lemma is not true and let i� be the largest i such thatPD
k�i lk 	

PD
k�i d

k��
d� ��� Then li� 	 di���
d� �� and

li� 	 di���
d� �� � li��� 	 di���
d� ���
���

l� 	 d
d � �� � l� 	 d� ��
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Figure ���� Vertex of maximal eccentricity

Furthermore� there is at least i� � � more vertices between the root and level
i� � � in that tree 
to connect the additionnal vertex 
vertices� of level i� to the
root�� By denition of i�� the number of vertices in the i� � � rst levels is �

i���X
k��

lk � i� � � �
i���X
k��

dk��
d� ���

The number of vertices from level i� to D is �

DX
k�i�

lk 	
DX

k�i�

dk��
d � �� � � �
DX

k�i�

dk��
d� ��� 
����

Thus� the total number of vertices in the tree wich is dD is also �

DX
k��

lk � i� � dD � ��

The above inequality is true only if i� � �� and this is not possible� �

Proposition ����� The weight of any shortest path tree the B
d�D� is bounded
by �

DX
h��

hlh 
DX
h��

hdh��
d� ���

Proof � lemma � for i � �� � � � �D
DX
h��

lh 
DX
h��

dh��
d� ���
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DX
h��

lh 
DX
h��

dh��
d� ���

���
���

DX
h�D

lh 
DX

h�D

dh��
d� ���

if we sum each part we get

DX
h��

hlh 
DX
h��

hdh��
d � ��

�

The corresponding weight is �

DX
k��

kdk��
d� �� � 
d � ��


DdD�� � 
D � ��dD � �


d� ���

�

� DdD � dD � �

d � �

� D
N � �� �D � N � �

d� �
�

thus �

-e
x�  D � �

d � �
� �
D� 
����

Proposition ����� the bound is reached by and only by the vertices of the form
a � � � a�

Proof �

� vertices of the form a � � � a satisfy lk � dk��
d� �� and so -e
a � � � a� realizes
the bound� All the inequalities of the proof of lemma � become equalities�

� By lemma �� we need to have l� � d��� Only the loops have this property�
�

We obtain �

-e
a � � � a� � D �
D

N � �
� �

d � �
�
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����� Conclusion

We conclude that the mean eccentricity of a vertex in the directed de Bruijn
graph is �

D � d


d � ���
�

d

d� �
�
D�  -e
x�  D � �

d� �
� �
D��

The lower bound and the upper bound are close to the diameter� Even if we use
D shifts to route instead of the optimal routing� the global behavior of the network
should not be a�ected too much� The routing scheme in D steps corresponds to a
simple bit�erosion of the destination address� a very simple routing function that
could be implemented with only a very few VLSI components on chip�

��� Undirected case

Introduction

Now we are interested in UB
d�D�� This case is much more di�cult than the
previous one 
directed case�� Indeed� the distance trees associated to the vertices
are of various forms� and even � vertices of same weight can have di�erent trees�
For instance� in UB
�� ��� vertex � has tree ����������������������������� whereas vertex
� has tree ����������������������������� although the weight of both trees are ��� $

Moreover large computations on binary graphs of up to diameter �� were not
su�cient to get the idea of the vertex of minimal mean eccentricity� It appears
obvious that vertex a � � � a have the maximal mean eccentricity� but we were not
able to prove it and leave that as a conjecture�

Conjecture ����� The vertex � � � � � is the vertex of maximal mean eccentricity�

����� R and L sequences

Given a path in the UB
d�D�� the edges from one vertex to its neighboor on
the path correspond to left or right shifts 
see denition �� on the label of the
vertex� Thus one can describe a path by the sequence of corresponding shifts�
The length of a path connecting x to y 
distance between x and y� is equal to the
length of the corresponding shifts sequence that must be applied on x to reach y�

As the undirected de Bruijn graph is dened from its directed graph� a path can
be described as the concatenation of directed paths with alternating directions�
corresponding respectively to sequences of left shifts or right shifts� In this section
we will show that a shortest path of UB
d�D� is made of at most � such directed
paths 
this result was already established in ��� p��� and ���� annexe ����� therefore�
for the sake of completness we give a proof�� and then we will derive interesting
results for the case of paths issued from vertex a � � � a�
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Notations

� Let L be the operation consisting in a sequence of l left shifts� introducing
a su�x b � b�� � � � � bl with jLj � l

Given a vertex x � x� � � �xD� then by applying L we get �

x� � � �xD L�	 xl�� � � �xDb� � � � bl
� Let R be the operation consisting in a sequence of r right shifts� introducing

a prex a � ar � � � a� with jRj � r

Given a vertex x � x� � � �xD� then by applying R we get �

x� � � �xD R�	 ar � � � a�x� � � � xD�r

A nite path of the de Bruijn can be denoted L�R�L�R� � � �LnRn with jLij � li
and jRij � ri� meaning that we successively apply L�� then R�� then L� and so on�
The length of the path is equal to l� � r� � l� � r� � � � �� Note that one can have
li � � or ri�

������� Characterisation of the shortest paths

Lemma � If a path of the form LRL�� �l 	 �� r 	 � and l� 	 �� is a shortest path�
then l � r �respectively if a path of the form RLR�� �l 	 �� r 	 � and l� 	 �� is a
shortest path� then r � l��

Proof �
Given a path from x to y of the form L�R�L

�
�� suppose that l � r� then after

the application to x of L� we reach xl�� � � �xDb� � � � bl�
Then the application of R� leads to the vertex ar � � � a�xl�� � � � xDb� � � � bl�r�
The rst shift of L�

� leads to the vertex ar�� � � � a�xl�� � � �xDb� � � � bl�r��
But the vertex ar�� � � � a�xl�� � � �xDb� � � � bl�r� could be reached by a shorter

path L�R� with l� � l� and r� � r� �� 
L� introduces the word b� � � � bl�r� � � � and
R� introduces the word ar�� � � � a��

Thus L�R�L
�
� was not a shortest path� �

Proposition ����� A shortest path of UB
d�D� is made of the concatenation of
at most � directed paths� that is the path is of the form L or R or LR or RL or
LRL� or RLR��

Proof �
Suppose that a shortest path from x to y is made of more than � directed

paths� then a part of this shortest path is of the form L�R�L�R 
or R�L�R�L��
If L�R�L�R is a shortest path� then R�L�R is also a shortest path and then

by lemma � we get r� � l��
If L�R�L�R is a shortest path from x to y� then we have -R

-L�
-R�

-L� is a
shortest path from y to x� where -L is dened as the inverse of L� that is� the



��� Undirected case ��	

operation consisting in a right shift of size l 
we take the same edges of the path�
but in reverse order�� The notation -R has the same meaning�

If -R
-L�

-R�
-L� is a shortest path� then -L�

-R�
-L� is also a shortest path and we con�

clude 
lemma �� -r� 	 -l�� -r� � r� and -l� � l�� thus r� 	 l�� wich is a contradiction�
�

Proposition ����� A shortest path between a vertex x and the vertex � � � � � is of
the form L� R� LR �with r � l� or RL �with l � r��

Proof � Without loss of generality� suppose that the path from � � � � � to x is of
the form LRL�� If LRL� is a shortest path we must have l � r� So� the vertex
reached after the operation LR is ar � � � a�� � � � �� which could have been reached
directly by the operation R� The path RL� is thus shorter� �

������� Characterisation of the set of vertices at distance at most D�h
from � � � � �

Let this set be Eh � fxj d
�� x�  D � hg
Proposition �����

Eh �
�

��k�bD�h
� c

Ek
h

where � Ek
h � Lhk �Rh

k with

� Lhk � fxjx � awb with w � � � � � � and jwj � k � h� jaj � kg
� Rh

k � fxjx � awb with w � � � � � � and jwj � k � h� jbj � kg

Proof �

� x � Eh
k �� d
�� x�  D � h�

Suppose x � Lhk � x � awb� with w � � � � � � and jwj � k � h and jaj � k�
We can reach x by an operation L of size D � 
k � h� applied to � � � � � to
introduce the su�x b� and then an operation R of size k to introduce the
prex a� The length of the corresponding path is D � 
k � h� � k � D � h�
thus x is at distance at most D � h from � � � � �� We can prove the same
result for Rh

k �

� d
�� x�  D � h �� x � Eh
k for some k� k 

k
D�h
�

j
�

If d
�� x�  D � h� then 
by Proposition ������ there exists a path 
not
necesseraly a shortest one� LR 
or RL� with r � l  D � h between � � � � �
and x� Without loss of generality� suppose that this path is of the form LR�
Thus x � ar � � � a�� � � � �b� � � � bl�r � aw�b��



��
 Excentricit�es moyennes des r�eseaux de de Bruijn

Then �

jw�j � D � jaj � jb�j
� D � r � 
l� r�
� D � 
D � h� � r � r � h�

Let us take k � r� then jaj � k and jw�j � k� h� Let w be the prex of size
k � h of w�� Then x � awb with jwj � k � h and so x � Lhk

�

������� Computation of the cardinality of Eh

If we were able to count jEhj� the mean eccentricity of � � � � � would be trivial�
Here� we are only able to give bounds for jEhj� but these bounds are close enough
to give a good approximation of -e
���

The method presented here consists in counting Eh
k � for k � � � � �

j
D�h
�

k
� At

each step we try to take into account only new vertices� that is those which were
not counted in a previous set� This count is made in terms of proportions� denoted
ehk� where

ehk �
jEh

k �
S
i�k E

h
i j

N
�

The total proportion of a set Eh will be equal to �

eh �

D�h
�X

k��

ehk�

Then we will compute �

-e
� � � � �� �
�

N � �

D��X
h��


D � h�N
eh � eh���

�
N

N � �

�
D � e� �D � e� � 
D � ��� e� � � � �� 
D � h� � eh

�
D � h� ��� eh � � � �� eD�� � eD
�

�
N

N � �

�
D �

D��X
h��

eh
�

We introduce the method with the computation of the rst values of k� and
then we generalize for ehk� A more precise computation will be done for e� and
e�� as they are important factors of the nal computation of the eccentricity of
� � � � �� Note that e� � � as all the vertices of a graph are at distance at most
the diameter� Note also that in all the computations below� we suppose that D is
large enough�



��� Undirected case ���

In what follows we will intensively use basic principles of counting the pro�
portion of words satisfying di�erent conditions 
one can think also in terms of
probabilities��

Let us denote by pi the proportion of words satisfying a condition Ci�
Two conditions Ci and Cj are independent if they concern disjoint subgroups

of letters of the word� -Ci will denote the inverse condition of Ci� Two conditions
Ci and Cj are incompatible if they cannot occur simultaneously 
in particular they
should concern subgroups of letters non disjoint��
Basic lemmas�

�� if Ci and Cj are independent then the proportion of words satisfying both
Ci and Cj is pi � pj

�� the proportion of words satisfying -Ci is � � pj

�� if Ci and Cj are incompatible the proportion of words satisfying both -Ci and
-Cj is � � pi � pj

Computation of eh� �
jEh

� j

N
�

We can derive from Proposition ����� that the vertices of Eh
� 
case k � �� are

of the form �

� x � � � � � �� �z �
h

X if x � Lh�� where X is any sequence of letters� There is a

proportion of ��h vertices of this kind�

� x � X � � � � �� �z �
h

if x � Rh
� � The proportion of such vertices is also ��h�

� But we have counted twice some vertices� namely the x � � � � � �� �z �
h

X � � � � �� �z �
h

�

that is� when x � Lh� �Rh
� � 
Here we consider the case h � D��� if h � D���

then x � ��� Their proportion is ���h�

Total � eh� � ��h�� � ���h�

Computation of eh�

Now we want to count the vertices of Eh
� � h � �� that we have not counted

before� that is jEh
� � Eh

� j� Indeed� as we want to sum the ehi � no redundance is
allowed�

In term of proportion � eh� � jEh
��E

h
� j

N
�

We derive again from Proposition ����� that the vertices of Eh
� 
case k � ��

are of the form �

� x � a � � � � �� �z �
h��

X if x � Lh� and we have two remarks on x �
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 a � �� otherwise x � Lh�� Therefore� there is a proportion of ���h���

vertices of this pattern 
h� � letters are xed� a 	�	 and h� � 	�	��

 Among these vertices� all those nishing with h zeros belong to Rh
� �

their proportion is ��h� So� jLh� �Eh
� j � ���h������ ��h�N �

� x � X � � � � �� �z �
h��

b if x � Rh
� � The computation is the same as in the case of Lh� �

� x � �� � � � �� �z �
h��

X � � � � �� �z �
h��

� if x � Lh� � Rh
� � and they do not belong to Eh

� �

Here we have a proportion of ����h����

Total � eh� � �����h��� � ����h����� ����h����

eh� � ���h��� � � � ����h���

Computation of eh��

We want now to compute the vertices of Eh
� � h � � that we have not counted

before� that is jEh
� � Eh

� � Eh
� j� a proportion eh� �

jEh
��E

h
��E

h
� j

N

We derive again from Proposition ����� that the vertices of Eh
� 
case k � ��

are of the form �

� x � a� � � � � �� �z �
h��

X where a is any letter and X is any sequence� if x � Lh� �

Therefore� there is a proportion of ���h��� vertices of this kind 
h�� letters
are xed�� We must remark here that the case h � � will be studied in
another section� hence the case a � � is not a problem�

Among these vertices� all those nishing with h zeros belong to Rh
�� and all

those nishing with h � � zeros and a 	�	 belong to Rh
� � their proportion is

respectively ��h and ���h����

So� jLh� � Eh
� � Eh

� j � ���h������ ��h � ���h����N

The same count is done for jRh
� � Eh

� � Eh
� j�

� x � a� � � � � �� �z �
h��

X � � � � �� �z �
h��

�b if x � Lh� �Rh
� �

and they do not belong to Eh
� if h � �� If h � �� we have already

subtracted E�
� �

Here we have a proportion of ����h��� redundant vertices�

Total � eh� � �����h���
� � ��h � ���h������ ����h���� h 	 ��

eh� � ���h���
� � ��� ���h���� h 	 ��

We will rst compute the case h � � due to the condition above� Then� we
will derive e� from e�� The aim is to introduce the method� and to have a better
precision for these important factors of the nal computation� The result for the
general case eh� will come after�
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������� Computation of e��

We can use the same method to evaluate exactly e�k� Recall that this is valid
only for D large enough� Furthermore� to have an explicit evaluation of e�� we will
have to give approximation� According the precision one wants� the computation
can be done as far as needed� Here we will do them exactly for k  ���

The vertices in L�
k are of the form �

x � a� � � � ak � � � � �� �z �
k��

XbD��k�� � � � bD�

We want to compute those not in
S
i�k E

�
i � We will have two kinds of condition�

those of left type due to the fact x ��L�
i implying restrictions on a� � � � ak� and those

of right type due to the fact x ��R�
i � implying restrictions on bD��k�� � � � bD� Note

that if D � k � k � � � �k � � � �k these conditions are on disjoint subsets�
Let us rst consider the conditions of left type� If x � L�

i then ai�� � � � a�i�� �
� � � � �� In fact we present the conditions in a way we can compute the proportion
of vertices�

�l�k���� ak �� �� otherwise x � L�
k��

�l���� a� �� �� otherwise x � L�
�

�l���� a�a� �� ��� otherwise x � L�
� 
only for k � ��

�l���� a�a�aa� �� ����� otherwise x � L�
� � L�

� 
only for k � ��

�l���� a� � � � a� �� ������ otherwise x � L�
� � L�

� � L�
� 
only for k � ��

�l��� a � � � a� �� ������� otherwise x � L�
 � L�

� � L�
� 
only for k � ��

and a�a� �� ��� otherwise x � L�
�

and more generally� for p � � we have �

�l�p�� ap � � � a�p�� �� �� � � � �� and x ��S�i���p L
�
i 
only for �p � �  k�

Moreover� we have conditions on the su�x bD��k�� � � � bD that we call conditions
of right type� and they are listed below �

�r���� bD �� �� otherwise x � R�
�

�r���� bD��bD�� �� ��� otherwise x � R�
�

and more generally� for p � � we have �

�r�p�� bD��p � � � bD�p�� �� � � � � ��� and x ��Si�p��R
�
i 
only for p � k�

Recall that these conditions are disjoint only if D is large� For example con�
dition 
r�p� applies only if D � k � k � � � �p � �� So all the conditions apply if
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D � �k and in that case lead to the following value �

jL�
kj � �k�k � ���k��N�

where �

� ���k�� is due to the fact that we have k � � xed letters� namely the k �
� zeroes� ak � � 
condition 
l�k����� a� � � 
condition 
l���� and bD � �

condition 
r����

� The value � comes from conditions 
r�p�� �k �
�

for k � ��

�k�� � �k � �b k� c
���k���

P�
k �k �

�
� � �

 � �
�� � �

�� � � � � �
�k��

�
Thus �k � �min � �

��

� The value � follows from condition 
l�p� �k � � for k � �� �� �k � �

for

k � �� ��

��k�� � ��k � �k

�k �
�
�� �


� �

�� � �
�� � � � � �

�d�k�����e

�
Thus �k �

�
� � �

 � �
�

�
� �min � �

��

A similar count is done for R�
k� so we will have twice the above quantity� Note

that in the case of R�
k� left and right conditions are exchanged�

The vertices in L�
k � R�

k �
S
i�k E

�
i are of the form �

x � �a� � � � ak��� � � � � �� �z �
k��

X � � � � �� �z �
k��

�bD�k�� � � � bD���

with the same conditions as the former ones 
left conditions and the corre�
sponding ones for the count of R�

k�� that is � 
l
�
p� and 
r�p� for �p��  k 
conditions


l�p� or 
r
�
p� for �p�� 	 k cannot apply due to the length of the prex or su�x of

x�� So �

jL�
k �R�

kj � ��
k � ����k���N�

e�k � �k�k � ���k��� � ��
k � ����k���� 
�����

Furthermore we can compute the exact value of as many e�k we want and give
an upper bound using upper bounds on �k and �k� The values for k � � and k � �
were computed in the general case of ehk and the values are e�� �

�
� and e�� �

�
��

Now we give the results for k from � up to ��� using 
������ in the following
table �
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k � � e�k
� � �� ��� �� � ����

� � ��� �� �� � ����

� �� ��� ��� ��� ��� � ����

� �� ��� ��� � ��� ���� � ����

� �� � �� ��� � ��� ����� � ����

� �� � �� ���� � ���� ������ � ����

� �� � ��� ���� � ���� ������ � ����

� �� � ��� ����� � ���� ������� � ���

�� ��� � ��� ����� � ���� �������� � ����

�� ��� � ��� ������ � ���� �������� � ���

For k � �� we compute the two following sums �

Lower bound �

X
k���

e�k � X
k���

�min�min�
��k��� � ��

���
���k���

� X
k���

	
�

�


�

���k��� � 
��� � ����� � ����k���

� ����������������

Upper bound � we take k � �� for the values of �k and �k�X
k���

e�k  X
k���

�������
��k��� � ��

min�
���k���

 X
k���

��� � ��� � ������� � ���� � ���k��� �
	
�

�


�
� ����k���

 ����������������

This leads to the bounds �

������������  e�  ������������ 
�����

In others words� about ��� of vertices are at distance D from ��

������	 Computation of e��

The vertices in L�
k �

S
i�k E

�
i are of the form �

x � a� � � � ak � � � � �� �z �
k��

XbD��k�� � � � bD�

For conditions of left type�
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�l�k���� ak �� �� otherwise x � L�
k��

�l���� a�a� �� ��� otherwise x � L�
� 
only for k � ��

�l���� a�a�a�a �� ����� otherwise x � L�
� � L�

� 
only for k � ��

�l���� a� � � � a� �� ������ otherwise x � L�
� � L�

� � L�
� 
only for k � ��

and more generally� for p � � we have �

�l�p�� ap � � � a�p�� �� �� � � � �� and x ��S�i���p L
�
i 
only for �p � �  k�

For conditions of right type�

�r���� bD��bD �� ��� otherwise x � R�
�

and more generally� for p � � we have �

�r�p�� bD���p��� � � � bD�p�� �� � � � � ��� and x ��Si�p��R
�
i 
only for p � k�

One can remark that these conditions are very similar to the ones stated for
e�� In fact the only di�erence from e� is that we do not have condition 
l��� and
that 
l�p��� is equivalent to 
l�p� 
exclusion of the same proportion of vertices�� and

r�p��� is equivalent to 
r�p��

Hence we have for L�
k the same parameters � and � than for L�

k��� but in L�
k

we have � xed letters less 
as conditions 
l��� and 
r���� have the same number of
zeroes� namely k � ��� So e�k � � � e�k���X

k��

e�k � �
X
k��

e�k���

e� � �
�
e� � e��

�
�

e� � �
	
e� � �

�



�

�
	
������������ � �

�



 e�  �

	
������������ � �

�



�

������������  e�  ������������� 
�����

Unfortunately� we are not able to derive so easily e� from e��

������
 Computation of eh� for h 	 �

We are now ready to compute eh for any h � �� As in the case where h � � or
h � �� the vertices in Lhk and not in

S
i�k E

h
i are of the form �

x � a� � � � ak � � � � �� �z �
k�h

XbD���k�h��� � � � bD

� conditions of left type�
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�lhk���� ak �� �� otherwise x � Lhk��

�lh��� a� � � � ah �� � � � � �� �z �
h

� otherwise x � Lh� 
only for k � h � ��

we have in general case�

�lhp�� ap � � � a�p�h �� �� � � � �� �z �
p�h

� and x ��S�i�h�p L
h
i 
only for k � �p� h� ��

� conditions of right type�

�rh��� bD�h�� � � � bD �� � � � � �� otherwise x � Rh
�

�r�p�� bD���p��� � � � bD�p�� �� � � � � ��� otherwise x � R�
p 
only for p � k�

and x ��Si�p��R
�
i

�rhp�� bD���p�h��� � � � bD�p �� � � � � ��� and x ��Si�p��R
h
i 
p � k�

Hence we get �

ehk � �k�k � ���k�h� � ��
k � ����k�h���� 
�����

where �

� �k follows from conditions 
rhp�

�k�� � �k � �b k�h��
� c�

��k�h���

�k �
	
�� �

�h
� �

�h��
� �

�h��
� � � � �

�k�h




�����

�k � �min �
�
�� �

�h
� �

�h��

�
�

� �k follows from conditions 
lhp�

��k�� � ��k � �k

�k �
�
�� �

�h
� �

�h��
� �

�h��
� � � � �

�h�d
k�h

� e

�

�����

Values of �k �

����
���
�k � � for �  k  h
�k � � � �

�h for k � h� �� h� �

�k � �min �
�
�� �

�h
� �

�h��

�
for k � h � �

This corresponds to approximations of � and �� but we have done more precise
computations for the case of h � � and h � �
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Computation of e�

e�� � ��������

k � � e�k
� � � � ��� �������������
� � �� � ��� �������������
� � �� � ��� �������������
� �� ��� ��� � ��� ��������������
� �� ��� ���� � ���� ��������������
� �� � ��� ���� � ���� ��������������
� �� � ��� ����� � ���� ���������������
� �� � ��� ����� � ���� ���������������
� �� � ��� ������ � ���� ���������������

�� ��� � ��� ������ � ���� ����������������
�� ��� � ��� ������� � ���� ����������������

And for k � �� we compute the two following sums �

X
k���

e�k � X
k���

�min�min�
��k��� � ��

���
���k���

� X
k���

	
��

��


�

���k��� � ���� � ���� � ����k���

� ����������������

X
k���

e�k  X
k���

�������
��k��� � ��

min�
���k��

 X
k���

���� � ���� � ������� � ���� � ���k��� �
	
��

��


�

� ����k��

 ����������������

This leads to the bounds �

������������  e�  ������������ 
�����

Computation of e

e� � ����������



��� Undirected case ��	

k � � ek
� � �� � �� �������������
� � �� � ��� �������������
� � ��� � ��� ��������������
� � ��� � ��� ��������������
� �� � �� ��� � ��� ��������������
� �� � �� ����� � ���� ���������������
� �� � ��� ����� � ���� ���������������
� �� � ��� ������ � ���� ���������������
� ��� � ��� ������ � ���� ���������������

�� ��� � ��� ������� � ���� ����������������
�� ��� � ��� ������� � ���� ����������������

And for k � �� we compute the two following sums �

X
k���

ek � X
k���

�min�min�
��k�� � ��

���
���k���

� X
k���

	
��

��


�

���k�� � 
��� � ����� � ����k���

� ����������������

X
k���

e�k  X
k���

�������
��k��� � ��

min�
���k��

 X
k���

��� � ��� � �������� � ��� � ���k�� �
	
��

��


�

� ����k���

 ����������������

This leads to the bounds �

������������  e  ������������ 
�����

Computation of eh

We compute eh with the technic shown in the previous sections� The coe�cient
used in the bounds are listed below �
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k � � ehk
� ��h�� � ���h

� � �� ��h ����h � �����h � ����h

� � �� ��h � ���h��� ����h � �� ����h � �����h

� � �� ��h � ���h��� � ���h��� ����h � ��� �����h � �����h

� � �� ��h � ���h��� � � � ����h�� ���h � ��� �����h � ������h

� � �� ��h � ���h��� � � � ����h��� ����h � ��� ������h � ������h

k � 
 � � � �� ��h � ���h��� � � � ����h��� � S�

k � 
 � �� ��h � ���h��� � �� ��h � ���h��� � S�

S� and S� are the two sums for the minoration and majoration of all the terms
for k 	 � 
as before these sums are very small��

eh� � � � � � eh� � �� � ��h�� � ���� � ���h���

S� �
X
k��

���k�h� � �� � ����k��h � ����k�h���

 ���
	
��h � �� � ����h��� � �

�
����h���




S� �
X
k��

�
�� ��h � ���h���

�� �
���k�h� � ����k�h���

�

 ���
	
��h � �

�
����h���


�
� � ��h � ���h���

��

�� � ��h�� � ���� � ���h��� � S�  eh  ��� ��h�� � ���� � ���h��� � S�
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������� Eccentricity of � � � � �
By ���� we have �

-e
� � � � �� �
N

N � �

�
D �

D��X
h��

eh
�

�
N

N � �

�
D �

�
e� � e� � e� � e� � e �

D��X
h��

eh
��

 N

N � �

�
D � ����������� � ��

	
�

�


D
� �����

����

	
�

�


D
� ������

�������

�

� N

N � �

�
D � ����������� � ��

	
�

�


D
� ����

����

	
�

�


D
�

���

����

	
�

�


D
� �

����

	
�

��


D
� �����������

������������

�

For large D we have �

D � �����������  -e
� � � � ��  D � �����������

The mean eccentricity of � � � � � 
and � � � � �� is about D���� in the undirected
binary de Bruijn graph�
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Exact values for small D

Binary de Bruijn digraph

D D
��D�
mean -e
x� max weight min weight

� ����� � �
� ������� �� ��
� ������� �� ��
� ������� ��� ���
� ������� ��� ���
� ������� ��� ���
� ������� ���� ����
� ������� ���� ����

�� ����� ���� ����

Undirected binary de Bruijn graph

Eccentricity of 
a� a� � � � � a�
D weigth -e
x�
�� ������ �������
�� ������ �������
�� ������� �������
�� ������� �������
�� ������� �������
�� �������� �������
�� �������� �������
�� �������� �������
�� ��������� �������
�� ��������� �������
�� ��������� �������
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Computations for all the vertices

D UD�� D�
mean �ex� max weight min weight vertices

a� a� � � � � a�

� �	�



� � � ��
��

� �	
����� �� �� ���� ���
���� ���

� �	���

� �� �� ����
����

� �	������ ��� �� ������ �����
������ �����


 �	������ �
� ��� ������
������

� �	������ 
�
 ��� �������� �������
�������� �������

� �	������ ���� ���
 ��������
��������

� �	������ ���� ���� ���������� ���������
���������� ���������

�� 
	���

� ���� 
��� ����������� ����������
����������� ����������

�� �	
����� ����� ����� ������������ �����������
������������ �����������

�� �	
����� ����� ����� ������������� ������������
������������� ������������

�� �	������ ����� �
��� �������������� �������������
�������������� �������������

�� ��	������ ������ �
��
� ��������������
��������������

�� �����
� ����

 ���
�� ���������������� ���������������
���������������� ���������������

�
 ������� ��
��� ���

� ����������������� ����������������
����������������� ����������������

�� ����
�� ������� ������� ������������������ �����������������
������������������ �����������������

�� ������� ������� �����
� ������������������� ������������������
������������������� ������������������
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Maple functions and procedures

The following maple procedures were used to compute the values of ehk�

	 e�e�
 eh
 em�
�
� e��
�
e�� � ����
e�� � �����
e�� � ������������ � alpha � �
e�� � ������������ � alpha � �

�
� alpha��i�� � alpha��i � beta�i
�
alpha � proc�k�
local res�
if k��
then res � ��
else res � beta�round��k��������
��
res�
end�

�
� beta�i�� � beta�i � beta��i��� ����i���
�
beta � proc�k�
local res�
if k�� then res � ��

else
if k�� then res � ����

else
if

k � � then
res � beta�k��� � beta� round��k�������� �����k�����
else res � ��

��
��

��
res�
end�

e�k � proc�k� � avec nouveau alpha et beta
local res�

res � alpha�k� � beta�k� � �����k���� � �alpha�k���� � �������k�����
res�
end�

e� � proc�borne�
local res
somme
i
resteinf
restesup
infe�
infe��

somme � e�� � e�� � e�� � e�� � e�k����

for i from � by � to ��
do

somme � somme � e�k�i��
od�

resteinf � sum���������������k����������������������������k����

k�����in�nity��
restesup �
sum���������������������������������k��������������������k����

k�����in�nity��
print�resteinf����
 restesup������
infe� � somme � resteinf�
supe� � somme � restesup�

if borne � � then print�infe�
infe������� res � infe�� ��
if borne � � then print�supe�
supe������� res � supe�� ��
res�
end�

�
� e��
�

e� � proc�borne�
local res
somme
i
resteinf
restesup
infe�
infe��

infe� � ���e�����e����
supe� � ���e�����e����

if borne � � then print�infe�
infe������� res � infe�� ��
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if borne � � then print�supe�
supe������� res � supe�� ��
res�
end�

����� Calculs des e�h

� Correction du calcul de alpha le ����������
� alpha��i�� � alpha��i � beta�i
alpha � proc�h
k�
local res�
if k �� h
then res � ��
else res � beta�h
round��k�h������
��
res�
end�

� Correction du calcul de beta le ����������
� beta�i�� � beta�i � beta��i��� ����i���
beta � proc�h
k�
local res�
if k�� then res � ������h�

else
if

k � � then
res�beta�h
k����beta�h
round��k�h�������������k�h���
else res � ��

��
��
res�
end�

ehk � proc�h
k�
local res�

if k��
then res � ����h��� � ������h��
else

�calcul de alpha
a � alpha�h
k��

�calcul de beta
b � beta�h
k��

res � a � b � �����k�h�� � a�� � �������k�h�����

��
res�
end�

tab � proc�h
P� � table des valeurs de � a P
local res
S
ei
i�

S � ��
for i from � by � to P �D�h��
do

ei � ehk�h
i��
S � S � ei�
print�i
ei
ei����
S
S������

od�
res � S�
res�
end�

resteinf � proc�h
k
aa� � approximation de la somme de k a l�in�ni
local a
 res
s�

if �k��h���� then print��� k trop petit    ��� �
else
a � �� ������h� � �������h�����
res � sum�a��������s�h��� aa����������s�h����
s�k��in�nity��
print�res � �����
��

res�
end�

restesup � proc�h
k
alpha
beta� � approximation de la somme de k a l�in�ni
local res
a�

a � �� ������h� � �������h�����
res � sum�alpha�beta������s�h����a�����������k�s����
s�k��in�nity��
print�res � �����

res�
end�

eh � proc�h
P
borne�
local debut
ressup
resinf�

debut � tab�h
P��
ressup � debut � restesup�h
P��
alpha�h
P���
beta�h
P�����
resinf � debut � resteinf�h
P��
alpha�h
P�����
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print�resinf����
h
ressup������
if borne�� then res � resinf ��
if borne�� then res � ressup ��
res�
end�

� S�� � e���h � ��� � e���h
�
S�� � ���������h����������������h����!h��

S� � ������������h������������h������������h��������
S� � ������������h���������h����������������h�������h�������

ehs � ���������h����������������h�����������������h������������h�����
�������h�������!h��

ehi � ���������h����������������h�����������������h���������h��������
��������h�������h������!h��

ehinf � sum�ehi�x�
x����D����

ehsup � sum�ehs�x�
x����D����

eccexp � proc�P
borne�
local res
i�
res � e��borne� � e��borne��

for i from � by � to P
do

res � res � eh�i
��P��
borne��
od�

res�����
end�

ecc � proc�borne�
local res�

end�
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Chapitre �

Conjonction des de Bruijn

Introduction

Les produits de graphes sont tr�es utilis�es pour construire de nouveaux r�eseaux
�a partir de structures existantes� En g�en�eral on cherche �a combiner les propri�et�es
de deux graphes� ou bien on cr�ee une nouvelle dimension dans le graphe� en faisant
le produit du graphe par lui�m�eme� Des exemples classiques du produit appel�e
somme cart�esienne sont � la grille qui est �egale �a la somme de deux chemins� le
tore qui est la somme de deux cycles et l	hypercube de dimension n qui est �egal
�a Kn

� 
K� �etant le graphe complet �a deux sommets�� Notons que certains auteurs
parlent de produit cart�esien pour la m�eme op�eration�

Les graphes de de Bruijn qui ont �et�e d�enis dans le chapitre � ne sont pas
�egaux �a une quelconque somme cart�esienne� En revanche� nous allons montrer
dans la suite qu	un autre type de produit� la conjonction� permet de combiner des
de Bruijn pour en construire des plus grands�

��� Conjonction de deux graphes de de Bruijn

D�e�nition � La conjonction de G� � 
V�� E�� et G� � 
V�� E�� �aussi appel�ee
produit cart�esien dans ��� et produit de Kroneker dans �	��� not�ee G� � G� est le
graphe dont �

� l�ensemble des sommets est V � V� � V�

� un arc relie le sommet 
x�� x�� � V au sommet 
y�� y�� � V � si et seulement
si on v�eri�e � 
x�� y�� � E� et 
x�� y�� � E��

Th�eor�eme 	����

B
d��D� �B
d��D� � B
d� � d��D�

Preuve� soient V�� V�� les ensembles de sommets respectifs de B
d��D�� et
B
d��D�� Soit X � x� � � �xD � V� avec xi � �� �� � � � d� � �� et Y � y� � � � yD � V�



��
 Conjonction des de Bruijn

avec yi � �� �� � � � d� � �� alors le sommet 
X�Y � appartient �a V��� � V� � V��
l	ensemble de sommets de B
d��D� �B
d��D��

�� Le nombre de sommets dans V��� est � jV�j � jV�j � dD� � dD� � 
d� � d��D

�� On construit l	application p�

p � V� � V� �	 V���

x� � � �xD� y� � � � yD� ��	 
z� � � � zD�

o�u zi � d�xi � yi� Donc �  zi  d�d� � �

Cette application nous permet d	�ecrire tout couple 
X�Y � avec un mot con�
struit sur un alphabet comportant d� � d� lettres� montrons que c	est bien
un isomorphisme de graphe�

Un arc de B
d��D� �B
d��D� est de la forme �


x� � � �xD� y� � � � yD� ��	 
x� � � �xD
�� y� � � � yD
��


� � �� � � � � d� � ��
� � �� � � � � d� � �

En applicant p on obtient la relation d	adjacence �

z� � � � zD ��	 z� � � � zD�

o�u � � d�
� � 
�� Ceci est la d�enition d	un arc de B
d�d��D� $

�

����� Exemple

Le produit carr�e de B
�� ��� B
�� �� � B
�� ��� donne le B
�� �� dessin�e sur la
gure ����

��� La transform�ee de Fourier discr�ete

La transform�ee de Fourier discr�ete d	un vecteur x de N points est une trans�
formation lin�eaire de x � X � FNx o�u les �el�ements i� j de la matrice FN sont
�ijN � o�u �N est une racine N i�eme de l	unit�e 
souvent �N � e

���i
N �� Cette expres�

sion matricielle se traduit en un algorithme direct 
le produit du vecteur par la
matrice des coe�cients�� mais la structure particuli�ere de la matrice a permis de
mettre au point un algorithme r�ecursif dit �rapide� 
pr�esent�e ci�apr�es� bas�e sur
la factorisation de cette matrice� La transform�ee de Fourier rapide ou FFT pour
Fast Fourier Transform est un algorithme essentiel en traitement du signal� en
analyse d	images� et peut �etre utilis�e 
entre autres�� pour le calcul de convolutions



	�� La transform�ee de Fourier discr�ete ���
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Figure ���� B
�� �� � B
�� �� � B
�� ���

ou de multiplications de polyn�omes� L	algorithme de la FFT permet de calculer
la transform�ee discr�ete de N points en logN �etapes sur un r�eseau butter�y de
N
logN � �� n�uds ����� Ce r�eseau �papillon� mod�elise le �ot des donn�ees de
l	algorithme�

De nombreux articles traitent le calcul en parall�ele de la FFT sur des architec�
tures en Hypercube ����� ���� ��� en arbre ���� ou diverses machines SIMD comme
les DAP de chez ICL ����

Ici� nous allons montrer comment les r�eseaux de de Bruijn se pr�etent naturelle�
ment �a ce calcul� et comment on peut exploiter le r�esultat sur le produit cart�esien

conjonction� pour �etendre simplement l	algorithme monodimensionnel 
��D� �a
l	algorithme bidimensionnel 
��D��

Dans la suite du chapitre on supposera que N est une puissance de ��

����� Cas monodimensionnel

On calcule �

X
k� �
N��X
n��

x
n��nk
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Calcul de la FFT sur le de Bruijn B
��D� ����

On calcule la FFT de N � �D points� Chaque n�ud u du B
��D� calcule
l	�el�ement X
rev
u��� o�u rev
u� est le �bit�reverse� de u 
par exemple rev
�� � ���
et �a l	�etape initiale de l	algorithmeX
u� contient la valeur de x
u�� u � � � � �N���

Le calcul sur le B
��D� s	ex�ecute en D �etapes� et �a chaque �etape un n�ud
transmet en parall�ele la valeur courante de X
u� �a ses deux successeurs dans
le graphe� et e�ectue un calcul �papillon� des deux valeurs qu	il a re#cu de ses
pr�edecesseurs� Le calcul papillon consiste �a multiplier une des entr�ees par une
puissance de �� et �a l	ajouter �a l	autre entr�ee�

Le n�ud a� � � � aD a pour pr�edecesseurs les n�uds �a� � � � aD�� et �a� � � � aD���
A l	�etape k� k � � � � �D� ce n�ud calcule �

Xk
a� � � � aD� � Xk��
�a� � � � aD��� � ��D�k	aD��


aD�kXk��
�a� � � � aD����

A la n de la Di�eme �etape� chaque n�ud contient l	�el�ement en position �bit re�
verse� de la FFT� On peut alors soit faire une permutation enD �etapes suppl�emen�
taires� soit transmettre le r�esultat �a un autre circuit en r�eordonnant les valeurs�
soit laisser les �el�ements �a leur place dans le cas o�u le traitement suivant est local�
et suivi d	une transform�ee inverse qui aura pour e�et de les repositionner�

Le tableau suivant donne les r�esultats des calculs e�ectu�es �a chaque �etape sur
les n�uds pour N � ��

����� x� x� � x� x� � x� � x� � x� x� � x� � x� � x� � x� � x� � x� � x�
����� x� x� � ��x� x� � ��x� � x� � ��x� x� � ��x� � x� � ��x� � x� � ��x� � x� � ��x�
����� x� x� � x� x� � ��x� � ��x� � ��x� x� � ��x� � ��x� � ��x� � x� � ��x� � ��x� � ��x�
����� x� x� � ��x� x� � ��x� � ��x� � ��x� x� � ��x� � ��x� � ��x� � x� � ��x� � ��x� � ��x�
����� x� x� � x� x� � x� � x� � x� x� � �x� � ��x� � ��x� � ��x� � ��x� � ��x� � ��x�
����� x� x� � ��x� x� � ��x� � x� � ��x� x� � ��x� � ��x� � ��x� � ��x� � �x� � ��x� � ��x�
����� x� x� � x� x� � ��x� � ��x� � ��x� x� � ��x� � ��x� � ��x� � ��x� � ��x� � ��x� � ��x�
����� x� x� � ��x� x� � ��x� � ��x� � ��x� x� � ��x� � ��x� � ��x� � ��x� � ��x� � ��x� � �x�

Cet algorithme ne serait pas e�cace sur une machine MIMD sans e�ectuer
un partitionnement des donn�ees� Cependant� les tailles de de Bruijn 
D � ���
e�ectivement r�ealisables en VLSI ��� conrment aujourd	hui l	ad�equation de cet
algorithme� On peut fabriquer un circuit d�edi�e �a ce calcul pour des tailles de N
utiles en pratique�

����� Cas multidimensionnel

L	analyse bispectrale est un outil essentiel pour la reconstitution d	images en
astrophysique ���� L	algorithme propos�e dans ��� pour la reconstruction d	un signal
bidimensionnel utilise un sch�ema de communication aux voisins identique en tout
point �a celui de la FFT ou de son inverse 
l	algorithme de l	inverse est identique�
�a une normalisation par ��N pr�es et �a l	utilisation du conjugu�e de la racine de
l	unit�e��

La transform�ee de Fourier bidimensionnelle calcul�ee sur un ensemble de N�N
points est d�enie par �



	�� La transform�ee de Fourier discr�ete ���

X
kx� ky� �
N��X
nx��

N��X
ny��

x
nx� ny��
nxkx�nyky

L	algorithme classique se d�eroule en deux phases �

�� calcul de la transform�ee des lignes de la matriceN�N du signal �echantillon�e�

�� calcul de la transform�ee des colonnes de la matrice r�esultat�

dans les deux �etapes le calcul utilise la FFT � D� Cependant� on peut m�elanger
les deux �etapes� comme cela est expliqu�e dans ��� sect� �����

Ici on va e�ectuer le calcul comme pour le cas monodimensionnel� mais sur un
de Bruijn B
��D�� A chaque �etape un n�ud transmet sa valeur courante �a ses �
successeurs 
au lieu de ��� et calcule son papillon �� � au lieu de �� ��

Un n�ud qui re#coit les � valeurs est not�e dans sa forme produit 
u� v�� o�u u et v
sont la repr�esentation binaire de chacun des sommets du B
��D� dont le B
��D�
est le produit d�eni dans la premi�ere section� La somme e�ectu�ee est alors �

Xk
a� � � � aD� b� � � � bD� �
Xk��
�a� � � � aD��� �b� � � � bD���

� ��D�k	aD��


aD�kXk��
�a� � � � aD��� �b� � � � bD���

� ��D�k	bD��


bD�kXk��
�a� � � � aD��� �b� � � � bD���

� ��D�k	aD��


aD�k��D�k	bD�� 


bD�kXk��
�a� � � � aD��� �b� � � � bD����

Conclusion

Ainsi la structure des graphes de de Bruijn permet d	exprimer directement
l	algorithme de la FFT� et on peut calculer identiquement les FFT ��D� ��D ou
n�D selon les besoins� en d�ecomposant le graphe en produit conjonctif�

Je tiens �a remercier ici Jo!el Leroux pour ses pr�ecieuses explications sur la FFT�
et aussi Johny Bond pour son aide dans la preuve de l	isomorphisme�
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Conclusion

Communications dans les architectures �a m�emoire

distribu�ee

Les divers points �etudi�es dans cette th�ese sont compl�ementaires dans la phase
de conception d	un syst�eme parall�ele�

Le premier chapitre permet de faire le point sur le march�e des machines par�
all�eles� et repose sur une exp�erience assez grande des transputers 
cartes Inmos
B��� et B���� T�node� Mega�node et Meiko CS�� mais aussi sur des tests e�ectu�es
sur les machines intel iPSC'�� TMC CM��� CM���� et Maspar MP���

Les chapitres � et � s	int�eressent aux routines de bas niveau �a implanter sur
ces machines pour acc�el�erer et garantir les �echanges de donn�ees entre les divers
n�uds du r�eseau� La pauvret�e des premiers environnements de programmation

due en grande partie �a l	originalit�e et �a la complexit�e de ces syst�emes� �etait telle
que les programmeurs ont du r�esoudre en priorit�e ces probl�emes de communica�
tion avant d	exploiter la puissance de calcul des processeurs� Des protocoles de
communications structur�ees ainsi que la pr�evention de l	interblocage doivent �etre
int�egr�es physiquement dans un m�eme souci de performances� Dans cette th�ese on
propose une solutions originale pour le mode de commutation du type �circuit��
sur les architectures courantes que sont les tores�

La topologie du r�eseau d�etermine les performances des communications� et
donc la puissance des programmes qui vont �etre ex�ecut�es sur ces machines� Ainsi�
tout au long de cette th�ese nous avons mis en avant le r�eseau de de Bruijn �

Le r�esultat principal pour ce graphe porte sur l	excentricit�e moyenne d	un
sommet� et on montre que cette mesure de la distance moyenne d	un sommet �a
tous les autres est proche du diam�etre� Cela justie l	usage d	un routage de type
glouton dans ce r�eseau� et ce sans perte de performances� De plus on donne un
r�esultat sur le produit des graphes de cette famille� en montrant leur ad�equation
au calcul des transform�ees de Fourier multidimensionnelles�

Les perspectives de ce travail sont multiples �

� donner une implantation r�eelle des r�eseaux de de Bruijn� pour la construction
d	une machine MIMD�

� g�en�eraliser les techniques de di�usion en mode circuit�switched �a toutes les
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topologies courantes�

� �etudier les possibilit�e du mode circuit�switched pour d	autres sch�emas de
communication�

Le nombre toujours croissant de processeurs dans les nouvelles machines par�
all�eles renforce l	importance des �etudes de ce type� Une partie du travail pr�esent�e
dans cette th�ese est inclus dans un ouvrage complet �a paraitre sur ce th�eme des
communications� qui fait suite �a l	�ecole d	�et�e RUMEUR de Carg�ese en ao�ut �����



Abstract

This thesis deals with several problems related to communication networks in
multicomputers architectures�

The rst chapter provides a survey of the technics of communication used in
the current and future parallel computers� This study points out the critical choice
of the topology of the interconnection network and introduces several models of
communications� The performance of a message�passing system is strongly depen�
dent on the topology of the interconnection network and on the routing mechanism
that is used to move information around the network�

Store�and�forward routing has been displaced by circuit�switched routing in
many recent multicomputer systems� The second chapter introduces a routing
model known as wormhole routing� and is concerned with deadlock avoidance�
We give routing functions for any graph that use a minimum number of virtual
channels�

In chapter � we describe an optimal broadcasting algorithm for ��dimensional
torus networks 
wrap�around meshes� that uses synchronous circuit�switched rout�
ing� The algorithm is based on a recursive tiling of the torus� The algorithm
requires log�
n�� phases and n� � intermediate switch settings to broadcast in an
n� n torus� Both of these quantities match the lower bounds�

Chapter � deals with the topology of interconnection networks� Given a graph
G � 
V�E� we dene -e
x�� the mean eccentricity of a vertex x� as the average
distance from x to all the others vertices of the graph� Let N � jV j and d
x� y�
the distance from x to y� -e
x� � �

N��

P
y�V�fxg d
x� y�� The computation of this

parameter appears to be di�cult in the case of the de Bruijn networks� In this
chapter we give a lower bound and an upper bound for -e
x�� In the case of a de
Bruijn digraph the given bounds are sharp and we exhibit the extremal vertices�
whereas� in the undirected case� the computation is more di�cult� even for degree
�� However we give a way to compute the value of -e
x� at least for D su�ciently
large and give a precise estimate for x � � � � � �� We also give some conjectures�
induced by the computations done for graphs up to diameter ���

The last chapter propose a generic and e�cient implementation of the Fast
Fourier Transform algorithm� a fundamental tool in image analysis or astrophysics�
The algorithm is based on the following result � the conjunction of two de Bruijn
graphs is a de Bruijn graph�

Keywords� interconnection networks � parallel computers � communications �
broadcasting � wormhole routing � deadlock � eccentricity � de Bruijn





R�esum�e

Cette th�ese traite plusieurs aspects compl�ementaires dans les machines par�
all�eles �a m�emoire distribu�ee�

Un premier chapitre �etablit un �etat de l	art des techniques de communications
mise en �uvre dans les machines existantes ou en projet� Cette �etude permet
d	introduire di��erents mod�eles de communication et pose aussi le probl�eme du
choix du r�eseau d	interconnexion pour assembler les processeurs de ces calculateurs
massivement parall�eles�

Les modes de communication des nouvelles machines parall�eles sont du type
commutation de circuit� Le routage wormhole est de ce type et remplace d�esormais
le routage de type store�and�forward� Le deuxi�eme chapitre concerne l	utilisation
e�cace des canaux virtuels en wormhole pour �eviter les interblocages� On mon�
tre comment utiliser un nombre minimum de canaux virtuels pour des r�eseaux
quelconques et pour des familles courantes de r�eseaux d	interconnexion�

Dans le troisi�eme chapitre nous d�ecrivons un algorithme de di�usion optimal
pour les tores bidimensionnels qui utilise un routage synchrone de type commuta�
tion de circuit� L	algorithme repose sur un d�ecoupage r�ecursif du tore� La di�usion
dans un tore n� n est alors e�ectu�ee en log�
n�� �etapes en traversant un total de
n � � n�uds interm�ediaires� Ces deux quantit�es sont des bornes inf�erieures pour
la di�usion�

Le quatri�eme chapitre traite de la topologie des r�eseaux d	interconnexion�
Etant donn�e un graphe G � 
V�E�� l	excentricit�e moyenne d	un sommet x not�ee
-e
x� est d�enie comme la distance moyenne de x �a tous les autres sommets de G�
Soit N � jV j et soit d
x� y� la distance de x �a y� alors -e
x� � �

N��

P
y�V�fxg d
x� y��

Le calcul de ce param�etre est di�cile dans le cas des graphes de de Bruijn B
d�D��
Dans ce chapitre nous donnons des bornes inf�erieures et sup�erieures de -e
x� pour
ces graphes� Dans le cas du de Bruijn orient�e� les bornes sont exactes et on con�
nait les sommets qui atteignent les bornes� Pour le cas du graphe non orient�e�
le calcul est plus di�cile� m�eme pour le de Bruijn binaire� Cependant nous don�
nons une m�ethode qui permet de d�eterminer -e
x�� quand D est assez grand� et un
encadrement pr�ecis de l	excentricit�e du sommet x � � � � � ��

Le chapitre suivant donne une implantation e�cace et g�en�erique d	un algo�
rithme fondamental en calcul num�erique 
Transform�ee de Fourier Rapide� sur les
r�eseaux de de Bruijn� On utilise le r�esultat suivant sur la conjonction de ces
r�eseaux � le produit cart�esien de deux de Bruijn est un de Bruijn�

Mots cl�es � r�eseaux d	interconnexion � architectures parall�eles � communications
� di�usion � routage wormhole � interblocages � excentricit�e � de Bruijn


