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2.5.1 Le théorème de la convergence dominée de Lebesgue . . . . . . . 29
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5.2.1 L’espace S des fonctions à décroissance rapide. . . . . . . . . . . 64

5.2.2 Extension de la transformée de Fourier à L2(R). . . . . . . . . . . 66
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6.3.4 Convergence des séries trigonométriques . . . . . . . . . . . . . . 80
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7.1.1 Définition de l’espace S ′ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 83
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Chapitre 1

Signaux et systèmes

Les notions de signaux et systèmes apparaissent dans de nombreux domaines des
sciences et technologies. Pour les décrire et les étudier, on dispose de puissants outils
mathématiques, suffisament généraux pour s’appliquer à des domaines très divers.
L’objectif de ce cours est de présenter l’essentiel de ces outils mathématiques.

Lorsque on observe des phénomènes physiques, la notion de signal correspond aux
variations d’une quantité en fonction d’une ou plusieurs variables, par exemple :
- l’intensité d’un courant électrique
- la différence de potentiel
- la position d’un mobile au cours du temps
- les niveaux de gris des points (pixels) d’une image
- l’intensité d’un son

Nous nous bornerons au cas d’une seule variable qui peut être le temps, mais aussi
la profondeur en géophysique, l’altitude en météorologie, etc... La notion de fonction,
en mathématiques permet de modéliser de nombreux signaux. Cependant, la notion
de distribution est une modélisation à la fois plus générale et plus satisfaisante des
signaux.

On distingue les signaux analogiques x : t 7→ x(t) pour lesquels la variable t est
continue et les signaux discrets x : n 7→ x[n], n ∈ Z pour lesquels la variable n est
discrete. En économie, l’indice hebdomadaire Dow-Jones est un signal discret. Dans les
études démographiques, on trouve aussi de nombreux signaux discrets. Cependant,
un signal discret résulte souvent de l’échantillonnage d’un signal analogique.

On appelle système, un processus dans lequel on peut distinguer des signaux d’entrée
et des signaux de sortie. En théorie du signal, on ne s’intéresse pas nécessairement aux
composantes du système, mais surtout à la façon dont il transforme un signal d’entrée
en signal de sortie. C’est une ”boı̂te noire”. Elle sera modélisée par un opérateur agis-
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sant sur des signaux

Σ : X → Y
x 7→ y

avec x ∈ X, l’ensemble des signaux d’entrée et y ∈ Y, l’ensemble des signaux de sortie.

Un système analogique transforme un signal analogique en un autre signal analo-
gique. Un système discret transforme un signal discret en un autre signal discret.

1.1 Exemples et applications

1.1.1 Signaux discrets

• Impulsion unité {
δ[0] = 1
δ[n] = 0 si n 6= 0

6

• • • •
•
• • • •0

• Echelon unité {
γ[n] = 0 n entier négatif
γ[n] = 1 si n entier positif ou nul

6

• • • •
• • • • •

0

1.1.2 Signaux analogiques

• Echelon unité de Heaviside

Γ(t) =
{

0 si t < 0
1 si t > 0

6

0

10



Ce signal modélise l’établissement instantané d’un régime constant.
La valeur en t = 0 peut être précisée ou non. On verra que pour l’intégration cette
valeur n’a pas d’importance.

• Créneau centré

Π(t) =
{

0 si |t| > a
1 si |t| < a a > 0 donné

6

0

• Signaux exponentiels réels
Les signaux exponentiels réels sont de la forme

x(t) = Ceat,

ou C et a sont des nombres réels.

• Signaux sinusoidaux
Les valeurs d’un signal sont souvent en pratique des nombres réels. Cependant pour
des raisons de commodité on utilise couramment des fonctions à valeurs complexes.
En particulier, le signal monochromatique

x(t) = eiωt,

ou ω est un nombre réel positif appelé la pulsation. Ce signal est périodique de
période T = 2π/ω : x(t + T) = x(t). La fréquence de ce signal est f = ω

2π , elle
mesure le nombre de cycles par unité de mesure. Dans le domaine temporel, la
fréquence s’exprime en Hz = s−1. Plus généralement, on considèrera les signaux
de la forme

x(t) = Aei(ωt+φ),

ou A est l’amplitude du signal et φ la phase à l’origine. La partie réelle de ce signal
est

x(t) = A cos(ωt + φ).

• Signaux exponentiels complexes.
Il s’agit de signaux de la forme

x(t) = Aert+i(ωt+φ),

et leur partie réelle
x(t) = Aert cos(ωt + φ).

Elles sont représentées par des sinusoı̈des d’amplitude croissante (r > 0) ou décrois-
sante (r < 0).
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1.1.3 Systèmes

1. amplificateur idéal
y(t) = k x(t), k constante

2. ligne à retard
y(t) = x(t− a), a constante

3. dérivateur
y(t) = x′(t)

4. circuit RC

x(t)

R

C v(t)

i(t)

L’entrée est la tension x(t), la sortie la tension v(t) aux bornes du condensateur :

Σ : x(t) 7→ v(t)

1.2 L’étude des systèmes

L’objet de la théorie des systèmes ou théorie du contrôle est l’étude des processus
entrée-sortie en vue de prédire leur comportement ou de les commander, c’est à dire
de déterminer l’entrée qui produira un comportement donné. Pour cela, il faut tout
d’abord établir un modèle mathématique du système : équation différentielle, fonc-
tion dite de transfert, qui va relier les signaux d’entrée aux signaux de sortie. Pour
cela, on utilise la connaissance que l’on a du processus : lois physiques, hypothèses
raisonnables (linéarité, invariance, causalité ...) et les mesures expérimentales dont on
dispose. Pour mesurer l’adéquation du modèle au processus réel on comparera pour
un même signal d’entrée la sortie numérique avec le signal réel. Cette comparaison
s’effectuera au moyen de normes qui mesurent la distance entre deux fonctions.
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ABSTRAIT

Dans la suite de ce chapitre, nous allons introduire quelques notions essentielles en
théorie des systèmes.

1.2.1 Propriétés algébriques des systèmes

L’ensemble X des signaux d’entrée et celui Y des signaux de sortie sont supposés mu-
nis d’une structure d’espace vectoriel : espace stable par addition de deux signaux, et
par multiplication d’un signal par une constante.

Linéarité. On l’appelle aussi principe de superposition. Le système

Σ : X → Y,

est linéaire si ∀x1, x2 ∈ X, λ ∈ R ou C

Σ(x1 + x2) = Σ(x1) + Σ(x2)
Σ(λ x1) = λ Σ(x1)

Invariance par translation. Un système est dit invariant par translation ou stationnaire
si une translation du temps sur l’entrée entraine la même translation du temps
sur la sortie : si Σ(x) = y, alors Σ(xa) = ya où xa et ya sont les signaux translatés
définis par

xa(t) = x(t− a)
ya(t) = y(t− a).

Causalité. Un système est dit causal si pour deux signaux d’entrée qui coı̈ncident
jusqu’au temps t = t0, les signaux de sortie coı̈ncident au moins jusqu’au temps
t0 :

∀t ≤ t0, x1(t) = x2(t)⇒ ∀t ≤ t0, y1(t) = y2(t).
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Cette propriété est naturelle pour un système où la variable est le temps. Un
système linéaire invariant est causal si et seulement si

∀t ≤ 0, x(t) = 0⇒ ∀t ≤ 0, y(t) = 0.

1.2.2 Continuité d’un système

Un système est dit continu si, lorsque la suite (xn)n tend vers x, la suite yn = Σ(xn)
tend vers y = Σ(x). On suppose pour cela qu’une notion de convergence est définie
sur les ensembles X et Y des signaux d’entrée et de sortie. La continuité est une hy-
pothèse naturelle. Elle exprime que deux signaux d’entrée proches conduisent à des
sorties proches.

La notion de limite est souvent définie à l’aide d’une norme. Pour les signaux analo-
giques définis sur un intervalle Iles normes les plus courantes sont :
(i) la norme de la convergence uniforme

‖x‖∞ = sup{|x(t)|, t ∈ I},

(ii) la norme de la convergence en moyenne

‖x‖1 =
(∫

I
|x(t)| dt

)
,

(iii) l’énergie du signal :

‖x‖2 =
(∫

I
|x(t)|2 dt

)1/2

,

(cf l’énergie dissipée dans une résistance :
∫

I
v(t)2

R dt). Cette dernière à l’avantage d’être
associée à un produit scalaire, et permet de disposer d’une notion d’orthogonalité de
deux signaux.

Un système linéaire est continu s’il existe M > 0 tel que pour tout signal x ∈ X

‖Σ(x)‖Y ≤ M‖x‖X,

où ‖ ‖X et ‖ ‖Y désignent les normes respectives sur les espaces X et Y.

1.3 Filtres analogiques

Un filtre analogique est un système analogique qui est linéaire, stationnaire et continu.
On montre [11, III.3] qu’un tel système est décrit par un produit de convolution Σ :
x 7→ h ∗ x où

(h ∗ x)(t) =
∫ ∞

−∞
h(t− s) x(s) ds,

14



avec h la réponse impulsionnelle du système. La réponse impulsionnelle n’est pas tou-
jours une fonction et peut-être une distribution (généralisation de la notion de fonc-
tion). La réponse impulsionnelle est caractéristique du filtre, puisque sa connaissance
entraı̂ne celle de la sortie correspondant à une entrée quelconque.

La réponse d’un système de convolution Σ à un signal de type exponentielle complexe

x(t) = eλt, λ ∈ C

est donnée, lorsque l’intégrale converge, par

y(t) =
∫ ∞

−∞
h(t− s)eλsds =

∫ ∞

−∞
h(s)eλ(t−s)ds = eλt

∫ ∞

−∞
h(s)e−λsds.

On a donc
Σ(x) = H(λ)x,

pour x de la forme x(t) = eλt. Le signal d’entrée a simplement été multiplié par un
nombre complexe constant H(λ). On dit que le signal eλt est une fonction propre du
système, associée à la valeur propre H(λ). De là vient l’importance des signaux de
type exponentiel pour l’étude des systèmes de convolution.

La fonction H(λ) est la transformée de Laplace de la réponse impulsionnelle h(t)

H(λ) =
∫ ∞

−∞
h(s)e−λsds,

elle est appelée fonction de transfert du système. La fonction de transfert du circuit RC
s’écrit

H(λ) =
1

1 + λRC
.

En particulier, la réponse d’un système de convolution à un signal monochromatique
x(t) de la forme x(t) = eiωt est un signal de même fréquence

y(t) = H(iω)eiωt,

dont l’amplitude est donnée par la transformée de Fourier de la réponse impulsion-
nelle h(t)

H(iω) =
∫ ∞

−∞
h(s)e−iωsds.

Le système ne change pas la fréquence d’un signal monochromatique mais modifie
son amplitude, qui devient H(iω), d’où le nom de filtre.

Si on envoie successivement au système des signaux monochromatiques de la forme
eiωnt où wn prend un certain nombre de valeurs, pour n = 1, . . . , N, dans un in-
tervalle (bande de fréquence), on obtient ainsi des mesures de la fontion de trans-
fert sur l’axe imaginaire H(iωn), n = 1, . . . , N. On appelle ces mesures des mesures
harmoniques. En pratique, de telles mesures sont souvent disponibles et le problème
de l’identification harmonique consiste à obtenir un modèle mathématique du système
à partir de telles mesures.
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1.4 Conclusion

Nous avons vu que l’intégration est un outil nécessaire pour définir une norme, ou
exprimer la sortie d’un système LTI (Linear Time Invariant) comme un produit de
convolution. Or, un signal n’est pas toujours une fonction bien régulière (continue,
analytique). On aura donc besoin d’une notion d’intégrale convenant à une large classe
de fonctions. C’est pourquoi nous allons aborder l’intégrale de Lebesgue. Cela va nous
permettre de définir les espaces Lp de fonctions intégrables qui fournissent des espaces
de signaux avec lesquels on pourra travailler. Dans ce cadre, on étudiera les produits
de convolution.

Les signaux exponentiels complexes jouent un rôle essentiel en traitement du signal.
Nous verrons que tout signal périodique peut s’écrire sous la forme d’une somme
infinie de signaux monochromatiques

x(t) = ∑
n∈Z

cneiωnt,

ou série de Fourier. Les exponentielles complexes interviennent aussi dans l’étude des
systèmes de convolution : ce sont des fonctions propres. Ils sont à l’origine des trans-
formées de Fourier et de Laplace, qui permettent de définir la fonction de transfert
d’un système de convolution. La transformée de Laplace a la propriété de transfor-
mer un produit de convolution en produit, une équation différentielle en équation
algébrique ... de transformer certains problèmes difficiles en des problèmes plus fa-
ciles à résoudre.

Bibliographie : C. Gasquet, P. Witomski [4] ; A.V. Oppenheim et al. [6], C-T. Chen [3],
L. Schwartz [11]

Animations java : le ressort amorti, filtres R,L,C :
http ://www.sciences.univ-nantes.fr/physique/perso/gtulloue/
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Exercices

1. Soit Σ : x[n] 7→ y[n] un signal discret, linéaire, stationnaire et continu. On note
h[n] la réponse du système au signal δ[n]. Montrer que

y[n] = Σx[n] =
+∞

∑
k=−∞

x[k]h[n− k].

C’est un produit de convolution.

2. Montrer qu’un système linéaire, invariant Σ : x(t) → y(t) est causal si et seule-
ment si : x(t) = 0 pour t < 0⇒ y(t) = 0 pour t < 0.
Les systèmes suivants sont-ils linéaires ? stationnaires ? causaux ?
(a) y(t) = x(t− 2) + x(2− t)
(b) y(t) = cos(3t) x(t)
(c) y(t) =

∫ 2t
−∞ x(s) ds

3. Circuit RC.

x(t)

R

C v(t)

i(t)

L’entrée est la tension x(t), la sortie est la tension v(t) aux bornes du condensa-
teur,

Σ : x(t)→ v(t)

Écrire l’équation différentielle qui relie x(t) et v(t).
Calculer la solution v(t) de cette équation différentielle (la réponse à l’entrée
nulle est nulle).
Ce système est-il linéaire ? stationnaire ? causal ?
Montrer qu’il est continu pour la norme de la convergence uniforme.
Montrer que v(t) s’écrit comme un produit de convolution

v(t) =
∫ +∞

−∞
h(t− s)x(s) ds

pour une fonction h(t) que l’on explicitera.
Calculer la réponse h1(t) du filtre à l’échelon unité Γ(t), appelée réponse indi-
cielle, et sa fonction de transfert H(z). Calculer K = H(0) (gain du filtre) et mon-
trer que limt→∞ h1(t) = K.
Tracer h(t), h1(t) et H(iω), ω ∈ R.

4. Une masse m est suspendue à un point fixe par l’intermédiaire d’un ressort de
raideur k. Le déplacement y(t) de la masse satisfait l’équation différentielle

my′′(t) + ky(t) = f (t),
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où f (t) est la force appliquée à la masse. On considère le système Σ : f (t)→ y(t).
On pose ω =

√
k/m.

Quelles sont les propriétés de ce système ? On suppose le système soumis à une
entrée sinusoı̈dale : f (t) = cos(ω0t)Γ(t). Calculer la solution y(t) satisfaisant
y(0) = y′(0) = 0, lorsque ω0 6= ω et lorsque ω0 = ω. Dans ce dernier cas, la
solution est-elle bornée ? Il s’agit du phénomène de résonnance.
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Chapitre 2

Intégration

2.1 Introduction

Les développements de la théorie de la mesure et de l’intégration peuvent se grouper
en quatre grandes périodes.

Les origines sont très anciennes et remontent au IVème siècle avant J.C. Avec Eudoxe
apparait le calcul d’aires et de volumes pour des cônes, pyramides, etc... Archimède
calcule les aires de certaines parties du plan en introduisant les notions de polygone
intérieur et de polygone extérieur (approximation par des fonctions linéaires par mor-
ceaux).

Le XVIIème siècle voit la création, essentiellement par Newton et Leibniz, du calcul
différentiel et intégral. Grâce à la notion d’infiniments petits, on détermine la tangente
à une courbe, on calcule l’aire d’une surface en la découpant en bandes infimes et
on s’aperçoit que détermination de tangentes et calcul d’aires sont deux facettes d’un
même phénomène ; en fait deux opérations réciproques l’une de l’autre. Les fonctions
élémentaires sont définies (par des expressions analytiques). Les intégrales les plus
simples apparaissent (

∫ x
a t2 dt) et Newton découvre le logarithme (par log x =

∫ x
1

dt
t ).

On ne se pose pas alors la question de l’intégrabilité, pour cela, il faut attendre le début
du XIXème siècle. Fourier découvre que toute fonction continue peut se représenter
par une série trigonométrique, et constate la nécessité de procéder à des intégrations
sur de telles représentations. C’est pour répondre à ce besoin que Cauchy et surtout
Riemann créent, en reprenant l’idée d’Archiméde d’approximation par des fonctions
en escalier, l’intégrale de Riemann (1867).

Soit f : [a, b] → R une fonction bornée définie sur un intervalle borné [a, b]. Soit ∆n
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une subdivision de l’intervalle [a, b] :

a = x0 < x1 < x2 · · · < xn−1 < xn = b.

On considère la somme de Riemann

I(∆n) =
n

∑
i=1

f (ξi)(xi − xi−1), ξi ∈]xi−1, xi[.

Définition 2.1.1. On dit que f est intégrable au sens de Riemann (ou R-intégrable) si pour
toute suite de subdivisions {∆n}n=1...∞ telle que la plus grande des longueurs maxi=1...n |xi−
xi−1| tende vers zéro lorsque n→ ∞, la somme de Riemann I(∆n) admet une limite finie.

La limite est appelée intégrale de Riemann sur a, b et notée∫ b

a
f (x) dx.

On peut aussi définir l’intégrale de Riemann à l’aide de fonctions en escalier : une
fonction φ : [a, b] → R est dite en escalier si il existe une subdivision ∆n de [a, b] telle
que φ ait une valeur constante ci sur chacun des intervalles ]xi−1, xi[, i = 1, . . . , n.
L’intégrale I(φ) de φ est définie par

I(φ) =
n

∑
i=1

ci(xi − xi−1).

L’intégrale inférieure I( f ) et l’intégrale supérieure I( f ) de f sont alors définies par

I( f ) = sup{I(φ), φ fonction en escalier, φ ≤ f }

I( f ) = inf{I(ψ), ψ fonction en escalier, ψ ≥ f }.

La fonction f étant bornée, I( f ) et I( f ) existent et I( f ) ≤ I( f ). Lorsque I( f ) = I( f ), f
est R-intégrable.

Par exemple, si E = Q
⋂

[0, 1] est l’ensemble des rationnels de l’intervalle [0, 1], la
fonction caractéristique de E n’est pas R-intégrable. En effet, I(χE) = 0 tandis que
I(χE) = 1.

Propriétés :
– l’application I : f →

∫ b
a f (x)dx est une forme linéaire

– si f est une fonction bornée, continue sur [a, b] sauf en un nombre fini de points,
alors f est R-intégrable

– Si ( fn)n∈N est une suite de fonctions R-intégrables sur [a, b] et si ( fn)n∈N converge
uniformément vers une fonction f , alors f est R-intégrable et∫ b

a
f (x) dx = lim

n→∞

∫ b

a
fn(x) dx
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Rappel : une suite de fonctions ( fn) converge uniformément vers une fonction f si
et seulement si pour tout ε > 0, il existe une entier N tel que pour tout n > N,
‖ fn − f ‖∞ < ε.

– théorème fondamental de l’analyse : si f est continue sur [a, b] alors la fonction F
définie sur [a, b] par

F(x) =
∫ x

a
f (t) dt,

est dérivable sur [a, b] et sa dérivée est égale à f .
Bien que cette approche semble parfaitement naturelle et simple, l’intégrale de Rie-
mann est imparfaite et son maniement est malaisé et limité. Cela tient à une raison
unique dont nous donnons trois aspects :

1. Elle demande beaucoup de régularité à la fonction que l’on intègre et pas ”assez”
de fonctions sont intégrables. Par exemple, la fonction de Dirichlet sur [0, 1] :
fonction caractéristique des rationnels, qui vaut 1 pour x rationnel et 0 pour x
irrationnel, n’est pas intégrable.

2. Il se peut qu’une suite ( fn) de fonctions R-intégrables converge simplement sur
[a, b] vers une fonction f qui n’est pas R-intégrable. Par exemple, si on numérote
les rationnels de l’intervalle [0, 1] (dénombrables !) : r1, r2, . . . , rk, . . . et si pour
n ∈ N, on considère la fonction caractéristique gn de l’ensemble {r1, r2, . . . , rn}.
Les gn sont R-intégrables et la suite (gn) converge simplement vers la fonction
de Dirichlet, qui ne l’est pas.
Il en résulte une difficulté ou une impossibilité de combinaison avec les autres
opérations de l’analyse, i.e. d’écrire les relations suivantes∫ b

a
lim

n→∞
fn(x) dx = lim

n→∞

∫ b

a
fn(x) dx

lim
x→x0

∫ b

a
f (x, t) dt =

∫ b

a
lim

x→x0
f (x, t) dt∫ b

a

∞

∑
n=1

fn(x) dx =
∞

∑
n=1

∫ b

a
fn(x) dx

∂

∂x

∫ b

a
f (x, t) dt =

∫ b

a

∂

∂x
f (x, t) dt

qui sont pourtant très utiles ...

3. Si l’on munit l’espace C0[a, b] des fonctions continues sur [a, b] de la norme

‖ f ‖1 =
∫ b

a
| f (x)|dx,

on obtient un espace vectoriel normé qui n’est pas complet (voir Mesure et inté-
grale de Lebesgue, exercice 1)
Rappel : un espace vectoriel normé (E, ‖ ‖) est dit complet si dans cet espace
toute suite de Cauchy converge. Une suite ( fn) de E est de Cauchy si pour tout
ε > 0, il existe un entier N tel que pour tout entier p > N et q > N, ‖ fp− fq‖ < ε.
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Les travaux de Riemann suscitent de nombreuses études pour définir une notion d’inté-
grale dans les cas les plus généraux. C’est vers 1900 que Lebesgue propose sa théorie
de l’intégration. Les sommes de Riemann ne conviennent que pour des fonctions dis-
continues qui varient peu dans l’intervalle ]xi−1, xi[. Le point de vue de Lebesgue est
différent (voir [4, 11.3]). En créant son intégrale, Lebesgue l’a lui-même comparée
à l’intégrale de Riemann : ” Imaginez que je doive payer une certaine somme ; je
peux sortir les pièces de mon porte-monnaie comme elles viennent pour arriver à la
somme indiquée, ou sortir toutes les pièces et les choisir selon leur valeur. La première
méthode est l’intégrale de Riemann, la deuxième correspond à mon intégrale.” L’inté-
gration de Riemann parcourt le segment et mesure la hauteur de la fonction au fur et à
mesure, tandis que l’intégrale de Lebesgue considère la taille des ensembles de niveau.
Au lieu de découper l’ensemble de départ en petits morceaux, on découpe l’ensemble
d’arrivée, i.e. l’espace des y :

α = y0 < y1 < y2 · · · < yn−1 < yn = β,

ou [α, β] est l’intervalle des variations de f (x). A l’intervalle Ji =]yi−1, yi[, il associe

Ei = {x ∈ [a, b], yi−1 ≤ f (x) < yi}.
Ces ensembles peuvent être très compliqués et la difficulté est de définir convenable-
ment leur mesure m(Ei). On remplace alors les sommes de Riemann par les sommes

n

∑
i=1

ηim(Ei), yi−1 < ηi < yi.

a b

y

xa b

y

xx i−1x i

y
y

i−1

i

iE

Partition de Riemann Partition de Lebesgue

La situation pour les ensembles de fonctions est la même que pour les ensembles de
nombres : si les calculs pratiques se font sur l’ensemble des rationnels, l’ensemble
complet des réels est très utile pour l’étude de la convergence des suites. Ce sont les
intégrales de Riemann que l’on calcule. Par contre, les combinaisons de l’intégration
avec les autres opérations de l’analyse (passages à la limite, dérivation sous le signe
somme ....) sont facilitées avec l’intégrale de Lebesgue. Si le manuel de l’utilisateur de
l’intégrale de Lebesgue est simple, sa construction est difficile ... nous ne ferons que la
survoler.

22



2.2 Ensembles mesurables

L’idée est d’étendre la notion de mesure d’un intervalle, d’aire d’un rectangle ... On
donne ici les propriété ensemblistes fondamentales des ensembles mesurables.

Définition 2.2.1. Un ensemble T de parties de Rp est une tribu si et seulement si
(i) ∅ ∈ T , Rp ∈ T
(ii) S ∈ T ⇒ Rp \ S ∈ T ( le complémentaire de S par rapport à Rp)
(iii) S1, S2, . . . ∈ T ⇒ ⋃∞

n=1 Sn ∈ T .
Les éléments de T sont appelés ensembles mesurables.

Définition 2.2.2. Une mesure sur une tribu T est une application m : T → [0, ∞] qui
possède les propriétés suivantes :
(i) m(∅) = 0
(ii) Additivité dénombrable : Si Sn est une suite d’ensembles mesurables, deux à deux

disjoints, on a :

m

(
∞⋃

n=1

Sn

)
=

∞

∑
n=1

m(Sn)

La notion de mesure est définie pour un ensemble queconque et joue un rôle essentiel
en probabilité.

On appelle tribu des boréliens, notée B, la plus petite tribu contenant (ou tribu en-
gendrée par) l’ensemble des ouverts de Rp pour la mesure euclidienne. Pour construire
la mesure de Lebesgue, on commence par définir la mesure d’un pavé de Rp

P =]a1, b1[× . . .]an, bn[, ai < bi.

de la façon suivante :
m(P) = (b1 − a1) . . . (bn − an).

Puis, on montre qu’on peut étendre cette mesure à la tribu des boréliens (difficile).
C’est la mesure de Lebesgue, on la notera m. Elle est invariante par translation m(x +
E) = m(E).

En fait, la tribu des boréliens n’est pas tout à fait la plus grande possible sur la-
quelle on puisse définir la mesure de Lebesgue. Elle ne contient pas tous les ensembles
négligeables, c’est-à-dire contenus dans un borélien de mesure nulle. On aimerait bien
que les négligeables soient de mesure nulle. C’est pourquoi, on est amené à considérer
la tribu de Lebesgue, notée L, engendrée par les boréliens et les négligeables. La me-
sure de Lebesgue s’étend à L.

Les ensembles de mesure nulle jouent un rôle primordial pour l’intégration. Tout en-
semble dénombrable est de mesure nulle. La réciproque est fausse, par exemple, l’en-
semble triadique de Cantor est négligeable mais a la puissance du continu (il est en
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bijection avec l’ensemble des réels). Cet ensemble K est défini comme une intersection
K =

⋂
n∈N Cn ou les ensembles Cn sont définis par récurrence :

C0 l’ensemble [0, 1].
C1 l’ensemble [0, 1

3 ] ∪ [2
3 , 1].

C2 l’ensemble [0, 1
9 ] ∪ [2

9 , 3
9 ] ∪ [6

9 , 7
9 ] ∪ [8

9 , 9
9 ]

Cn l’ensemble 1
3 .Cn−1 ∪ (Cn−1 + 2).1

3 .

L’ensemble triadique de Cantor.

Notons que les inclusions B ⊂ L ⊂ Rp sont strictes. Cependant, la tribu des boréliens
contient tous les ouverts, tous les fermés, toutes les réunions dénombrables de fermés,
intersections dénombrables d’ouverts, etc... il y a donc énormément d’ensembles me-
surables, tous les ensembles se présentant naturellement sont mesurables. L’impossi-
bilité de mesurer tous les ensembles se révèlera sans gravité. Il est au contraire diffi-
cile de construire un ensemble non mesurable (Vitali, 1905), il faut pour cela utiliser
l’axiome du choix : dans l’intervalle [0, 1], on considère la relation d’équivalence : x et y
sont dits équivalents si x− y est rationnel. Soit A un sous-ensemble de [0, 1] obtenu en
prenant un élément dans chacune des classes d’équivalences ; A n’est pas mesurable !

2.3 Fonctions mesurables

Dans le chapitre précédent on a introduit les ensembles sur lesquels on va pouvoir
intégrer. De même, il faut définir les fonctions avec lesquelles on va pouvoir travailler :
les fonctions mesurables.

On note R̄ = R ∪ {∞} ∪ {−∞}. Si on définit la borne supérieure d’une partie non
vide, non majorée comme étant +∞, alors toute partie non vide de R̄ admet une borne
supérieure.

Proposition 2.3.1. Une fonction f : Rp → R est mesurable si et seulement si pour tout réel
a l’ensemble

f−1 (]a, +∞[) = {x ∈ Rp; f (x) > a}
est mesurable.

Remarques.
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1. En fait, f est mesurable si et seulement si l’image réciproque de tout borélien est
mesurable. On peut choisir pour le montrer n’importe quelle partie qui engendre
B (cf. section 2.2) : les intervalles de la forme ]a, +∞[, ou [a, +∞[...

2. Le lien entre ensembles mesurables et fonctions mesurables est le suivant : l’en-
semble A est mesurable si et seulement si la fonction caractéristique χA de A
définie par

χA(x) =
{

1 si x ∈ A
0 si x /∈ A

est mesurable.
3. Il y a une analogie de démarche entre la topologie et la théorie de la mesure :

ouverts↔ ensembles mesurables
fonctions continues↔ fonctions mesurables.

Exemples.
1. Toute fonction continue est mesurable. Il existe beaucoup de fonctions mesu-

rables non continues.
2. La fonction caractéristique χA d’un ensemble mesurable A, est mesurable. En

particulier, la fonction caractéristique des rationnels est mesurable.

Proposition 2.3.2. Soient f et g des fonctions mesurables de Rp dans R. Alors, les fonctions
suivantes sont mesurables : λ f (λ réel) ; f + g (lorsque cette somme est définie) ; f g ; | f | ;
sup( f , g), inf( f , g) ; f + = sup( f , 0) ; f− = − inf( f , 0) = sup(− f , 0).

Remarque : f ◦ g peut ne pas être mesurable.

Proposition 2.3.3. Soient ( fn) une suite de fonctions mesurables. La limite ponctuelle de la
suite ( fn), si elle existe, est mesurable.

Comme pour les ensembles, la famille des fonctions mesurables est très étendue.

Nous allons maintenant définir les fonctions simples. Il s’agit des fonctions les plus
élémentaires, qui jouent pour l’intégrale de Lebesgue le rôle des fonctions en esca-
lier pour l’intégrale de Riemann. Ce sont des combinaisons linéaires de fonctions ca-
ractéristiques.

Définition 2.3.1. Une fonction mesurable f : Rp → R est dite étagée ou simple si elle ne
prend qu’un nombre fini de valeurs. Elle peut se représenter sous la forme

f =
n

∑
i=1

aiχEi , (2.1)

ou les ai sont des réels et les Ei des ensembles mesurables.

La représentation (2.1) n’est bien sur pas unique, mais il existe une représentation
unique, dite standard de f dans laquelle les ai sont distincts et les Ei disjoints. On a
alors Ei = {x ∈ Rp; f (x) = ai}.
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La somme, le produit, le module de fonctions simples sont simples. L’importance des
fonctions simples réside dans le théorème d’approximation suivant :

Théorème 2.3.1. Toute fonction mesurable positive est la limite d’une suite croissante de
fonctions simples.

On va définir l’intégrale de Lebesgue en procédant par étapes, en considérant des
fonctions de plus en plus compliquées :

1. fonctions caractéristiques

2. fonctions simples

3. fonctions mesurables positives

4. fonctions mesurables

2.4 Intégrale de Lebesgue

Si E est un ensemble mesurable, on définit l’intégrale de Lebesgue de sa fonction ca-
ractéristique χE par ∫

χE dm =
∫

E
dm = m(E).

2.4.1 Intégrale des fonctions simples positives.

Définition 2.4.1. Soit s simple positive, et

s =
n

∑
i=1

aiχEi ,

sa représentation standard. L’intégrale de Lebesgue de s est le nombre positif (éventuellement
+∞) ∫

s dm =
n

∑
i=1

aim(Ei).

On dit que s est intégrable si
∫

s dm est finie.

2.4.2 Intégrale des fonctions mesurables positives.

Le passage à une fonction mesurable positive se fait grâce au Théorème 2.3.1.
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Définition 2.4.2. Soit f une fonction mesurable positive. L’intégrale de Lebesgue de f est le
nombre positif (éventuellement +∞)∫

f dm = sup
{∫

s dm, 0 ≤ s ≤ f , s simple
}

.

On dit que f est intégrable si
∫

f dm est finie.

Le premier théorème fondamental de la théorie de l’intégration est le suivant :

Théorème 2.4.1 (convergence monotone). Soit fn une suite croissante de fonctions mesu-
rables positives qui converge vers une fonction f . Alors,∫

f dm = lim
n→∞

∫
fn dm.

Remarques.
1. Les deux membres de l’égalité sont finis ou infinis, la suite (

∫
fn dm) étant crois-

sante dans R̄.
2. L’intégrale de la fonction de Dirichlet (fonction caractéristique des rationnels) est

nulle. Elle n’est pas intégrable au sens de Riemann.
3. Le théorème tombe si ( fn) n’est pas croissante.

2.4.3 Intégrale des fonctions mesurables.

L’intégrale d’une fonction f mesurable s’obtient en décomposant f en f = f + − f−,
où les fonctions f + = sup( f , 0) et f− = − inf( f , 0) = sup(− f , 0) sont mesurables et
positives. On a aussi | f | = f + + f−.

Définition 2.4.3. Une fonction f mesurable est dite intégrable ou sommable si les fonctions
f + et f− ont chacune une intégrale finie. L’intégrale de f est alors définie par∫

f dm =
∫

f + dm−
∫

f− dm.

Si E est un ensemble mesurable, l’intégrale de f sur E est∫
E

f dm =
∫

f χE dm.

Exemples :
Une fonction constante non nulle est non intégrable.
Nous verrons que la fonction sin x

x n’est pas intégrable.

Propriétés :
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1. L’application f →
∫

f dm est linéaire
2. f , g mesurables, f ≤ g⇒

∫
E f dm ≤

∫
E g dm (E mesurable)

3. E ⊂ F mesurables et f mesurable positive⇒
∫

E f dm ≤
∫

F f dm
4. E, F mesurables et E ∩ F = ∅⇒

∫
E∪F f dm =

∫
E f dm +

∫
F f dm

5. E =
⋃

n En, (En) suite croissante d’ensembles mesurables, alors∫
E

f dm = lim
n→∞

∫
En

f dm

Proposition 2.4.1. Une fonction f mesurable est intégrable si et seulement si | f | est intégrable.
On a l’inégalité de la valeur absolue∣∣∣∣∫ f dm

∣∣∣∣ ≤ ∫ | f | dm.

Si f est mesurable, g L-intégrable et si | f | ≤ |g|, alors f est intégrable et∣∣∣∣∫ f dm
∣∣∣∣ ≤ ∫ |g| dm.

Ceci marque une nouvelle différence avec l’intégrale de Riemann. Une fonction f peut
ne pas être Riemann intégrable alors que | f | l’est. On peut prendre par exemple la
fonction définie sur [0, 1] et telle que

f (x) =
{

1 pour x ∈ Q,
−1 pour x /∈ Q.

La notion d’intégrale semi-convergente est particulière à l’intégrale de Riemann et
n’existe pas pour l’intégrale de Lebesgue.

On définit l’intégrale d’une fonction à valeurs complexes f (x) = u(x) + i v(x), où les
fonctions u et v sont à valeurs réelles, par∫

f dm =
∫

u dm + i
∫

v dm.

2.4.4 La notion de ”presque partout”.

Une propriété liée à un point s ∈ Rp est vérifiée presque partout (p.p.) si l’ensemble
des points pour lesquels elle n’est pas vérifiée est de mesure nulle :
- deux fonctions mesurables f et g sont dites égales presque partout :

f = g p.p.

si l’ensemble E = {x, f (x) 6= g(x)} est de mesure nulle.
- f : E ⊂ Rp → R est définie presque partout si le complémentaire de E dans Rp est
de mesure nulle.
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Proposition 2.4.2. Soit f mesurable positive et E tel que m(E) > 0. Alors
∫

E f dm = 0 si et
seulement si f = 0 p.p. sur E.

Une conséquence de cette proposition est que l’on peut modifier une fonction intégrable
sur un ensemble de mesure nulle sans changer son intégrale. En particulier, si f est me-
surable définie presque partout et s’il existe g intégrable telle que f = g p.p., on définit
l’intégrale de f par ∫

f dm =
∫

g dm.

Du point de vue des propriétés de l’intégrale, on ne distinguera plus deux fonctions
égales p.p. Elles sont équivalentes par la relation d’équivalence ”égales p.p.”. Cette
relation permet de quotienter l’espace vectoriel des fonctions intégrables.

Définition-Proposition 2.4.1. On note L1(Rp) l’espace vectoriel des classes de fonctions
intégrables sur Rp. La quantité ∫

| f | dm

est une norme sur L1(Rp).

Une conséquence de la proposition 2.4.1 est que si f : Rp → R est une fonction
mesurable, bornée presque partout sur un ensemble de mesure finie E, alors f est
L-intégrable. Cependant f intégrable n’implique pas f bornée p.p., mais f finie p.p.
Grace à la notion de presque partout, on peut aussi caractériser les fonctions R-intégra-
bles : on montre qu’une fonction f bornée sur un intervalle borné [a, b] est R-intégrable
si et seulement si elle est continue p.p.

2.5 Calcul intégral

Dans cette section, on va donner les règles qui permettent de calculer en pratique des
intégrales.

2.5.1 Le théorème de la convergence dominée de Lebesgue

C’est le résultat le plus important de la théorie de l’intégration.

Théorème 2.5.1. Soit ( fn) une suite de fonctions intégrables qui converge presque partout
vers une fonction f . On suppose qu’il existe une fonction positive intégrable g telle que, pour
tout n, on ait

| fn| ≤ g p.p.
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Alors f est intégrable et on a ∫
f dm = lim

n→∞

∫
fn dm

Remarques.
1. Ce théorème fournit un nouvel exemple de situation où on a la possibilité d’in-

tervertir le signe lim et celui d’intégration. Le gain est manifeste par rapport
l’intégrale de Riemann, où il fallait la convergence uniforme.

2. Il fournit également un critère d’intégrabilité et un moyen de calcul de l’intégrale.
Attention, l’hypothèse de domination n’est pas toujours satisfaite, comme le mon-
tre la figure (fonctions de plus en plus effilées ou fonctions qui se décalent vers
l’infini).

3. Cas particulier : Théorème de la convergence bornée (Beppo Levi).
Si ( fn) est une suite de fonctions intégrables sur un ensemble E de mesure finie
convergeant simplement vers une fonction f , et si la suite ( fn) est uniformément
bornée sur E :

∃M > 0, ∀x ∈ E, ∀n | fn(x)| ≤ M,

alors f est intégrable sur E et∫
E

f dm = lim
n→∞

∫
E

fn dm

4. Supposons que l’ensemble des rationnels soit ordonné en une suite r1, r2, . . . , rn, . . .
et considérons la fonction définie sur [0, 1] par

fn(x) =
{

+1 si x ∈ {r1, r2, . . . , rn}
0 sinon

La suite fn converge ponctuellement vers la fonction caratéristique de Q ∩ [0, 1].
Les fonctions fn sont R-intégrable (d’intégrale nulle), mais f n’est pas R-intégrable.
Le théorème de Lebesgue permet de résoudre ce problème : pour tout n ∈ N,
| fn| ≤ 1 et l’intégrale de Lebesgue de fn est nulle car fn est nulle presque par-
tout. Le théorème de convergence dominée s’applique : f est L-intégrable et son
intégrale est nulle.
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2.5.2 Comparaison avec l’intégrale de Riemann.

Théorème 2.5.2. Soit f : [a, b] → R bornée, R-intégrable, alors elle est L-intégrable et les
deux intégrales sont égales : ∫

[a,b]
f dm︸ ︷︷ ︸

Lebesgue

=
∫ b

a
f (x) dx︸ ︷︷ ︸

Riemann

.

Pour l’intégrale de Riemann, on donne un sens au symbole
∫ a

b f (x) dx, pour a < b :

∫ a

b
f (x) dx = −

∫ b

a
f (x) dx.

On adoptera la même convention pour l’intégrale de Lebesgue :∫ 0

1
f (x) dx = −

∫
[0,1]

f dm.

L’intégrale de Riemann n’est définie que pour des fonctions bornées sur un inter-
valle borné. Lorsque ce n’est pas le cas, on peut définir les intégrales de Riemann
généralisées. Nous allons maintenant examiner les relations qui existent entre intégrale
de Riemann généralisée et intégrale de Lebesgue.

Proposition 2.5.1. Soit [a, b] un intervalle borné de R. Soit f : [a, b]→ R telle que pour tout
ε > 0, l’intégrale de Riemann

Iε =
∫ b

a+ε
| f (x)| dx

existe.
(i) Si limε→0 Iε = I < ∞, alors f est L-intégrable sur [a, b] et∫

[a,b]
| f (x)| dm = I.

(ii) Si limε→0 Iε = ∞, alors f n’est pas L-intégrable sur [a, b].

Dans le cas (i), l’intégrale de Riemann généralisée

lim
ε→0

∫ b

a+ε
f (x) dx,

existe (on dit qu’elle est absolument convergente). Dans le cas (ii), si f est positive,
l’intégrale de Riemann généralisée n’existe pas non plus. Par contre si f est de signe
quelconque, l’intégrale de Riemann généralisée peut exister (on dit qu’elle est semi-
convergente).
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On a des résultats analogues sur un intervalle non borné, par exemple [a, +∞[. L’inté-
grale de Riemann généralisée est alors

lim
T→∞

∫ T

a
f (x) dx.

Exemples :
– f (x) = 1√

x sur ]0, 1] est L-intégrable (intégrale de Riemann généralisée absolument
convergente).

– f (x) = 1
x sur ]0, 1] n’est pas L-intégrable.

– f (x) = sin x
x sur [0, ∞] n’est pas L-intégrable. Cependant elle admet une intégrale de

Riemann généralisée semi-convergente :
∫ ∞

0
sin x

x dx = π
2 .

2.5.3 Fonctions définies par des intégrales.

Soit f : E× I → R, où I est un intervalle ouvert de R, borné ou non, et E ⊂ Rp un
ensemble mesurable. Considérons la fonction de I dans R définie par l’intégrale

F(t) =
∫

E
f (x, t) dm(x), t ∈ I. (2.2)

La fonction à intégrer dépend d’un paramètre t ∈ I. C’est un moyen de définir de
nouvelles fonctions. Les résultats suivants concernent les propriétés de continuité et
de dérivabilité de cette fonction.

Proposition 2.5.2 (Continuité). Si la fonction f (x, t) est telle que
1. pour tout t ∈ I, la fonction x → f (x, t) est mesurable
2. pour presque tout x ∈ E, la fonction t→ f (x, t) est continue au point t0

3. il existe g(x) positive intégrable sur E telle que pour tout t ∈ I et pour presque tout x

| f (x, t)| ≤ g(x)

alors la fonction f (x, t) est intégrable sur E et la fonction F(t) est continue en t0 :

lim
t→t0

F(t) =
∫

E
f (x, t0) dm(x).
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On considère une suite tn qui converge vers t0 et on pose fn(x) = f (tn, x). Pour
presque tout x, fn(x) converge vers la fonction x → f (t0, x) et | fn(x)| ≤ g(x). Le
théorème de la convergence dominée s’applique et donne le résultat.

Exemple : La transformée de Fourier d’une fonction de L1(R),

f̂ (t) =
∫

R
e−2iπtx f (x) dx.

Proposition 2.5.3 (Dérivation). Si la fonction f (x, t) est telle que

1. pour tout t ∈ I, la fonction x → f (x, t) est intégrable sur E

2. pour presque tout x ∈ E, t→ f (x, t) est continûment dérivable sur I

3. il existe g(x) positive intégrable sur E telle que pour tout t ∈ I et pour presque tout
x ∈ E ∣∣∣∣∂ f

∂t
(x, t)

∣∣∣∣ ≤ g(x)

Alors, pour tout t ∈ I, la fonction x 7→ ∂ f
∂t (x, t) est intégrable, la fonction F est dérivable et on

a
F′(t) =

∫
∂ f
∂t

(x, t) dm(x).

Preuve On pose fn(x) = f (tn,x)− f (t0,x)
tn−t0

et on utilise le théorème des accroissements finis. 2

On a des résultats analogues lorsque t est une variable complexe.

2.5.4 Changement de variable

Soit f : ∆ ⊂ Rp → R une fonction et

φ : Ω → ∆
x = (x1, x2, . . . , xn) → y = (φ1(x), φ2(x), . . . , φn(x)),

où ∆ et Ω sont deux ouverts de Rp et un φ un difféomorphisme de classe C1, c’est
à dire que φ et une bijection continuement différentiable ainsi que φ−1. On appelle
Jacobienne de φ en x, la matrice des dérivées partielles de φ calculées en x :

Jac φ(x) =


∂φ1
∂x1

(x) ∂φ1
∂x2

(x) · · · ∂φ1
∂xn

(x)
∂φ2
∂x1

(x) ∂φ2
∂x2

(x) · · · ∂φ2
∂xn

(x)
...

...
∂φn
∂x1

(x) · · · · · · ∂φn
∂xn

(x)

 (2.3)

On note Jφ(x) le déterminant de la matrice Jacobienne et |Jφ(x)| la valeur absolue de
ce déterminant.

33



Théorème 2.5.3 (Changement de variable). Si f une fonction mesurable positive (resp.
intégrable) définie sur ∆. Alors la fonction x 7→ ( f ◦ φ)(x)|Jφ(x)| est mesurable positive
(resp. intégrable) sur Ω et on a∫

∆
f (y)dm(y) =

∫
Ω
( f ◦ φ)(x)|Jφ(x)|dm(x)

2.5.5 Le théorème de Fubini

Le théorème de Fubini précise les règles de permutation dans les intégrales doubles.

Théorème 2.5.4 (Fubini). Soit f : R×R→ R une fonction mesurable et E× F un ensemble
mesurable de R×R.
(i) Si f est positive sur E× F, on a∫

E×F
f (x, y) dx dy =

∫
E

(∫
F

f (x, y) dy
)

dx =
∫

F

(∫
E

f (x, y) dx
)

dy (2.4)

(ii) Si f est intégrable sur E× F, la fonction x → f (x, y) est intégrable pour presque tout y,
la fonction y→ f (x, y) est intégrable pour presque tout x, et (2.4) est vérifiée.

(iii) f est intégrable sur E× F si et seulement si∫
E

(∫
F
| f (x, y)| dy

)
dx < ∞ ou

∫
F

(∫
E
| f (x, y)| dx

)
dy < ∞

L’aspect pratique à retenir est que l’on peut calculer une intégrale double en choisis-
sant l’ordre d’intégrabilité que l’on veut, pourvu que l’une au moins des intégrales en
module existe. L’existence des deux intégrales

∫
E dx

∫
F f (x, y) dy et

∫
F dy

∫
E f (x, y) dx

n’implique pas l’intégrabilité de f sur E× F.

2.5.6 Intégration et dérivation

Quand on intègre, au sens de Riemann une fonction continue f sur R, on constate que
(i) la fonction x → F(x) =

∫ x
a f (t) dt est continue, dérivable et de dérivée f (x) au

point x. En ce sens-là, on peut dire que les deux opérations de dérivation et
d’intération sont réciproques l’une de l’autre.

(ii) si f est continûment différentiable sur [a, b] alors pour tout x ∈ [a, b] on a

f (x) = f (a) +
∫ x

a
f ′(t) dt. (2.5)

Qu’en est-il de l’intégrale de Lebesgue ?

Le point (i) se généralise de la façon suivante :
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Proposition 2.5.4. Soit f : [a, b] → R une fonction L-intégrable. Alors la fonction F définie
par

F(x) =
∫ x

a
f (t) dt (2.6)

est continue sur [a, b]. Elle est dérivable p.p. sur [a, b] et on a

F′(x) = f (x) p.p.

Examinons maintenant la formule (2.5). Pour qu’elle ait un sens, il faut que f soit
dérivable p.p. avec f ′ intégrable sur [a, b]. On en déduit alors que f est continue sur
[a, b]. Ces conditions ne sont pas suffisantes. On peut en effet construire une fonction
f : [0, 1]→ [0, 1] continue, strictement croissante, telle que f (0) = 0 et f (1) = 1, et ad-
mettant presque partout une dérivée nulle (escalier de Cantor). Dans ce cas (2.5) n’est
pas vérifiée. Les fonctions pour lesquelles (2.5) est vérifié sont appelées absolument
continues. C’est le cas de la fonction primitive F(x) définie par (2.6). On montre qu’une
fonction est absolument continue si, pour tout ε > 0, il existe α tel que, pour toute
suite finie d’intervalles disjoints (xi, x′i), i = 1, . . . , n tels que ∑n

i=1 |x′i − xi| < α on
ait ∑n

i=1 | f (x′i)− f (xi)| < ε. Pour les fonctions absolument continues, on a le résultat
suivant :

Théorème 2.5.5 (intégration par parties). Soient u et v deux fonctions absolument continues
sur (a, b). Alors,∫ b

a
u(x)v′(x) dx = u(b)v(b)− u(a)v(a)−

∫ b

a
u′(x)v(x) dx.

2.6 Conclusion

Le principal avantage de la théorie de Lebesgue sur celle de Riemann et qu’elle admet
de bons théorèmes de convergence. Pour la théorie de Riemann, les fonctions inté-
grables sont essentiellement continues et les théorèmes de convergence nécessitent la
convergence uniforme. Ces hypothèses sont trop fortes dans de nombreuses applica-
tions pratiques du calcul intégral. Par exemple, en traitement du signal, on approxime
un signal très bruité par des échantillons obtenus par superposition de signaux sinu-
soidaux. Mais ces échantillons ne convergent que rarement de manière uniforme vers
le signal original. On a besoin pour approcher des invariants du signal définis par une
intégrale (énergie) d’avoir des théorèmes de convergence qui fonctionnent pour un
mode de convergence plus faible (convergence simple p.p.). La théorie de Lebesgue
fournit un cadre appropprié pour le traitement du signal (séries et transformées de
Fourier), celui des espaces de fonctions intégrables qui font l’objet du chapitre suivant.

Par contre l’intégrale de Lebesgue ne possède pas de notion d’intégrale semi-conver-
gente. De ce fait, les rapports entre la théorie de l’intégration et le calcul différentiel
sont ambigus (cf. section 2.5.6).
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Ce qu’il faut retenir ...

Pourquoi définir la mesure de Lebesgue ?
Pour mesurer des ensembles compliqués comme par exemple :
– l’ensemble des rationnels de [0, 1] : sa mesure est nulle.
– son complémentaire, l’ensemble des irrationnels de [0, 1] : sa mesure est 1.

Quelle est la mesure d’un intervalle ?
La mesure d’un intervalle [a, b], [a, b[, ]a, b], ]a, b[ est toujours b− a.

Quels sont les ensembles mesurables de R ?
Quasiment tous ... il est difficile d’en construire un qui ne l’est pas.

Comment montrer qu’un ensemble est de mesure nulle ?
On montre qu’il est possible de l’inclure dans un ensemble dénombrable d’inter-
valles dont la somme des longueurs est arbitrairement petite.
Les ensembles finis, les ensembles dénombrables (en bijection avec N, i.e. que l’on
peut énumérer) sont des ensembles de mesure nulle.

A quoi sert une norme ?
Une norme sert à mesurer la taille d’un objet ou la distance entre deux objets, comme
la valeur absolue dans R, la norme euclidienne dans R2. Sur un espace de fonc-
tions, une norme va permettre de donner un sens à des phrases comme : ”ces deux
fonctions sont proches”, ”ces deux signaux sont proches”, ”ces deux systèmes sont
proches”.

A quoi sert la notion de convergence ?
La notion de convergence permet d’approcher un objet ”compliqué” par des objets
plus ”simples”. Par exemple, la suite{

un+1 = 1
2

(
un + 2

un

)
u0 = 3

2

est une suite de nombre rationnels qui converge vers
√

2.
De même, on cherchera à approcher (représenter) les signaux périodiques par des
objets plus simples, les séries de Fourier et on se posera des problèmes de conver-
gence.

Qu’est-ce qu’un espace complet ?
Un espace complet est un espace dans lequel une suite ”qui a tout pour converger”
(suite de Cauchy) converge effectivement. Lorsqu’un espace n’est pas complet, c’est
qu’il lui ”manque” des points ... Par exemple, Q n’est pas complet : la suite un de
la question précédente est de Cauchy, mais elle ne converge pas dans Q puisque√

2 /∈ Q. Le complété de Q est R.

Pourquoi définir l’intégrale de Lebesgue ?
L’intégrale de Riemann est définie pour des fonctions continues par morceaux, or
– on veut pouvoir calculer des surfaces qui sont limitées par des courbes éven-

tuellement bizarres (pas continues du tout),
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– les fonctions que l’on veut intégrer en pratique (signaux ..) ne sont généralement
pas continues.

Il faut une intégrale pour laquelle davantage de fonctions soient intégrables !
Pour l’ensemble des fonctions Riemann intégrables sur un intervalle [a, b], l’appli-
cation

I : f 7→ I( f ) =
∫ b

a
| f (x)|dx

n’est pas une norme car on n’a pas (I( f ) = 0)⇒ ( f = 0). Prendre par exemple une
fonction qui vaut zéro sauf en un nombre fini de points : son intégrale de Riemann
est nulle, mais pas elle !
Si on se limite aux fonctions continues sur [a, b], alors I : C([a, b])→ R+ est bien une
norme (cf TD), mais l’espace vectoriel normé obtenu n’est pas complet. Par exemple,
la suite de fonctions fn converge vers une fonction qui n’est pas continue :

y

x

1

1
2

11
n

fn(x)

Pour avoir un espace vectoriel normé complet, il faut considérer l’ensemble des
fonctions Lebesgue intégrables L1([a, b]). La notion de presque partout permet de
montrer que I : L1([a, b]) 7→ R+ est une norme. L1([a, b]) est le complété de C([a, b]).

A quoi sert la notion de presque partout ?
La notion de presque partout est essentielle car deux fonctions égales presque par-
tout ont même intégrale. Ce qui se passe sur un ensemble de mesure nulle n’a pas
d’influence sur l’intégrabilité. Du point de vue de l’intégration, on peut identifier
deux fonctions égales presque partout. Réciproquement,

∫
| f − g| = 0⇒ f = g p.p.

C’est grâce à cette propriété que l’application I : L1([a, b]) 7→ R+ est une norme.

Quelles sont les différences entre Riemann et Lebesgue ?
– une fonction f (x) peut ne pas être Riemann intégrable alors que | f (x)| l’est. Par

exemple, la fonction définie sur [0, 1] qui vaut 1 sur les rationnels et −1 sur les
irrationnels n’est pas Riemann intégrable alors que sa valeur absolue l’est.
Par définition, f est Lebesgue intégrable si et seulement si | f | l’est.

– les fonctions Riemann intégrables et les intégrales généralisées absolument conver-
gentes sont Lebesgue intégrables.

– par contre, avec l’intégrale de Lebesgue, il n’y a pas de notion d’intégrale semi-
convergente.

– les théorèmes de convergence sont plus simples avec Lebesgue, il suffit de vérifier
une hypothèse de domination.
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Exercices

Mesure et intégrale de Lebesgue

1. On considère l’ensemble C0([0, 1]) des fonctions continues définies sur [0, 1] et à
valeur dans R. C0([0, 1]) est complet pour la norme ‖ f ‖∞ = supx∈[0,1] | f (x)|.
a. Montrer que ‖ f ‖1 =

∫ 1
0 | f (x)| dx définit une norme sur C0([0, 1]). Montrer

que cette norme n’est pas équivalente à ‖ ‖∞. On pourra considérer la fonction
φn affine par morceaux sur [0, 1], φn(0) = 0, φn(1/n) = 1, φn(t) = 0, pour
t ≥ 2/n.

b. Montrer que C0([0, 1]) muni de la norme ‖ ‖1 n’est pas complet : pour cela, on
pourra considérer la suite Φn définie par

Φn(x) =


0 pour 0 ≤ x ≤ 1

2 −
1
n

nx− n
2 + 1 pour 1

2 −
1
n < x < 1

2
1 pour 1

2 ≤ x ≤ 1
.

c. Comparer sur C0([0, 1]) les notions de convergence simple, convergence uni-
forme et convergence en norme ‖ ‖1.

2. Pourquoi l’ensemble des ouverts de Rp n’est-il pas une tribu ?
Montrer que tout ensemble fermé de Rp est un borélien de Rp.
Montrer que Q et R \Q sont des boréliens de R.

3. Montrer que si S1 ⊂ S2 sont mesurables, alors m(S1) ≤ m(S2).
Montrer qu’un ensemble dénombrable est de mesure nulle.
Soit S =

⋃∞
n=1 Sn, où Sn est une suite d’ensembles de mesure nulle. Montrer que

S est de mesure nulle.
Quelle est la mesure de Lebesgue de l’ensemble des irrationnels de [0, 1].

4. Montrer que f est intégrable si est seulement si | f | l’est. Donner un exemple de
fonction f non R-intégrable, | f | l’étant.

5. Montrer que la relation f ∼ g si f − g = 0 p.p. (presque partout) est une relation
d’équivalence sur l’ensemble des fonctions mesurables.

6. Soit f mesurable et E tel que m(E) > 0. Montrer que
∫

E f dm = 0 si et seulement
si f = 0 p.p. sur E.

7. Montrer que f L-intégrable implique f finie presque partout.

Convergence dominée. Comparaison R-L

1. On considère les suites de fonctions :

(i) fn(x) =


0 pour x /∈ [n− 1

2 , n + 1
2 ]

2x− 2n + 1 pour x ∈ [n− 1
2 , n]

−2x + 2n + 1 pour x ∈ [n, n + 1
2 ]

(ii) fn définie sur [0, 1] fn(x) =


0 pour x ∈ [ 2

n , 1]
n3x pour x ∈ [0, 1

n ]
−n3x + 2n2 pour x /∈ [ 1

n , 2
n ]
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Calculer
∫

fn dm. La suite fn a t’elle une limite ponctuelle f ?
Est-ce que limn→∞

∫
fn dm =

∫
f dm ?

Pourquoi le théorème de la convergence dominée ne s’applique-t-il pas ?

2. Montrer que la suite un =
∫ n

0

(
1− x

n
)n cos x dx est convergente et calculer sa

limite.

3. Montrer que
- f (x) = 1

xα est L-intégrable sur [0, 1] pour α < 1,
- f (x) = 1

xα est L-intégrable sur [1, ∞[ pour α > 1,
- f (x) = sin x

x n’est pas L-intégrable sur [1, ∞[, mais que son intégrale de Riemann
généralisée est semi-convergente.

Calcul intégral

1. Soit f : R → R une fonction intégrable. Pour tout t ∈ R, on pose F(t) =∫
eitx f (x) dx. Montrer que F(t) est bien définie et continue. On suppose que

pour tout n ≥ 0, x → xn f (x) est intégrable. Montrer que F(t) est indéfiniment
dérivable.

2. Etant donné deux fonctions f et g de R dans C, on appelle convolution de f et g
la fonction f ∗ g, si elle existe, définie par

f ∗ g(x) =
∫

R
f (x− t)g(t) dt.

On suppose que f et g sont dans L1(R). Montrer que la fonction (y, z)→ f (y)g(z)
appartient à L1(R2) (utiliser le théorème de Fubini). En déduire que f ∗ g est
définie presque partout et appartient à L1(R) .

3. On considère la fonction
f (x, y) =

xy
(x2 + y2)2 ,

sur le carré ∆ = [−1, 1]× [−1, 1]. Calculer

P =
∫ 1

−1
f (x, y) dx et Q =

∫ 1

−1
f (x, y) dy.

En passant en coordonnées polaires, montrer que f n’est pas intégrable sur ∆.

4. Soit f une fonction de L1(R2) telle que
∫∫

R2 f (x, y) dxdy = 1. Calculer

I =
∫∫

R2
f (2x + y, x− y) dx dy.

5. Calculer I =
∫ ∞

0 e−ax2
dx. On calculera l’intégrale double I2 en passant en coor-

données polaires.
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Chapitre 3

Espaces de fonctions intégrables
Convolution

3.1 Les espaces Lp

Définition 3.1.1. Soit p > 0 réel et I ⊂ R un intervalle borné ou non. On appelle Lp(I)
l’ensemble des fonctions f : I → C, mesurables et de puissance p-ième intégrable

∫
I
| f |p dm < ∞.

Définition 3.1.2. On appelle L∞(I) l’ensemble des fonctions f : I ⊂ R → C, mesurables,
bornées presque partout.

Lorsque I = R on note simplement Lp pour Lp(R).
L’idée qui est derrière l’introdution des espaces Lp est de fournir une échelle permet-
tant de quantifier le degré d’intégrabilité d’une fonction. Intuitivement, le paramètre
p sert à amplifier les grandes valeurs de | f | et l’appartenance à Lp signifie que ces
grandes valeurs ne pèsent pas trop lourd.

Exemple : pour 1 ≤ p < ∞, et k ∈N, la fonction f (x) = x−1/k appartient à
- Lp([0, 1]) si et seulement si k > p
- Lp([1, ∞[) si et seulement si p > k.
Ces fonctions sont représentées sur la figure ci-dessous.
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Proposition 3.1.1. Pour 1 ≤ p < ∞, Lp(I) est un espace vectoriel muni de la norme

‖ f ‖p =
(∫

I
| f |p dm

)1/p
. (3.1)

Il est souhaitable de compléter cette échelle d’espaces (Lp, 1 ≤ p < ∞) en lui adjoignant le cas
limite p = ∞.

L∞(I) est un espace vectoriel muni de la norme

‖ f ‖∞ = inf{c ≥ 0, | f (x)| < c p.p.} (3.2)

Exemple : Soit f : [−1, 1] → R, f (x) = x2, et g : [−1, 1] → R, telle que g(x) = f (x)
sauf en 0 où g(0) = 2 et en ±1/2 où g(±1/2) = 4. Alors,

sup
x∈[−1,1]

| f (x)| = 1, sup
x∈[−1,1]

|g(x)| = 4, ‖ f ‖∞ = ‖g‖∞ = 1.

Remarques. Rappelons que deux fonctions égales presque partout sont équivalentes
du point de vue de l’intégration. Un élément de Lp n’est pas une fonction mais un
ensemble de fonctions égales p.p. Néanmoins, pour simplifier le langage, nous parlons
de fonctions de Lp. Il suffit de garder en mémoire le fait que lorsque deux fonctions
sont égales p.p., elles sont considérées comme une seule et même fonction.
C’est cette notion de presque partout qui fait de (3.1) une norme (cf. proposition 2.4.2) :
‖ f ‖p = 0 ⇔ f = 0 p.p. Pour p = ∞, on a | f (x)| ≤ ‖ f ‖∞ p.p. et donc ‖ f ‖∞ = 0 ⇒
f = 0 p.p.

Pour montrer la Proposition 3.1.1 on utilise les inégalités suivantes :
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Proposition 3.1.2 (Inégalité de Hölder). Soit f ∈ Lp(I), g ∈ Lq(I) avec 1 ≤ p, q ≤ ∞ et

1
p

+
1
q

= 1.

Alors, f g ∈ L1(I) et ∫
I
| f (t)g(t)| dt ≤ ‖ f ‖p‖g‖q.

On démontre cette inégalité en utilisant la convexité de la fonction exponentielle [10,
chap.3]. On en déduit :

Proposition 3.1.3 (Inégalité de Minkowsky). Soit f ∈ Lp(I), g ∈ Lp(I), avec 1 ≤ p ≤ ∞.
Alors, f + g ∈ Lp(I) et

‖ f + g‖p ≤ ‖ f ‖p + ‖g‖p.

Cela prouve l’inégalité triangulaire. Il en résulte que Lp(I) est un espace vectoriel
normé pour 1 ≤ p ≤ ∞. Pour 0 < p < 1, Lp(I) n’est pas un espace vectoriel.

Théorème 3.1.1. Pour 1 ≤ p ≤ ∞, les espaces Lp(I) sont des espaces vectoriels normés
complets.

Toute suite de Cauchy (∀ ε > 0, ∃N ∈N tel que ∀m, n > N, ‖ fm− fn‖p < ε) converge
vers un lment de Lp(I). Ce théorème est très important. Il confirme la supériorité de
l’intégrale de Lebesgue (l’espace des fonctions R-intégrables n’est pas complet).

On introduit ainsi une nouvelle notion de convergence, la convergence en norme p : la
suite ( fn) converge en norme p vers f si

lim
n→∞
‖ f − fn‖p = 0.

On définit aussi la convergence p.p. : la suite ( fn) converge presque partout vers f si
l’ensemble des points x tels que fn(x) n’ait pas pour limite f (x) est de mesure nulle.
On a

convergence uniforme⇒ convergence ponctuelle⇒ convergence p.p.

Il n’y a pas de lien entre la convergence p.p. et la convergence en norme p. La conver-
gence en norme p entraı̂ne seulement la convergence presque partout d’une sous-suite.

3.2 Propriétés d’inclusion et de densité.

Proposition 3.2.1. Soit un intervalle I de mesure m(I) finie. On a

Lq(I) ⊂ Lp(I), 1 ≤ p ≤ q ≤ ∞.
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Si m(I) < ∞, on a donc L∞(I) ⊂ . . . ⊂ L2(I) ⊂ L1(I).

Certains sous-ensembles des Lp, constitués par des fonctions assez élémentaires ont
des propriétés de densité (relativement à la norme ‖ ‖p). On peut donc effectuer des
approximations des fonctions de Lp par des fonctions plus particulières.

Théorème 3.2.1. L’ensemble des fonctions simples intégrables est dense dans Lp(I) pour 1 ≤
p < ∞.

On appelle support d’une fonction continue f : R→ R (ou C) l’adhérence de {x; f (x) 6=
0}. On considère les espaces suivants :
Cp(I) ensemble des fonctions f : I → R (ou C) p-fois continument différentiables

(p = 0 continues, p = ∞ indéfiniment différentiables)
Cp

c (I) ensemble des fonctions de Cp(I) à support borné
D(I) ensemble des fonctions indéfiniment différentiables à support borné (fonctions

tests pour les distributions)
Relations d’inclusions entre ces espaces :

C∞(I) ⊂ · · · ⊂ Cp+1(I) ⊂ Cp(I) ⊂ · · · ⊂ C0(I)⋃ ⋃ ⋃ ⋃
D(I) ⊂ · · · ⊂ Cp+1

c (I) ⊂ Cp
c (I) ⊂ · · · ⊂ C0

c (I)

Théorème 3.2.2. L’espace C0
c (I) est dense dans Lp(I) pour 1 ≤ p < ∞.

Ce résultat est faux pour p = ∞ (prendre la fonction χ[0,1] dans L∞([0, 1])).
L’espace C0

c (I) muni de la norme définie par l’intégrale de Riemann
∫

I | f (t)| dt est un
espace métrique non complet. Si X est un sous-espace d’un espace métrique complet
Y, dense dans Y, on dit que Y est le complété de X. Tout espace métrique possède
un complété, unique à isomorphisme près. Le Théorème 3.2.2 affirme que le complété
de C0

c (I) n’est autre que L1(I). En ce sens, l’intégrale de Lebesgue est la meilleure
généralisation possible de l’intégrale de Riemann.
Le complété de C0

c (R) dans L∞ n’est pas L∞ mais le sous-espace des fonctions qui
”s’annulent” à l’infini : pour tout ε, il existe un compact hors duquel | f (x)| < ε.

3.3 Convolution

La convolution est, avec la transformée de Fourier, un des outils essentiels du traite-
ment du signal.

Définition 3.3.1. Soit f et g deux fonctions de R dans C. On appelle convolution de f et g la
fonction f ∗ g, définie lorsque l’intégrale est convergente, par

f ∗ g(x) =
∫

R
f (x− t)g(t) dt.
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Exemples :
(a) f = g = χ[0,1] alors

f ∗ g(x) =
∫

[0,1]
χ[0,1](x− t) dt =

∫
[x−1,x]

χ[0,1](s) ds = m([0, 1] ∩ [x− 1, x]),

soit

f ∗ g(x) =


0 si x ≤ 0
x si 0 ≤ x ≤ 1

2− x si 1 ≤ x ≤ 2
0 si x ≥ 2

Il est facile sur cet exemple d’effectuer une convolution graphique. La fonction f ∗ g
est continue, bien que f et g soient discontinues.

(b) f ∈ L1(R) et g = 1
2h χ[−h,h]. On a

f ∗ g(x) =
1

2h

∫ h

−h
f (x− t) dt =

1
2h

∫ x+h

x−h
f (s) ds.

Là encore, la fonction f ∗ g est continue, d’après la proposition 2.5.4.
Comme on a pu le voir sur ces exemples, la propriété essentielle de la convolution est
de régulariser en effectuant une moyenne.

Propriétés : Lorsque ces fonctions existent, on a :
f ∗ g = g ∗ f ;
( f1 + f2) ∗ g = f1 ∗ g + f2 ∗ g ;
(λ f ) ∗ g = λ f ∗ g, ou λ est un nombre complexe.

3.3.1 Convolution et théorie du signal.

En théorie du signal, l’importance du produit de convolution résulte surtout du fait
qu’il sert à modéliser des filtres (voir chapitre 1). Un filtre analogique est caractérisé
par une fonction h(t) appelée réponse impulsionnelle, et la réponse v(t) à une entrée
u(t) est v = h ∗ u. Pour connaı̂tre la nature des signaux qu’on peut admettre à l’entrée
du filtre, il faut des critères d’existence du produit de convolution.

Théorème 3.3.1. Si f et g sont dans L1(R), alors f ∗ g existe p.p. et appartient à L1(R). On
a

‖ f ∗ g‖1 ≤ ‖ f ‖1‖g‖1. (3.3)

L’inégalité (3.3) dit que pour f ∈ L1(R), l’opérateur linéaire g 7→ f ∗ g de L1(R) dans
L1(R) est continu.

Propriété : pour f , g, h ∈ L1(R), on a ( f ∗ g) ∗ h = f ∗ (g ∗ h) que l’on note f ∗ g ∗ h.
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Cette propriété permet de chaı̂ner plusieurs filtres, la sortie d’un filtre servant d’entrée
à un autre filtre :

u 7→ h1 ∗ u = v1 7→ h2 ∗ v1 = v2 7→ · · · 7→ hn ∗ vn−1 = vn.

Il en résulte un filtre dont la réponse impulsionnelle est h = h1 ∗ h2 ∗ · · · ∗ hn.

Le Théorème 3.3.1 est encore vrai dans le cas de signaux causaux, c’est à dire pour des
signaux et réponses impulsionnelles dans L1(R+) :

u ∈ L1(R+), h ∈ L1(R+)⇒ v = h ∗ u ∈ L1(R+).

Dans ce cas particulier, on a

h ∗ u(x) =
∫ x

0
h(t)u(x− t) dt.

Théorème 3.3.2. Si f ∈ Lp(R) et g ∈ Lq(R) avec 1
p + 1

q = 1, alors alors f ∗ g est partout
définie, continue et bornée sur R et on a

‖ f ∗ g‖∞ ≤ ‖ f ‖p‖g‖q.

On notera deux cas particulièrement important en théorie du signal :

1. f ∈ L1(R) et g ∈ L∞(R)⇒ f ∗ g ∈ L∞(R)

2. f ∈ L2(R) et g ∈ L2(R)⇒ f ∗ g ∈ L∞(R)

La continuité de l’opérateur correspond à une notion de stabilité du filtre correspon-
dant. Dans le cas 1., il s’agit de la notion la plus simple, la stabilité BIBO (de Bounded
Input Bounded Output) : un système est dit BIBO stable lorsque la sortie correspon-
dant à une entrée bornée est bornée. C’est le cas lorsque la réponse impulsionnelle
est L1. Un tel filtre n’est pas seulement stable, mais il jouit de nombreuses autres pro-
priétés qui résultent du caractère régularisant de la convolution, comme par exemple :

Proposition 3.3.1. Soit f une fonction de L1(R) et g une fonction de classe Cp. On suppose
que g(k) est bornée pour k = 0, 1, . . . , p. Alors f ∗ g est de classe Cp et

( f ∗ g)(k) = f ∗ g(k).

Une autre notion de stabilité importante est la stabilité dans L2 : la sortie correspondant
à une entrée d’énergie finie (i.e. dans L2) est d’énergie finie. C’est le cas lorsque la
réponse impulsionnelle est dans L1(R).

Théorème 3.3.3. Si f ∈ L1(R) et g ∈ L2(R), alors f ∗ g existe p.p. et appartient à L2(R).
On a

‖ f ∗ g‖2 ≤ ‖ f ‖1‖g‖2.
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3.3.2 Convolution et densité de D(R) dans L1(R).

Théorème 3.3.4. L’espace D(R) est dense dans L1(R).

Pour montrer ce résultat très utile (il implique que les fonctions p-fois différentiables
à support compact sont denses dans L1(R)) on utilise la convolution. Soit f ∈ L1(R).
On l’approche par une fonction fε de C0

c (R) (théorème 3.2.2), puis on approche fε à
son tour par une suite gn = fε ∗ ρn où ρn est une suite régularisante : ρn est une suite
de D(R) (donc gn ∈ D(R)) qui assure que gn converge vers fε dans L1(R) (voir [4]).
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Exercices

1. Pour quelles valeurs de p, la fonction f (x) = x−1/k, k ∈ N∗, appartient-elle à
Lp([0, 1]) ? à Lp([1, ∞[) ?

2. Les fonctions suivantes sont-elles dans L1, dans L2 ?
(a) f (t) = sin t

t pour t 6= 0, f (0) = 1 ;
(b) f (t) = 0 pour t ≤ 0 et f (t) = 1√

t(1+t2)
pour t > 0 ;

(c) f (t) = e−t2√
|t|

;

(d) f (t) = 1√
t2+1

;

(e) f (t) = e−t2
.

3. Inégalité de Schwartz. Soit I un intervalle borné ou non de R, f et g deux fonc-
tions de L2(I). Montrer que f g ∈ L1(I) et∣∣∣∣∫I

f (t)g(t) dt
∣∣∣∣2 ≤ ∫I

| f (t)|2 dt.
∫

I
|g(t)|2

(Remarquer que pour tout reél x, (x| f (t)|+ |g(t)|)2 ≥ 0).
En déduire que si I est borné et f ∈ L2(I), alors f ∈ L1(I).

4. Soit f (x) = P(x)
Q(x) une fraction rationnelle. On suppose que Q(x) n’a pas de racines

réelles. Montrer que
(a) deg P ≤ deg Q implique f ∈ L∞(R),
(b) deg P ≤ deg Q− 1 implique f ∈ L2(R),
(c) deg P ≤ deg Q− 2 implique f ∈ L1(R).
Ces conditions sont-elles suffisantes ?

5. Comparez les modes de convergence L∞, L1 et convergence presque partout.

6. Calculer
(i) χ[0,1] ∗ χ[0,1] puis χ[0,1] ∗ χ[0,1] ∗ χ[0,1]
(ii) χ[−a,a] ∗ sin x et χ[−a,a] ∗ cos x pour a > 0.
(iii) f ∗ u, f ∈ L1(R) et u l’échelon unité.

7. Montrer que
(a) f ∈ L1(R) et g ∈ L∞(R)⇒ ‖ f ∗ g‖∞ ≤ ‖ f ‖1‖g‖∞
(b) f ∈ L2(R) et g ∈ L2(R)⇒ ‖ f ∗ g‖∞ ≤ ‖ f ‖2‖g‖2.
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Chapitre 4

Signaux périodiques et séries de
Fourier

4.1 Introduction

Une fonction f (t) est dite périodique de période T (nombre réel strictement positif) si

∀t ∈ R, f (t + T) = f (t). (4.1)

La période fondamentale de f (t) est le plus petit nombre réel positif T qui satisfait
(4.1). Les signaux périodiques les plus simples sont les signaux sinusoı̈daux purs

cos
2π

T
t, sin

2π

T
t, ei 2π

T t.

Pour tout entier n > 0, les signaux sinusoı̈daux

cos 2πnt/T, sin 2πnt/T, e2i πnt/T

ont aussi pour période T, même si leur période fondamentale est T/n.

Comme il est souvent plus facile de calculer avec des exponentielles, nous allons
d’abord considérer la famille de signaux e2i πnt/T, n ∈ Z. On appelle polynôme
trigonométrique de degré inférieur ou égal à N, un polynôme de la forme

p(t) =
+N

∑
n=−N

cne2iπnt/T, cn ∈ C. (4.2)

On note PN l’ensemble des polynômes de degré inférieur ou égal à N. Le polynôme
p(t) prend des valeurs réelles si et seulement si c−n = c̄n.

Nous avons vu que les signaux sinusoidaux purs sont des fonctions propres des systè-
mes de convolution (section 1.3), ce qui explique leur importance. L’idée d’utiliser des
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signaux trigonométriques pour décrire des phénomènes périodiques ou vibratoires
est apparue assez tôt. Les Babyloniens les utilisaient pour prédire les mouvements
des planètes. Au XVII Ième siècle, une question au centre des débats était de savoir
si une large classe de fonctions périodiques pouvait être décomposée en une somme
trigonométrique :

f (t) = ∑ cnei2πnt/T ? (4.3)

Si on ne s’autorise que des sommes finies, la réponse est clairement non : la somme
trigonométrique est indéfiniment différentiable, alors que la fonction f (t) n’a aucune
raison de l’être, comme par exemple le créneau périodique. Dans un mémoire daté de
1807, Joseph Fourier affirma que la réponse à la question précédente était oui, pourvu
qu’on s’autorise des sommes infinies ... Ces résultats ont longtemps été controversés
avant de donner naissance à l’analyse de Fourier.

4.2 Le cadre de l’espace L2(0, T)

Nous considérons ici les fonctions f : R→ C, périodiques de période T telles que∫ T

0
| f (t)|2 dt < ∞. (4.4)

La restriction de la fonction f à l’intervalle [0, T] est donc dans l’espace L2(0, T). Rap-
pelons qu’une fonction f périodique de période T est entièrement déterminée par sa
restriction à [0, T]. Rappelons aussi que (4.4) représente l’énergie du signal f (t) tandis
que la quantité

‖ f ‖2
2 =

1
T

∫ T

0
| f (t)|2 dt, (4.5)

représente sa puissance moyenne. L’espace L2(0, T) sera muni de la norme ‖ ‖2 définie
par (4.5). Cette norme est équivalente à la norme définie en (3.1). Le facteur 1/T dans
(4.5), qui revient à considérer la mesure de Lebesgue divisée par T, est là pour sim-
plifier le formalisme : par exemple, la norme de la fonction constante 1 est 1. L’espace
L2(0, T) est donc un espace vectoriel normé complet. De plus, la norme (4.5) est as-
sociée à un produit scalaire

( f , g) =
1
T

∫ T

0
f (t)ḡ(t) dt.

Un tel espace s’appelle un espace de Hilbert. Les propriétés de ces espaces vont nous
permettre de donner une réponse simple et complète à la question (4.3).

Si l’égalité (4.3) ne peut avoir lieu pour une somme finie, on peut, étant donner un
entier N, chercher un polynôme trigonométrique p ∈ PN, i.e. de la forme (4.2), qui
approche au mieux la fonction f (t), c’est à dire, tel que ‖ f − p‖2 soit minimum. On
utilise la norme ‖ ‖2 pour ”mesurer” la distance entre deux fonctions. PN est un sous-
espace vectoriel de L2(0, T), de dimension finie, engendré par les fonctions en(t) =
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ei 2π
T nt, n = −N, . . . N. On peut alors reformuler le problème de la façon suivante :

trouver un élément sN de PN qui soit à distance minimum de f .

Dans un espace de Hilbert, c’est facile, grâce à la propriété dite de la projection or-
thogonale, qui assure que la distance minimum de f à un sous-espace de dimension
finie (ici PN) est toujours atteinte en un point sN ∈ PN. De plus, sN est la projection
orthogonale de f surPN. En fait, pour un sous-espace de dimension finie, tout se passe
comme dans un espace Euclidien.

Il reste à calculer la projection sN de f sur PN, c’est à dire l’unique élément de PN tel
que f − sN ⊥ PN. Les coefficients cn( f ) du polynôme trigonométrique sN se calculent
en écrivant que f − sN est orthogonal aux en(t) = ei 2π

T nt, n = −N, . . . N (puisqu’ils
engendrent PN) :

( f − sN, en) = 0, −N ≤ n ≤ N.

Un calcul simple montre que les en(t) sont orthogonaux deux à deux :

1
T

∫ T

0
emi 2π

T te−ni 2π
T t dt =

{
0 si n 6= m
1 si n = m (4.6)

et donc

( f , en) = (sN, en) =

(
N

∑
k=−N

ck( f )ek, en

)
= cn( f ).

Définition 4.2.1. Les nombres

cn( f ) =
1
T

∫ T

0
f (t)e−i 2π

T nt dt

sont appelés les coefficients de Fourier de f .

Théorème 4.2.1. Soit f ∈ L2(0, T). Il existe un polynôme trigonométrique sN ∈ PN et un
seul tel que

‖ f − sN‖2 = min{‖ f − p‖2, p ∈ PN} :

c’est la projection orthogonale de f sur PN

sN(t) =
+N

∑
n=−N

cn( f )ei 2π
T nt.

De plus, sN tend vers f dans L2(0, T) quand N tend vers l’infini :

‖ f − sN‖2 → 0, N → ∞.

La convergence des sommes partielles de Fourier sN est une conséquence du fait que
les fonctions en(t) forment une base Hilbertienne de L2(0, T). On écrit alors

f (t) =
+∞

∑
n=−∞

cn( f )ei 2π
T nt.
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Mais attention, il s’agit d’une égalité en norme L2(0, T). Elle ne signifie pas qu’il y ait
égalité ponctuelle, c’est à dire que pour tout t, f (t) soit égal à la somme de la série de
Fourier. C’est en fait seulement vrai p.p. (résultat difficile, Carleson, 1966) même pour
une fonction continue (voir [5]).

Proposition 4.2.1 (Égalité de Parseval.). Pour toute fonction f ∈ L2(0, T)

1
T

∫ T

0
| f (t)|2 dt =

∞

∑
n=−∞

|cn( f )|2 (4.7)

Remarque. Si f = g p.p., alors cn( f ) = cn(g). Réciproquement, étant donné une suite
(cn)n∈Z de nombres complexes, tels que

∞

∑
n=−∞

|cn|2 < ∞,

il existe une unique (classe de) fonction f ∈ L2(0, T) dont les coefficients soient les cn.
Autrement dit, f 7→ f̂ , f̂ (n) = cn( f ) est un isomorphisme d’espaces de Hilbert entre
L2(0, T) et `2.

4.3 Séries de Fourier en sinus et cosinus.

Nous avons vu qu’une fonction f (t) ∈ L2(0, T) s’écrit (égalité en norme L2(0, T))

f (t) =
+∞

∑
n=−∞

cnei 2π
T nt,

avec

cn =
1
T

∫ T

0
f (t)e−i 2π

T nt dt.

On peut réécrire cette série comme une somme de sinus et de cosinus :

f (t) =
a0

2
+

+∞

∑
n=1

an cos
2πnt

T
+ bn sin

2πnt
T

,

où

an =
2
T

∫ T

0
f (t) cos

2πnt
T

dt, bn =
2
T

∫ T

0
f (t) sin

2πnt
T

dt, n > 0.

Les an et les bn sont aussi appelés coefficients de Fourier, et les relations entres les an et
bn d’une part et les cn d’autre part sont les suivantes : pour n ≥ 0{

an = cn + c−n
bn = i(cn − c−n)

⇔
{

cn = (an − ibn)/2
c−n = (an + ibn)/2.
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Lorsque la fonction f est à valeurs réelles, c−n = c̄n et les an et bn sont réels.
Lorsque la fonction f est paire, bn = 0, n > 0, tandis que lorsque f est impaire, an =
0, n ≥ 0.
La fonction

hn(t) = an cos
2πnt

T
+ bn sin

2πnt
T

,

est appelée harmonique de rang n. L’harmonique de rang 1, h1, s’appelle le fondamental.
Cette terminologie fait référence au vocabulaire musical (voir [4, leçon 7 : Fréquences,
spectres et gammes]).

L’égalité de Parseval nous dit que la répartition de l’énergie ou de la puissance d’un
signal sur ces différents harmoniques est caractérisée par les coefficients de Fourier :
la puissance de h0 est |a0|2, et celle de hn, n > 0 est

1
2
(|an|2 + |bn|2) = 2|cn|2

On représente cette répartition en portant en abscisse pour chaque harmonique, sa
fréquence n

T , et en ordonnée |cn|, c’est ce qu’on appelle le spectre d’amplitude.

Un signal de L2(0, T) peut donc être caractérisé soit par son évolution temporelle soit
par son spectre : c’est ce qu’on appelle la dualité temps-fréquence. Nous verrons qu’à
certaines propriétés dans l’espace des temps correspondent des propriétés dans l’es-
pace des fréquences.

4.4 Représentation ponctuelle d’une fonction par sa série
de Fourier

En calcul numérique, une fonction est réduite à un certain nombre de valeurs ponc-
tuelles, il est donc important de s’interroger sur la convergence ponctuelle des séries
de Fourier. Cependant, l’étude de la convergence ponctuelle ou uniforme des séries de
Fourier est beaucoup plus délicate que celle de leur convergence dans L2(0, T).

Pour un signal dans L2(0, T), il est aussi important de savoir si |cn| tend rapidement
vers 0 quand n tend vers l’infini : en effet, on ne peut généralement considérer qu’un
nombre fini de termes (harmoniques), et si ce nombre est fixé, on perd d’autant moins
d’énergie que |cn| tend rapidement vers 0.

Les coefficients de Fourier d’une fonction f périodique existent dès que f est intégrable
( f L-intégrable ⇔ | f | L-intégrable), i.e. f ∈ L1(0, T). On considère sur L1(0, T) la
norme

‖ f ‖1 =
1
T

∫ T

0
| f (t)| dt.
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A toute fonction f ∈ L1(0, T) on peut associer une série de Fourier

∞

∑
n=−∞

cn( f )ei 2π
T nt :

on va étudier si elle converge, selon quel mode et vers quelle limite. Un premier
résultat positif :

Proposition 4.4.1. Soit f ∈ L1(0, T). Les coefficients de Fourier sont bornés : ∀n ∈ Z, |cn( f )| ≤
‖ f ‖1, et tendent vers 0 quand |n| → ∞ (lemme de Riemann-Lebesgue)

lim
n→±∞

cn( f ) = 0.

Le lemme de Riemann-Lebesgue s’établit facilement lorsque f ∈ C1(0, T), à l’aide
d’une intégration par parties. On utilise ensuite la densité de C1(0, T) dans L1(0, T)
(théorème 3.3.4).

On définit le produit de convolution de deux fonctions de L1(0, T) comme suit

f ∗ g(x) =
1
T

∫ T

0
f (x− t)g(t) dt. (4.8)

Proposition 4.4.2. Soit f , g ∈ L1(0, T). Alors, pour tout n ∈ Z, on a

cn( f ∗ g) = cn( f )cn(g).

Le polynôme trigonométrique sN(x) se calcule de la façon suivante :

sN(x) =
N

∑
n=−N

cnein 2π
T x =

N

∑
n=−N

(
1
T

∫ T

0
f (t)e−in 2π

T t dt
)

ein 2π
T x

=
1
T

∫ T

0
f (t)

N

∑
n=−N

ein 2π
T (x−t) dt = f ∗ DN(x)

où

DN(t) =
N

∑
n=−N

ein 2π
T t =

sin
(
(2N + 1)π t

T
)

sin
(
π t

T
) . (4.9)

On montre que DN satisfait les propriétés suivantes :

1. DN(0) = 2N + 1

2. DN(t) est une fonction paire

3. 1/T
∫ T

0 DN(t)dt = 1.

DN(t) est appelé noyau de Dirichlet.
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Remarque. Les difficultés pour prouver la convergence ponctuelle de sN vers f viennent
du fait que limN→∞ DN(t) n’existe pas. En effet, on peut écrire

sN(x)− f (x) =
1
T

∫ T/2

−T/2
[ f (x + t)− f (x)]DN(t) dt,

et pour prouver la convergence, on est amené à rendre infiniment petit le second
membre, auquel on ne peut pas appliquer les théorèmes de convergence puisque
limN→∞ DN(t) n’existe pas ...

On note

f (x+) = lim
h→0,h>0

f (x + h)

f (x−) = lim
h→0,h>0

f (x− h)

les limites à droite et à gauche de la fonction f en x.

Théorème 4.4.1 (Convergence locale de Dirichlet). Soit f ∈ L1(0, T). Si en un point x,
les limites à droite et à gauche, f (x+) et f (x−) existent, ainsi que les dérivées à droite et à
gauche, alors

lim
N→∞

sN(x) =
f (x+) + f (x−)

2
.

Preuve La démonstration ([4]) repose sur l’expression du reste

sN(x)− f (x+) + f (x−)
2

=
1
T

∫ T/2

0
[ f (x + t)− f (x+) + f (x− t)− f (x−)]DN(t) dt.

Les hypothèses impliquent que la fonction

φ(t) =
f (x + t)− f (x+) + f (x− t)− f (x−)

sin (πt/T)
,

est majorée par une fonction intégrable donc intégrable. La fonction∫ T/2

0
φ(t) sin (π(2N + 1)t/T) dt,

tend vers 0 quand N tend vers l’infini d’après le lemme de Riemann-Lebesgue. 2

Une fonction f : [0, T] → C est continue par morceaux si elle est continue sur [0, T],
sauf peut-être en un nombre fini de points, en lesquels elle admet une limite finie à
droite et à gauche. Une fonction est C1 par morceaux si elle est continue par mor-
ceaux et admet une dérivée, sauf éventuellement en un nombre fini de point, et si
cette dérivée est elle-même continue par morceaux.

Théorème 4.4.2 (Dirichlet). Soit f de période T, C1 par morceaux. Alors,

lim
N→∞

sN(x) =
f (x+) + f (x−)

2
.

En particulier, en tout point où f est continue, sN converge vers f .
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On peut tracer les approximants de Fourier de quelques fonctions classiques sur les
sites internets suivants :
http ://www.jhu.edu/ signals/fourier2

http ://www.univ-lemans.fr/enseignements/physique/02/divers/fourier.html

Des contrexemples au Théorème 4.4.2 :
1. f (t) = sin 2π

t , 0 < t ≤ 1.
f ∈ L1(0, 1), mais a un nombre infini de minima et de maxima, et n’admet pas
de limite à droite en zéro.

2. La fonction de période 8 définie par
x(t) = 1, 0 ≤ t < 4, x(t) = 1/2, 4 ≤ t < 6, x(t) = 1/4, 6 ≤ t < 7, x(t) =
1/8, 7 ≤ t < 7, 5, . . .
qui a un nombre infini de discontinuités.

Théorème 4.4.3. Soit f de période T, continue et C1 par morceaux. Alors la série de Fourier
de f ′ s’obtient en dérivant terme à terme celle de f .
Les coefficients de Fourier de f vérifient

∞

∑
n=−∞

|cn( f )| < ∞.

La série de Fourier de f converge uniformément vers f .

Preuve Les hypothèses ont été mises pour que l’on puisse intégrer par parties et pour que f ′

soit dans L2(0, T).

cn( f ) =
1
T

∫ T

0
f (t)e−in 2π

T t

=
1

−2iπn
[ f (t)e−in 2π

T t]T
0 −

1
2iπn

∫ T

0
f ′(t)e−in 2π

T t dt.
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Comme f est continue, le terme entre crochets est nul et on a

cn( f ′) =
2iπn

T
cn( f ).

On a l’inégalité (en utilisant 2ab ≤ a2 + b2)

|cn( f )| = T
2π|n| |cn( f ′)| ≤ T

4π

(
1
n2 + |cn( f ′)|2

)
.

Les séries ∑n
1
n2 et ∑n |cn( f ′)|2 convergent, la deuxième car f ′ ∈ L2(0, T) (égalité de Parseval).

Donc la série ∑n |cn( f ′)| converge aussi :

∞

∑
n=−∞

|cn( f )| < ∞.

Cela implique en particulier que la série de Fourier SN est de Cauchy pour la norme de la
convergence uniforme sur [0, T]. Donc SN converge uniformément vers une fonction g conti-
nue. Comme la convergence uniforme implique la convergence dans L2(0, T), d’après le théoré-
me 4.2.1, f = g p.p.. Mais f et g étant continues, ces deux fonctions sont partout égales. 2

En fait, plus la fonction est régulière, plus vite les coefficients de Fourier tendent vers
0. Si f ∈ Ck(0, T), f (k) ∈ L2(0, T) et

cn( f (k)) =
(

2iπn
T

)k
cn( f );

d’après Parceval, la série ∑n n2k|cn( f )|2 converge ; ce qui implique que

lim
n→∞
|nkcn( f )| = 0.

En résumé, on a :

f ∈ L1(0, T) ⇒ cn( f )→ 0
f ∈ L2(0, T) ⇒ ∑+∞

n=−∞ |cn( f )|2 < ∞
f ∈ C1(0, T) ⇒ ∑+∞

n=−∞ |cn( f )| < ∞
f ∈ Ck(0, T) ⇒ ∑+∞

n=−∞ n2k|cn( f )|2 < ∞
f ∈ C∞(0, T) ⇔ ∀k ∈N, limn→∞ |nkcn( f )| = 0

Définition 4.4.1. Lorsque

∀k ∈N, lim
n→∞
|nkcn( f )| = 0

on dit que la suite des coefficients de Fourier est à décroissance rapide.
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4.5 Conclusion.

Avec les séries de Fourier, une nouvelle façon de décrire les fonctions périodiques (re-
présentation fréquentielle) est apparue. Des opérations telles que la dérivation s’écri-
vent simplement en termes de coefficients de Fourier. La construction d’une fonction
périodique solution d’une équation différentielle peut ainsi se ramener à la construc-
tion des coefficients de Fourier correspondants. Les séries de Fourier font encore ac-
tuellement l’objet de recherches actives pour elles-mêmes, et ont suscité plusieurs
branches nouvelles : analyse harmonique, théorie du signal, ondelettes, etc. Elles se
rencontrent usuellement dans l’étude des courants électriques, des ondes cérébrales,
dans la synthèse sonore, le traitement d’images, etc.
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Exercices

1. Soit f (t) une fonction périodique de période T. Montrer que
– pour tout réel a,

∫ a+T
a f (t) dt =

∫ T
0 f (t) dt,

– si f (t) est paire, bn = 0, ∀n > 0, et an = 4
T

∫ T/2
0 f (t) cos 2πnt

T dt, ∀n ≥ 0

– si f (t) est impaire, an = 0, ∀n ≥ 0, et bn = 4
T

∫ T/2
0 f (t) sin 2πnt

T dt, ∀n ≥ 0
2. Développer en séries de Fourier le signal carré : f (t) = 1 sur ]0, 1], f impaire de

période 2.
3. Tracer les fonctions suivantes puis calculer leurs séries de Fourier.

(a) f (t) = t sur ]− 1, 1] et de période 2.
(b) f (t) = |t| sur ]− 1, 1] et de période 2.
(c) f (t) = t sur ]0, 1] et de période 1.
Ecrire l’égalité de Parseval dans les trois cas et vérifier la convergence des cn vers
0.

4. Calculer les coefficients de Fourier de la fonction paire de période 2 définie par
f (t) = t(1− t) sur [0, 1].
En déduire la somme des séries suivantes

∞

∑
k=1

1
k2 ;

∞

∑
k=1

(−1)k+1

k2 .

5. Oscillateur forcé
On veut résoudre l’équation :

y′′(t) + 2 y(t) = r(t)

Cette équation peut représenter le mouvement d’un solide de masse 1 placé à
l’extrémité d’un ressort de raideur 2 et soumis à un forçage r(t).
(a) Trouvez la solution générale de l’équation sans second membre.
(b) On suppose que r(t) = |t| sur [-1,1] et est de période 2. Cherchez une solution

particulière de la forme y(t) = ∑ Ak cos(k πt).
(c) Trouvez la solution pour les conditions initiales y(0) = 1 et y′(0) = 0. Cette

solution est-elle périodique ?
6. Équation de la chaleur.

On cherche une fonction u(x, t) : [0, 1]× [0, +∞[→ R qui satisfait l’équation de
la chaleur

∂u
∂t

(x, t) = κ
∂2u
∂x2 (x, t), 0 < x < 1, t > 0, (4.10)

avec les conditions aux limites (dites conductrices)

u(0, t) = u(1, t) = 0, t ≥ 0 (4.11)

et la condition initiale
u(x, 0) = f (x), 0 ≤ x ≤ 1, (4.12)

où κ > 0 est une constante et f (x) une fonction donnée, telle que f (0) = f (1) =
0.
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(a) Montrer que un(x, t) = exp(αnt) sin(nπx), n ≥ 1 est solution de (4.10) et
(4.11) pour αn convenablement choisi, que l’on déterminera.

(b) On cherche maintenant une solution de (4.10), (4.11) et (4.12) de la forme

u(x, t) =
∞

∑
n=1

anun(x, t).

En supposant que cette série converge et définit une application continue,
déterminer les coefficients an pour que (4.12) soit satisfaite.

(c) On suppose que f (x) est de classe C1. Que peut-on dire de ses coefficients de
Fourier ? En déduire que

∀t ≥ 0, ∀x ∈ [0, 1], |anun(x, t)| ≤ |bn|,

ou bn ∈ R est le terme d’une série absolument convergente ∑n
i=1 |bn| < ∞.

(d) Calculer la solution u(x, t) pour f (x) = sin(πx). Donner la limite de u(x, t)
quand t→ ∞.

7. Soient f et g deux fonctions de L2(0, T).

(a) Vérifier que f g ∈ L1(0, T).

(b) On note fN et gN les sommes de Fourier de f et g. Démontrer que

cn( fNgN) =
N

∑
n=−N

cn−k( f )ck(g)

(c) Montrer que fNgN tend vers f g dans L1(0, T) et que pour n fixé, on a

lim
N→∞

cn( fNgN) = cn( f g).

En déduire que

∀n ∈ Z, cn( f g) =
∞

∑
n=−∞

cn−k( f )ck(g).
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Chapitre 5

Transformée de Fourier.

Un signal périodique (de période T) se décompose en séries de Fourier. Ainsi, il ap-
parait comme une somme d’harmoniques de fréquences νn = n/T, n = 0, 1, 3, . . . Ces
fréquences νn sont des valeurs isolées dans R. Les fréquences présentes dans un signal
non périodique ne sont pas isolées. Elles prennent toutes les valeurs d’un intervalle.
La décomposition fréquentielle d’un tel signal est possible grâce à la transformation
de Fourier. La décomposition et la reconstitution se calculent par des intégrales.

5.1 Transformée de Fourier dans L1(R).

Définition 5.1.1. Soit f ∈ L1(R), la transformée de Fourier de f est définie sur R par

F f (ν) = f̂ (ν) =
∫

e−2iπνt f (t) dt (5.1)

On définit aussi la transformée de Fourier conjuguée

F̄ f (ν) =
∫

e2iπνt f (t) dt (5.2)

Comme |e±2iπνt| = 1, ces deux intégrales sont bien définies. Nous verrons que F̄ est
en général la transformée inverse de f . Pour f = χ[a,b], on montre que

f̂ (ν) =

{
b− a si ν = 0
sin π(b−a)ν

πν e−iπ(a+b)ν sinon

Remarque : f̂ n’est pas dans L1(R) puisque sin π(b−a)ν
πν n’est pas intégrable.

Théorème 5.1.1 (Riemann-Lebesgue). Soit f ∈ L1(R), alors
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(i) f̂ est une fonction continue et bornée sur R.
(ii) F : f → f̂ est un opérateur linéaire et continu de L1(R) dans L∞(R)

‖ f̂ ‖∞ ≤ ‖ f ‖1.

(iii) limν→∞ f̂ (ν) = 0.

2 Pour tout t, la fonction ν → e−2iπνt f (t) est continue sur R et |e−2iπνt f (t) ≤ | f (t)|
qui est intégrable. Le théorème de continuité sous le signe

∫
assure la continuité de f̂ .

D’après l’inégalité de la valeur absolue,

| f̂ (ν)| ≤
∫
| f (t)| dt = ‖ f ‖1,

ce qui prouve (ii).
Pour f = χ[a,b], | f̂ (ν)| ≤ 1

π|ν| pour ν 6= 0 et donc (iii) est vérifié. On le montre pour

toute fonction de L1(R) en utilisant la densité des fonctions simples dans L1(R). 2

Propriétés :
1. linéarité
2. changement d’échelle de temps

g(t) = f (at), a ∈ R∗→ ĝ(ν) = 1
|a| f̂ (ν/a) Si on étale les valeurs de f son spectre

se concentre, si on concentre les valeurs de f son spectre s’étale.
3. théorème du retard

g(t) = f (t− t0), t0 ∈ R→ ĝ(ν) = e−2iπνt0 f̂ (ν)
4. g(t) = e−2iπν0t f (t), ν0 ∈ R→ ĝ(ν) = f̂ (ν− ν0)

Proposition 5.1.1 (Formule d’échange). Soit f et g deux fonctions de L1(R). Alors f ĝ et
f̂ g sont dans L1(R) et ∫

f (x)ĝ(x) dx =
∫

f̂ (x)g(x) dx.

2 Comme ĝ est bornée (théorème de Riemann-Lebesgue), et f ∈ L1(R), f ĝ ∈ L1(R).
De même pour f̂ g. L’égalité résulte du théorème de Fubini car l’application

(x, y)→ e−2iπxy f (x)g(y)

est dans L1(R2). 2

Proposition 5.1.2 (Transformée de Fourier et dérivation).
1. dérivation temporelle : si f ∈ Cn et pour k = 0, 1, . . . , n, f (k)(t) ∈ L1(R), alors

F ( f (k))(ν) = (2iπν)k f̂ (ν), k = 0, 1, . . . , n,

2. dérivation fréquentielle : si pour k = 0, 1, . . . , n, tk f (t) ∈ L1(R) alors f̂ ∈ Cn f et

f̂ (k) = F ((−2iπt)k f (t)).

62



2

1. On le montre pour n = 1, puis par récurrence. Comme f ′ ∈ L1(R),

F ( f ′)(ν) =
∫

e−2iπνt f ′(t) dt = lim
a→∞

∫ a

−a
e−2iπνt f ′(t) dt.

On fait alors une intégration par parties∫ a

−a
e−2iπνt f ′(t) dt =

[
e−2iπνt f (t)

]a

−a
+
∫ a

−a
(2iπν)e−2iπνt f (t) dt.

Lorsque a→ ∞, le terme entre crochet tend vers 0 : comme f ∈ C1,

f (a) = f (0) +
∫ a

0
f ′(t) dt,

et comme f ′ ∈ L1(R),
∫ a

0 f ′(t) dt, et par conséquent f (a), ont une limite lorsque
a→ ∞. Cette limite est nulle car f est intégrable. On a doncF ( f ′)(ν) = (2iπν)F ( f )(ν).

2. On applique le théorème de dérivation sous le signe
∫

.

2

Remarques. On retiendra que plus f (t) est dérivable, avec des dérivées intégrables,
plus f̂ décroit rapidement à l’infini. En effet d’après Riemann-Lebesgue, sous les hy-
pothèses du 1. de la proposition, |2πν|n | f̂ (ν)| → 0 quand ν tend vers l’infini, et donc
f̂ (ν) se comporte à l’infini comme un infiniment petit de l’ordre de 1/|ν|n au moins.
En particulier, une fonction indéfiniment dérivable a une transformée de Fourier qui
décroit plus rapidement que toute puissance de 1/|ν| quand ν→ ∞.
C’est notamment parce que la transformation de Fourier transforme l’opération de
dérivation (par rapport à t) en une multiplication (par 2iπν) qu’elle est importante. Par
transformation de Fourier, une équation différentielle devient une équation algébrique :

f ′′ + f = g F−→ (−4π2ν2 + 1) f̂ = ĝ.

Proposition 5.1.3 (Transformée de Fourier et convolution). Si f et g sont dans L1(R),
alors

F ( f ∗ g) = F fFg (5.3)

Si de plus f̂ et ĝ sont dans L1(R), alors

F ( f g) = F f ∗ Fg

Preuve On a vu que lorsque f et g sont dans L1(R), alors f ∗ g est dans L1(R). On peut donc
calculer sa transformée de Fourier. La formule (5.3) découle du théorm̀e de Fubini qui s’ap-
plique puisque la fonction (x, t)→ e−2iπνt f (x)g(t− x) est dans L1(R2). 2
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Théorème 5.1.2. Si f et f̂ sont dans L1(R),

f (t) = F̄ ( f̂ )(t) =
∫

e2iπνt f̂ (ν) dν, (5.4)

en tout point où f est continue.

Pour la démonstration voir [4, th.18.1.1]. La formule (5.4) s’appelle representation
spectrale de f . Ainsi, f est déterminée soit dans l’espace des temps par f (t) soit dans
celui des fréquences par f̂ (ν). Notons que pour connaitre f (t) pour une valeur fixée
de t, il faut connaitre f̂ sur R tout entier, et pour connaitre f̂ pour une fréquence fixée
ν, il faut connaitre f sur tout l’axe des temps. On ne peut pas espérer récupérer exacte-
ment f à partir de f̂ dans tous les cas : f̂ ne change pas si on modifie f sur un ensemble
négligeable.

5.2 Transformée de Fourier dans L2(R)

Rappelons qu’une fonction f ∈ L2(R) n’est pas nécessairement intégrable, comme par
exemple sin t/t. On ne sait donc pas définir la transformée de Fourier par l’intégrale

F f (ν) =
∫

f (t)e−2iπνt dt.

L’idée est d’utiliser un sous-espace dense dans L2(R) et stable par F en vue d’obtenir
une formule d’inversion.

5.2.1 L’espace S des fonctions à décroissance rapide.

Définition 5.2.1. On dit qu’une fonction f indéfiniment dérivable est à décroissance rapide si
pour tout entiers positifs p et q

lim
|t|→∞

|tp f (q)(t)| = 0.

On note S l’ensemble des fonctions indéfiniment dérivable à décroissance rapide.

La décroissance de f est qualifiée de rapide par comparaison avec celle des fonctions
1/tp puisque la limite du quotient de f (t) par 1/tp est 0. De plus toutes les dérivées
de f décroissent plus rapidement que ces fonctions.

Un représentant caractéristique de l’espace S est la Gaussienne

g(t) = βe−α(t−t0)2
.
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La transformée de Fourier de la fonction g(t) = e−πt2
est ĝ(ν) = e−πν2

. Cette fonction
est donc invariante par transformation de Fourier.

On vérifie très facilement que si f ∈ S , pour tout p, il existe Mp tel que

| f (t)| ≤
Mp

1 + |t|p ,

ce qui implique que f est bornée, elle est dans L1(R) et dans L2(R).

Théorème 5.2.1. La transformée de Fourier F est une application linéaire bijective de S dans
S . L’application inverse est F−1 = F̄ .

2 On a vu que S ⊂ L1(R). D’après la propriété de dérivation fréquentielle, comme
tp f (t) est intégrable pour tout entier p, la fonction f̂ est indéfiniment différentiable, et

f̂ (p) = F ((−2iπt)p f (t)).

On veut maintenant montrer que νq f̂ (p)(ν) tend vers 0 lorsque |ν| → ∞. On a

(2iπν)q f̂ (p)(ν) = (2iπν)q F ((−2iπt)p f (t))(ν) = F (g(q)(t))(ν)

d’après la propriété de dérivation temporelle appliquée à la fonction g(t) = (−2iπt)p f (t).
D’après le théorème de Riemann-Lebesgue, limν→∞ F (g(q)(t))(ν) = 0 et donc f̂ ∈ S .
La formule d’inversion dans L1(R) s’applique en tout point puisque f est continue.
Les relations

f̂ (ν) =
∫

f (t)e−2iπνt dt

f (t) =
∫

f̂ (ν)e2iπνt dν

sont donc équivalentes pour un élément de S . 2

L’ensemble S est stable pour de nombreuses opérations : si f , g sont dans S , P est un
polynôme et k un entier, alors f (k), f P, f g et f ∗ g sont dans S .

Nous avons vu que l’ensemble S est contenu dans L2(R). De plus, on a

Proposition 5.2.1. Soit f et g dans S ,∫
f̂ (ν) ¯̂g(ν) dν =

∫
f (t)ḡ(t) dt.

Pour f = g, on obtient l’égalité de Parseval

‖ f̂ ‖2 = ‖ f ‖2.

2 C’est la formule d’échange appliquée à f et h = ¯̂g. Comme ¯̂g = F̄ ḡ, d’aprés la
formule d’inversion, ĥ = ḡ. 2
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5.2.2 Extension de la transformée de Fourier à L2(R).

Nous allons étendre F à L2(R) en utilisant la densité de S dans L2(R), que nous
admettrons. Soit donc fn une suite de fonctions de S qui converge vers f dans L2(T) :

lim
n→∞
‖ f − fn‖2 = 0.

La suite fn étant convergente, elle est de Cauchy. Or, d’après l’égalité de Parseval dans
S ,

‖ fn − fm‖2 = ‖F ( fn − fm)‖2 = ‖F ( fn)−F ( fm)‖2,

ce qui montre que la suite F ( fn) est une suite de Cauchy dans L2(R). Elle admet donc
une limite, puisque L2(R) est complet. Par définition cette limite est F ( f ). On étend
de la même façon F̄ .

Théorème 5.2.2. Soit f et g dans L2(R). La transformée de Fourier F possède les propriétés
suivantes :

1. formule d’échange ∫
f (t)ĝ(t) dt =

∫
f̂ (t)g(t) dt.

2. formule d’inversion
f = F̄ (F ( f )) = F (F̄ ( f )).

3. isomorphisme d’espaces de Hilbert

< f , g >=< f̂ , ĝ >

4. identité de Plancherel-Parseval
‖ f ‖2 = ‖ f̂ ‖2.

5. si f ∈ L1(R) ∩ L2(R)

f̂ (ν) =
∫

f (t)e−2iπνt dt.

5.3 Application aux filtres analogiques

La transformée de Fourier et la convolution vont être utilisés ici pour étudier les filtres
analogiques gouvernés par une équation différentielle linéaire à coefficients constants :

q

∑
k=0

bk g(k) =
p

∑
j=0

aj f (j), ap 6= 0, bq 6= 0. (5.5)

f est l’entrée et g la sortie du filtre. Celle-ci demande encore à être préciser parmi
toutes les solutions de (5.5).
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5.3.1 Cas où l’entrée et la sortie sont dans S

Ce cas est très particulier mais c’est une étape vers des cas plus généraux. On suppose
que f ∈ S et on cherche une solution g ∈ S . Si une telle fonction existe, on a par
transformée de Fourier :[

q

∑
k=0

bk (2iπν)k

]
ĝ(ν) =

[
p

∑
j=0

aj (2iπν)j

]
f̂ (ν).

Considérons les deux polynômes

P(x) =
p

∑
j=0

aj xj, Q(x) =
q

∑
k=0

bk xk,

et supposons que la fraction rationnelle P(x)/Q(x) n’a pas de pôle sur l’axe imagi-
naire. Pour tout ν ∈ R, Q(2iπν) 6= 0 et on a

ĝ(ν) = H(ν) f̂ (ν), H(ν) =
P(2iπν)
Q(2iπν)

.

Dans ce cas, comme par hypothèse f ∈ S , f̂ et H f̂ sont aussi dans S . F−1(H f̂ ) est
bien une solution de (5.5) dans S .

Remarque. L’équation (5.5) a une solution unique sans pour autant comporter de
conditions initiales. C’est le fait d’imposer à g d’être dans S , et donc nulle à l’infini
ainsi que toutes ses dérivées, qui en tient lieu.

5.3.2 Cas où P(x)/Q(x) n’a pas de pôle sur l’axe imaginaire et deg P <
deg Q

Dans ce cas, on peut exprimer la sortie sous forme d’un produit de convolution. En
effet, on montre alors que H(ν) est dans L2(R) ∩ L∞(R). H admet donc une trans-
formée de Fourier inverse et la relation ĝ(ν) = H(ν) f̂ (ν) entraine g = h ∗ f pour
f ∈ S (voir (5.3)). La réponse du filtre est la convolution de l’entrée avec une fonc-
tion fixe h qu’on appelle réponse impulsionnelle. Pour calculer h, on décompose H en
éléments simples. Si les pôles de H sont simples, z1, z2, . . . zq, on a

H(ν) =
q

∑
k=0

βk
2iπν− zk

.

Pour a ∈ C, Re a > 0 on obtient les transformées de Fourier suivantes (la seconde
découle de la première par changement d’échelle de temps) :

e−atΓ(t) F−→ 1
a + 2iπν

(5.6)

eatΓ(−t) F−→ 1
a− 2iπν

. (5.7)
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Par transformation inverse, on a donc :

h(t) =

(
∑

k, Re zk<0
βkezkt

)
Γ(t)−

(
∑

k, Re zk>0
βkezkt

)
Γ(−t).

Plus généralement, pour des pôles multiples, on obtient une réponse impulsionnelle
de la forme

h(t) =

(
∑

k, Re zk<0
Pk(t)ezkt

)
Γ(t)−

(
∑

k, Re zk>0
Pk(t)ezkt

)
Γ(−t), (5.8)

où les Pk(t) sont des polynômes. On voit que la réponse impulsionnelle est dans
L1(R) ∩ L2(R) ∩ L∞(R).

La formule g = h ∗ f , obtenue lorsque f est dans S , conserve un sens dans des cas
beaucoup plus généraux (cf. section 3.3.1) et définit encore un filtre dont on peut
étudier les propriétés :

Stabilité : un système analogique Σ est stable s’il existe M > 0 tel que

∀ f ∈ L∞(R), ‖Σ f ‖∞ ≤ M‖ f ‖∞.

C’est le cas puisque la réponse impulsionnelle h est dans L1(R) (cf. section 3.3.1).

Causalité : un système est dit causal, si deux signaux d’entrée identiques pour t < t0
donnent des sorties identiques pour t < t0. On montre qu’un système de convolution
f → h ∗ f est causal si et seulement si Supp(h) ⊂ [0, ∞[. D’après la formule (5.8), le
filtre est causal si et seulement si le facteur en Γ(−t) n’est pas présent et donc si tous
les pôles de H(ν) sont à partie réelle négative.

Remarque. Les cas où deg P ≥ deg Q et où Q a des zéros sur l’axe imaginaire nécessitent
l’introduction de fonctions ”généralisées” appelées distributions.
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Exercices

1. Montrer que
(i) la transformée de Fourier de f̄ (t) = f (t) est F ( f̄ )(ν) = F f (−ν)
(ii) si f est réelle et paire alors F f est réelle et paire.
(iii) si f est réelle et impaire alors F f est imaginaire pure et impaire.

2. Calculer les transformées de Fourier des signaux suivants :
porte Π = χ[a,b]

impulsion unité f = 1
T χ[−T/2,T/2]

triangulaire Λ(t) =


t + 1 si − 1 ≤ t < 0
−t + 1 si 0 ≤ t ≤ 1

0 si |t| > 1

décharge exponentielle f (t) = e−atu(t), a > 0, u = χ[0,∞[ échelon unité

exponentielle symétrique f (t) = e−a|t|

gaussien f (t) = e−at2
, a > 0.

3. Montrer que
(i) si g(t) = f (at), a ∈ R∗ alors Fg(ν) = 1

|a|F f (ν/a)
(ii) si g(t) = f (t− t0), t0 ∈ R alors Fg(ν) = e−2iπνt0F f (ν)

4. Soit Λ(t) le signal triangulaire défini en 2. Calculer les transformées de Fourier
des fonctions suivantes :
Λ(t− 1); Λ(t/2); Λ((t− 1)/2).

5. Soit Λ(t) le signal triangulaire défini en 2. Représenter graphiquement la fonc-
tion f (t) = 2πtΛ(t) et calculer sa transformée de Fourier.

6. Soit Π(t) = χ[−1/2,1/2](t). Montrer que

∀t ∈]− 1/2; 1/2[, Π(t) =
∫ ∞

−∞

sin πν

πν
e2iπνt dν.

En utilisant les propriétés de symétrie de la transformée de Fourier (fiche 8, exo.
1), démontrer ∫ ∞

0

sin t
t

dt =
π

2
.

7. Circuit RC

x(t)

R

C v(t)

i(t)

On considère le filtre analogique Σ : x(t) → v(t) où l’entrée est la tension x(t)
et la sortie, la tension v(t) aux bornes du condensateur. L’équation différentielle
s’écrit

RCv′(t) + v(t) = x(t).
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Utiliser la transformée de Fourier pour étudier ce filtre (on suppose que x(t0
et v(t) sont dans S . Calculer sa réponse impulsionnelle, puis exprimer v(t) en
fonction de x(t). Ce filtre est-il stable ? causal ?

8. Calculer la fonction de transfert et la réponse impulsionnelle du filtre Σ : u(t)→
y(t) associé à l’équation différentielle :

y′′′ + y = u′′ + u.

Le filtre est-il stable ? causal ?

9. Soit s(t) ∈ L1(R) ∩ L2(R) un signal réel. On appelle fonction d’autocorrélation
de s(t) la fonction

C(θ) =
∫

s(t)s(t− θ) dt.

a) Montrer que C(θ) est bien définie.
b) Que représente C(0) ?
c) Montrer que C(θ) est une fonction paire.
d) Utiliser la formule de Parseval (conservation du produit scalaire) pour expri-
mer C(θ) en fonction de ŝ(ν) la transformée de Fourier de s(t).
e) Montrer que pour tout θ, |C(θ)| < |C(0)| (utiliser l’inégalité de Schwarz)
f) Calculer la fonction d’autocorrélation dans les deux cas suivants :

s(t) =
{

(1/τ)e−t/τ si t > 0
0 si t ≤ 0

, s(t) = Π(t) =
{

1 si |t| < 1/2
0 si |t| ≥ 1/2

La fonction de corrélation mesure l’influence de la valeur d’un signal sur sa va-
leur à l’instant θ plus tard. Plus θ est grand, plus cette influence s’amenuise.

10. Soit f (t) ∈ L1(R)∩ L2(R), nulle hors de l’intervalle [−T, T]. Soit M =
∫
| f (t)| dt.

Montrer que
a) f̂ est C∞ et pour tout m ≥ 0, | f̂ (m)(ν)| ≤ (2πT)mM,
b) si f̂ est nulle sur un intervalle non réduit à un point, alors f̂ est identiquement
nulle et donc f est nulle presque partout (utiliser la formule de Taylor)
Conclusion : il n’existe pas de signal qui soit à la fois de durée finie et à spectre
borné.

11. Formule de Shannon.
Soit f ∈ L1(R) ∩ C0(R). On suppose de plus que la transformée de Fourier de f ,
que l’on notera F ( f ) = f̂ satisfait : f̂ (λ) = 0 pour tout λ /∈ [−λc, λc], λc > 0.
a. Expliquer pourquoi la fonction f admet une transformée de Fourier. Si F̄
désigne la transformée de Laplace inverse, a-t-on F̄ ( f̂ ) = f ? Montrer que pour
tout x réel,

F ( f̂ )(x) = f (−x).

b. Soit a un réel fixé tel que 0 < a ≤ 1
2λc

. On appelle g la fonction de période
1
a qui coincide avec f̂ sur l’intervalle [− 1

2a , 1
2a ]. Démontrer que les coefficients de

Fourier de g vérifient
∀n ∈ Z, cn(g) = a f (−na).
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c. Soit t un réel fixé et h la fonction de période 1
a telle que h(λ) = e2iπtλ pour

λ ∈ [− 1
2a , 1

2a ]. Montrer que les coefficients de Fourier de h sont donnés par :
cn(h) = s(t− na) où s(x) est la fonction sinus cardinal :

s(x) =

{
sin π

a x
π
a x si x 6= 0
1 si x = 0

En utilisant la transformée de Fourier inverse, montrer que f (t) = 1
a c0(gh).

d. En admettant la formule suivante (coefficients de Fourier d’un produit)

ck(gh) =
∞

∑
n=−∞

ck−n(g)cn(h),

montrer la formule de Shannon : pour tout réel t,

f (t) =
∞

∑
n=−∞

f (na)s(t− na).
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Transformées de Fourier usuelles :
Fonction f (t) Transformée de Fourier F(ν)

χ[a,b](t) =
{

1 si x ∈ [a, b]
0 si x /∈ [a, b]

sin((b−a)πν)
πν e−i(a+b)πν

Π(t) = 1
T χ[−T/2,T/2]

sin πνT
πνT

Λ(t) =


t + 1 si − 1 ≤ t < 0
−t + 1 si 0 ≤ t ≤ 1

0 si |t| > 1
( sin πν

πν )2

e−atΓ(t), a > 0 1
a+2iπν

e−a|t|, a > 0 2a
a2+4π2ν2

e−at2
, a > 0

√
π
a e−

π2ν2
a

Propriétés :

Fonction f (t) transformée de Fourier F(ν)
f (t) f̂ (ν)

f (t− t0) e−2iπν t0 f̂ (ν)
e−2iπν0t f (t) f̂ (ν− ν0)

f (at), a ∈ R∗ 1
|a| f̂ (ν/a)

f (k)(t) (2iπν)k f̂ (ν)
(−2iπt)k f (t) f̂ (k)(ν)

f ∗ g f̂ ĝ
f g f̂ ∗ ĝ

Γ(t) échelon unité vaut 1 pour t ≥ 0 et 0 pour t < 0.
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Chapitre 6

Qu’est-ce qu’une distribution ?

Pour généraliser une fonction, l’idée est de la considérer comme un opérateur u f (dit
une fonctionnelle) agissant, par intégration, sur les fonctions elles-mêmes :

u f (ϕ) =
∫ +∞

−∞
f (x) ϕ(x) dx

Cependant, cette intégrale n’existe pas toujours. Si on veut que f puisse être la plus
générale possible, il faut imposer aux “fonctions-tests” ϕ des restrictions sévères. Afin
de ne pas avoir de problème de convergence à l’infini pour l’intégrale, on imposera à
ϕ d’être à support borné (nulle en dehors d’un intervalle borné).

Pour généraliser la dérivation, voyons ce qui se passerait si f était continument dérivable.
La fonctionnelle associée à f ′ serait

u f ′(ϕ) =
∫ +∞

−∞
f ′(x) ϕ(x) dx

et par intégration par parties,

u f ′(ϕ) = −
∫ +∞

−∞
f (x) ϕ′(x) dx . (6.1)

L’avantage de la formule précédente est de ne pas faire intervenir la dérivée de f . Par
contre, il est nécessaire que les fonctions-tests soient dérivables, et même indéfiniment,
si on veut pouvoir réitérer l’opération.

6.1 Définition d’une distribution

Les fonctions-tests appartiennent à l’espaceD des fonctions à support borné indéfiniment
dérivables.

D = {ϕ : R→ C, ϕ ∈ C∞(R), Supp'borné}.
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Il n’est pas immédiat de trouver une fonction de D, hormis ϕ = 0. Les fonctions
usuelles (polynômes, Gaussiennes, fonctions trigonométriques) sont indéfiniment dérivables
mais pas à support borné. Il se trouve que les fonctions indéfiniment dérivables sont en
général analytiques, et s’annulant sur un intervalle, aussi petit soit-il, elles s’annulent
partout. Pour remédier à cela, on peut définir ϕ par morceaux :

ϕ(x) =
{

fonction usuelle θ(x) si x ∈ (a, b)
0 si x /∈ (a, b)

Il faut alors que ϕ ait toutes ses dérivées nulles, à droite en a et à gauche en b. Il existe
une telle fonction :

ρ(x) =

{
e
(
−1

1−x2

)
si |x| < 1

0 si |x| ≥ 1
(6.2)

On peut à partir de cette fonction ρ construire des fonctions-tests deD dont le support
est un intervalle borné quelconque (a, b) (cf. Exercice 1).

Définition 6.1 (Distribution). On appelle distribution toute application

u : D → C

linéaire et continue. On note D′ leur ensemble.

La valeur de u en ϕ est notée 〈u, ϕ〉.

La continuité de u signifie que si ϕn → ϕ dans D, alors 〈u, ϕn〉 → 〈u, ϕ〉. La limite
dansD est à prendre au sens suivant : ϕn → ϕ si ϕn− ϕ→ 0, et une suite ψn ∈ D tend
vers zéro si

1. les supports de tous les ψn sont inclus dans un intervalle compact fixe [a, b] ;

2. ψn ainsi que toutes ses dérivées tend vers 0 uniformément sur R lorsque n→ ∞.

On peut tendre aux distributions la notion de support :

6.1.1 Support d’une distribution

Définition 6.2. On dit que la distribution u est nulle sur l’ouvert O si 〈u, ϕ〉 = 0 pour
toute fonction test ϕ telle que supp(ϕ) ∈ O. On appelle support de la distribution u le
complémentaire du plus grand ouvert sur lequel u est nulle.

Définition 6.3. On note E ′ l’ensemble des distributions à support compact.
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6.2 Exemples de distributions

6.2.1 Distributions régulières

Les distributions régulières sont des distributions u f qui peuvent s’identifier avec une
fonction f .

6.2.2 Distributions ponctuelles

Soit a ∈ R et δa l’application définie sur D par

δa(ϕ) = ϕ(a) .

Il est immédiat que δa est linéaire et continue sur D, et δa est donc une distribution,
appelée Dirac en a. Son support est rduit au singleton {a}. Pour a = 0 on note le dirac
en 0 simplement δ.

6.2.3 Peigne de Dirac

Soit (λn)n∈Z une suite complexe et a > 0. On note

u =
∞

∑
n=−∞

λn δna

la forme linéaire sur D définie par

〈u, ϕ〉 =
∞

∑
n=−∞

λn ϕ(na) .

Comme ϕ est à support compact, cette somme est finie pour chaque ϕ, et

Supp

(
n

∑
i=1

λiδai

)
= {a1, . . . , an}.

Pour λn = 1 cette distribution est appelée peigne de Dirac et sera employée pour
analyser la transformée de Fourier des fonctions échantillonnées.
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6.2.4 Distributions périodiques

Une fonction f a pour période T 6= 0 si

∀x ∈ R, f (x− T) = f (x)

ce qu’on écrit aussi
τT f = f

où l’opérateur τT représente la translation par T : τT f (x) = f (x− T). Pour étendre la
notion de translation aux distributions, il faut que cette notion coı̈ncide avec la trans-
lation ci-dessus pour les distributions régulières (distributions u f qui peuvent s’iden-
tifier avec une fonction f ). Ainsi

∀ϕ ∈ D, 〈τTu f , ϕ〉 = 〈uτT f , ϕ〉 =
∫

f (x− T)ϕ(x) dx =
∫

f (x)ϕ(x + T) dx

soit
∀ϕ ∈ D, 〈τTu f , ϕ〉 = 〈u f , τ−T ϕ〉

Par extension, on appelle translatée τTu d’une distribution u la distribution définie par

∀ϕ ∈ D, 〈τTu, ϕ〉 = 〈u, τ−T ϕ〉 .

Définition 6.4. Une distribution u est dite périodique de période T 6= 0 si

τTu = u .

Exemple : une distribution de la forme u = ∑∞
n=−∞ λn δnT est périodique de période

T si et seulement si la suite des λn est constante, c’est à dire si c’est un multiple du
peigne de Dirac.

Définition 6.5. L’ensemble des distributions T-périodiques est noté D′T.

6.3 Opérations élémentaires sur les distributions

6.3.1 Produit d’une distribution par une fonction

Toutes les opérations sur les fonctions ne s’étendent pas aux distributions : par exemple,
le produit de deux distributions, qui, pour les distributions régulières, devrait prendre
la forme

u f · ug = u f ·g

n’existe pas toujours. En effet, f · g peut ne pas être localement intégrable alors que f
et g le sont.

Par contre on peut définir le produit entre une distribution et une fonction C∞ :
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Définition 6.6. Le produit d’une distribution u par une fonction g indéfiniment dérivable est
défini par

∀ϕ ∈ D, 〈g u, ϕ〉 = 〈u, g ϕ〉

6.3.2 Dérivée

Comme on l’a vu dans le cas d’une distribution régulière (6.1) la dérivée u′ d’une
distribution u se définit par

∀ϕ ∈ D, 〈u′, ϕ〉 = −〈u, ϕ′〉 . (6.3)

On montrera en exercice que cette formule définit bien une distribution, i.e. une appli-
cation linéaire et continue sur D.

Proposition 6.7. Toute distribution u est indéfiniment dérivable, et la dérivée d’ordre n de u
vérifie

∀ϕ ∈ D, 〈u(n), ϕ〉 = (−1)n〈u, ϕ(n)〉 .

Pour une fonction absolument continue sur tout intervalle compact [a, b], la dérivée de
f au sens des distributions coı̈ncide p.p. avec la dérivée usuelle. Voir l’exercice 3 pour
une illustration de la dérivée au sens des distributions d’une fonction discontinue.

6.3.3 Limite d’une suite de distributions

Définition 6.8. On dit qu’une suite (un)n∈N de distributions converge vers la distribution u
si

∀ϕ ∈ D, 〈un, ϕ〉 → 〈u, ϕ〉 .

De la définition de la dérivée d’une distribution, il résulte le théorème suivant :

Théorème 6.9. Si une suite de distributions (un)n∈N converge vers la distribution u, alors la
suite dérivée (u′n)n∈N converge vers la distribution u′.

Examinons la suite de fonctions

fn(x) =
{

n/2 si |x| ≤ 1/n
0 sinon.

Cette suite admet-elle une limite au sens des distributions ?

〈 fn, ϕ〉 = n
2

∫ 1/n

−1/n
φ(x) dx = ϕ(cn) avec |cn| < 1

n ,
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par le théorème de la moyenne. Comme ϕ(cn)→ ϕ(0) lorsque n→ ∞, on a

∀ϕ ∈ D, 〈 fn, ϕ〉 → 〈δ, ϕ〉 ,

donc fn converge vers δ au sens des distributions. La distribution δ modélise l’impul-
sion unité à l’origine.

6.3.4 Convergence des séries trigonométriques

Une série trigonométrique quelconque

∞

∑
n=−∞

αne2iπn x
a (6.4)

n’est en général pas ponctuellement convergente au sens où la suite ∑N
n=−N αne2iπn x

a

n’admet pas forcément de limite lorsque N → ∞.

Cependant, sous une condition assez générale sur les αn, cette série converge au sens
des distributions.

Définition 6.10. La suite complexe (αn)n∈Z est dite à croissance lente s’il existe un réel A > 0
et un entier k ≥ 0 tels que, pour n assez grand

|αn| ≤ A|n|k .

Théorème 6.11. Si la suite (αn)n∈Z est à croissance lente, alors la série trigonométrique (6.4)
converge dans D′ vers une distribution périodique de période a.

6.3.5 Développement en série de Fourier du peigne de Dirac

On considère le peigne de Dirac de pas τ

∆τ =
∞

∑
n=−∞

δnτ

Le produit f ∆τ est bien défini lorsque f ∈ C∞, et on a

f ∆τ =
∞

∑
n=−∞

f (nτ)δnτ .

Cette suite d’impulsions représente l’échantillonnage de f à un pas τ.

78



Montrons que ∆τ s’écrit sous forme de somme d’une série trigonométrique, exacte-
ment comme une fonction périodique. Pour ceci on introduit la fonction g de période
τ définie sur [0, τ[ par g(x) = x/τ. En développant g en série de Fourier, on obtient

g(x) = 1
2 + i

2π ∑
n 6=0

1
n e2iπn x

τ

avec une convergence au sens de la norme L2(0, τ). Cette convergence a lieu aussi
au sens des distributions, et par conséquence du th. ??, on peut dériver la formule
ci-dessus terme à terme :

g′(x) = − 1
τ ∑

n 6=0
e2iπn x

τ .

On montre (cf. exercice) que g′(x) = 1
τ −∑∞

n=−∞ δnτ. En comparant les deux relations
précédentes, on obtient

∆τ =
∞

∑
n=−∞

δnτ = 1
τ

∞

∑
n=−∞

e2iπn x
τ .

La série de droite, divergente au sens des fonctions, converge au sens des distributions
vers le peigne de Dirac dont elle constitue le développement en série de Fourier.
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Exercices

1. Vérifier que la fonction définie en (6.2) est dérivable en x = ±1, et que toutes ses
dérivées sont nulles. (Faire une récurrence en établissant que la nième dérivée de
ρ est de la forme Fn(x)ρ(x), où Fn est une fraction rationnelle.
Montrer que, par translations et homothéties sur la variable x, on peut construire
à partir de ρ une fonction-test dont le support est un intervalle borné quelconque.

2. Montrer que la formule 6.3 définit bien une distribution, i.e. une application
linéaire et continue sur D.

3. Soit une fonction f continûment dérivable sur les intervalles ]−∞, a[∪]a, b[∪]b, ∞[,
et admettant une limite finie à droite et à gauche en a et en b : montrer que

(u f )′ = u f ′ +
(

f (a+)− f (a−)
)

δa +
(

f (b+)− f (b−)
)

δb .
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Chapitre 7

Echantillonnage et transformée de
Fourier

L’objet principal de ce chapitre est d’étudier la transformée de Fourier de fonctions
échantillonnées. Nous limitons notre étude à l’échantillonnage uniforme, où les échan-
tillons sont espacés régulièrement, bien que l’échantillonnage non-uniforme soit aussi
utilisé dans la pratique. Nous verrons que l’échantillonnage uniforme d’une fonction
continue f à un pas τ peut être vu comme le peigne de Dirac :

fτ(t) = τ
+∞

∑
n=−∞

f (n τ) δ(t− nτ) . (7.1)

Pour mesurer la perte d’information subie en remplaçant f par fτ, on fera le lien entre
leurs transformées de Fourier f̂ et f̂τ. Grâce à la théorie de Fourier des distributions
tempérées, nous allons pouvoir donner un sens à la transformée de Fourier de fτ.

7.1 Transformée de Fourier des distributions tempérées

7.1.1 L’espace S ′ des distributions tempérées

On a vu à la section 5.2.1 l’espace S des fonctions à décroissance rapide, qui est plus
grand que l’ensemble des fonctions testsD. Les distributions définies sur S s’appellent
les distributions tempérées, et forment un ensemble de distributions plus petit queD′ :
S ′ ⊂ D′.

Comme toutes les distributions, les éléments de S ′ sont des formes linéaires sur S , et
on note 〈u, φ〉 la valeur prise par u ∈ S ′ en φ ∈ S .
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La transformée de Fourier ayant été définie pour des fonctions de S , on peut la définir
pour les distributions de S ′ :

Définition 7.1. Soit u ∈ S ′. La transformée de Fourier de u est la distribution tempérée notée
û ou Fu définie par

∀φ ∈ S , 〈û, φ〉 = 〈u, φ̂〉

Par la formule d’échange (Proposition ??) on voit que cette définition généralise la
notion de transformée de Fourier dans S .

7.1.2 Distributions périodiques

Tout comme les fonctions périodiques, les distributions périodiques (qui sont par définition
égales à leur translatée) peuvent se représenter comme la somme d’une série de Fou-
rier. Ceci permet de montrer que les distributions périodiques sont des distributions
tempérées, et de calculer leur transformée de Fourier de fa con aisée.

Théorème 7.2. Soit (γk) une suite à croissance lente, c’est-à-dire vérifiant

∃ p ∈N, ∃C, ∀ k, |γk| ≤ C(1 + |k|)p .

Alors la série
∞

∑
k=−∞

γke2iπkt/τ

converge au sens des distributions et définit une distribution τ-périodique.

Preuve Soit p ∈N et C tels que ∀ k, |γk| ≤ C(1 + |k|)p. La série de fonctions

∑
k 6=0

γk

kp+2 e2iπkt/τ

est normalement, donc uniformément convergente sur R, et converge donc uniformément vers
une fonction continue f . Cette série converge donc aussi vers f dans D′(R). En dérivant p + 2
fois dans D′ la relation

f = ∑
k 6=0

γk

kp+2 e2iπkt/τ ,

on obtient que la série ∑k 6=0 γke2iπkt/τ converge dans D′(R). C’est donc aussi le cas pour la
série

∞

∑
k=−∞

γke2iπkt/τ .

Comme les sommes partielles
K

∑
k=−K

γke2iπkt/τ
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de la série sont τ-périodiques, il en est de même de sa limite au sens des distributions. 2

Le théorème 7.15 permet donc de construire des distributions périodiques comme

sommes de séries de Fourier. De plus, on peut montrer que les coefficients γk, appelés
coefficients de Fourier, sont définis de manière unique.

Toute série de Fourier dont les coefficients sont à croissance lente définit une distribu-
tion τ-périodique, et réciproquement, toute distribution τ-périodique u est la somme
d’une série de Fourier dont les coefficients γk(u) sont à croissance lente :

u = ∑
k

γk(u)e2iπkt/τ .

Les coefficients de Fourier de u se calculent de la manière suivante :

γk(u) =
1
τ
〈u, χe−2iπkt/τ〉 (7.2)

où χ est une partition de l’unité τ-périodique (i.e. χ est une fonction de D telle que
pour tout t, ∑∞

n=−∞ χ(t− nτ) = 1).

On peut montrer que les distributions périodiques sont des distributions tempérées,
et on peut donc calculer leur transformée de Fourier.

Théorème 7.3. Toute distribution τ-périodique u est une distribution tempérée et sa trans-
formée de Fourier est donnée par

Fu = ∑
k∈Z

γk(u)δk/τ

où les γk(u) sont les coefficients de Fourier de u.

7.2 Echantillonnage

7.2.1 Echantillonnage d’un signal

La bonne représentation mathématique d’une fonction continue échantillonnée avec
un pas τ est le peigne de Dirac

fτ = ∑
k∈Z

τ f (kτ) δkτ.

Lorsque le pas d’échantillonnage τ tend vers 0, fτ tend vers f dans S ′. En effet, pour
toute fonction φ ∈ S(R)

〈 fτ, φ〉 = ∑
k∈Z

τ f (kτ)φ(kτ) −→
∫ +∞

−∞
f (t)φ(t) dt = 〈 f , φ〉.
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Afin de pouvoir comparer les transformées de Fourier de f et de fτ, nous calculons la
transformée de Fourier d’un peigne de Dirac

On a vu section ?? que

+∞

∑
n=−∞

δ(t− nτ) =
1
τ

+∞

∑
k=−∞

e2iπkt/τ (7.3)

au sens de la convergence dans D′ et donc dans S ′. Ainsi, la transformée de Fourier
d’un peigne de Dirac de pas τ est un peigne de Dirac de pas 1/τ. La fréquence 1/τ
s’appelle la fréquence d’échantillonnage.

Théorème 7.4 (Formule de Poisson). Soit f ∈ S(R). On a l’égalité

∑
k∈Z

f (kτ) =
1
τ ∑

k∈Z

f̂ (k/τ) (7.4)

Preuve Puisque f ∈ S , on peut appliquer chacun des deux membres de (7.8) à f , ce qui donne

〈
+∞

∑
k=−∞

δ(t− kτ), f 〉 = 〈 1
τ

+∞

∑
k=−∞

e2iπkt/τ, f 〉

et (7.9) en résulte directement.

2

Nous arrivons au théorème principal, qui exprime la transformée de Fourier de fτ à

partir de celle de f , si f est à bande limitée.

Définition 7.5 (Bande limitée). On dit que f ∈ S ′(R) est une fonction à bande limitée si sa
transformée de Fourier est à support compact.

Théorème 7.6. Si f est à bande limitée, alors la transformée de Fourier de la fonction discrète
fτ obtenue en échantillonnant f à un pas τ vaut

f̂τ(ν) =
+∞

∑
k=−∞

f̂
(

ν +
k
τ

)
(7.5)

Preuve Supposons d’abord que f̂ ∈ D(R), donc f ∈ S(R). On a

f̂τ(ν) = F
(

∑
k∈Z

τ f (kτ)δkτ

)
(ν)

= ∑
k∈Z

τ f (kτ)e−ikτ2πν

= ∑
k∈Z

hν(k)
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où l’on a posé

hν(x) = τ f (xτ)e−ixτ2πν.

En utilisant la formule de Poisson (7.9), il vient

f̂τ(ν) = ∑
k∈Z

ĥν(k).

Mais

ĥν(k) =
∫ +∞

−∞
hω(x)e−2ikπx dx

=
∫ +∞

−∞
τ f (tτ)e−2itτπνe−2ikπt dt

=
∫ +∞

−∞
f (t)e−it2πνe−2ikπt/τ dt

=
∫ +∞

−∞
f (t)e−2iπt(ν+k/τ) dt

= f̂ (ν + k/τ) ,

d’où (7.10). Par densité, (7.10) reste vrai pour tout signal à bande limitée (la série est finie). 2

Symétriquement au fait que la transformée de Fourier d’une distribution périodique

est discrète (c’est un peigne de Dirac), nous venons de voir que la transformée de
Fourier d’une distribution échantillonnée (discrète) est périodique.

7.2.2 Théorème de Shannon

Nous établissons dans ce paragraphe un résultat d’interpolation, qui montre que sous
certaines conditions, on peut reconstruire une fonction f à partir de ses échantillons.
Ce résultat, appelé théorème d’échantillonnage ou théorème de Shannon, est remar-
quable car il montre qu’alors, l’échantillonnage n’induit pas de perte d’information.
La condition essentielle de ce théorème est que le support de f̂ soit dans [−π

τ , π
τ ], ce

qui garantit que f n’a pas de variation brutale entre deux échantillons consécutifs. La
figure 7.1 illustre les différentes étapes d’un échantillonnage puis d’une reconstruction
à partir des échantillons, dans le domaine temporel et le domaine fréquentiel.

Théorème 7.7 (Shannon). Si f̂ ∈ L2(R) et si le support de f̂ est inclus dans [−1/2τ, 1/2τ],
alors

f (t) =
+∞

∑
k=−∞

f (kτ) hτ(t− kτ) (7.6)

dans L2(R) avec

hτ(t) =
sin(πt/τ)

πt/τ
(7.7)
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Preuve D’après (7.10),

f̂τ(ν) = τ
+∞

∑
n=−∞

f (nτ)e−2iπνnτ =
+∞

∑
k=−∞

f̂
(

ν− k
τ

)
(7.8)

Le second membre de (7.13) est 1/τ-périodique et L2 sur une période, donc il peut s’exprimer
comme une série de Fourier

f̂τ(ν) =
+∞

∑
n=−∞

cne2iπνnτ (7.9)

où cn est de carré sommable. On déduit de l’unicité des coefficients de Fourier que c−n =
τ f (nτ), et donc que

+∞

∑
n=−∞

| f (nτ)|2 < ∞ .

Notons 1[−1/2τ,1/2τ](ω) la fonction indicatrice de [−1/2τ, 1/2τ]. Puisque Supp f̂ ⊂ [−1/2τ, 1/2τ],
on déduit de (7.14) que

f̂ (ν) = f̂τ(ν) · 1[−1/2τ,1/2τ](ν) (7.10)

= τ ∑n∈Z f (nτ) 1[−1/2τ,1/2τ](ν) e−2iπνnτ

Par un calcul direct, on montre que la transformée de Fourier inverse de 1[−1/2τ,1/2τ](ν) est

1
τ

hτ(t) =
sin(πt/τ)

πt
,

donc celle de 1[−1/2τ,1/2τ](ν) e−2iπνnτ est

1
τ

hτ(t− nτ) .

Par continuité de la transformée de Fourier inverse dans L2(R), on obtient

f (t) = lim
N→∞

N

∑
n=−N

f (nτ) hτ(t− nτ)

ce qui montre (7.11). 2

La fonction hτ dont la transformée de Fourier est 1[−1/2τ,1/2τ](ν) s’appelle filtre passe-

bas idéal. L’opération (7.16) s’appelle le filtrage de fτ par hτ, et permet de ne conserver
que les composantes fréquentielles de f̂τ(ν) telles que |ν| ≤ 1/2τ.

Si f (t) est un signal à bande limitée dans [−Ω, Ω], le théorème de Shannon indique
que la fréquence d’échantillonnage minimale pour laquelle le signal peut être recons-
truit exactement est 2Ω. Cependant, la fonction hτ a une décroissance très lente à l’in-
fini, donc le second membre de (7.11) converge très lentement. Ceci peut poser des
problèmes techniques de troncature. C’est pourquoi il est intéressant de remplacer
hτ par une fonction qui a une décroissance plus rapide à l’infini. Supposons qu’on
suréchantillonne f , c’est-à-dire qu’on l’échantillonne à une fréquence 1/τ > 2Ω. Les
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calculs conduisant à (7.11) restent valables si l’on remplace le filtre passe-bas idéal hτ

par un filtre h vérifiant

ĥ(ω) =
∣∣∣∣ 1 si |ω| < Ω

0 si |ω| > 1/2τ

mais dont la transformée de Fourier ĥ est plus régulière. Ainsi, le filtre h a une décroissance
à l’infini plus rapide qu’un sinus cardinal, et la série

f (t) = ∑
k∈Z

f (kτ)h(t− kτ)

a de meilleures propriétés numériques de convergence.

7.3 Le recouvrement spectral (aliasing)

Que se passe-t-il si les conditions du théorème de Shannon ne sont pas vérifiées ? La
réponse est contenue dans l’équation (7.10) que nous rappelons pour mémoire :

f̂τ(ν) =
+∞

∑
k=−∞

f̂
(

ν− k
τ

)

Supposons que le support de f̂ déborde de [−1/2τ, 1/2τ].

Le support de f̂ (ν − k/τ) intersecte alors [−1/2τ, 1/2τ] pour plusieurs k 6= 0 en
général, comme le montre la figure 7.2. Ce repliement des composantes de haute fréquence
sur un intervalle de basse fréquence s’appelle recouvrement spectral, repliement spec-
tral ou encore aliasing.

Exemple : Considérons une oscillation de haute fréquence

f (t) = cos(ω0t) =
e2iπω0t + e−2iπω0t

2
.

Sa transformée de Fourier vaut

f̂ (ω) = 1
2

(
δ−ω0 + δω0

)
.

Si 1/T > ω0 > 1/2τ alors f̂τ(ν) ĥτ(ν)

= 1
2 1[−1/2τ,1/2τ](ν)

+∞

∑
k=−∞

(
δ

(
ν−ω0 −

k
τ

)
+ δ

(
ν + ω0 −

k
τ

))
= 1

2

(
δ

(
ν− 1

τ
+ ω0

)
+ δ

(
ν +

1
τ
−ω0

))
.
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FIG. 7.1 – (a) : Signal f et sa transformée de Fourier f̂ . (b) : Un échantillonnage uni-
forme de f rend sa transformée de Fourier périodique. (c) : Passe-bas idéal. (d) : Le
filtrage de (b) par (c) reconstitue f .

Par transformée de Fourier inverse,

∑
k∈Z

f (kτ) hτ(t− kτ) = cos
[(

1
τ
−ω0

)
t
]

.

L’aliasing ramène la haute fréquence ω0 à une fréquence plus basse (1/τ − ω0) ∈
[−1/2τ, 1/2τ]. Le même repliement de fréquence s’observe sur un film qui échantillonne
dans le temps le mouvement rapide d’un objet, avec un nombre insuffisant d’images
par seconde. Une roue qui tourne vite semble dans le film tourner beaucoup plus len-
tement.
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FIG. 7.2 –

Suppression de l’aliasing

Pour éviter le recouvrement spectral, il faut que le support spectral de la fonction
qu’on échantillonne à un pas τ soit inclus dans [−1/2τ, 1/2τ]. Ceci n’est malheureu-
sement pas toujours possible, car la fréquence d’échantillonnage est imposée par le
dispositif d’acquisition. Il est préférable dans ce cas de faire subir un prétraitement à
f pour ramener son support spectral dans [−1/2τ, 1/2τ]. Cherchons une fonction g
telle que Supp ĝ ⊂ [−1/2τ, 1/2τ], qui soit la plus proche possible de f en norme L2.
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La formule de Plancherel montre que

‖ f − g‖2 =
∫ +∞

−∞
| f̂ (ν)− ĝ(ν)|2 dν

=
∫
|ν|>1/2τ

| f̂ (ν)|2 dν +
∫
|ν|≤1/2τ

| f̂ (ν)− ĝ(ν)|2 dν.

La distance est minimale lorsque la seconde intégrale est nulle, soit

ĝ(ν) = f̂ (ν) 1[−1/2τ,1/2τ](ν) =
1
τ

ĥτ(ν) f̂ (ν). (7.11)

Cette opération, appelée filtrage de f par 1
τ hτ, évite le recouvrement spectral en suppri-

mant toutes les fréquences au-delà de 1/2τ. Comme ĝ est à support dans [−1/2τ, 1/2τ],
le théorème d’échantillonnage montre que g(t) peut être reconstitué à partir des échantillons
g(nτ).

Un convertisseur analogique/digital est composé d’un filtre qui limite le support fréquentiel
à [−1/2τ, 1/2τ], suivi d’un échantillonnage uniforme au pas τ.

7.4 Transformée de Fourier discrète

Numériquement, on ne connaı̂t les valeurs d’une fonction f qu’en ses points d’échantillonnage,
et par ailleurs, on n’a accès qu’à un nombre fini de ces échantillons : typiquement, on
connat f [n] pour 0 ≤ n < N. Nous allons voir maintenant comment la transformée
de Fourier discrète permet de donner un sens à la transformée de Fourier des valeurs
{ f [n]}n=0,...,N−1.

Pour cela, considérons un peigne de Dirac dont les poids sont les f [n], étendus à Z

tout entier par périodisation :

f̃ (t) =
+∞

∑
k=−∞

N−1

∑
n=0

f [n] δ(t− n− kN) .

puisque f̃ (t) est une distribution N-périodique, elle peut s’écrire comme une série de
Fourier :

f̃ (t) =
+∞

∑
k=−∞

γk( f̃ )e2iπkt/N

avec
γk( f̃ ) =

1
N
〈 f̃ , χe−2iπkt/N〉

où χ est une partition N-périodique de l’unité. On peut voir facilement que

γk( f̃ ) =
1
N

N−1

∑
n=0

f [n]e−2iπkn/N .

La transformée de Fourier discrète est définie par N γk( f̃ ) :
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Définition 7.8 (Transformée de Fourier discrète). On définit la transformée de Fourier
discrète { f̂ [k]}k=0,...,N−1 de { f [n]}n=0,...,N−1 par

f̂ [k] =
N−1

∑
n=0

f [n]e−2iπkn/N . (7.12)

On obtient une formule d’inversion de la transformée de Fourier discrète grâce à la
représentation de la distribution périodique f̃ comme une série de Fourier (7.5) :

Proposition 7.9 (Formule d’inversion discrète).

f [n] =
1
N

+∞

∑
k=−∞

f̂ [k] exp
(

i2πkn
N

)
. (7.13)

Remarque 7.10. On peut interpréter ce résultat en considérant l’espace des signaux de période
N, dont la famille {

ek[n] = exp
(

i2πkn
N

)}
0≤k<N

est une base orthogonale. On montre alors que l’orthogonalité de cette base implique une ver-
sion discrète de la formule de Plancherel :

‖ f ‖2 =
N−1

∑
n=0
| f [n]|2 =

1
N

N−1

∑
k=0

∣∣∣ f̂ [k]∣∣∣2 .

Remarque 7.11. Même si la définition de la transformée de Fourier discrète ne fait intervenir
que les valeurs de f échantillonnée aux points 1, . . . , N, il faut toujours garder à l’esprit qu’elle
se définit comme la série de Fourier de la fonction f̃ périodisée à partir des f [n], n = 1, . . . , N.
Ceci a une importance considérable lorsqu’on s’intéresse à des propriétés de régularité de la
fonction f , car, comme le montre la figure 7.3, la périodisation peut introduire artificiellement
des discontinuités.

7.5 Transformée de Fourier rapide

Le calcul direct de la transformée de Fourier discrète par la formule (7.17) nécessite, si
les exponentielles complexes sont stockées à l’avance, (N − 1)2 multiplications com-
plexes, et N(N − 1) additions complexes, soit une complexité en O(N2). Cooley et
Tuckey ont mis au point en 1965 un algorithme de transformée de Fourier rapide (FFT
pour “Fast Fourier Transform”) qui permet de réduire la complexité à N log2 N par
une simple réorganisation des calculs. Le calcul du coefficient f̂ [k] défini en (7.17) peut
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FIG. 7.3 –

s’effectuer en regroupant les termes n et n + N/2. On obtient deux formules distinctes,
selon que k soit un entier pair ou impair :

f̂ [2k] =
N/2−1

∑
n=0

( f [n] + f [n + N/2]) exp
(
−i2πkn

N/2

)
(7.14)

f̂ [2k + 1] =
N/2−1

∑
n=0

exp
(
−i2πn

N

)
( f [n]− f [n + N/2]) exp

(
−i2πkn

N/2

)
. (7.15)

Comme le montrent les expressions (7.20) et (7.21), les fréquences paires et impaires
s’obtiennent respectivement par transformée de Fourier discrète des signaux N/2-
périodiques

f [n] + f [n + N/2]
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et

exp
(
−i2πn

N

)
( f [n]− f [n + N/2]) .

Une transformée de Fourier discrète de taille N peut donc se calculer à partir de deux
transformées de Fourier discrètes de taille N/2.

Montrons que la complexité globale de l’algorithme est en O(N log2 N). Soit M(N)
(respectivement A(N)) le nombre de multiplications (resp. d’additions) nécessaires
pour calculer la transformée de Fourier d’un signal de longueur N. Le calcul fait in-
tervenir deux transformées de Fourier de taille N/2, ainsi que N/2 multiplications
complexes et N additions complexes, soit 2N multiplications réelles et 3N additions
réelles.

M(N) = 2 M(N/2) + 2N
A(N) = 2 A(N/2) + 3N

En posant M̃(N) = M(N)/N, Ã(N) = A(N)/N, et avec le changement de variables
p = log2 N, on obtient

M̃(p) = M̃(p− 1) + 2
Ã(p) = Ã(p− 1) + 3 .

La transformée de Fourier d’un signal ne comportant qu’une seule valeur est l’identité,
donc Ã(0) = M̃(0) = 0. On en déduit que

M̃(p) = 2 p
Ã(p) = 3 p ,

soit finalement,

M(N) = 2 N log2 N
A(N) = 3 N log2 N .

La complexité globale de l’algorithme est donc de 5 N log2 N .
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Exercices

1. Montrer que la suite des sommes partielles

N

∑
k=0

xk

k!

est une suite d’éléments de S ′ qui converge dans D′ mais pas dans S ′.
2. Soit (ak)k∈N une suite réelle. Montrer que la suite akδk converge dansD′. A quelle

condition converge-t-elle dans S ′ ?
3. Montrer que F (δa) = e−2iπa·ξ , et que F (eia·x) = δa.
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Chapitre 8

Transformée de Laplace.

Nous avons vu au chapitre précédent que de beaucoup de signaux peuvent se représenter
grâce à la transformée de Fourier comme une combinaison linéaire de signaux mono-
chromatiques t → eiwt. Cette représentation est particulièrement intéressante car les
signaux monochromatiques sont des fonctions propres des systèmes de convolution.
Or, plus généralement, les signaux exponentiels complexes t → est, s ∈ C, sont des
fonctions propres de ces systèmes (voir chapitre 1). D’où l’idée d’introduire une trans-
formation qui généralise la transformée de Fourier. C’est la transformée de Laplace.
La transformée de Laplace est très utilisée dans l’étude des systèmes causaux et sera
définie pour des fonctions causales, c’est à dire nulle pour t < 0.

8.1 Transformée de Laplace des fonctions causales

On appelle E l’ensemble des fonctions f (t) à valeurs réelles ou complexes, nulles pour
t < 0, définies pour presque tout t > 0 et localement intégrables (intégrables sur
tout intervalle fermé et borné de R). Une fonction f de E n’est pas nécessairement
intégrable, i.e. dans L1(0, ∞).

Définition 8.1.1. Soit f (t) une fonction de E . La transformée de Laplace de f au point s ∈ C

est définie, lorsque cette intégrale existe, par

F(s) = L f (s) =
∫ ∞

0
f (t)e−st dt.

Proposition 8.1.1. 1) Soit s = x + iy, alors L f (s) existe si et seulement si L f (x) existe.
2) Si L f (x0) existe, alors L f (s) existe pour tout s tel que Re (s) ≥ x0.

2 En effet, | f (t)e−st| = | f (t)|e−xt ce qui prouve 1). De plus, | f (t)|e−xt ≤ | f (t)|e−x0t et
la proposition 2.4.1 implique 2). 2
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L’ensemble des s pour lesquels L f (s) existe est appelé domaine de sommabilité. Il
est donc soit vide, comme par exemple pour la fonction f (t) = et2

χ[0,∞[(t), soit un
demi-plan complexe. Lorsqu’il n’est pas vide, on appelle abscisse de sommabilité de
f le plus petit nombre réel a tel que L f (s) existe pour Re s > a et n’existe pas pour
Re s < a. Il se peut que L f (a) existe mais il est également possible que L f (a) n’existe

pas.

Proposition 8.1.2. Si f ∈ E est à croissance exponentielle : pour t suffisamment grand (t >
T),

| f (t)| ≤ Meσt, M > 0, σ ∈ R,

alors l’abscisse de sommabilité de L f est inférieure ou égale à σ.

2 Comme f est à croissance exponentielle :∫ ∞

T
| f (t)e−st| dt ≤ M

∫ ∞

T
e−(x−σ)t dt,

qui converge pour x > σ. Par ailleurs,
∫ T

0 | f (t)|dt < ∞ puisque f est localement
intégrable et si A = supt∈[0,T] e−xt, alors∫ T

0
|e−xt f (t)|dt < A

∫ T

0
| f (t)|dt < ∞.

Donc, L f (s) existe pour tout s tel que Re (s) > σ. 2

En particulier :
- si f est bornée, alors L f (s) existe pour tout s tel que Re (s) > 0,
- si f est à support compact, f est à croissance exponentielle pour tout σ, et L f (s) existe
pour tout s ∈ C.

Remarque :
1) Si f ∈ L1(0, +∞), alors L f (s) existe pour tout s tel que Re (s) > 0. En particulier,
L f est définie sur l’axe imaginaire et

L f (iy) = F f
( y

2π

)
,

où F désigne la transformée de Fourier de f (5.1).
2) Si f n’est pas causale, sa transformée de Laplace est

∫ ∞
−∞ f (t)e−st dt. Le domaine de

sommabilité est soit vide, soit une bande, soit un demi-plan (droit ou gauche) du plan
complexe. Pour un système linéaire stationnaire causal, sa réponse impulsionnelle h
est une fonction causale et le domaine de sommabilité de sa transformée de Laplace est
un demi-plan droit. La réciproque n’est pas vraie, comme le montre l’exemple suivant :

h(t) = e−(t+1)Γ(t + 1) Lh =
es

s + 1
, Re s > −1,

où h n’est pas causale, mais le domaine de sommabilité de Lh est un demi-plan droit.
LorsqueLh est rationnelle, h est causale si et seulement si son domaine de sommabilité
est le demi-plan droit délimité par son pôle le plus à droite. R Exemples :
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Echelon unité
Γ(t) = χ[0,∞], LΓ(s) =

1
s

, Re (s) > 0

Impulsion unité.

πε(t) =
{ 1

ε si x ∈ [0, ε[
0 si x /∈ [0, ε[ , Lπε(s) =

1− e−sε

sε

Fonction rampe

f (t) = tΓ(t), L f (s) =
1
s2 , Re (s) > 0

Fonctions exponentielles

f (t) = e−atΓ(t), a ∈ C, L f (s) =
1

s + a
, Re (s + a) > 0

Fonctions trigonométriques{
f (t) = cos(wt)Γ(t)
g(t) = sin(wt)Γ(t) ,

{
L f (s) = s

s2+w2

Lg(s) = w
s2+w2

, Re (s) > 0

8.2 Premières propriétés

Linéarité : si f et g ont une transformée de Laplace et λ et µ sont deux nombres com-
plexes, alors λ f + µg a aussi une transformée de Laplace

L(λ f + µg) = λL f + µLg.

Si a est l’abscisse de sommabilité de L f et b celle de Lg, alors l’abscisse de sommabilité
de L(λ f + µg) est inférieure ou égale à sup(a, b).

Soit f ∈ E dont la transformée de Laplace existe pour Re s > a :

Théorème du retard : soit t0 > 0. La fonction retardée g(t) = f (t − t0) a une trans-
formée de Laplace donnée par

Lg(s) = e−st0L f (s), Re s > a.

Décalage dans le plan de Laplace : si g(t) = e−s0t f (t), s0 ∈ C alors

Lg(s) = L f (s + s0), Re (s + s0) > a.

Changement d’échelle : si g(t) = f (µt), µ > 0 alors

Lg(s) =
1
µ
L f (s/µ), Re (s/µ) > a.
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8.3 Comportement de L f

Théorème 8.3.1. Soit f ∈ E dont la transformée de Laplace a pour abscisse de sommabilité a.
1. Pour tout entier m, l’abscisse de sommabilité de L(tm f (t)) est a,
2. soit x réel, x > a alors L f est indéfiniment dérivable au point x, et

[L f ](m)(x) =
∫ ∞

0
e−xt(−t)m f (t) dt,

3. limx→∞ L f (x) = 0

2

1. Soit x > x1 > a, alors

e−xttm| f (t)| = e−(x−x1)te−x1ttm| f (t)|.

Or, il existe T > 0, tel que pour t > T, tme−(x−x1)t < 1, et donc∫ ∞

T
e−xttm| f (t)| dt <

∫ ∞

T
e−x1t| f (t)| dt < ∞,

puisque L f a pour abscisse de sommabilité a. Comme f ∈ E , e−xttm f (t) est
intégrable sur [0, T] et L(tm f (t)) existe pour Re s > a.
Par contre, si Re s = x < a, alors

∞ =
∫ ∞

1
e−xt| f (t)| dt <

∫ ∞

1
e−xttm| f (t)| dt

et L(tm f (t)) n’existe pas.
2. Soit x > x1 > a, g(x, t) = e−xt f (t). La fonction x → g(x, t) est différentiable,

sa différentielle est la fonction ∂g(x,t)
∂x : x → −te−xt f (t). La fonction g(t) =

e−x1t|t f (t)| est intégrable (cf 1), et pour t > 0,
∣∣∣ ∂g(x,t)

∂x

∣∣∣ < g(t). On peut donc

appliquer le théorème de dérivation sous le signe
∫

:

[L f ]′(x) =
∫ ∞

0
(−t)e−xt f (t) dt.

Par récurrence, on obtient le résultat pour m > 1.
3. D’après le théorème de convergence dominée, on a

lim
x→∞
|L f (x)| ≤ lim

x→∞

∫ ∞

0
e−xt| f (t)| dt =

∫ ∞

0
lim
x→∞

e−xt| f (t)| dt = 0.

2

Remarque : En fait, L f est dérivable au sens des fonctions de la variable complexe,
dans le demi-plan Re s > a (L f est holomorphe [10]). C’est une propriété très forte.
Cela entraine que si L f1(x) = L f2(x) pour tout x dans un intervalle de R alors elles
coincident sur tout le demi-plan.
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Théorème 8.3.2 (de la valeur initiale). Soit f ∈ E , admettant une transformée de Laplace
et telle que limt→0+ f (t) = f (0+), alors

lim
x→∞

xL f (x) = f (0+).

Théorème 8.3.3 (de la valeur finale). Soit f ∈ E telle que limt→∞ f (t) = l < ∞, alors
L f (s) existe pour Re s > 0 et

lim
x→0+

xL f (x) = l.

8.4 Transformées de Laplace de primitives et de dérivées

Théorème 8.4.1. Soit f ∈ E , a l’abscisse de sommabilité de L f . Alors

L
(∫ u

0
f (t) dt

)
(s) =

L f (s)
s

, Re s > sup(0, a).

2 Soit x = Re s > 0. D’après le théorème de Fubini pour les fonctions positives, on a

∫ ∞

0
e−xu

(∫ u

0
| f (t)| dt

)
du =

∫ ∞

0
| f (t)|

(∫ ∞

t
e−xu du

)
dt =

∫ ∞

0

e−xt

x
| f (t)| dt.

Si Re x > a, cette intégrale est finie. On en déduit que la fonction (t, u)→ e−su f (t) est
intégrable sur le domaine considéré et le théorème de Fubini s’applique :

∫ ∞

0
e−su

(∫ u

0
f (t) dt

)
du =

∫ ∞

0
f (t)

(∫ ∞

t
e−su du

)
dt =

∫ ∞

0

e−st

s
f (t) dt =

L f (s)
s

.

2

Théorème 8.4.2. Soit f ∈ C1(0, +∞). On suppose que f et f ′ sont dans E et à croissance
exponentielle : il existe A0, A1, T et a tels que, pour t > T, | f (t)| ≤ A0eat, | f ′(t)| ≤ A1eat.
Alors, f (t) a une limite finie lorsque t→ 0+ et

L f ′(s) = sL f (s)− f (0+).

2 Comme f est C1 sur l’intervalle [ε, X], ε > 0,

f (X) = f (ε) +
∫ X

ε
f ′(t) dt.

Comme f ′ ∈ E ,
∫ X

0 f ′(t) dt < ∞ et donc f (ε) = f (X)−
∫ X

ε f ′(t) dt a une limite finie
lorsque ε→ 0+.
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Par hypothèse, f et f ′ ont une transformée de Laplace pour Re s > a et en intégrant
par parties ∫ X

0
f ′(t)e−st dt = [ f (t)e−st]X

0 + s
∫ X

0
f (t)e−st dt

= f (X)e−sX − f (0+) + s
∫ X

0
f (t)e−st dt

Pour X > T, on a | f (X)e−sX| < A0eaXe−sX et donc limX→∞ f (X)e−sX = 0 si Re s > a,
ce qui donne le résultat. 2

On démontre plus généralement : si f ∈ Cm(0, +∞) et si f , f (1), . . . , f (m) sont dans E
et à croissance exponentielle : il existe A0, A1, . . . , Am, T et a tels que, pour t > T,

| f (k)(t)| ≤ Akeat, k = 0, 1, . . . , m.

Alors, f (t), f ′(t), . . . , f (m−1)(t) ont une limite finie lorsque t→ 0+ et

L( f (m))(s) = smL f (s)− sm−1 f (0+)− sm−2 f ′(0+)− · · · − f (m−1)(0+).

Ces propriétés permettent de transformer une équation différentielle linéaire en une
équation algébrique.

8.5 Transformée de Laplace et convolution

Théorème 8.5.1. Soit f et g deux fonctions de E . Alors, f ∗ g existe et appartient à E . Si L f
et Lg existent pour Re s > a, alors L( f ∗ g) existe pour Re s > a et

L( f ∗ g) = L f Lg.

C’est encore une application du théorème de Fubini.

La transformée de Laplace transforme un produit de convolution en produit et permet
donc d’exprimer un système de convolution

y(t) = h ∗ u(t) =
∫ ∞

0
h(t− τ)u(τ) dτ

en un opérateur de multiplication

Y(s) = H(s)U(s),

où

Y(s) =
∫ ∞

0
y(t)e−st dt, H(s) =

∫ ∞

0
h(t)e−st dt, U(s) =

∫ ∞

0
u(t)e−st dt,
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sont les transformées de Laplace. La fonction H(s) est appelée fonction de transfert
du système. La transformée de Laplace s’avère donc un outil efficace pour étudier les
systèmes de convolution, en particulier leur stabilité. Un système est stable (BIBO cf.
section 3.3.1) si sa réponse impulsionnelle est intégrable et donc, si l’axe imaginaire est
contenu dans le domaine de sommabilité de sa fonction de transfert H = Lh. Lorsque
H est rationnelle, le système est stable si et seulement si ses pôles sont à partie réelle
strictement négative.

8.6 Transformée inverse, recherche des originales

Soit f ∈ E telle que L f existe pour Re s > a. Soit x > a. La fonction g(t) = f (t)e−xt est
dans L1(R) et a une transformée de Fourier

F (g)(ν) =
∫ +∞

−∞
e−2iπνte−xt f (t) dt = L f (x + 2iπν).

Cette remarque permet de montrer :

Théorème 8.6.1. Deux fonctions f1 et f2 de E telles que L f1 = L f2 sont égales presque
partout. En particulier si f1 et f2 sont continues elles sont identique.

Lorsque L f = g on dit que f est une originale de g. Si f est unique, on dit que f est
l’originale de g.

Il existe des formules qui permettent de calculer f (t) en fonction de L f ; celles-ci uti-
lisent la théorie des fonctions de variables complexes. En pratique, on peut souvent se
contenter d’utiliser les tableaux de transformées et les propriétés relatives à la convo-
lution, la dérivation, le retard, la valeur initiale ...

8.7 Transformations de Laplace et de Fourier.

Lorsqu’une fonction admet une transformée de Fourier, elle admet une transformée
de Laplace et son abscisse de sommabilité est inférieur ou égal à zéro. Dans ce cas, la
transformée de Fourier peut être vue comme la restriction de la transformée de La-
place à l’axe imaginaire. Rappelons que la transformée de Laplace est une fonction de
la variable complexe s. Par contre, certaines fonctions (comme eatΓ(t), a > 0) ont une
transformée de Laplace sans avoir de transformée de Fourier.
Les deux transformations facilitent la résolution des équations différentielles (linéaires
à coefficients constants). En les transformant en équations algébriques, elles permettent
d’en obtenir des solutions particulières. Il se peut que les deux transformées donnent
des solutions particulières différentes (associées à des conditions initiales différentes).
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Rappelons que la solution générale d’une équation différentielle est la somme d’une
solution particulière et de la solution générale de l’équation sans second membre.
La transformée de Laplace est par ailleurs très utile pour les études de stabilité des
systèmes linéaires invariants.
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Exercices

1. Calculer la transformée de Laplace et préciser le domaine de sommabilité pour
(a) la fonction causale h(t) = e−tu(t), où u(t) = χ[0,∞[(t) est l’échelon unité.
(b) la fonction non-causale h(t) = e−|t|.

2. En utilisant la transformée de Laplace, résoudre l’equation différentielle

y′′(t)− 3y′(t) + 2y(t) = e−t, t ≥ 0, y(0) = 0, y′(0) = 1.

3. On considère le système Σ : x(t)→ y(t) associé à l’équation différentielle

−y′′(t) + y(t) = x(t).

(a) On suppose x(t) ∈ S , et on cherche une solution y(t) ∈ S . En utilisant la
transformée de Fourier, montrer que y = h ∗ x pour une fonction h que l’on
déterminera. Ce système est-il causal ? stable ?

(b) On suppose maintenant que le système est causal, que x(t) ∈ E et on cherche
y(t) ∈ E satisfaisant les conditions initiales y(0) = y′(0) = 0. En utilisant la
transformée de Laplace, montrer que y = h ∗ x pour une fonction h que l’on
déterminera. Calculer y(t) lorsque x(t) = χ[0,∞[. Ce système est-il stable ?

4. Le résonnateur. On considère le système Σ : x(t) → y(t) associé à l’équation
différentielle

y′′(t) + w2y(t) = x(t).

Peut-on l’étudier par la méthode de Fourier ?
On suppose que le système est causal, que x(t) ∈ E et on cherche y(t) ∈ E
satisfaisant les conditions initiales y(0) = y′(0) = 0. En utilisant la transformée
de Laplace, calculer la fonction de transfert, puis la réponse impulsionnelle de ce
système.

5. Soit F(s) = N(s)
D(s) , où N(s) et D(s) sont deux polynômes réels, N(s) de degré 1 et

D(s) de degré 2 avec 2 racines complexes conjuguées z = a± ib.
Montrer que son original est de la forme

f (t) = Keat sin(bt + φ)

En déduire que si F(s) est la fonction de transfert d’un filtre, celui-ci est stable
(réponse inpulsionnelle intégrable) si et seulement si la partie réelle des pôles de
F est négative.
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Transformées de Laplace usuelles :

fonction transformée convergence
de Laplace

Γ(t) 1
s Re (s) > 0

πε(t) =
{ 1

ε si x ∈ [0, ε[
0 si x /∈ [0, ε[

1−e−sε

sε

tΓ(t) 1
s2 Re (s) > 0

e−atΓ(t), a ∈ C 1
s+a Re (s + a) > 0

cos(wt)Γ(t) s
s2+w2

sin(wt)Γ(t) w
s2+w2

Propriétés :

fonction transformée convergence
causale de Laplace

f F Re s > a
λ f + µg λF + µG

f (t− t0), t0 > 0 e−s t0 F(s) Re s > a
e−s0t f (t), s0 ∈ C F(s + s0) Re (s + s0) > a

f (µt), µ > 0 1
µ F(s/µ) Re (s/µ) > a∫ t

0 f (u) du F(s)
s Re s > sup(0, a)

f ′(t) sF(s)− f (0+) Re s > a
f ′′(t) s2F(s)− s f (0+)− f ′(0+) Re s > a
f ∗ g FG

Γ(t) échelon unité vaut 1 pour t ≥ 0 et 0 pour t < 0.
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