EPU-MAM lere année
Mathématiques pour 'ingénieur 1 Examen partiel du 14-11-2005.

Exercice 1 (5 points)
Montrer que la suite u,, = fon (1 — %)n cosx dx est convergente et calculer sa limite.

Exercice 2 (5 points)

1. Soit f une fonction de L'(R?) telle que [ [z, f(x,y) dedy = 1. Calculer
[:/ fz+y,z—y) dedy.
R2

2. On désigne par D = {(z,y) € R?; 2%+ y? < 1} le disque unité de R?%. Donner
une condition nécessaire et suffisante sur le réel o pour que

I(a) = //D(x2 +y3) 72 da dy < 0.

Lorsque cette condition est vérifiée, calculer I(«).

Exercice 3 (7 points)
Etant donné deux fonctions f et g de R dans C, on appelle convolution de f et g la
fonction f x g, si elle existe, définie par

f*g(iﬁ):/Rf(x—t)g(t) dt.

1. On suppose que f et g sont dans L'(R). Montrer que la fonction (y, z) — f(y)g(z)
appartient & L'(R?) (utiliser le théoréme de Fubini). En déduire que f * g est
définie presque partout et appartient & L'(R) .

2. Calculer et tracer f x g pour f = g = Xxjo,1]-
xe(x) désigne la fonction caractéristique d’un ensemble E: yg(x) est égal a 1 si
x appartient a F et 0 sinon.

3. Soit f dans L'(R) et g = ﬁX[—h,h]; ou h > 0. Montrer que f * g est continue.

Exercice 4 (3 points)
Soit f : RP — R une fonction Lebesgue intégrable.

1. Soit a un réel positif et E, = {z;|f(z)| > a}. Montrer que m(E,) < oo.
2. Soit E = {x € R?,|f(x)| = +00}. Montrer que E est de mesure nulle.



EPU-MAM lere année
Mathématiques pour 'ingénieur 1 Correction du partiel du 24-11-2005.

Exercice 1
On pose fr(x) = X[o,n) () (1 — %)n cosx. La fonction f, est mesurable comme produit
d'une fonction mesurable x| et d'une fonction continue.
Pour 0 < 2 < n, In(f,(z)) =nln (1 —£) tend vers —z lorsque n — oo , et donc

lim f,(x) = X[o,coi¢” * COS T

De plus, comme In(1 4 t) < ¢, pour t > —1, on a (avec t = £)

n

A —x —x
Fa@)] £ X0 @) (1= 2)" < Xom (@)™ < Xppoote™ = 9(@),
et g(x) est une fonction intégrable. Le théoréme de convergence dominée donne

1 1

limwu,, = / e *cosx dr = Re/ e ) dr = Re .
0 0 L+ 2

Exercice 2

1. On considere I'application de R? dans R?*: (z,y) — (X =22 +y,Y =z —y).

C’est un difféomorphisme d’inverse @ : (X,Y) — (z = XX,y = X22). Prenons

® comme changement de variable. La matrice Jacobienne est

1(1 1
Jacq):g{l _2].

et la valeur absolue du déterminant |Jo| = 3. On a donc

[:/ fRzx+y,xz—y) da:dy:// f(X,Y)\Jq>|dXdY:%.
R2 R2

2. On effectue un changement de variable

®: ]0,+oo[x] —m 7w — RZ\R_
(r,0) — (x=rcosb,y=rsinb)

1
// (2 4+ y*)"% do dy = // r~% rdr df = 27r/ ri= dr.
D D 0

«

(Fubini s’applique car la fonction est positive). La fonction r'~® est intégrable

sur [0, 1] si et seulement si « — 1 < 1, i.e. a < 2. Dans ce cas,

1(a>:27r[7”2_a]1: o




Exercice 3

1. les fonctions f et g étant dans L'(R), on a

[ (fonawonae= (L) () <

D’apres le théoreme de Fubini (iii), la fonction (y,2) — f(y)g(z) est intégrable
sur R%2. En faisant le changement de variable y =  — t et 2 = ¢, on obtient

/R2 fW)g(z) dy dz = /R2 flx —t)g(t) do dt < oo,

ce qui montre que la fonction (z,t) — f(z—t)g(t) est intégrable. Toujours d’apres
le théoreme de Fubini (ii), pour presque tout z, la fonction t — f(x — t)g(t)
est donc intégrable ie. fxg est définie p.p. et intégrable ([, f * g(z)dx =

ffR2 g(t) dx dt).

mewf—gzxmm
frglz)= / X[o,11(z — )x[o,1)(¢) dt = / X, (7 —t) dt,
R [0,1]
soit en faisant le changement de variable s = x — ¢

I % g(z) :/[_1 () ds = m(0. 1)1~ 1,2

On a donc
0 siz <0
T si0<zx<l1
Fr9@) =9 9, G1<z<2
0 siz>2

Les fonctions f et g sont discontinues, mais la convolution est continue.

3. pour f € L'(R) et g = 5-X[—n,n), ON &

2h/ J t:%/:hf(sws

Comme pour a € R fixé, la fonction y — fay f(s) ds est continue, la fonction
f * g(z) est continue.

Exercice 4

1. Ona E, = f~'([-o0, —a]) J f~!([a, 00]). La fonction f étant intégrable, elle est
mesurable et E, est la réunion de deux ensembles mesurables et donc mesurable.
De plus f est intégrable < |f| est intégrable et on a

oo>/|f(x)|d.r2 1@ do > ax m(E,).

donc E, est de mesure finie (a > 0).



2. Par I'absurde: supposons que E ne soit pas de mesure nulle. Alors,

J1#@ldr= [ 17 do = o0 x m(E) = o,

et f n’est pas intégrable. Donc E est de mesure nulle.



