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1. Soit t > 0. Montrer que la fonction x — x'~!e™* est intégrable sur R™ et que

. "o _fn _/OO t—1,—x _
lim Ox (1 n) dx = ; x' e dx =T (t).
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Montrer que I'(¢) est continue sur |0, 4oo].
Etablir la relation I'(t + 1) = ¢ I'(¢). Calculer I'(n) pour n entier positif.
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2. Soit t > 0. Montrer que la fonction x — ¢ est intégrable sur R*. On pose

Montrer que F(t) est dérivable sur ]0, +oo[. Calculer F'(t).
Montrer que lim,, . F(1) = 0. En déduire que F(t) = J — Arctan ¢.

3. On désigne par D = {(x,y) € R? x2+y? < 1} le disque unité de R2. Donner une
condition nécessaire et suffisante sur le réel & pour que

I(a) = //D(xz—mf)_l’Z dx dy < oo.

Lorsque cette condition est vérifiée, calculer I ().

4. On considere la fonction triangle T(t) et la fonction porte I1(t) définies par
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T()=4 t S0<t<1, TM={0 &g
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Calculer IT * IT.

Soit un systéme LTI (linéaire stationnaire) qui a I'entrée I'l() associe la sortie T(t).
Quelle est la réponse impulsionnelle de ce systéme ? Ce systéme est-il causal ?
Calculer sa fonction de transfert.



Correction partiel du 03/10/08.

1. Montrons que pour tout ¢ > 0 fixé, la fonction f(x,t) = x!~1

R*:

-sur [0,1], f(x,t) < x'~! =1/x17,avec 1 — t < 1. La fonction 1/x!~! est intégrable
sur [0, 1], il en est de méme de la fonction f(x,t) (prop. 2.4.1) (1 point).

- comme x!~1e~¥/2 tend vers 0 lorsque x tend vers l'infini, il existe X tel que pour
x > X, x'7le™ < e7¥/2, Sur [X,0)], f(x,t) est intégrable puisque e~*/2 l’est (1
point).

Sur [1,X], la fonction x — f(x,t) est continue donc intégrable sur un intervalle
borné.

On pose (le parametre t > 0 est fixé)

e~ * est intégrable sur

_ xX\" .
fulx) =« <1 - 5) X[ (x), (1 point)

et on utilise le théoreme de convergence dominée :
1) pour tout x > 0, limy . f(x) = x'~le™ (convergence ponctuelle). En effet, pour
tout n,n > x (il le faut pour pouvoir prendre le log), on a

log (1 - %) =—x/n+x/ne(x/n),

avec €(h) — 0 lorsque h — 0; et donc

<1 i %)n — o XX e(x/n),

qui tend bien vers e~ * lorsque 7 tend vers I'infini (1 point).

2) on a la majoration |f,(x)| < x!"le™*, x>0

En effet, pour x < n,log (1 — %) < —x/n, ce qui implique I'inégalité sur l'intervalle
[0, n]; sur [n, 0], f,(x) est nulle.

Le théoréme de convergence dominée s’applique et on a le résultat (1 point).

Continuité de I'(#) : On utilise la proposition 2.5.2 (énoncé: 1 point) avec [ = [a,b] C
10, oo[:

1) pour tout t € I, la fonction x — f(x, t) est continue p.p. donc mesurable

2) pour presque tout x, la fonction t — f(x,t) est continue.

3) pour t € [a, b]

-six>1,onaxt™1 < xb-1 et donc f(x,t) < e *x
-six <1,onaxt~1 < x% 1 et donc flx,t) < e Xx11,
On prend donc

—x.b—1
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La fonction g(x) est intégrable sur R*. La fonction I'(#) est continue pour tout
t € [a,b] et donc sur R™.

T(t+1) :/0 xte ™ dx

On pose u(x) = x' et v/(x) = e™*. On a donc
C(t+1) = [—xle ™y —i—/ tx'~le™* dx = tT'(t) (1 point)
0

Dong, par récurrence, pour toutn > 1: T(n+1) = nl'(n), et T(1) = [; e * dx = 1.
DoncT'(n+1) =nloul(n) = (n—1)! (1 point).

. On pose f(x,t) = e 02 pour x > Oett > 0. At fixé |f(x, t)| < e~**. La fonction
x — e~ est integrable sur R", donc f(x, t) est aussi intégrable sur R* (1/2 point).
On applique la proposition 2.3.5 (énoncé: 1 point):

- pour tout t > 0, x — f(x,t) est integrable sur R™

- pour tout x > 0, t — f(x,t) est continument dérivable :

df (x,t) _ —xe’t"smx
ot x
-pourt > a,
|xe_tx¥| < xe " =¢(x), (1point)

et g(x) est intégrable sur R™.
La fonction F(t) est donc dérivable pour toutt > a > Oetona

F(t) = / —e ™sin x dx.
0
Comme sin x = Im(eix ), et
oo —t o0 .
/ _e(ift)x dx — _e(l )x = - 1 = —l - t,
0 (i—t) i—t 14142

onaF'(t) = _1J+t2 (1 point).

Pour calculer lim,, ., F(1), on utilise la convergence dominée avec f, (x) = e~ "¥ S
1) pour tout x > 0 lim;, o 6™ %2+ = 0.

—nxsinx —x|sinx . s 14 ’ N . PN
2) pour n > 1, [e7™ 22| < e *|S22], fonction intégrable d’apres ce qui précede.

On a donc lim;, .o F(1) = 0 (1 point).

Comme F/(t) = — 14%2, F(t) = —Arctan t + C ou C est une constante. Pour déterminer

C, on applique la formule pour t = n et on fait tendre n vers l'infimi. Comme
lim,,_,c Arctan n = %, on obtient C = % (1 point).



. On effectue un changement de variable (1 point)

®: ]0,+oo[x]—m ] — RZ\R_
(r,0) — (x=rcosf,y=rsind)

. 1
// (®+vy?) 2dxdy = // r % rdrdf = 27'(/ r=® gy,
D D 0

(Fubini s’applique car la fonction est positive). La fonction rl=e

[0,1] si et seulementsia —1 < 1,i.e. « <2 (1 point). Dans ce cas,

est intégrable sur

p2-a ! 27T )
I(a) =21 {2—&}0 = —— (1 point)

. II*II = T: cf cours (1 point).

Un systéme linéaire stationnaire est décrit par un produit de convolution:

u(t) — y(t) = h(t) x u(t),

ol h(t) est la réponse impulsionnelle du systeme. Comme T(t) = II(¢) = I1(¢),
le systeme de convolution qui a u(t) = II() associe y(t) = T(t) a pour réponse
impulsionnelle

h(t) =TII(t) (1/2 point)

Ce systeme est causal puisque h(t) = 0 pour t < 0. Sa fonction de transfert H(s) est
la transformée de Laplace de h(f):

1 —stq1 __ ,—S
H(s) = / e dt = {e } _1ze (1 point)



