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Examen du 15-01-2009.

Exercice 1. Soit f(x) = max(sinx,0). Donner son développement en séries de Fourier
En déduire les sommes
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w1 > ;;1 (4p? —1)?
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S1=1Y, 52221(
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Exercice 2. Soit f de classe C! sur [0, 7] avec f(0) = f(7r) = 0. On prolonge f sur R
en une fonction g impaire 27t peériodique. En utilisant 1'égalité de Parseval, montrer
que

7T /12 d & 2 d
m > m.
Exercice 3. a) Soit f(x) = e~ ™. On rappelle que [ f(x)dx =1

Vérifier que f/(x) + 27txf(x) = 0. Calculer la transformée de Fourier de f(x).
Utiliser ce résultat pour calculer

® 2
/ e ™ coswx dx.
0

b) Soit f,(x) = #Ee_;?, o > 0. Calculer la transformée de Fourier de f.
Vérifier que fo * fr = f, /o

Exercice 4. Trouver la solution du systeme différentiel

% = 4y + 4y
i — Nt4n
telle que y1(0) = 0 et y»(0) = 1.

Exercice 5. Soit g une fonction nulle en dehors d'un intervalle [0, T] et f la fonction de

période T qui coincide avec g sur [0, T]. On suppose que g appartient a L?. On note
¢ la transformée de Fourier de g.

Démontrer que les coefficients de Fourier de f vérifient

o) = 34 (2).

T

Expliquer pourquoi la suite des nombres § (%), n € Z, détermine completement la
fonction §.
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Exercice 1

f est clairement C! par morgeaux, 27t périodique et continue. On en déduit donc que la
série de Fourier de f converge uniformément vers f. Pour n # 0,on a:

alf) = 5 [ e = 5 /”e—i"fsina)dt

27

1 r e—znt T e —int

= P —— sin t} +/ COS dt
1 r e—mt T e —int

= E — ) cos } +/ sm dt

Donc il reste, en calculant I’expression entre crochets :

) (1- ) = o (F0)

soit finalement

( %—;iz)lpourn#Oetn#il
cu(f) = L pourn =0
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Comme ¢, (f) est nul pour |n| impair > 1, on peut écrire finalement, en posant n = 2p
+oo ,
flx) = Y en(f)e™

= l — ieix + ie—ix + +ZOO —1 (eZipx + e—21’px>
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1 1 2 (= cos(2px)
e E + E Sln(X) Z 4:;9——1

En calculant en des valeurs particulieres, on obtient les deux premieres sommes demandées :
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Pour la troisieme somme, il faut utiliser I'inégalité de Parseval :
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Exercice 2

Par définition et imparité, ¢ est bien C! par morgeaux et 27t périodique. On peut dés lors
utiliser 1'égalité de Parseval pour g

gl = X len(g)l’

nez

= [T irPam
1y

ainsi que pour g’ puisque cette derniere est continue par morceaux

I8 = X lea(s)]?

ne#z

= Y ' len(g)l

nesz

— l/nflzdm
= = A

On a donc les inégalités suivantes :

%/Onfzdm = Y la@lP=lo@l+ Y la@l
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Finalement

T on "o 2
| rram= [ fam — (o)l
0 0
mais comme g est impaire, cp(g) = 0, et on a I'inégalité souhaitée.

Exercice 3

Ona f/'(x) = —27xe T = —27ntxf(x) et f(x) vérifie donc
fl(x) +2mxf(x) =

Or f appartient a L!, f’ est continue et dans L!, et xf(x) est dans L!; on a donc par
transformée de Fourier

f
(2irtv) f (v) (dérivation temporelle 5.1.2)
27txf(x) if'(v) (dérivation fréquentielle 5.1.2)

f'(x) +2mxf(x) = (2irv)f(v) +if'(v) = 0

La transformée de Fourier de f(x) vérifie donc :
f'v) +2mvf(v) =

Soit f(v) = Ce~™" ou C est déterminé par

— [ flaydx=

I

Comme e~ ¥ cos wx est une fonction paire, on a
/ e cos(wx) dx = 1/2/ e’ cos(wx) dx
0 —o0
= /2 / e cos(w+/7Tt) dt
= /7/2Re (/OO o~ i/t dt)
w2
= 2 R 2e 1.
Grrane(i(5z) ) = v
2
Ona fy(x) = szfne*ﬁ = #271 f(ax)aveca = ﬁ D’apres la propriété de changement

d’échelle de temps :
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Ona
F(fox f)V) = fo0) fe(v) = e 2TV e20m0 = o 200 TE 1 (f ),

d’ou le résultat en prenant les transformées de Fourier inverse.
Exercice 4

Comme on a des conditions initiales, on utilise la transformée de Laplace. En posant

Y1 =L(y1), Y2 =L(y2),
on obtient
{ sY1(s) = 4Yq(s) +4Ys(s)
sYo(s) =1 = Yi(s) +4Ya(s)
c’est-a-dire
{ (s—4)Y1(s) —4Ya(s) = 0
(S — 4)Y2(S) — Yl(S) =1

soit

_ 4 4
Yi(s) = F 8512~ 507
Yz(S) = S = 275

En décomposant en éléments simples

n) = e—h
Ya(s) = 3 (% + )

soit en prenant les originales :

Exercice 5

Comme la restriction de f a [0, T] appartient a L?(0, T), les coefficients de Fourier de f
sont bien définis et donnés par :

en(f) = %/()Tg(t)ezinnt/T dt — %/()Tg(t) o2t/ T g4
Par ailleurs la transformée de Fourier de g existe (¢ est dans L?) et donnée par
T
0

§w) = [g(ye @™t ar = [ () e 2 .



On a donc bien la relation
n

Par ailleurs, f est déterminée p.p. par ses coefficients de Fourier (Th. 4.2.1 et remarque) et
donc par les nombres ¢ (%). Il en est donc de méme de g qui coincide avec f sur [0, T] et
par suite de ¢ que 1’on peut calculer connaissant g.



