EPU-MAM leére année
Mathématiques pour 'ingénieur 1 Examen du 29-01-2007.

Exercice 1 (5 points)

Soit f(t) une fonction causale. On suppose que f(t) a une abscisse de sommabilité négative.
Que peut-on dire de sa transformée de Fourier?

Discuter 'existence d’une transformée de Fourier et d’une transformée de Laplace pour les
fonctions suivantes:

e tHu(t), eXu(t), tetult), cos(t)u(t),

ou u(t) est la fonction de Heaviside: u(t) = 0 pour ¢t < 0 et u(t) =1 pour t > 0.

Exercice 2 (7 points)
Soit f € L'(R) N C'(R). On suppose de plus que la transformée de Fourier de f, que I'on
notera F(f) = f satisfait: f(A) = 0 pour tout A & [—\., \], Ac > 0.

1. Expliquer pourquoi la fonction f admet une transformée de Fourier. Si F désigne la
transformée de Laplace inverse, a-t-on F(f) = f 7 Montrer que pour tout x réel,

~

F(H)(x) = f(==).

2. Soit a un réel fixé tel que 0 < a < 2—/1\6 On appelle g la fonction de période % qui coincide

1 1

—505 5] Démontrer que les coefficients de Fourier de g vérifient

avec f sur I'intervalle [
VneZ, c(9)=af(—na).

3. Soit ¢ un réel fixé et h la fonction de période % telle que h(\) = €™ pour \ € [—%, %l]

Montrer que les coefficients de Fourier de h sont donnés par: ¢,(h) = s(t — na) ou s(z) est
la fonction sinus cardinal: .
s —x .
{ 2= six#0

1 sizx=0

s(z) =

En utilisant la transformée de Fourier inverse, montrer que f(t) = Lco(gh).
4. En admettant la formule suivante (coefficients de Fourier d’un produit)

o

ce(gh) = Z ck-n(g)cn(h),

n=—oo

montrer la formule de Shannon: pour tout réel t,

@)= fna)s(t —na)

n=—oo



Exercice 3 (8 points)
1. Calculer la transformée de Laplace des fonctions suivantes:

tu(t), tu(t), te u(t), t*e tu(t),

ou u(t) désigne la fonction de Heaviside: u(t) = 0 pour ¢t < 0 et u(t) = 1 pour t > 0.

2. En utilisant la transformée de Laplace résoudre les équations différentielles suivantes:
(a) y"(t) +y(t) =t, t>0, y(0)=1, ¥(0)=0,

(b) y'(t) +2y'(t) +y(t) =", >0, y(0)=1, y(0)=0.



EPU-MAM leére année
Mathématiques pour 'ingénieur 1 Correction du partiel du 29-01-2007.

Exercice 1
Si f(t) a une abscisse de sommabilité négative, pour Res = 0, |f(t)e | = |f(t)| est
intégrable. Donc f(t) admet une transformée de Fourier:

F()(v) = / " Ft)e ™ dt = £(f) (i),

He=2t nlest pas intégrable sur [0, 00], et donc, aucune

- pour tout z réel, la fonction et
transformée existe.

- ?u(t) admet une transformée de Laplace. Son abscisse de sommabilité est 2. Elle n’admet
donc pas de transformée de Fourier.

- 3¢ est intégrable sur [0,+oc]. Elle admet donc une transformée de Fourier et une
transformée de Laplace.

- cost n’est pas intégrable sur [0, +00], et donc n’admet pas de transformée de Fourier. Par

contre elle admet une transformée de Laplace.

Exercice 2

1. La fonction f est intégrable, elle admet donc une transformée de Fourier. D’autre part f
est intégrable car elle est continue et a support borné. La formule d’inversion est vraie en
tout point ou f est continue, donc partout. Pour tout réel x on a donc

f(ZL‘) :/O eQiﬂkxf(/\) d\,

et donc
f(—x) = / e 2 F(0) d = F(f) (@),

2. Les coefficients de Fourier de g sont donnés par:

1

1 1
cn(g) = a/Qa g(t)e 2™t dt = g - f(t)e_%m“t dt = af(—na)

1 -1

2a 2a

d’apres la question précédente.
3. Les coefficients de Fourier de h sont donnés par:

1 1 1
2a

Cn<h) — a/Qa h(/\)e—%wna)\ A\ = a/2a €2i7rt)\€—2z'7ma)\ A\ = CL/ e2i77(t—na))\d>\'

-1 -1 -1

2a 2a 2a
On reconnait la transformée de Fourier de la fonction caractéristique X(—1/24,1/24) au point
t — na, ce qui donne le résultat d’apres la table.

1

colgh) = a [ g@)hla) dz=a [T F@)er™ do = aF (PO = af(0).

2a



4. D’apres la question précédente:
1 R
f(t) = ECO(gh) = a Z C—n(g)cn(h)
D’apres la question 2., c_,,(g) = af(na) et d’apres 3., ¢,(h) = s(t — na). On a donc
1 [e.e]
) == (t— s(t —
ft) a Z af(na)s(t —na) Z f(na)s(t — na).

n=-—00 n=-—00

Exercice 3 1. Pour Re s > 0,

o0 —st ] o oo —st —st ] ©
_ —st _ € _ € — € — l
E(tu(t))(s)—/o bt dt — lt _SL /O = [32 L -

En utilisant la transformée de Laplace de la primitive:

(/f ) f()

on obtient pour f(t) = tu(t), [, dv = [22/2]} = t*/2,

L(#2/2)(s) = Slg
Soit 9
L)) = 5

En utilisant la propriété du décalage dans le plan de Laplace:

L(e™ " f(£))(s) = Lf(s+ s0),

on en déduit que

L(te  u(t))(s) = L(tu(t))(s+1) =

g
£ (o) = L)+ 1) =

2. On note Y (s) la transformée de Laplace de y(t).
(a) On a

L(y")(s) = s"Y (s) = sy(0) —y/'(0) = s"Y (s) —

L(tu(t))(s) = —

L’équation devient



soit ]
Y(s)(s*+1) =5+ =

ou encore
Y(s) = S n 1 s +l_;
o241 s2(s24+1) 241 sz s241°
Comme
S Leos(tult) = — Lsin(tult), — = L(tu(t))(s)
o cos(t)u(t) =, o sin(t)u(t), - = L(tu s),
on a donc
y(t) = (cos(t) —sin(t) + t) u(t).
(b) On a

L(y")(s) = s"Y (s) = sy(0) —y/(0) = s"Y (s) — 5
L(y)(s) = sY(s) —y(0) = sY(s) — 1

1
Lle tu(t)) =
(e "ult) = —
L’équation devient
1
2Y(s) —s+2(sY(s) = 1)+ Y(s) =
SV () =542V (5) = D)+ (5) = —
soit
Y 24 9254+1) = 2
(s)(s°+2s+1)=s+ +S+1
ou encore
s+ 2 1
Y —
(5) 82+28+1+(8+1)(82+28+1>
B s+ 2 n 1
RCESVRNCESIE
B 1 . 1 N 1
N (s+1) (s+1)2 (s+1)%
Comme |
= L(e tu(t)),
oy = L)

et d’apres la question précédente:

Lt tult)(s), ——— =1 (getu(t)) (s).

(s+1)2

On a donc

y(t)
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