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Résum é

Nous présentons un modele schématique qui met en ititarame protéine et un gene.
Sous I'hypothése raisonnable que la dynamique du réseasigmhalisation est plus
rapide que celle de I'expression génétique, nous ana$yseur capacité d'influence
mutuelle. Particulierement, nous nous sommes intégeas basculement de I'eétat du
réeseau de signalisation entre deux modes opérationiéelertthé par la dynamique
(plus lente) du réseau génétique, qui mene a des atsoilk périodiques.

1 Introduction

Les réseaux métaboliques ou de signalisation et leqau&sgenétiques font partie des
divers niveaux de régulation cellulaire [3]. Bien qu'évant a des échelles de temps
differentes, ces deux niveaux interagissent et peuverftigncer mutuellement: d’'une
part, le métabolisme cellulaire (ou la signalisation)iefsur la concentration de protéines
en agissant sur les facteurs de transcription qui réglilxqpression génétique, et d’autre
part, la concentration de ARN messager, et donc le taux diénéye de protéines et
d’enzymes, est régulé par des réseaux génétiquess leanesure ou les variations de
concentrations d’enzymes peuvent changer le métabolienia cellule (ou la signali-
sation), I'etude du mécanisme qui gouverne ces demiEevere interessante.

Nous présentons ici un modele tres schématique iesger[1] et qui comprend une
protéine et un gene (ou son ARN messager). La protéinegeeprésenter sous deux
configurations differentes: phosphorylég &ctive) et non phosphorylée( inactive).
En réponse a un signal extérieyr), la protéine inactive peut devenir active, et con-
tribuer a sa propre activation, par une boucle de feedbasktipe (c’est le cas de
protéines dans les cascades MAPK [1]). Une fois activiée peut alors favoriser la
transcription d’un geng. Pour mieux voir I'influence du réseau génétique sur ¢a si
nalisation, nous ajoutons au modele de [1] I'hypothese lg@uproduit de I'expression
du geney (le ARN messager ou sa protéine) contribue a l'inactoratile la protéine
x. Cette situation est raisonnable comme premiere reptésen de I'interaction entre
réseaux métaboliques (ou de signalisation) et génés$ig6]. Par exemple; = cdc2-
cyclin B, Y = Anaphase Promoting Complex dans [8]= Mdm2,y = p53 dans [5];
oux = NFxB, y = 1B mRNA dans[2].
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Figure 1:Sctema simplife du nécanisme deagulation.

Dans notre modele, la cascade de signalisation est eg&sspar les protéinesetx, et

sa boucle d’auto-activation p&f ﬁxo. Le gene est représenté par ’ARN messager
y. L'activation de la transcription génique par la protinest représentée pa@%

et la contribution du gene a l'inactivation de la pro&inpar —v,yx, 7, est le taux de
dégradation du geng Tous les parametres et variables sont positifs. En ptemnaa
concentration totale de protéine constante} » = X, les équations s’écrivent:

T = <¢0+‘/19{L+xn) (Xtot_x)_’)/lyx:f(xvy)

xm
) = Vo— — = . 1
Y 293’”4—972” Y2y = g(z,y) 1)

Pour touty > 0, les équilibres de sont obtenus en résolvant I'équation suivante ( pour
r < Xtot),: % + %\xfT(,? = 713/th_w_ ] N
Cela équivaut a regarder les racines réelles positiugsoti/nome:

F(z,y) = (¢o + Vi +my)a" — (do + Vi) Xiorz" + (o + 1y)0ia — do0" Xior- (2)
Lemme 1.1. Vy > 0, le polynomel 2 admet une ou trois racines réelles positives
Preuve
e En utilisant la continuité dé’ et le fait que
F(0,y) = =00y X1t <0 et F(Xior,y) = 11yXpnd ' + 11907 Xpor > 0
on en conclut que pour toyt> 0, il existe au moins une solution € [0 X,

e En utilisant la regle des signes de Descaftes—, +, —), on voit qu'’il ya trois
changements de signe et donc pour tput 0, il y a une ou trois racines réelles
positives (Fig. 2).
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Figure 2:La courbe en pointi# repesente), = (¢0+V1#)(th—x) et les courbes
1

en trait fin repésentent), = ~,yx pour trois valeurs dey.

L'intérét de I'étude qui va suivre est de voir le role deplartie génétique sur le phénomene
de saut rapide entre I'état nominal et I'état a forte antcation de la protéine, mais
aussi I'estimation de la période du cycle en fonction déf&dints parametres.

2 Analyse de stabilit &

Les isoclines du systéeme! (1) sont définies par les equatio
f(z,y) =0etg(z,y) =0

=
fo(@) (‘I)oJrvlixn_fng?)(Xtot — ) (@) Vo o a™
= xr) = , — r) = ————
s N g Yoz + 03"
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Figure 3: Repésentation des isoclines: en faisant varfier on tombe sur I'un de ces
trois cas. Valeur des paradtresn = 4, m =50, &, =0.05, X}y =Vi =1, 11 =
1.3/0.1, 45 = 0.55 % 0.01, V5 = 0.085%0.01, 6 = 0.4, a) 6y = 0.1 b) b, =
0.3 ¢)h,=0.6

On peut voir que la dérivée de la fonctigna deux zéros. On définit les points;, <
Tmax PAr dfo/dz(Tmin) = dfo/dr(Tmax) = 0. Les pointsr,,, et rn.x sont tels que
fo croissante sur l'intervallér,,i,, max[, €t fo décroissante sur les intervall§s z,,;,|

et [Tmax, Xiot]. ON fait les hypothéses suivantes: (Al)s est trés proche de zéro;
(A2): fo(amax) estinférieur &maz(go) (fo(max) < 32, pourm tendant vers l'infini);
(A3): fo(zmin) st supérieur ain(go) (fo(rmm) > 0, pourm tendant vers linfini). Si
les deux hypothése$2 et A3 sont satisfaitesf, et g, s'intersectent une seule fois. Le



systeme (1) a alonsn seul point céquilibre (z*, y*), comme on le voit sur la figure 3.
Deux cas essentiels peuvent se présentets &)z min, Tmax|, b) 02 €|Tmin, Tmax|-

(Ici, nous ne présenterons pas l'analyse d’un troisiea® tres particulie, = i,
ou 6y = x,.x.) NOus allons maintenant étudier la stabilité dans lexdms (a) et (b).
De I'equation des isoclines, on en déduit les relatiomgasiies:

of (x,y)  Of(x,y) rdyN
ox * oy <%>1_0
Og(z.y) | 9g(z.y) (@) _o

ox Ay dx

3)

Ici 51 = (j—z) etsy = <%) représentent respectivement les pentes des isoclines
1 2

f =0etg = 0au point d’équilibrg z*, y*). La Jacobienne sera donnée par

7 {W/ax (9f/(9y} _ { —510f /0y (9f/(9y}
| 9g/0x 0g/dy | | —s209/0y 0g/0y |’

On sait que, pour un systeme de degré 2, le point d’éqaildst stable si tF < 0 et
det J > 0. Le point d’équilibre est instable sifr> 0 etdet J > 0 [6]. Les conditions
9g(z,y) (&f(x,y)
dy ey \ Oy
latrace t/ < 0, Cy: sy > sy pour que le déterminalet J > 0.

pour la stabilité sont doncCy: s; <

1
) pour que
(x*,y*)

Lemme 2.1. Sify ¢]zmin, Tmax|, 1€ point d’équilibre est stable. 8 €|z win, Tmax[, €
point d’équilibre est instable.

Preuve.La conditionC;, est toujours satisfaite: pols ¢|z i, Tmax| 51 €St N€gative
ets, est positive; pouby €| min, Tmax|, 1.2 SONt positives, mais la pente est toujours
moins raide que la pentg (Fig.[3).

La trace t = _812_5 + g—y = s1712* — 2. Pourfy &]emin, Tmax|, s1 < 0, alors
trJ < 0. L'équilibre est donc stable.

Pourfy €|zmin, Tmax|, s1 > 0 etil est clair quer* > x.,;,. Noter aussi que,;,
s’obtient de I'équationif,/dz(xwmi,) = 0 oU fy, et doncr,,;,, ne dépendent pas de.
Alors, d’aprésA;, 7, est treés proche de zéro, on le prend suffisamment petit goeir
17 > rmin$171 > 2. Donc le point d’équilibre est instable dans cette zone car
det(J) > 0 ettr(J) > 0.

Lemme 2.2. Si 0y €]zmin, Tmax|, 1€ Systtme admet un cycle limite stable ( voir figure

5).

Preuve.Pour prouver I'existence du cycle limite stable, nous swilis le théoreme
de Poincaré Bendixon [4]. Nous allons montrer qu’il existedomaine borné qui con-
tient le point d’équilibre instable trouvé precédemmnheOn se met sur les frontieres et
on regarde le sens des lignes de champs. Si toutes lesefi@mgont répulsives vers
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I'intérieur, alors le domaine est borné. Consider@ns= [y2, Xiot| X [v2, V2/72]. En

utilisant I'hypothéeseA,, on prouve qué‘— > 0 et zlt/ > 0 lorsquexr = y = ~,. Pour

= Xiot, & < 0 et poury = % W < (. Par suite, le domain® est borné. Or
x(t) €]0, Xy[ et y(t) €]0,Va/v2| Vt > 0, en utilisant 'hypothesel,, on en déduit

alors que le domain® contient le point d’équilibre instable.

3 Conditions suffisantes pour I'existence d’un cycle limite

Dans cette section, nous allons donner des conditionsaniifis qui permettent de nous
restreindre au cas (b) qui fait apparaitre un cycle limite.a&vu qu'il fallait choisir,
sur l'intervalle]z ., Tmax [, POUr que le point d’équilibre soitinstable. Toute la difité
se trouve maintenant dans la déterminatiouglg,, zm.x[. Pour pallier & ce probleme,
nous allons trouver un intervalle= [0, — A, 1] C|@min, Tmax| (POUr un certaim > 0)

et donc la condition suffisante pour qu’il ait un unique palféquilibre instable sera:
0, € [/1 — A, 6,]. Faisons une approximation de la fonctifyrpar une fonctiory,. Pour
un coefficient de Hilk > 2, I'expressionk(z) = Vox™ /(2™ +65") peut étre approximée
par une fonction step avégz) =0 si © < 0y et k(x) = V2 si x> 65. L'expression
Viz"/(x™ + 07) peut étre approximée linéairement par morceaux. Latfond, sera:

1¢ (th :c) $<91—A
fo(x): “/1(¢+ ($—81+A>)(%>, 01—A§$§61—|—A
7(¢0+V1) (M), x> 0] + A.

avecA = 26, /neth — A = ”7‘2 0,. Dans le lemme 3.1, on donne des conditions
générales pour que la fonctigi(x) ait les mémes propriétés que la fonctiyiz)
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Figure 4:Les fonctionsf, et fo (noir); la fonction g, et une fonction “step” (gris).

Lemme 3.1. Etant donnees les hypotheses suivantes, pourdodgt {" , 1} (A4)

Xiot > by, (AB) 1 > 2 & ’fw;el (AB) Vi 12 > ¢y, il S'ensuit query,, < 6; — A

etxn. > 0; etdonc sb, € [0 — A, 0y], il existe un cycle limite.

Il suffit de vérifier que la dériveéfy(x)/dx est positive pour: = 6, etz = 6; — A.
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4 Période du cycle limite

En nous basant sur I'hnypothese raisonnable que la dynanliguéseau de signalisation
est plus rapide que celle du réseau génétique, nous psueécrire le modele sous
la forme standard de systeme lent/rapide (vue sous un teappie): © = f(x,y) et
y=¢€g(r,y)avecl < e < 1.

On pose les nouvelles variables= 3, y = 72%, et les nouveaux paramétrés =

o ethy = = et on fait I'hypothése AZLV, > 7,. Le systéme s'écrit comme suit:

dx z" - Voo s

(P — )1 =7) — v —7 =

7~ (2o Vi )1 =7) = 2T = F@) )
dj N - 4)
dt — )2 %m_i_éém Y| =792, Y

L'état partielz (variable de signalisation) correspond a la variable diénblution est
rapide ety (variable génétique) correspond a celle dont I'évioluest lente. La figure
(Fig.[5) montre une décomposition du cycle en quatre postiol B; BC; CD; DA).
Les portionsBC' et D A correspondent au passage de la protgidain état d’equilibre
stable a l'autre. Ces passages sont tellement rapidesajuadglige méme le temps
gu’il faut pour les parcourir [6]. La période du cycle peliira &tre approximée par le
temps nécessaire pour faid3 (11) etC'D (13).
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Figure 5: A gauche: trajectoire du cycle limitd BC' D A. A droite: I'évolution dex ety.
Les parangtres pour cet exempledy = 0.05, Xy = V43 = 1,71 = 8.7, 01 = 0.25, n = 4,
Oy = 0.2, Vo = 1.275 x 1072, 79 = 3.75 x 1072, m = 9.

Sur lisocliney = fy(z), entre les portionsiB et CD, la seconde équation devient

dy 5, dr x
@ = g = Ve

. : , : . 5 d
ure/4), on obtient sur la portiod B I'équation suwante:f()(x)d—f =

— v fo(z). En approximan% par un step (fig-

—fo(z) =



ln ]EQ(.CEA) — ln fO(xB)
Y2

o Jié(iﬂ)
TA fo(x) ~ T
la portionC'D, f(’)(x)fl—: = (1 — fo(2)) = G(z) = g((i)) dr = —/0 Yodt et

- . InG —InG ,
l'intégration donne:T; = nGre) —In (xD). La figure 5 montre que,.;, ~ 3,
Y2

Tmax A Tp, fo(ﬂfA) R~ ]EO($D) R~ fO(xmax) et quefo(xc) R~ fo(iEB) ~ fo(ﬂfmin)-
D’aprés la Section 3, nous prendrang,, = ¢, — A etx,,.. = 6, pour obtenir (apres
simplification algébrique):

Pr L[y 2= 4 }—iln{ i b _
! " ¢o + %‘/1 Xiot — bh

. Sur

Ty
dr = _/ ~odt; et l'intégration donne?’ =
0

L_%a NG
Y2 1¢0Xtot—91+A 7 Y2 72} ®)

Pour I'exemple de la figure| 5, la période approximée est@e &andis que la période
“réelle” numeérique est de 56s soit une erreurdde qui pourrait provenir des estima-
tions faites sur la fonctiorfy(z) et sur la restriction de l'intervall€r,,;,,, T ma| & UN
intervalle plus petitd; — A, 6,]. Cette estimation de la période est valable seulement si
I'expression|(5) est positivé&stant données les conditions

1 2

> 2 6

do + 3V1 Xiot — 01 I ©)
1 6h-A - 1 01

G0 Xiot = O + A 7 o+ 5Vi Xpor — 01

7N Va

(7)

il est clair que I'expression (5) est toujours positive. @esditions peuvent étre sat-
isfaites facilement car, d’apres (A%Vg > v, (on peut choisiry; Vs /7, suffisament
grand), et d’autre parb, < V5.
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Figure 6: Variation de la griode du cycle limite pour des variations del0% a +40% de
chaque pararatre. Un seul parargtre est vai, les autres prennent les valeurs de la figure 5.

En dérivant I'expression (5) par rapport a chague patesmén trouve qu’une augmen-
tation des parametrdg et X, induit une augmentation de la période tandis qu’'une
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augmentation dey, 0;, V» etv, la diminue. Si on ajoute 'hypothése-— - > 1
bo+3V1 Xtot—01

on vérifie que la période diminue aussi awgdvoir Fig. 6). Quelgues observations bi-
ologiques confirment ces tendances. Pour le systeme moleg53-Mdm2 [5], les
expériences montrent que 'augmentation¢ggediminue la période. Pour le systeme
|kB-NFx<B [2], un modele [7] prévoit une diminution de la périodmdquel; aug-
mente.

5 Conclusion

Le modele présenté dans cet article met en évidenceldgme de couplage de réseaux
de signalisation et expression génétiques. Nous avoasi®le passage de la protéine,
de son état nominal a son état a forte concentratione&stapide et est controlé par le

gene. Nous avons aussi vu que la période du cycle limpeni@ait des parametres et
gu’en agissant sur tel ou tel autre parametre, on parvargiggmenter ou diminuer cette

période. Cet exemple simple mais intuitif, propose unaméme essentiel qui pourrait

étre élargi et adapté a I'étude de systemes métbgienétique plus complexes.
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