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Pr♦❢✳ ❍❡r❜❡rt ❙❤❡❛

❊P❋▲

❋❛❝✉❧t❡ ❙❝✐❡♥❝❡s ❡t ❚❡❝❤♥✐q✉❡s ❞❡ ❧✬✐♥❣❡♥✐❡✉r

✭❙❚■✮

■♥st✐t✉t ❞✬✐♥❣❡♥✐❡r✐❡ ❞❡s s②st❡♠❡s ✭■✷❙✮

❖r❜✐t❛❧ ❉❡❜r✐s ❘❡♠❡❞✐❛t✐♦♥✿ ❛♥ ❛♣♣r♦❛❝❤ ✉s✐♥❣ ❛ ✼✲❉❖❋

r♦❜♦t✐❝ ❛r♠ ✐♥ s♣❛❝❡

▼❛st❡r Pr♦❥❡❝t ✕ ❙♣r✐♥❣ ✷✵✶✶

▲❛✉r❡♥t ❇❧❛♥❝❤❡t

❊①❝❤❛♥❣❡ ❙t✉❞❡♥t

❊◆❙ ❈❛❝❤❛♥✱ P❛r✐s

▼✉r✐❡❧ ◆♦❝❛

❆❞✈✐s♦r



❲P✿ ❖♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠s ❛♥❞ ♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ ❞❡s✐❣♥ ❢♦r ♦r❜✐t❛❧ ❣r❛❜❜✐♥❣

❈♦♥t❡♥ts

✶ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ✸

✷ ❈♦♥t❡①t ❛♥❞ r❡q✉✐r❡♠❡♥t ✺
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✷✳✶✳✷ ❲❤② ✉♣♣❡r st❛❣❡s ❄ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✻
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✷✳✷✳✷ ❙♣❛❝❡ r♦❜♦t✐❝s✬ ♣r♦❜❧❡♠ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✶

✸ ❘❡♠❡❞✐❛t✐♦♥ ❈♦♥❝❡♣t ✶✷
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✸✳✷ ▲♦❝❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❣r❛❜❜✐♥❣ ♦♥ t❤❡ t❛r❣❡t ❜② t❤❡ ♠❛♥✐♣✉❧❛t♦r ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✸
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✹ ●r❛❜❜✐♥❣ ✶✼

✹✳✶ ❊♥❞ ❡✛❡❝t♦r ♣♦s✐t✐♦♥✐♥❣ ♣r♦❜❧❡♠ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✼
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✺ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥ ✸✻

✻ ▲❡❢t t♦ ❞♦ ✸✼

❆ ❘❡q✉✐r❡♠❡♥ts ✸✽

❇ ●❡♥❡r❛❧✐③❡❞ ❏❛❝♦❜✐❛♥ ▼❛tr✐① ✸✾

❈❧❡❛♥✲♠❊ ♣r♦❥❡❝t ✶✴✺✷



❲P✿ ❖♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠s ❛♥❞ ♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ ❞❡s✐❣♥ ❢♦r ♦r❜✐t❛❧ ❣r❛❜❜✐♥❣

❈ ◆✉♠❡r✐❝❛❧ ❛♥❛❧②s✐s ♦❢ t❤❡ r❡s✉❧ts ✲ tr❛❝❦✐♥❣ ❝❛s❡ ✹✷

❉ ◆✉♠❡r✐❝❛❧ ❛♥❛❧②s✐s ♦❢ t❤❡ r❡s✉❧ts ✲ ❛t t❛r❣❡t ❝❛s❡ ✹✻

❘❡❢❡r❡♥❝❡s ✺✶

❆❝❦♥♦✇❧❡❞❣❡♠❡♥ts

■ ✇♦✉❧❞ ❧✐❦❡ t♦ t❤❛♥❦ ❆✉❞❡ ❇✐❧❧❛r❞✱ ❊r✐❝ ❙❛✉s❡r✱ ❆s❤✇✐♥✐ ❙❤✉❦❧❛ ❢r♦♠ ▲❆❙❆ ❛♥❞ ▼✉r✐❡❧ ❘✐❝❤❛r❞
✇❤♦ ❤❡❧♣❡❞ ♠❡ ❝♦rr❡❝t ♠② ♠✐st❛❦❡s✳

❈❧❡❛♥✲♠❊ ♣r♦❥❡❝t ✷✴✺✷



❲P✿ ❖♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠s ❛♥❞ ♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ ❞❡s✐❣♥ ❢♦r ♦r❜✐t❛❧ ❣r❛❜❜✐♥❣

✶ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥

❋✐❣✉r❡ ✶✿ ❖❜❥❡❝ts ❃✶✵❝♠ ✐♥ ♦r❜✐t✿
s✐t✉❛t✐♦♥ ✐♥ ✷✵✶✵✳

❉✉❡ t♦ ♠❛♥❦✐♥❞ ❡①♣❧♦✐t❛t✐♦♥ ♦❢ s♣❛❝❡✱ ♠❛♥② t❤♦✉✲
s❛♥❞s ♦❢ ♠❛♥✲♠❛❞❡ ♦❜❥❡❝ts ❛r❡ ♥♦✇ ✐♥ s♣❛❝❡✳ ❆s ✇❡
❦♥♦✇✱ s♣❛❝❡ ✐s ❜✐❣ ❛♥❞ ♣r❡tt② ♠✉❝❤ ❡♠♣t②✳ ❍♦✇❡✈❡r✱
❞✉❡ t♦ ♠❛♥❦✐♥❞ ♥❡❡❞s✱ t❤❡ s✐t✉❛t✐♦♥ ✐s ✈❡r② ❞✐✛❡r❡♥t ✐♥
t❤❡ ✈✐❝✐♥✐t② ♦❢ ❊❛rt❤✳ ❚❤❡ s✐t✉❛t✐♦♥ ❞❡❣r❛❞❡s r❛♣✐❞❧②
✐♥ ●❊❖ ❛♥❞ ✇♦rs❡♥ ❛s ✇❡ ❣♦ t♦✇❛r❞ ▲♦✇ ❊❛rt❤ ❖r❜✐t
✭▲❊❖✮✿ t❤❡r❡ st✐❧❧ ✐s ❛ ❧♦t ♦❢ s♣❛❝❡✱ ❜✉t ❢♦r ❛ ✜rst ♣❛rt
t❤❡ ✉s❡❢✉❧ ♦r❜✐ts ❛r❡ ❦✐♥❞ ♦❢ t❤❡ s❛♠❡✱ ❛♥❞ t❤❡r❡ ✐s ❛ ❧♦t
♦❢ ♦❜❥❡❝ts✱ ❞✉❡ t♦ t❤❡ ❝♦♠♠❡r❝✐❛❧ ✉s❡ ♦❢ t❤♦s❡ ♦r❜✐ts
✭s❡❡ ✜❣✉r❡ ✶✮✳

❆s ♦❢ ♥♦✇✱ t❤❡ s✐t✉❛t✐♦♥ ✐s ♥♦t ❣♦♦❞✿ s❛t❡❧❧✐t❡s ❤❛✈❡
t♦ ❜❡❡♥ ❛r♠♦r❡❞ t♦ ✇✐t❤st❛♥❞ s♠❛❧❧ ✐♠♣❛❝ts ❢r♦♠ ✇❛♥✲
❞❡r✐♥❣ ❢❛st❡♥✐♥❣s✱ ❛♥❞ ❤❛✈❡ t♦ ❜❡ ❧❛✉♥❝❤❡❞ ✇✐t❤ ❧❛r❣❡
♣r♦♣❡❧❧❛♥ts t❛♥❦s t❤❛t ✇✐❧❧ ❜❡ ✉s❡❞ t♦ ❛✈♦✐❞ ❝♦❧❧✐s✐♦♥s ✇✐t❤ ❞❡❜r✐s ❜✐❣❣❡r t❤❛♥ 10 cm✳ ❲❡ ❝❛♥
q✉♦t❡ t❤❡ ❡①❛♠♣❧❡ ♦❢ t❤❡ ■♥t❡r♥❛t✐♦♥❛❧ ❙♣❛❝❡ ❙t❛t✐♦♥ ✭■❙❙✮✱ ✇❤✐❝❤ ♦r❜✐t ✐s r❡❛❧❧② ❧♦✇ ✐♥ ♦r❞❡r
t♦ ❣❡t ✐t ❝❧❡❛r ♦❢ ❞❡❜r✐s✳ ❚❤❡ ❡♥❡r❣❡t✐❝ ❝♦st ✐s ❤✐❣❤✱ ❛♥❞ ✐ts ♦r❜✐t r❡❣✉❧❛r❧② ♥❡❡❞s t♦ ❜❡ r❛✐s❡❞✳
❊✈❡♥ ✇✐t❤ t❤✐s ♣r❡❝❛✉t✐♦♥✱ t❤❡ ■❙❙ ❞♦❡s ❝♦❧❧✐s✐♦♥ ❛✈♦✐❞❛♥❝❡ ♠❛♥♦❡✉✈r❡s ❛❧❧ ②❡❛r ❧♦♥❣✳ ❙♦♠❡
❞❡❜r✐s ❛r❡ ♥♦t✐❝❡❞ t♦♦ ❧❛t❡ t♦ ♣❡r❢♦r♠ ♠❛♥♦❡✉✈r❡s✱ ❛♥❞ t❤❡ ♣❡♦♣❧❡ ✐♥❤❛❜✐t✐♥❣ t❤❡ st❛t✐♦♥ ❤❛✈❡
t♦ ❣❡t ✐♥t♦ t❤❡ t✇♦ ❙♦②✉③ s❤✐♣s ❛❧✇❛②s ❞♦❝❦❡❞ t♦ t❤❡ st❛t✐♦♥ ✐♥ ❝❛s❡ ♦❢ ❡♠❡r❣❡♥❝② ❡✈❛❝✉❛t✐♦♥✳
❙✉❝❤ ❛ s❝❡♥❛r✐♦ ❤❛♣♣❡♥❡❞ ♦♥ ❏✉♥❡✱ ✷✽t❤ ✷✵✶✶✱ ✇❤✐❧❡ ✇r✐t✐♥❣ t❤✐s ❞♦❝✉♠❡♥t✳ ❚❤❡ ❞❡❜r✐s ✇❛s
❛t 250m ❢r♦♠ t❤❡ st❛t✐♦♥✳

❍♦✇❡✈❡r ❝♦♥tr❛r② t♦ t❤❡ ■❙❙✱ t❤❡ s❛t❡❧❧✐t❡s ❛r❡ ♥♦t ❡q✉✐♣♣❡❞ t♦ ❜❡ s❡r✈✐❝❡❞ ❛♥❞ ✇❤❡♥ t❤❡✐r
t❛♥❦s ❛r❡ ❡♠♣t②✱ t❤❡② ❛r❡ ❜♦✉♥❞ t♦ ❝♦❧❧✐❞❡ ✇✐t❤ s♦♠❡ ♦t❤❡r ✐♥❡rt ♦❜❥❡❝t ✐♥ ♦r❜✐t ❛♥❞ ♣♦t❡♥t✐❛❧❧②
❝r❡❛t❡ ♥❡✇ ✐♥❡rt ♦❜❥❡❝ts ✭❑❡ss❧❡r ❙②♥❞r♦♠❡✮ ✭s❡❡ ✜❣✉r❡ ✷✮✳

❋✐❣✉r❡ ✷✿ ❈♦❧❧✐s✐♦♥ ❡✈❡♥t ♦❢ ■r✐❞✐✉♠ ❛♥❞ ❈♦s♠♦s s❛t❡❧❧✐t❡s✿ s✐t✉❛t✐♦♥ ✐♥ ✷✵✵✾✳

❚❤❡ ♣r❡s❡♥t s✐t✉❛t✐♦♥ ✐s ❛❧r❡❛❞② ❛ ♣❧❛♥♥❡❞ ❞♦♦♠ ♦❢ s♣❛❝❡ ✉t✐❧✐③❛t✐♦♥✿ ❡✈❡♥t ✇✐t❤♦✉t ❛♥②
♠♦r❡ ❧❛✉♥❝❤❡s✱ t❤❡ ❛❧r❡❛❞② ♣r❡s❡♥t ❞❡❜r✐s ✇✐❧❧ ❝♦❧❧✐❞❡ ❛♥❞ t❤❡ q✉❛♥t✐t② ♦❢ ❞❡❜r✐s ✇✐❧❧ ♦✈❡r❝♦♠❡
t❤❡ q✉❛♥t✐t② ♦❢ ✉s❡❢✉❧ ♣❛②❧♦❛❞s ✐♥ ♦r❜✐t ❜② ✷✵✺✵ ✐♥ t❤❡ ♠♦st ♦♣t✐♠✐st ♣r❡❞✐❝t✐♦♥ ✭◆❆❙❆ ▲❊●✲
❊◆❉ ❢♦r❡❝❛sts✮ ❢♦r ❞❡❜r✐s ♦❢ s✐③❡ s✉♣❡r✐♦r t❤❛♥ ✶✵ ❝♠✳ ❍♦✇❡✈❡r t❤❡ r❡❛❧✐t② ✐s ✇♦rst✿ ❛❧t❤♦✉❣❤

❈❧❡❛♥✲♠❊ ♣r♦❥❡❝t ✸✴✺✷



❲P✿ ❖♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠s ❛♥❞ ♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ ❞❡s✐❣♥ ❢♦r ♦r❜✐t❛❧ ❣r❛❜❜✐♥❣

t❤❡ ❧❛st ②❡❛rs ❛♥❞ t❤❡ ✈❡r② s❤♦rt ❢✉t✉r❡ ❞✐❞ ❛♥❞ ✇✐❧❧ ♥♦t s❡❡ ❛ ❧♦t ♦❢ ♥❡✇ ❧❛✉♥❝❤❡s ❞✉❡ t♦ t❤❡
❡❝♦♥♦♠✐❝ s✐t✉❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝♦✉♥t✐❡s ❝❛rr②✐♥❣ t❤❡ ♠❛r❦❡t ♦❢ s❛t❡❧❧✐t❡ ❛♥❞ ❧❛✉♥❝❤❡rs✱ ❛ st✉❞② ❜②
t❤❡ ◆♦rt❤❡r♥ ❙❦② ❘❡s❡❛r❝❤ ❢♦r❡❝❛sts ♦✈❡r 1600 ♥❡✇ s❛t❡❧❧✐t❡s ❜✉✐❧t ❛♥❞ ❧❛✉♥❝❤❡❞ ❜② t❤❡ ②❡❛r
✷✵✷✺ ❬✶❪✳

❖♥❡ ♦✈❡r❛❧❧ q✉❡st✐♦♥ r❡♠❛✐♥s✿ ✇❤❛t ❛r❡ t❤♦s❡ ❞❡❜r✐s ❄ ■♥ t❤❡ ✐❞❡❛❧ s✐t✉❛t✐♦♥ ✇❤❡r❡ ❛❧❧
s❛t❡❧❧✐t❡s ❛r❡ ❞❡✲♦r❜✐t❡❞ ❛t t❤❡ ❡♥❞ ♦❢ t❤❡✐r ❧✐✈❡s✱ ❛s s♣❡❝✐✜❡❞ ❜② t❤❡ r❡❣✉❧❛t✐♦♥s✱ ✐♥st❡❛❞ ♦❢
❡①t❡♥❞✐♥❣ t❤❡✐r ♠✐ss✐♦♥ ✉♥t✐❧ t❤❡② ❝❛♥ ♥♦t ❜❡ ❞❡✲♦r❜✐t❡❞✱ ♣❛rts ♦❢ t❤❡ r♦❝❦❡t st❛② ✐♥ ♦r❜✐t✱ s❡❡
✜❣✉r❡ ✸✳ ❚❤❡② ❛r❡ ♥♦t ♦♥❧② ✉s❡❧❡ss✱ ❜✉t ❛❧s♦ ✈❡r② ❜✐❣ ❛♥❞ ❤❡❛✈②✳

❋✐❣✉r❡ ✸✿ P❛rts ♦❢ ❛ r♦❝❦❡t s❡♣❛r❛t❡❞ ❜② ♣♦st✲❞❡♣❧♦②♠❡♥t s✐t✉❛t✐♦♥✳

❚❤❡ s❝✐❡♥t✐✜❝ ❝♦♠♠✉♥✐t② ✐s r❡✈✐❡✇✐♥❣ ❞✐✛❡r❡♥t s♦❧✉t✐♦♥s✱ ❛♥❞ ❞❡✈❡❧♦♣✐♥❣ t❡❝❤♥♦❧♦❣✐❡s t♦
✉♣❣r❛❞❡ t❤❡✐r ❚❡❝❤♥♦❧♦❣② ❘❡❛❞✐♥❡ss ▲❡✈❡❧ ✭❚❘▲✮✳ ❆s ❢♦r ♥♦✇ t❤❡ ♠♦st ❢❡❛s✐❜❧❡ s♦❧✉t✐♦♥ ✐s t♦
❣❡t ❛ ❝❤❛s❡r s❛t❡❧❧✐t❡ ✐♥ ♦r❜✐t✱ ❣r❛❜ t❤❡ ❞❡❜r✐s ❛♥❞ ❞❡✲♦r❜✐t ✐t✳

❚❤❡ ❙♣❛❝❡ ❈❡♥t❡r ❛t ❊P❋▲ ✐s ♣✉tt✐♥❣ t♦❣❡t❤❡r ❛♥ ❖r❜✐t❛❧ ❉❡❜r✐s ❘❡♠♦✈❛❧ ✭❖❉❘✮ ♠✐ss✐♦♥✳
❚❤✐s ♣r♦❥❡❝t ✐s ❝❛❧❧❡❞ ❈❧❡❛♥✲♠❊✱ s❡❡ r❡❢❡r❡♥❝❡ ❬✷❪✳

❆ ♣r❡✈✐♦✉s t❤❡s✐s ❬✸❪ ✐♥ t❤❡ ❢r❛♠❡✇♦r❦ ♦❢ t❤✐s ♣r♦❥❡❝t✱ ❤❛s ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ❛ ♣❛r❛♠❡tr✐❝ ▼❛t✲
▲❛❜✴❙■▼❯▲■◆❑ ♠♦❞❡❧ ❢♦r r❡♥❞❡③✈♦✉s ❛♥❞ ❣r❛s♣✐♥❣ ♠❛♥♦❡✉✈r❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❢♦r t❤❡ ❞❡s✐❣♥ ♦❢
t❤❡ ❆tt✐t✉❞❡ ❉❡t❡r♠✐♥❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❈♦♥tr♦❧ ❙✉❜s②st❡♠ ✭❆❉❈❙✮✳ ■♥ t❤✐s t❤❡s✐s✱ ✇❡ ❛r❡ ❝♦♥❝❡r♥❡❞
✇✐t❤ t❤❡ ❣r❛❜❜✐♥❣ ♣❛rt ♦❢ t❤❡ ♦♣❡r❛t✐♦♥ ❛♥❞ t❤❡ ❝♦♥tr♦❧ ♦❢ t❤❡ s♣❛❝❡❝r❛❢t✳

■♥ ❛ ✜rst ♣❛rt✱ ✇❡ ✇✐❧❧ r❡✈✐❡✇ t❤❡ ❝♦♥t❡①t ❛♥❞ r❡q✉✐r❡♠❡♥ts✱ ❞❡✜♥❡❞ ❜② t❤❡ ♠♦st ♣r♦❜❧❡♠❛t✐❝
❞❡❜r✐s✱ ✇✐t❤ t❤❡ r❡❛s♦♥s t❤❡② ❛r❡ t❤❡ ♠♦st ♣r♦❜❧❡♠❛t✐❝ ♦♥❡s✱ ❛♥❞ t❤❡ s♣❛❝❡ r♦❜♦t✐❝ st❛t❡ ♦❢ t❤❡
❛rt ❛♥❞ ✐❞❡♥t✐✜❝❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✐♥❤❡r❡♥t ♣r♦❜❧❡♠ ♦❢ s♣❛❝❡ r♦❜♦t✐❝s✳ ❚❤❡♥ ✇❡ ✇✐❧❧ ♠♦✈❡ t♦✇❛r❞s
t❤❡ r❡♠❡❞✐❛t✐♦♥ ❝♦♥❝❡♣t✱ ✇✐t❤ t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥ ♣r♦♣♦s❡❞ ❢♦r t❤❡ ❣r❛❜❜✐♥❣ ❧♦❝❛t✐♦♥ ❛♥❞ t❤❡ s❝❡♥❛r✐♦
♣r♦♣♦s❛❧ ❢♦r t❤❡ ❖❉❘ ♠✐ss✐♦♥✳ ❊✈❡♥t✉❛❧❧② ✇❡ ✇✐❧❧ ❣❡t t♦ t❤❡ ❣r❛❜❜✐♥❣ ✐ts❡❧❢✱ ❤♦✇ ✐t ❤❛s ❜❡❡♥
✐♥t❡♥❞❡❞ t♦ t❛❝❦❧❡ ✐t✱ ❤♦✇ ✐t ❤❛s ❜❡❡♥ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞✱ ❛♥❞ ✇❤❛t r❡s✉❧ts ❛r❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ✇✐t❤ t❤✐s
✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥✳

❈❧❡❛♥✲♠❊ ♣r♦❥❡❝t ✹✴✺✷



❲P✿ ❖♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠s ❛♥❞ ♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ ❞❡s✐❣♥ ❢♦r ♦r❜✐t❛❧ ❣r❛❜❜✐♥❣

✷ ❈♦♥t❡①t ❛♥❞ r❡q✉✐r❡♠❡♥t

✷✳✶ ❉❡❜r✐s

❋✐❣✉r❡ ✹✿ ❍✶✵ st❛❣❡✳

❆s ❞❡❜r✐s r❡♠❡❞✐❛t✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ s❡❡♥ ❛s ❆♥t✐✲❙❆❚❡❧❧✐t❡ ✭❆❙❆❚✮ ❛❝t✐✈✐✲
t✐❡s✱ ✇❡ ❝❛♥ ♦♥❧② r❡tr✐❡✈❡ ♦❜❥❡❝ts ❢r♦♠ ❙✇✐t③❡r❧❛♥❞ ♦r✱ ❢♦r t❤❡ ♣❛rt✲
♥❡rs❤✐♣s t❤❛t t❤❡ ✜♥❛❧ ♠✐ss✐♦♥ ✇✐❧❧ ♥❡❡❞✱ ♦✉r ♣❛rt♥❡rs✬ ♦r❜✐t❛❧ ❞❡❜r✐s✿
❧❡t✬s ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ s✐t✉❛t✐♦♥ ♦♥ t❤❡ ❊✉r♦♣❡❛♥ s❝❛❧❡✳ ❚❤❡ ✜rst t❛r❣❡ts
❛r❡ ♥♦♥✲♦♣❡r❛t✐♦♥❛❧✱ ♥♦♥✲❝♦❧❧✐❞❡❞ ❞❡❜r✐s ✐♥ ▲♦✇ ❊❛rt❤ ❖r❜✐t✳ ❖♥❡ ❝r✐✲
t❡r✐❛ ❤❛s ❜❡❡♥ ✇♦r❦❡❞ ♦✉t ❜② ❊❙❆ ❬✹❪ t♦ s❡❧❡❝t ♣r✐♦r✐t② t❛r❣❡ts✱ ✇❤✐❝❤
✐s t❤❡ ♠❛ss t✐♠❡s t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ♦❢ ✐♠♣❛❝t ♦❢ ❛♥ ♦❜❥❡❝t✳ ❲✐t❤✐♥ ♦✉r
❧✐st ♦❢ ❊✉r♦♣❡❛♥ ♦r❜✐t❛❧ ❞❡❜r✐s✱ t❤❡ ❆r✐❛♥❡ ✉♣♣❡r st❛❣❡ ✭s❡❡ ✜❣✉r❡ ✸
❛♥❞ ✹ ❢♦r t❤❡ ❆r✐❛♥❡ ✹✬s✮ ❢❛♠✐❧② ❤❛✈❡ t❤❡ ❤✐❣❤❡st ♣r✐♦r✐t②✳

✷✳✶✳✶ ❲❤② ▲❊❖ ❄

▲❊❖ ❝♦♥t❛✐♥s ✼✸✪ ♦❢ t❤❡ ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ ♦♥✲♦r❜✐t ♦❜❥❡❝ts✱ ✇❤✐❝❤ ❝♦r✲
r❡s♣♦♥❞s t♦ ✹✵✪ ♦❢ t❤❡ t♦t❛❧ ♦♥✲♦r❜✐t ♠❛ss ❬✺❪ ✭●❊❖ ♦❜❥❡❝t ❛r❡ ❤❡❛✈✲
✐❡r✮✳ ❆❧s♦✱ t❤❡ ❑❡ss❧❡r ❙②♥❞r♦♠❡ ♠❛✐♥❧② ♦❝❝✉rs ✐♥ ▲❊❖s✳ ■♥❞❡❡❞✱ ❚❤❡
♣r❡s❡♥t ❡st✐♠❛t❡❞ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❝♦❧❧✐s✐♦♥ ❢r❛❣♠❡♥ts ✐s ❛r♦✉♥❞ ✺✵✵✱ ✇❤❡r❡❛s t❤❡ ♣r❡❞✐❝t❡❞ ♥✉♠❜❡r
♦❢ ❝♦❧❧✐s✐♦♥ ❢r❛❣♠❡♥ts ✐♥ ✷✵✹✵ ✐s ❛❜♦✉t ✷✵✵✵✳ ❍♦✇❡✈❡r t❤♦s❡ ✜❣✉r❡s ❛r❡ ❢♦r ♥♦ ♠♦r❡ ❧❛✉♥❝❤❡s
❛❢t❡r ✷✵✵✼✱ t❤✉s ✇✐t❤♦✉t t❤❡ ❋❡♥❣❨✉♥ ❆❙❆❚ t❡st ❛♥❞ t❤❡ ■r✐❞✐✉♠✸✸✴❈♦s♠♦s✷✷✺✶ ❝♦❧❧✐s✐♦♥ ❬✻❪✳
❙❡❡ ✜❣✉r❡ ✺✳

❋✐❣✉r❡ ✺✿ ▲♦♥❣✲t❡r♠ ❢♦r❡❝❛st ♦❢ t❤❡ ❡✛❡❝t✐✈❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♦r❜✐t❛❧ ❞❡❜r✐s ♦❢ ✶✵❝♠ ♦r ❧❛r❣❡r ✐♥ ▲❊❖✱
❞♦t❡❞ ❧✐♥❡s ❛r❡ ✉♣❞❛t❡s ❢♦r t❤❡ ✷✵✵✼ ❋❡♥❣❨✉♥ ❆❙❆❚ t❡st ❛♥❞ t❤❡ ✷✵✵✾ ■r✐❞✐✉♠✸✸✴❈♦s♠♦s✷✷✺✶
❝♦❧❧✐s✐♦♥✳ ❬✺❪

❈❧❡❛♥✲♠❊ ♣r♦❥❡❝t ✺✴✺✷



❲P✿ ❖♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠s ❛♥❞ ♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ ❞❡s✐❣♥ ❢♦r ♦r❜✐t❛❧ ❣r❛❜❜✐♥❣

❚❤❡ ♣r✐♦r✐t✐s❡❞ ♦r❜✐ts ❛r❡ ❬✺❪✿

• H = 900 kms ± 25 ✫ i = 82✝± 1 ✿ ✸✵✵ t♦♥s ♦❢ ♦♥✲♦r❜✐t ❞❡❜r✐s❀

• H = 900 kms ± 25 ✫ i = 98✝± 1 ✿ ✽✵✵ ♦❜❥❡❝ts✳

✷✳✶✳✷ ❲❤② ✉♣♣❡r st❛❣❡s ❄

❚❤❡ r♦❝❦❡ts✬ ✉♣♣❡r st❛❣❡s ❛r❡ t❤❡ ❜❡st ❝❤♦✐❝❡ ❢♦r t❤❡ ❖❜❥❡❝t ❉❡❜r✐s ❘❡tr✐❡✈❛❧ ✭❖❉❘✮ ♠✐ss✐♦♥✳
■♥❞❡❡❞✱ t❤❡② r❡♣r❡s❡♥t ✶✷✪ ✐♥ q✉❛♥t✐t②✱ ♦r ✷✺✪ ✐♥ ♠❛ss ♦❢ ❛❧❧ ♠❛♥✲♠❛❞❡ ♦❜❥❡❝ts ✐♥ s♣❛❝❡✱ ❛s
✇❡❧❧ ❛s ♥♦t ❜❡✐♥❣ ♦❢ ❛♥② ✉s❡✳ ❚❤❡ ♠❛✐♥ ❝♦♥❝❡r♥ ♦❢ t❤❡ ✐♥t❡r♥❛t✐♦♥❛❧ s❝✐❡♥t✐✜❝ ❝♦♠♠✉♥✐t② ✐s
▲❊❖✳ ❖♥❝❡ ❛❣❛✐♥✱ t❤♦s❡ ✉♣♣❡r st❛❣❡s ❛r❡ t❤❡ ❜❡st ❝❤♦✐❝❡✱ ❛s t❤❡② r❡♣r❡s❡♥t ✻✶✪ ♦❢ t♦t❛❧ ▲❊❖✬s
♦❜❥❡❝ts ♠❛ss✳

▼♦r❡♦✈❡r✱ t❤❡② ❤❛✈❡ t❤❡ ❤✐❣❤❡st ♠❛ss t✐♠❡s ✐♠♣❛❝t ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ✭❞✐r❡❝t❧② r❡❧❛t❡❞ t♦ ❛r❡❛✮
♣r♦❞✉❝t✱ ✇❤✐❝❤ ✐s t❤❡ ❝r✐t❡r✐❛ t♦ s❡❧❡❝t ♦♣t✐♠❛❧ t❛r❣❡t ❢♦r ❞❡♦r❜✐t✐♥❣✱ ❛s ▲✐♦✉ ❡t ❛❧✳ s❤♦✇❡❞ ❬✼❪✳

❖♥❡ ♦t❤❡r r❡❛s♦♥ ✐s t❤❛t ✉♣♣❡r✲st❛❣❡s ❢r♦♠ ❆r✐❛♥❡ ❧❛✉♥❝❤❡rs ❢❛♠✐❧② ❛r❡ ♣♦❧✐t✐❝❛❧❧② ❛✈❛✐❧❛❜❧❡
❢♦r r❡♠♦✈❛❧ ♦♥ ❛ ❋r❡♥❝❤✭❊❆❉❙✮✲❊✉r♦♣❡❛♥ ♠✐ss✐♦♥ ❛♥❞ ✉♣♣❡r✲st❛❣❡s ❢r♦♠ ❆r✐❛♥❡ ❧❛✉♥❝❤❡rs
❢❛♠✐❧② ❛r❡ ♦♥ t❤❡ ♣r✐♦r✐t② ❧✐st ♦❢ ♦❜❥❡❝ts t♦ ❜❡ r❡♠♦✈❡❞ ❬✹❪✳ ❙❡❡ ✜❣✉r❡ ✻ ✇❤✐❝❤ ❞✐s♣❧❛②s t❤❡
❛♠♦✉♥t ♦❢ ✉♣♣❡r st❛❣❡s ❧❡❢t ✐♥ ▲❊❖✱ ❛s ❧♦♥❣ ❛s t❤❡✐r ♦✇♥❡rs❤✐♣ ❛♥❞ t❤❡✐r ♠❛ss✳

❋✐❣✉r❡ ✻✿ ✶✲t♦♥ ❛♥❞ ♠♦r❡ ✉♣♣❡r st❛❣❡s ✐♥ ▲❊❖ s♦rt❡❞ ❜② q✉❛♥t✐t✐❡s ✭① ❛①✐s✮✱ ♠❛ss❡s ✭② ❛①✐s✮✱
❦✐♥❞s ✭❧❡❣❡♥❞✮ ❛♥❞ ❝♦✉♥tr✐❡s ♦✇♥❡rs❤✐♣✳ ✭❈■❙ st❛♥❞s ❢♦r ❈♦♠♠♦♥✇❡❛❧t❤ ♦❢ ■♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ❙t❛t❡s
♦r ✐♥ tr❛♥s❧❛t❡❞ ❘✉ss✐❛♥✿ ❙♦❞r✉③❤❡st✈♦ ◆❡③❛✈✐s✐♠②❦❤ ●♦s✉❞❛rst✈✱ ❙◆●✮ ❈r❡❞✐ts ❊❚❙■❆✴❯P▼
❬✽❪✳

❈❧❡❛♥✲♠❊ ♣r♦❥❡❝t ✻✴✺✷



❲P✿ ❖♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠s ❛♥❞ ♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ ❞❡s✐❣♥ ❢♦r ♦r❜✐t❛❧ ❣r❛❜❜✐♥❣

❊①❝❡♣t ❢♦r ♦♥❡ ✭❈❖❙P❆❘ ■❉✿ ✽✻✲✶✾❈✮✱ ❆r✐❛♥❡ ✹ ❛♥❞ ✺ ✉♣♣❡r st❛❣❡s ❛r❡ ♣❛ss✐✈❛t❡❞✳ ❬✹❪✳
❆s t❤❡② ❛r❡ ♣❛ss✐✈❛t❡❞✱ t❤❡r❡ ✐s ♥♦ ❝❤❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡♠ t♦ ❡①♣❧♦❞❡ ❢r♦♠ ♦✈❡r❤❡❛t ♦❢ ❢✉❡❧ ❧❡❢t ✐♥s✐❞❡
❞✉r✐♥❣ r❡✲❡♥tr② ♣❤❛s❡✱ ❡✈❡♥ ✐❢ t❤❡r❡ st✐❧❧ ✐s s♦♠❡ ❢✉❡❧ ✐♥s✐❞❡ ❛❧❧ ♦❢ t❤❡♠✱ s❡❡ ❬✾❪✳

✷✳✶✳✸ ❚❛r❣❡t❡❞ ❞❡❜r✐s ❞❛t❛

❚❤❡ ✉♣♣❡r st❛❣❡ r♦❝❦❡ts ♦❢ t❤❡ ❆r✐❛♥❡ ❢❛♠✐❧② ❛r❡ ❞❡❝❧✐♥❡❞ ✐♥ s❡✈❡r❛❧ ✈❡rs✐♦♥s✳ ■♥ t❛❜❧❡ ✼ ❛r❡
❞✐s♣❧❛②❡❞ t❤❡ ❡♥✈❡❧♦♣❡ ❛♥❞ t❤❡ ❞r② ♠❛ss ♦❢ t❤❡ t❤r❡❡ ✜rst ❝❛s❡s ✐♥ t❡r♠ ♦❢ q✉❛♥t✐t② ♦❢ ♦♥✲♦r❜✐t
♦❜❥❡❝ts✳ ▼♦r❡ s♣❡❝✐✜❝❛❧❧②✱ t❤❡ t❛r❣❡t❡❞ ❞❡❜r✐s ❛r❡ ✉♣♣❡r st❛❣❡ ❢r♦♠ ❆r✐❛♥❡ ✹ ❧❛✉♥❝❤❡rs ✭❍✶✵✮✳
❲✐t❤✐♥ t❤✐s ❢❛♠✐❧②✱ t❤❡ ❞❛t❛ ♦❢ s♦♠❡ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧s ❛r❡ ❞✐s♣❧❛②❡❞✱ ✜❣✉r❡ ✽ ❢♦r t❤❡✐r ♦r❜✐ts✱ ❛♥❞
t❛❜❧❡ ✶ ❢♦r t❤❡✐r ✐❞❡♥t✐✜❝❛t✐♦♥✱ ♦r❜✐ts ❛♥❞ ❞②♥❛♠✐❝❛❧ ♣r♦♣❡rt✐❡s✳

❝❛s❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ✈❛❧✉❡s

❆r✐❛♥❡ ✹ ❤❡✐❣❤t × ❞✐❛♠❡t❡r 10.2× 2.6m
✭❍✶✵✮ ❞r② ♠❛ss 1500 kg

❆r✐❛♥❡ ✺ ❤❡✐❣❤t × ❞✐❛♠❡t❡r 3.4× 4m
✭❊P❙✮ ❞r② ♠❛ss 1500 kg

❆r✐❛♥❡ ✺ ❤❡✐❣❤t × ❞✐❛♠❡t❡r 4.7× 5.4m
✭❊❙❈✮ ❞r② ♠❛ss 4500 kg

❋✐❣✉r❡ ✼✿ ❉✐♠❡♥s✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❡♥✈❡❧♦♣❡ ♦❢ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t
✉♣♣❡r st❛❣❡s ❝❛s❡s ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❛s ♣♦t❡♥t✐❛❧ t❛r❣❡ts✳

❋✐❣✉r❡ ✽✿ ❚②♣✐❝❛❧ ♦r❜✐ts ❢♦r s♣❡♥t
❍✶✵ ❬✶✵❪✳

❈❖❙P❆❘ ◆❖❘❆❉ ❉❡s❝r✐♣t✐♦♥ ▼❛ss I1 I2 ❛❧t✐t✉❞❡ ✐♥❝❧
■❞ ■❞ ❬❦❣❪ [kg.m2] [kg.m2] ❬❦♠❪ [deg]

✽✻✲✶✾❈ ✶✻✻✶✺ ❆r✐❛♥❡✶ ✭❍✽✮ ✶✸✶✽ ✶✶✶✹ ✽✻✻✷ ✼✽✶✲✼✾✼ ✾✽✳✽✾
✾✵✲✺❍ ✷✵✹✹✸ ❆r✐❛♥❡✹✵✭❍✶✵✮ ✶✼✻✹ ✶✹✾✶ ✶✾✾✶✽ ✼✻✹✲✼✼✽ ✾✽✳✻✼
✾✶✲✺✵❋ ✷✶✻✶✵ ❆r✐❛♥❡✹✵✭❍✶✵✮ ✶✼✻✹ ✶✹✾✶ ✶✾✾✶✽ ✼✺✾✲✼✻✸ ✾✽✳✼✷
✾✸✲✻✶❍ ✷✷✽✸✵ ❆r✐❛♥❡✹✵✭❍✶✵✮ ✶✼✻✹ ✶✹✾✶ ✶✾✾✶✽ ✼✽✷✲✼✾✽ ✾✽✳✻✻
✾✺✲✷✶❇ ✷✸✺✻✶ ❆r✐❛♥❡✹✵✭❍✶✵✰✮ ✶✼✻✹ ✶✹✾✶ ✶✾✾✶✽ ✼✻✻✲✼✼✺ ✾✽✳✺✷
✾✽✲✶✼❇ ✷✺✷✻✶ ❆r✐❛♥❡✹✵✭❍✶✵■■■✮ ✶✼✻✹ ✶✹✾✶ ✶✽✻✻✸ ✼✽✷✲✼✽✽ ✾✽✳✷✺
✷✲✷✶❇ ✷✼✹✷✷ ❆r✐❛♥❡✹✷P ✭❍✶✵✮ ✶✽✷✵ ✶✺✸✽ ✷✷✾✼✹ ✼✽✽✲✽✵✺ ✾✽✳✹✺

❚❛❜❧❡ ✶✿ ❊st✐♠❛t❡❞ ♠❛ss❡s ❛♥❞ ✐♥❡rt✐❛s ✇✐t❤ t❤❡✐r ♦r❜✐t❛❧ ❡❧❡♠❡♥ts ♦❢ ♣♦t❡♥t✐❛❧ t❛r❣❡ts✳

❯♥❢♦rt✉♥❛t❡❧②✱ ❆r✐❛♥❡s♣❛❝❡ ✐s ♥♦t ✇✐❧❧✐♥❣ t♦ s❤❛r❡ ❛ ❝♦♠♣❧❡t❡ ❣❡♦♠❡tr✐❝❛❧ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡
✉♣♣❡r st❛❣❡s ✭❍✶✵ ❛t ❧❡❛st✮ ❜❡❝❛✉s❡ t❤♦s❡ ❛r❡ st✐❧❧ ❢r❡♥❝❤ ♣❛tr✐♠♦♥②✱ ❡✈❡♥ ✐❢ t❤❡② ❛r❡ ♥♦t ✉s❡❞
❛♥②♠♦r❡✳

❈❧❡❛♥✲♠❊ ♣r♦❥❡❝t ✼✴✺✷



❲P✿ ❖♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠s ❛♥❞ ♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ ❞❡s✐❣♥ ❢♦r ♦r❜✐t❛❧ ❣r❛❜❜✐♥❣

✷✳✷ ❙♣❛❝❡ r♦❜♦t✐❝s

❉❡✲♦r❜✐t✐♥❣ ❛ s❛t❡❧❧✐t❡ ✉s✐♥❣ ❛ r♦❜♦t✐❝ ❛r♠ t♦ ❣r❛❜ ✐t ❝❛♥ ❜❡ ❝❧❛ss✐✜❡❞ ❛s ❛♥ ❖♥✲❖r❜✐t ❙❡r✈✐❝✐♥❣
✭❖❖❙✮✳ ❚✇♦ ❡①❝❡❧❧❡♥t r❡✈✐❡✇s ❛r❡ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ❢♦r t❤❡ ✐♥t❡r❡st❡❞ r❡❛❞❡r✿ ❢r♦♠ t❤❡ ❈❛♥❛❞✐❛♥ ❙♣❛❝❡
❆❣❡♥❝②✱ t❤❡ ✜rst ♣❛rt ♦❢ ❬✶✶❪ ✭✧❘❡❧❛t❡❞ ❲♦r❦✧ s❡❝t✐♦♥✮ ♣r❡s❡♥ts ❛♥ ♥❡❛r✲❡①t❡♥s✐✈❡ r❡✈✐❡✇ ♦❢
s♣❛❝❡✲s❡r✈✐❝✐♥❣ ♠✐ss✐♦♥s✳ ■♥ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ♣❛rt ✭✧P❤❛s❡s ♦❢ ❛ t②♣✐❝❛❧ ❖❖❙ ▼✐ss✐♦♥✧ s❡❝t✐♦♥✮ ❛r❡
♣r❡s❡♥t❡❞ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t ♣❤❛s❡s ♦❢ ❛ s♣❛❝❡✲s❡r✈✐❝✐♥❣ ♠✐ss✐♦♥✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ❛❞❛♣t❡❞ t♦ ♦✉r ❝❛s❡ ✐♥
s❡❝t✐♦♥ ✸✳✸✳ ❚❤❡ ♦t❤❡r r❡❢❡r❡♥❝❡✱ ❨♦s❤✐❞❛ ❛♥❞ ❲✐❧❝♦①✱ r❡✈✐❡✇❡❞ t❤❡ ❤✐st♦r✐❝❛❧ ❛❞✈❛♥❝❡s ♦❢
s♣❛❝❡ r♦❜♦t✐❝s ✐♥ t❤❡ ✜rst ♣❛rt ♦❢ ❬✶✷❪ ❛♥❞ ♠❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧❧✐♥❣ ✐♥ t❤❡ t❤✐r❞ ♣❛rt✳ ■♥ t❤✐s
s❡❝t✐♦♥✱ ❖❖❙ ♠✐ss✐♦♥s ❛♥❞ t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ♦❢ s♣❛❝❡ r♦❜♦t✐❝ ❛r❡ ❛❞❞r❡ss❡❞✳

✷✳✷✳✶ ❖❖❙ ♠✐ss✐♦♥s

❋✐✈❡ ✢♦✇♥ ♦r ♣❧❛♥♥❡❞ ♠✐ss✐♦♥s ✇❡r❡ ❞❡s✐❣♥❡❞ t♦ ❞❡♠♦♥str❛t❡ ❖❖❙ ❝❛♣❛❜✐❧✐t②✳ ▲❛✉♥❝❤ ✐♥
◆♦✈❡♠❜❡r ✶✾✾✼✱ ❚❤❡ ❏❛♣❛♥❡s❡ ❊♥❣✐♥❡❡r✐♥❣ ❚❡st ❙❛t❡❧❧✐t❡ ❱■■ ✭❊❚❙ ❱■■✱ ♦r ❑✐❦✉✲✼✮ ❬✶✸❪ ❞❡✲
♣✐❝t❡❞ ♦♥ ✜❣✉r❡ ✾✱ ❞❡♠♦♥str❛t❡❞ t❤❡ ✈❛❧✐❞✐t② ♦❢ t✇♦ ♠❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧❧✐♥❣ ♦❢ ❛ s♣❛❝❡ ♠❛♥✐♣✲
✉❧❛t♦r✱ ❝❛rr②✐♥❣ ♦✉t ❛ ✈❛r✐❡t② ♦❢ ♦♥✲❜♦❛r❞ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts✳ ■t ✇❛s ❝♦♠♣♦s❡❞ ♦❢ ❍✐❦♦❜♦s❤✐ ✭♥❛♠❡
♦❢ t❤❡ ♣r✐♥❝❡ ✐♥ ❛ ❝❧❛ss✐❝ ❏❛♣❛♥❡s❡ t❛❧❡✮ ❡q✉✐♣♣❡❞ ✇✐t❤ ❛ ✻✲❉❖❋ r♦❜♦t✐❝ ♠❛♥✐♣✉❧❛t♦r ❢♦r ❖r❜✐t
❘❡♣❧❛❝❡❛❜❧❡ ❯♥✐t ✭❖❘❯✮ ❡①❝❤❛♥❣❡ ❛♥❞ ❣r❛❜❜✐♥❣ ♦❢ t❤❡ t❛r❣❡t s❛t❡❧❧✐t❡ ❖r✐❤✐♠❡ ✭♣r✐♥❝❡ss✮✱ t❤❡
s❡❝♦♥❞ ♣❛rt ♦❢ t❤❡ ♠✐ss✐♦♥✳

❋✐❣✉r❡ ✾✿ ❊❚❙ ❱■■✳

◆❡①t ✇❛s t❤❡ ◆❆❙❆✬s ❉❆❘❚✱ s❤♦✇♥ ♦♥ ✜❣✉r❡ ✶✵ ✐♥ ✐ts ❝❛♣t✉r❡ s❝❡♥❛r✐♦✱ ❛♥❞ ❖r❜✐t❛❧
❊①♣r❡ss✱ s❤♦✇♥ ✐♥ ♦r❜✐t ♦♥ ✜❣✉r❡ ✶✶✱ ❧❛✉♥❝❤❡❞ ✐♥ ❆♣r✐❧ ✷✵✵✺ ❛♥❞ ▼❛r❝❤ ✷✵✵✼✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳ ❆s
❡①♣❧❛✐♥❡❞ ✐♥ ❬✶✹❪✱ ❉❆❘❚ ❝♦❧❧✐❞❡❞ ✇✐t❤ ✐ts ✐♥t❡♥❞❡❞ t❛r❣❡t ✭▼❯❇▲❈❖▼ s❛t❡❧❧✐t❡✮ ❞✉❡ t♦ t❤❡
♠✐ss ♦❢ ❛ ✇❛②♣♦✐♥t ❛❝t✐♥❣ ❛s ❛ tr❛♥s✐t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ❡♥t✐r❡❧② ♣r❡♣r♦❣r❛♠♠❡❞ s❝❡♥❛r✐♦✳

❈❧❡❛♥✲♠❊ ♣r♦❥❡❝t ✽✴✺✷



❲P✿ ❖♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠s ❛♥❞ ♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ ❞❡s✐❣♥ ❢♦r ♦r❜✐t❛❧ ❣r❛❜❜✐♥❣

❋✐❣✉r❡ ✶✵✿ ❉❆❘❚ ✭❜❡❧♦✇✮ ❝❧♦s✐♥❣ ♦♥
▼❯❇▲❈❖▼✳ ✭❛rt✐st✬s ❝♦♥❝❡♣t✐♦♥✮

❋✐❣✉r❡ ✶✶✿ ❆rt✐st ❝♦♥❝❡♣t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❛ss❡♠✲
❜❧❡❞ ❖r❜✐t❛❧ ❊①♣r❡ss✳

❖r❜✐t❛❧ ❊①♣r❡ss ✭s❡❡ ❛ s❡❧❢ ♣❤♦t♦ ♦♥ ✜❣✉r❡ ✶✷✮ ✐s ❝♦♠♣♦s❡❞ ♦❢ ❆❙❚❘❖✱ t❤❡ ❝❤❛s❡r ❛♥❞
◆❊❳❚❙❛t✱ t❤❡ t❛r❣❡t ♣r❡✜❣✉r✐♥❣ ❖❖❙✲❡♥❛❜❧❡❞ ❢✉t✉r❡ s❛t❡❧❧✐t❡s✳ ❆❢t❡r s❡r✈✐❝✐♥❣ t❛s❦s ✇✐t❤♦✉t
t❤❡ r❡♥❞❡③✈♦✉s✴❣r❛❜❜✐♥❣ t②♣✐❝❛❧ ♦❢ ❖❖❙ ♠✐ss✐♦♥s ✭s❡❡ ✜❣✉r❡ ✶✸✮✱ ❆❙❚❘❖ ❞❡♠♦♥str❛t❡❞ ❖❖❙
❜② ❛♥ ❛✉t♦♥♦♠♦✉s r❡♥❞❡③✈♦✉s ❛♥❞ ❝❛♣t✉r❡ ♣❤❛s❡ ❬✶✺❪✳ ❚❤r❡❡ r❡❧❡✈❛♥t s❝❡♥❛r✐♦s ❛r❡ ❞❡s❝r✐❜❡❞
❤❡r❡✿ ✐♥ t❤❡ ✜rst s❝❡♥❛r✐♦ ✭s❝❡♥❛r✐♦ ✷✲✶✮ t❤❡ ❡①❡r❝✐s❡ ✇❛s ❡♥t✐r❡❧② ❛✉t♦♥♦♠♦✉s✱ ❛r♦✉♥❞ ✷❤ ♦❢
✉♥♠❛t❡❞ ♦♣❡r❛t✐♦♥s ❛t ❛ ♠❛①✐♠✉♠ ❞✐st❛♥❝❡ ♦❢ ✶✷♠❀ ✐♥ ❛ s❡❝♦♥❞ s❝❡♥❛r✐♦ ✭s❝❡♥❛r✐♦ ✽✲✶✮✱ t❤❡
❡①❡r❝✐s❡ ✇❛s ❛❧♠♦st ❛✉t♦♥♦♠♦✉s ✇✐t❤ ❧✐tt❧❡ ❤❡❧♣ ❢r♦♠ ❣r♦✉♥❞✱ ❛♥❞ ❧❛st❡❞ ❛r♦✉♥❞ ✶ ❞❛② ❛t ✼❦♠
❛♣❛rt✳ ❚❤❡ ❧❛st ❡①❡r❝✐s❡ ✇❛s ❛ r❡❝♦✈❡r② ❢r♦♠ ❡①❡r❝✐s❡ ✸✲✶✳ ■t r❡s✉❧t❡❞ ✐♥ t❤❡ ❧♦♥❣❡st ❛♣❛rt
❡①❡r❝✐s❡✱ ✇✐t❤ ❛❧♠♦st ✽❞❛②s ❛♥❞ ✻❦♠ ❛♣❛rt✳

❋✐❣✉r❡ ✶✷✿ ❖r❜✐t❛❧ ❊①♣r❡ss✿ ❆❙❚❘❖ t❛❦✲
✐♥❣ ❛ ♣✐❝t✉r❡ ♦❢ ✐ts❡❧❢ ✉s✐♥❣ t❤❡ ❝❛♠❡r❛ ♦❢
t❤❡ r♦❜♦t✐❝ ❛r♠✳

❋✐❣✉r❡ ✶✸✿ ❖r❜✐t❛❧ ❊①♣r❡ss✿ ❆❙❚❘❖ s❡r✲
✈✐❝✐♥❣ ◆❊❳❚❙❛t ✭✉♥✐ts r❡♣❧❛❝❡♠❡♥t✱ ♥♦
❣r❛❜❜✐♥❣✮✳ ✭❛rt✐st✬s ❝♦♥❝❡♣t✐♦♥✮

■♥ ❊✉r♦♣❡✱ t❤❡r❡ ❛r❡ t✇♦ ♠✐ss✐♦♥s ❞❡s✐❣♥❡❞ t♦ ❞❡♠♦♥str❛t❡ ❖❖❙ ❝❛♣❛❜✐❧✐t②✿ t❤❡ ❙✇❡❞✐s❤
P❘■❙▼❆ ❬✶✻❪ s❤♦✇♥ ✐♥ ✜❣✉r❡ ✶✹ ❛♥❞ t❤❡ ●❡r♠❛♥ ❚❊❈❙❆❙✱ r❡❞❡✜♥❡❞ ✐♥ t❤❡ ❉❊❖❙ ♠✐ss✐♦♥
✭s❡❡ ❬✶✼❪ ❢♦r ✉♣❞❛t❡❞ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❛❜♦✉t t❤❡ ♣r♦❣r❛♠✮✱ ❞❡♣✐❝t❡❞ ✐♥ ✜❣✉r❡ ✶✺✳ ❚❤❡ ❉❊❖❙ ♠✐ss✐♦♥
✐s st✐❧❧ ✐♥ ❞❡s✐❣♥ ♣r♦❝❡ss✱ ❜✉t t❤❡ ♦❜❥❡❝t✐✈❡s ❛r❡ ❖❖❙ ❞❡♠♦♥str❛t✐♦♥s ❛♥❞ s❛t❡❧❧✐t❡ ❞❡✲♦r❜✐t✐♥❣✳
❉❊❖❙ ✇✐❧❧ r❡❧② ♦♥ ❛♥ ✉❧tr❛✲❧✐❣❤t✱ ❡✣❝✐❡♥t ❛♥❞ ♣♦✇❡r❢✉❧ r♦❜♦t✐❝ ❛r♠ t♦ ❛❝❝♦♠♣❧✐s❤ ✐ts ♠✐ss✐♦♥✱
s♣❡❝✐❛❧❧② ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ❜② t❤❡ ❉▲❘ ❢♦r s✉❝❤ ❛ ♠✐ss✐♦♥ ❛♥❞ ❛❧r❡❛❞② s♣❛❝❡ q✉❛❧✐✜❡❞ ✭s♦♠❡ ❞❡t❛✐❧s
❛❜♦✉t ✐t ✐♥ ❬✹❪✮✳

❈❧❡❛♥✲♠❊ ♣r♦❥❡❝t ✾✴✺✷



❲P✿ ❖♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠s ❛♥❞ ♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ ❞❡s✐❣♥ ❢♦r ♦r❜✐t❛❧ ❣r❛❜❜✐♥❣

❋✐❣✉r❡ ✶✹✿ P❘■❙▼❆✱ ❢♦r♠❛t✐♦♥ ✢②✐♥❣ ♦❢
▼❛♥❣♦ ✭♠❛✐♥✮ ❛♥❞ ❚❛♥❣♦✳

❋✐❣✉r❡ ✶✺✿ ❉❊❖❙✿ ❈❛♣t✉r❡ ♦❢ ❛ t✉♠❜❧✐♥❣
s❛t❡❧❧✐t❡✳ ✭❛rt✐st✬s ❝♦♥❝❡♣t✐♦♥✮

P❘■❙▼❆ ✐s ❝♦♠♣♦s❡❞ ♦❢ t✇♦ s❛t❡❧❧✐t❡s✱ ▼❛♥❣♦ ❜❡✐♥❣ t❤❡ ❝❤❛s❡r ❛♥❞ ❚❛♥❣♦ t❤❡ t❛r❣❡t s❛t❡❧✲
❧✐t❡✳ ❚❤❡② ❞❡♠♦♥str❛t❡❞ ❢♦r♠❛t✐♦♥ ✢②✐♥❣ ❛♥❞ r❡♥❞❡③✈♦✉s ❜❛s❡❞ ♦♥ ❞✐✛❡r❡♥t s❡♥s♦rs ✭♥♦t❛❜❧②✱
●P❙✮✱ ❛s ❧♦♥❣ ✇✐t❤ s✉❜s✐❞✐❛r② t❡❝❤♥♦❧♦❣✐❡s ✭s✉❝❤ ❛s ❛ ♥❡✇ ♣r♦♣❡❧❧❛♥t ✭❍P●P✮✱ ♠✐❝r♦♣r♦♣✉❧s✐♦♥✱
❛♥❞ ❡♥❤❛♥❝❡♠❡♥ts ♦❢ ❝♦♠♠♦♥ s❛t❡❧❧✐t❡ s✉❜s②st❡♠s✮✳ ❚❤❡ ♠✐ss✐♦♥ ✐s st✐❧❧ ♦♥✲❣♦✐♥❣✳ ◆♦t❛❜❧②✱
t❤❡② ❛❧s♦ ❞❡♠♦♥str❛t❡❞ ❛✉t♦♥♦♠♦✉s ❞❡t❡❝t✐♦♥ ♦❢ ❚❛♥❣♦ t❤r♦✉❣❤ ✈✐s✐♦♥ s❡♥s♦rs✳ ❙❡❡ ✜❣✉r❡s
✶✻ ❛♥❞ ✶✼ ❢♦r ❡①tr❡♠❡❧② ❞✐✛❡r❡♥t ❧✉♠✐♥♦s✐t② s✐t✉❛t✐♦♥s ✐♥ s♣❛❝❡✳ ❚❤♦s❡ t✇♦ ♣✐❝t✉r❡s ♦❢ ❚❛♥❣♦
❤❛✈❡ ❜❡❡♥ t❛❦❡♥ ❜② ▼❛♥❣♦ ✇❤✐❧❡ ❞❡t❡❝t✐♥❣ ✐t✳

❋✐❣✉r❡ ✶✻✿ P❘■❙▼❆✱ ❞❡t❡❝t✐♦♥ ♦❢ ❚❛♥❣♦
❜② ▼❛♥❣♦✱ ❤✐❣❤❧② ✐❧❧✉♠✐♥❛t❡❞✳

❋✐❣✉r❡ ✶✼✿ P❘■❙▼❆✱ ❞❡t❡❝t✐♦♥ ♦❢ ❚❛♥❣♦
❜② ▼❛♥❣♦✱ ♦♥ ❛ ❊❛rt❤ ❜❛❝❦❣r♦✉♥❞✳

❆s t❤❡ s❝✐❡♥t✐✜❝ ❝♦♠♠✉♥✐t② ❣r♦✇s ♠♦r❡ ❛♥❞ ♠♦r❡ ❝♦♥❝❡r♥❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ♦❢ s♣❛❝❡
❞❡❜r✐s✱ ✐t ❧♦♦❦s ❢♦r ❛ r❡♠❡❞✐❛t✐♦♥ ❝♦♥❝❡♣t✳ ❆♥ ❡①❛♠♣❧❡ ♦❢ t❤❛t tr❡♥❞ ✇❛s t❤❡ ✜rst ❊✉r♦♣❡❛♥
❲♦r❦s❤♦♣ ♦♥ ❆❝t✐✈❡ ❉❡❜r✐s ❘❡♠♦✈❛❧✱ ♦r❣❛♥✐s❡❞ ✐♥ t❤❡ ❤❡❛❞q✉❛rt❡rs ♦❢ t❤❡ ❈◆❊❙ ✐♥ P❛r✐s ♦♥
t❤❡ ❏✉♥❡ ✷✷♥❞ ✷✵✶✵✳ ❋❡✇ ✐❞❡❛s ❛♥❞ st✉❞✐❡s ✇❡r❡ ♣r❡s❡♥t❡❞✱ ❛♥❞ ✐♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✱ ❢❡✇ ❊✉r♦♣❡❛♥
✉♥✐✈❡rs✐t✐❡s ♣r❡s❡♥t❡❞ ❞❡✲♦r❜✐t✐♥❣ ♠✐ss✐♦♥ st✉❞✐❡s ❜❛s❡❞ ♦♥ ❝✉rr❡♥t t❡❝❤♥♦❧♦❣✐❡s✳ ❖♥❡ ♥♦t✐❝❡❛❜❧❡
✇❛s ❈r❛♥✜❡❧❞ ❯♥✐✈❡rs✐t② ✭❯♥✐t❡❞ ❑✐♥❣❞♦♠✮✳ ❚❤❡✐r ♣r♦❥❡❝t✱ ❉❡❜r✐s ❘❡♠♦✈❛❧ ✐♥ ▲❊❖ ✭❉❘
▲❊❖✱ ❬✶✵❪✮ ❧❡❞ t♦ t❤❡ ❨✉❦✐ ❝♦♥❝❡♣t✱ ✜❣✉r❡ ✶✽✳ ❚❤✐s ❝♦♥❝❡♣t ✐s ❛❧s♦ ♦♥❡ ❝❤❛s❡r✲♦♥❡ ❜✐❣ ❞❡❜r✐s✱
❜✉t t♦ ❝✉t t❤❡ ❝♦st✱ ✺ ❝❤❛s❡rs ❛r❡ ❜r♦✉❣❤t t♦ ♦r❜✐t ✐♥ ♦♥❡ ❧❛✉♥❝❤✳

❈❧❡❛♥✲♠❊ ♣r♦❥❡❝t ✶✵✴✺✷



❲P✿ ❖♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠s ❛♥❞ ♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ ❞❡s✐❣♥ ❢♦r ♦r❜✐t❛❧ ❣r❛❜❜✐♥❣

❋✐❣✉r❡ ✶✽✿ ❨✉❦✐ ❝♦♥❝❡♣t ✭❈❆❉ ❞r❛✇✐♥❣ ❜② ❘❛t❝❧✐✛❡✱ ✷✵✶✵✮✱ ❈r❛♥✜❡❧❞ ❯♥✐✈❡rs✐t②✳

✷✳✷✳✷ ❙♣❛❝❡ r♦❜♦t✐❝s✬ ♣r♦❜❧❡♠

❚❤❡r❡ ✐s ♦♥❡ ♠❛❥♦r ♣r♦❜❧❡♠ ❢♦r r♦❜♦t✐❝s ✐♥ ♦r❜✐t✿ t❤❡r❡ ✐s ♥♦ ✜①❡❞ ❜❛s❡✦ ❚❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ✐s
❞❡♣✐❝t❡❞ ♦♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ s❝❤❡♠❛t✐❝ ✭✜❣ ✶✾✮✳ ❚❤✐s ✜❣✉r❡ s❤♦✇s t❤❡ tr✐✈✐❛❧ ❡①❛♠♣❧❡ ♦❢ ❛ ✶✲

❋✐❣✉r❡ ✶✾✿ ✶ ❉❖❋ r♦❜♦t ✐♥ s♣❛❝❡✿ s✐♠♣❧❡ ❞❡♣✐❝t ♦❢ t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠✱ ❜♦t❤ ❧✐♥❦ ❤❛✈❡ t❤❡ s❛♠❡
✐♥❡rt✐❛✳

❉❖❋ s♣❛❝❡ r♦❜♦t✱ tr②✐♥❣ t♦ r❡❛❝❤ ❛ ❣♦❛❧ ❞❡♣✐❝t❡❞ ❜② t❤❡ ❧✐❣❤t ❝✐r❝❧❡ ♦♥ ✐ts r✐❣❤t✳ ❖♥ ❊❛rt❤✱
t❤❡ ♠❛♥✐♣✉❧❛t♦r ✇♦✉❧❞ r❡❛❝❤ ✐t ❜② ❛ 90✝ ❥♦✐♥t ❝♦♠♠❛♥❞✱ ❤♦✇❡✈❡r ✐♥ s♣❛❝❡ t❤❡r❡ ✐s ♥♦ ❢♦r❝❡
❝♦♠♣❡♥s❛t✐♥❣ t❤❡ r❡❛❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❜❛s❡✳ ■♥ t❤✐s ♦♥❡ ♣r♦❜❧❡♠✱ t❤❡r❡ ❛r❡ t✇♦ ✐ss✉❡s✿ ✜rst✱ t❤❡
❡♥❞✲❡✛❡❝t♦r ❞✐❞ ♥♦t r❡❛❝❤ t❤❡ ❞❡s✐r❡❞ ♣♦s✐t✐♦♥✱ s❡❝♦♥❞✱ t❤❡ ❜❛s❡ ♠♦✈❡❞ ❛♥❞ t❤❡ ✉s❡r ✐s ♥♦
❧♦♥❣❡r ❛❜❧❡ t♦ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t❡ ✇✐t❤ t❤❡ r♦❜♦t✲s❛t❡❧❧✐t❡✳

❖❢ ❝♦✉rs❡ t❤✐s ♣r♦❜❧❡♠ ✐s ♥♦t ♥❡✇ ❛♥❞ r♦❜♦t✐❝ s②st❡♠s ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ✉s❡❞ ✐♥ s♣❛❝❡ ❢♦r ❛
❢❡✇ ❞❡❝❛❞❡s ♥♦✇✳ ❍♦✇❡✈❡r ✐♥ ♠♦st s②st❡♠s t❤❡ ❜❛s❡ ✇❛s ✇❛② ♠✉❝❤ ♠♦r❡ ♠❛ss✐✈❡ t❤❛♥ t❤❡
♠❛♥✐♣✉❧❛t❡❞ ♦❜❥❡❝t ✭❡✈❡♥ t❤❡ ✐♥ t❤❡ ❙❤✉tt❧❡ ✭❘▼❙✮✮✳

▲✐♥❞❜❡r❣✱ ▲♦♥❣♠❛♥✱ ❛♥❞ ❩❡❞❞ ✭✐♥ t❤❡ ✜rst ❛rt✐❝❧❡ ♦❢ ❬✶✽❪✮ ❛❞❞r❡ss❡❞ ✐ss✉❡s r❡❧❛t❡❞ t♦ ❞②✲

❈❧❡❛♥✲♠❊ ♣r♦❥❡❝t ✶✶✴✺✷



❲P✿ ❖♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠s ❛♥❞ ♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ ❞❡s✐❣♥ ❢♦r ♦r❜✐t❛❧ ❣r❛❜❜✐♥❣

♥❛♠✐❝s ❛♥❞ ❦✐♥❡♠❛t✐❝s ♦❢ ❛ s♣❛❝❡ r♦❜♦t✱ ✇❤✐❝❤ ❝♦♥tr♦❧ ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ ❞②♥❛♠✐❝s ♣❛r❛♠❡t❡rs ❛s
✇❡❧❧ ❛s ♠♦t✐♦♥ ❤✐st♦r②✳ ▲♦♥❣♠❛♥✱ ✐♥ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ♣❛♣❡r ♦❢ ❬✶✽❪✱ s❤♦✇❡❞ ❤♦✇ t❤❡ ❢♦r✇❛r❞ ❛♥❞
✐♥✈❡rs❡ ❦✐♥❡♠❛t✐❝ ♣r♦❜❧❡♠ ❜❡❝♦♠❡ ♠✉❝❤ ♠♦r❡ ❝♦♠♣❧✐❝❛t❡❞ ✇❤❡♥ t❤❡ ♠❛ss ♦❢ t❤❡ ❧♦❛❞ ✐s ♥♦t
♥❡❣❧✐❣✐❜❧❡ ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ t❤❡ ♦♥❡ ♦❢ t❤❡ ❜❛s❡✳ ❍❡ ❛❧s♦ ♣r♦♣♦s❡ ❛ s❝❡♥❛r✐♦ ❢♦r ❛tt✐t✉❞❡ ❝♦♥tr♦❧ ♦❢
t❤❡ ❜❛s❡ ✉s✐♥❣ t❤❡ r♦❜♦t✐❝ ❛r♠ ✐♥st❡❛❞ ♦❢ ❥❡t t❤r✉st❡rs✳ ❚❤✐s s❝❡♥❛r✐♦ ✐s r❡❝②❝❧❡❞ ✐♥ st❡♣ ✹ ♦❢
t❤❡ ♣r❡s❡♥t❡❞ s❝❡♥❛r✐♦ s❡❝t✐♦♥ ✸✳✸✳ ❖♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ ✐s ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ❢♦r ❛ ♣♦✐♥t ♠❛ss ❧♦❛❞ ♣r♦❜❧❡♠✳
❱❛❢❛ ❛♥❞ ❉✉❜♦✇s❦② ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ t❤❡ ❝♦♥❝❡♣t ♦❢ ❱✐rt✉❛❧ ▼❛♥✐♣✉❧❛t♦r ✭s❡❡ t❤❡ ❡♣♦♥②♠♦✉s ♣❛♣❡r
✐♥ ❬✶✽❪✮✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ❛ ❦✐♥❡♠❛t✐❝ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ r❡❛❧ s②st❡♠ ❛s ❛ ✜①❡❞ ♠❛♥✐♣✉❧❛t♦r✱ ❜② ❝♦♥✲
s✐❞❡r✐♥❣ t❤❡ ✐♠♠♦❜✐❧✐t② t❤❡ ❝❡♥t❡r ♦❢ ♠❛ss ♦❢ t❤❡ ❡♥t✐r❡ s②st❡♠✳ ❙✉❝❤ ❝♦♥❝❡♣t ❜❡❣✐♥s t♦ ❛❧❧♦✇
t❤❡ ✉s❡ ♦❢ ❝♦♥tr♦❧ ♠❡t❤♦❞s ❢♦r ✜①❡❞ ♠❛♥✐♣✉❧❛t♦rs✳ ❨♦s❤✐❞❛ ❛♥❞ ❯♠❡t❛♥✐ ♣r❡s❡♥t t❤❡ ❝♦♥❝❡♣t
♦❢ ●❡♥❡r❛❧✐③❡❞ ❏❛❝♦❜✐❛♥ ▼❛tr✐① ✭●❏▼✮✱ ❛♥❞ t✇♦ ❝♦♥tr♦❧ ♠❡t❤♦❞s ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤✐s ❝♦♥❝❡♣t ✐♥ ❬✶✾❪✳
❚❤✐s ❝♦♥❝❡♣t ❡❧✐♠✐♥❛t❡s ✻ ❞❡❣r❡❡s ♦❢ ❢r❡❡❞♦♠ ♦❢ t❤❡ ❜❛s❡ t♦ ❢♦❝✉s ♦♥ t❤❡ ❡♥❞✲❡✛❡❝t♦r ❝♦♥tr♦❧✳
❚❤❡ ●❏▼ ✐s ❛♥ ❡♥❤❛♥❝❡❞ ❏❛❝♦❜✐❛♥✱ t❛❦✐♥❣ t❤❡ r❡❛❝t✐♦♥ ❜❛s❡ ♠♦t✐♦♥ ✐♥ ❛❝❝♦✉♥t✳ ❚❤✐s ❛❧❧♦✇s
t♦ ✉s❡ ❝♦♥tr♦❧ ♠❡t❤♦❞s ✉s✐♥❣ ❏❛❝♦❜✐❛♥ ♠❛tr✐①✱ ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ❢♦r ✜①❡❞ ❡❛rt❤✲❜❛s❡❞ ♠❛♥✐♣✉❧❛t♦rs✳
■♥ t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ❣✐✈❡♥ ✐♥ ❬✶✾❪✱ ✐t ✐s ❛ss✉♠❡❞ t❤❛t ♥♦ ❡①t❡r♥❛❧ ❢♦r❝❡s ♥♦r t♦rq✉❡s ✇❡r❡
❛♣♣❧✐❡❞ ♦♥ t❤❡ s②st❡♠✱ ❤♦✇❡✈❡r t❤✐s ❛ss✉♠♣t✐♦♥ ✐s ♥♦t ♥❡❝❡ss❛r② ❢♦r t❤❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ●❏▼✱
s❡❡ r❡❢❡r❡♥❝❡ ❬✶✷❪✳ ❆❧♦♥❣ ✇✐t❤ t❤❡ ●❏▼ ✐s ❞❡✜♥❡❞ t❤❡ ●❡♥❡r❛❧✐③❡❞ ■♥❡rt✐❛ ▼❛tr✐① ❢♦r s♣❛❝❡
♠❛♥✐♣✉❧❛t♦rs ✭●■▼✮✳ ❚❤❡ s❛♠❡ ❛✉t❤♦rs✱ ❥♦✐♥❡❞ ❜② ◆❡♥❝❤❡✈✱ ✇♦r❦❡❞ ♦✉t t❤❡ ❘❡❛❝t✐♦♥ ◆✉❧❧
❙♣❛❝❡ ✭❘◆❙✮ ❬✷✵❪ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ♦♣♣♦s✐t❡ ❛♣♣r♦❛❝❤✿ t❤✐s t✐♠❡ t❤❡ ❣♦❛❧ ✐s t♦ ♥♦t ❞✐s✲
t✉r❜ t❤❡ s♣❛❝❡❝r❛❢t ❛tt✐t✉❞❡ ✇❤✐❧❡ ♠♦✈✐♥❣ t❤❡ ❡♥❞✲❡✛❡❝t♦r ♣♦✐♥t✳ ❚❤✐s ✐s ❛❝❤✐❡✈❡❞ ❜② s♣❡❝✐✜❝
tr❛❥❡❝t♦r✐❡s✳ ❚❤❡ ✈❛❧✐❞✐t② ❛♥❞ ❡✛❡❝t✐✈❡♥❡ss ♦❢ t❤❡ ❧❛st t✇♦ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥s ❤❛s ❜❡❡♥ ❞❡♠♦♥str❛t❡❞
✐♥ ♦r❜✐t✱ ♦♥ t❤❡ ❊❚❙ ❱■■ ♠✐ss✐♦♥ ❬✶✸❪✳

❚❤✐s ❧✐st ♦❢ ♠❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧❧✐♥❣ ✐s ❢❛r ❛✇❛② ❢r♦♠ ❜❡✐♥❣ ❡①t❡♥s✐✈❡✳ ❍♦✇❡✈❡r t❤❡ ✉s❡❢✉❧✲
♥❡ss ♦❢ t❤❡ ●❏▼ ❤❛s ❜❡❡♥ ❞❡♠♦♥str❛t❡❞✳ ❚❤✐s ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ✐s q✉✐t❡ ♣♦rt❛❜❧❡ ❛s ✐t ✐s ❝♦♠♣❧✐❛♥t
✇✐t❤ ❣r♦✉♥❞✲❜❛s❡❞ ♠❛♥✐♣✉❧❛t♦r ❝♦♥tr♦❧s✱ ❛♥❞ ✐t ❛❧❧♦✇s ♥♦♥✲③❡r♦ ❡①t❡r♥❛❧ ♠♦♠❡♥t✉♠ ❛♥❞ ❢♦r❝❡s
✲ ✉s❡❢✉❧ ✇❤❡♥ t❤❡ ✉s❡r ♦❢ t❤❡ r♦❜♦t✐❝✲❛r♠❡❞ ❝❤❛s❡r ✇❛♥ts t♦ ✉s❡ r❡❛❝t✐♦♥ ✇❤❡❡❧s✱ ❛t ❧❡❛st t♦
❝♦♠♣❡♥s❛t❡ t❤❡ ❣r❛✈✐t② t♦rq✉❡✳

✸ ❘❡♠❡❞✐❛t✐♦♥ ❈♦♥❝❡♣t

✸✳✶ Pr♦❜❧❡♠ st❛t❡♠❡♥t

❚❤❡ s♦❧✉t✐♦♥ t♦ t❤❡ ❑❡ss❧❡r ❙②♥❞r♦♠❡ ✐s ❛♥ ❆❝t✐✈❡ ❉❡❜r✐s ❘❡♠♦✈❛❧ ♠✐ss✐♦♥✱ ✐❡ t♦ ❣❡t t❤❡r❡✱
❛♥❞ t❛❦❡ ❞♦✇♥ t❤❡ ❞❡❜r✐s t❤❛t ✇♦✉❧❞ ♥♦t ❝♦♠❡ ❞♦✇♥ ❜② t❤❡♠s❡❧✈❡s ✭✇✐t❤✐♥ ❛ s♣❡❝✐✜❡❞ ♣❡r✐♦❞
♦❢ t✐♠❡✮✳ ❚❤❡ s❝✐❡♥t✐✜❝ ❝♦♠♠✉♥✐t② ✐s r❡❝♦♠♠❡♥❞✐♥❣ t❤❛t ✺✲✶✺ ❧❛r❣❡ ✭❃ ✶✵ ❝♠✮ ❞❡❜r✐s ♦❜❥❡❝ts
❜❡ r❡♠♦✈❡❞ ♣❡r ②❡❛r✳

❚♦ ❞♦ t❤❛t✱ ✇❡ ♥❡❡❞ t♦ ❧❛✉♥❝❤ ❛ s♣❛❝❡❝r❛❢t✱ ❡q✉✐♣♣❡❞ ✇✐t❤ ❛ s✉❜s②st❡♠ t♦ ❤❛♥❞❧❡ ❞❡❜r✐s✱
❛♥❞ ✇✐t❤ ❛ ❆tt✐t✉❞❡ ❉❡t❡r♠✐♥❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❈♦♥tr♦❧ ❙✉❜s②st❡♠ ✭❆❉❈❙✮✱ ❛❜❧❡ t♦ ✇✐t❤st❛♥❞ t❤❡
♥❡❡❞s ♦❢ ❞❡t❡r♠✐♥❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❞❡❜r✐s✲❤❛♥❞❧✐♥❣ s✉❜s②st❡♠✱ ❛♥❞ t❤❡ ♥❡❡❞s ♦❢ ❝♦♥tr♦❧ ❛❝❝✉r❛❝② ♥♦t
♦♥❧② ♦❢ t❤✐s s✉❜s②st❡♠ ❜✉t ❛❧s♦ ❢♦r t❤❡ r❡✲❡♥tr②✱ ❝❛rr②✐♥❣ t❤❡ ❞❡❜r✐s✳ Pr❡✈✐♦✉s st✉❞✐❡s ❤❛✈❡ ❜❡❡♥
♠❛❞❡ ❜♦t❤ ♦♥ t❤❡ ❤❛♥❞❧✐♥❣ s✉❜s②st❡♠ ❬✷✶❪ ❛♥❞ ♦♥ t❤❡ ❆❉❈❙ t❤❛t ❝❛♥ ❜❡ ✉s❡❞ ❢♦r ❝♦♥tr♦❧ ♦❢ t❤❡
s♣❛❝❡❝r❛❢t ❞✉r✐♥❣ ❛♣♣r♦❛❝❤✱ r❡♥❞❡③✈♦✉s✱ ❣r❛❜❜✐♥❣ ❛♥❞ ❞❡✲♦r❜✐t✐♥❣✴r❡✲♦r❜✐t✐♥❣ ♣❤❛s❡s✳ ❚❤❡ ❉❘
▲❊❖ ❝♦♥❝❡♣t ❬✶✵❪ s❡❡♠❡❞ ❛❞❛♣t❡❞ t♦ t❤❡ s♠❛❧❧ ♠✐ss✐♦♥✱ ♦♥❡ ❜✐❣ ♦❜❥❡❝t r❡tr✐❡✈❛❧ ❞❡♠♦♥str❛t♦r
♣❧❛♥♥❡❞ ❤❡r❡ ❛t t❤❡ ❙♣❛❝❡ ❈❡♥t❡r ✭❊P❋▲✮✳ ❚❤❡ ❆❉❈❙ ♣❛r❛♠❡t❡rs ✉s❡❞ ✐♥ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❛r❡ t❤♦s❡

❈❧❡❛♥✲♠❊ ♣r♦❥❡❝t ✶✷✴✺✷



❲P✿ ❖♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠s ❛♥❞ ♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ ❞❡s✐❣♥ ❢♦r ♦r❜✐t❛❧ ❣r❛❜❜✐♥❣

♦❢ t❤❡ st✉❞② ❬✷✷❪✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ✇✐❞❡❧② ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ❆❚❱ ❛r❝❤✐t❡❝t✉r❡✳ ❚❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs ✇♦r❦❡❞ ♦✉t
✇✐❧❧ ❜❡ ✉s❡❞ ❛s ❛ ❜❛s✐s ❢♦r t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ✭❛s ❛ ✜rst ❧♦♦♣ ❞❡s✐❣♥✮✳ ❚❤❡ r❡❛❞❡r s❤♦✉❧❞ ❝♦♥s✉❧t t❤❡
r❡q✉✐r❡♠❡♥t ❧✐st ✐♥ ❛♣♣❡♥❞✐① ❆✳

❇❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ st✉❞② ❬✷✶❪ ❛♥❞ ❬✹❪✱ ❛♥❞ t❤❡ r❡q✉✐r❡♠❡♥ts ❧✐st ✐♥ ❛♣♣❡♥❞✐① ❆✱ t❤❡ ♣r❡s❡❧❡❝t❡❞
♠❛♥✐♣✉❧❛t♦r ✐s t❤❡ ❉▲❘ r♦❜♦t✐❝ ❛r♠ ▲❲❘ ■■■✳

✸✳✷ ▲♦❝❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❣r❛❜❜✐♥❣ ♦♥ t❤❡ t❛r❣❡t ❜② t❤❡ ♠❛♥✐♣✉❧❛t♦r

❚❤❡ ❧♦❝❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❣r❛❜❜✐♥❣ ♦♥ t❤❡ t❛r❣❡t ✐s q✉✐t❡ ❞❡❧✐❝❛t❡✳ ❚❤❡ ✜rst t❤✐♥❣ t♦ ♥♦t✐❝❡ ✐s t❤❛t
✇❤❡♥ t❤❡ t❤r✉st❡r✭s✮ ❢♦r t❤❡ ❞❡✲♦r❜✐t✐♥❣ ♣❤❛s❡ ❛r❡ ✜r❡❞✱ t❤❡ ♣❧✉♠❡ s❤♦✉❧❞ ♥♦t ❜❡ ❞❡✈✐❛t❡❞ ❜②
t❤❡ t❛r❣❡t✱ s♦ t❤❡ ❝❤❛s❡r s❤♦✉❧❞ ✬♣✉s❤✬ ❛♥❞ ♥♦t ✬♣✉❧❧✬ t❤❡ t❛r❣❡t✱ ❢♦r ❛♥ ♦♣t✐♠✉♠ ✉s❡ ♦❢ t❤❡
❢✉❡❧✳ ❚❤❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ t❤r✉st ❛❧s♦ s❤♦✉❧❞ ❣♦❡s ❜② t❤❡ ❝❡♥t❡r ♦❢ ♠❛ss ♦❢ t❤❡ t❛r❣❡t ❢♦r t❤❡
s❛♠❡ r❡❛s♦♥✳

❆ ❣♦♦❞ ❧♦❝❛t✐♦♥ ❤❛s t♦ ❛❧❧♦✇ ❛ ❣♦♦❞ ✜♥❛❧ ♣♦s✐t✐♦♥✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ❝❤❛s❡r ❛♥❞ ✐ts t❤r✉st❡r✭s✮ ♦♥t♦
t❤❡ t❛r❣❡t✳ ❚❤❡r❡ ❛r❡ ♠❛✐♥❧② t❤r❡❡ ❞✐✛❡r❡♥t ❧♦❝❛t✐♦♥s t❤❛t ❝♦✉❧❞ ❜❡ ✉s❡❞ ❛s ❛ ❤❛♥❞❧❡ ❜② ❛
r♦❜♦t✐❝ ♠❛♥✐♣✉❧❛t♦r ✭❆r✐❛♥❡ ✹✬s t❤✐r❞ st❛❣❡ ❍✶✵ ❝❛s❡✱ s❡❡ ✜❣✉r❡ ✷✶✮✿

• ❚❤❡ s❛❢❡r ❛♥❞ ♠♦r❡ ✬♣♦rt❛❜❧❡✬ ❝❤♦✐❝❡ ✇♦✉❧❞ ❜❡ t❤❡ ❛❞❛♣t♦r ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ t❤✐r❞ st❛❣❡
❛♥❞ t❤❡ s❛t❡❧❧✐t❡✭s✮✱ ❛s ❛❧❧ t❤✐r❞ st❛❣❡ ❤❛✈❡ ❛❧♠♦st t❤❡ s❛♠❡ ❝♦♥♥❡❝t♦r✬s ❣❡♦♠❡tr②✱ ❢♦r
❝♦♠♠❡r❝✐❛❧ r❡❛s♦♥s✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤✐s ❛❞❛♣t♦r ✐s ✈❡r② ❞✐st❛♥t t♦ t❤❡ ❝❡♥t❡r ♦❢ ♠❛ss ♦❢ t❤❡
st❛❣❡✱ ❛♥❞ t❤✉s ❡✐t❤❡r r❡q✉✐r❡ ❛ ✈❡r② ❧♦♥❣ r♦❜♦t✐❝ ❛r♠✱ ♦r ❛♥ ✐♥t❡♥s✐✈❡ ✉s❛❣❡ ♦❢ ❢✉❡❧ ✐♥
♦r❞❡r ❢♦r t❤❡ ❝❤❛s❡r t♦ tr❛❝❦ t❤✐s ❛❞❛♣t♦r✳

• ❚❤❡ ♥♦③③❧❡ ♦❢ t❤❡ st❛❣❡ ✐s ♠✉❝❤ ♠♦r❡ ❝❧♦s❡r t♦ t❤❡ ❝❡♥t❡r ♦❢ ♠❛ss ♣♦✐♥t ❛♥❞ t❤✉s r❡q✉✐r❡
❛s s❤♦rt❡r ❛r♠✳ ❍♦✇❡✈❡r ✐♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ t❤❡ ❍✶✵ st❛❣❡ ❢♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ t❤✐s ❞✐st❛♥❝❡ ✐s st✐❧❧
q✉✐t❡ ♣r♦❤✐❜✐t✐✈❡✿ t❤❡ ❡♥❞ ♦❢ t❤❡ ♥♦③③❧❡ ✐s ❛t 4m ♦❢ t❤❡ ❝❡♥t❡r ♦❢ ♠❛ss ♣♦✐♥t✱ ❧❡❛❞✐♥❣ ❛t
❧❡❛st t♦ ❛ ❢♦✉r ♠❡t❡rs ❧♦♥❣ ❛r♠✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ ❛s t❤❡ ❝❤❛s❡r s❤♦✉❧❞ ♣✉s❤ t❤❡ t❛r❣❡t✱ t❤❡r❡ ✐s ❛
❜✐❣ ✐ss✉❡✿ ❛s s♦♦♥ ❛s t❤❡ ❡♥❣✐♥❡ st♦♣s ✐ts ❜✉r♥✱ t❤❡ ♣r❡ss✉r❡ ✐♥ t❤❡ ❛❝t✉❛t♦rs ♠❛✐♥t❛✐♥✐♥❣
t❤❡ ♣♦s✐t✐♦♥ ❛♥❞ ♦r✐❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♥♦③③❧❡✱ ✇✐t❤ r❡❢❡r❡♥❝❡ t♦ t❤❡ t❛♥❦s ♦❢ t❤❡ st❛❣❡✱ ✐s
r❡❧❡❛s❡❞✳ ❍❡♥❝❡ ♣✉s❤✐♥❣ ♦♥ t❤❡ ♥♦③③❧❡ ❞♦❡s ♥♦t ✐♠♣❧② ❛ ♣✉s❤✐♥❣ ❞✐r❡❝t✐♦♥ t❤r♦✉❣❤ t❤❡
❝❡♥t❡r ♦❢ ♠❛ss✳ ❊✈❡♥ ♠♦r❡✱ ❛❢t❡r 725 t♦ 780 ✭❍✶✵ t♦ ❍✶✵✲✸✮ s❡❝♦♥❞s ♦❢ ❜✉r♥✱ t❤❡ ♥♦③③❧❡
✐s ❤✐❣❤❧② ❤❡❛t❡❞✱ ❛♥❞ t❤❡♥ ❤❡❛✈✐❧② ❝♦♦❧❡❞ ❛s ✐t ✐s ✐♥t♦ t❤❡ ❝♦❧❞ ♦❢ s♣❛❝❡✳ ❇❡❝❛✉s❡ ♦❢ t❤❛t✱
✇❡ ❝❛♥ ❤❛✈❡ ❛❜s♦❧✉t❡❧② ♥♦ ❝❡rt❛✐♥t② ❛❜♦✉t t❤❡ s❤❛♣❡ ♦❢ t❤❡ ♥♦③③❧❡✱ ♥♦r ✐ts st❛t❡✳ ❚♦ ❣❡t
❛♥ ✐❞❡❛ ♦❢ t❤❡ ❤❡❛t✐♥❣ ♣❤❛s❡ ♦❢ t❤❡ ♥♦③③❧❡✱ s❡❡ ✜❣✉r❡ ✷✵✳

• ❆ r♦❞ ❝♦♥♥❡❝t✐♥❣ t❤❡ r❡✲♣r❡ss✉r❡ t❛♥❦s t♦ t❤❡ ❢✉❡❧s t❛♥❦s ✭s❡❡ ✜❣✉r❡ ✷✶✮✳ ❊❛❝❤ r♦❝❦❡t
st❛❣❡ ♥❡❡❞s ❛ r❡✲♣r❡ss✉r❡ t❛♥❦ ✭❣❡♥❡r❛❧❧② ♦❢ ❤❡❧✐✉♠✮ ❛s ✐t ✉s❡s ✐ts ❢✉❡❧✳ ❚❤♦s❡ r❡✲♣r❡ss✉r❡
t❛♥❦✭s✮ ❛r❡ ❣❡♥❡r❛❧❧② ❜❡♥❡❛t❤ t❤❡ t❛♥❦s ❛♥❞ ❛❜♦✈❡ t❤❡ ♠♦t♦r✱ ♠❛❦✐♥❣ t❤❡ r♦❞✭s✮ r❡❛❧
❝❧♦s❡ t♦ t❤❡ ❝❡♥t❡r ♦❢ ♠❛ss ♦❢ t❤❡ st❛❣❡✳ ❚❤❡ r❡✲♣r❡ss✉r❡ ❛♥❞ ❢✉❡❧ t❛♥❦s ❛r❡ ❧✐♥❦❡❞ ❜②
r♦❞s t❤❛t ❛r❡ ❞❡s✐❣♥❡❞ ❛♥❞ t❡st❡❞ t♦ ❤❛♥❞❧❡ t❤❡ ❛❝❝❡❧❡r❛t✐♦♥ ♦❢ s❡✈❡r❛❧ g ♦❢ t❤❡ ❧❛✉♥❝❤✱
✇✐t❤ t❤❡ ❢✉❧❧ ♠❛ss ♦❢ t❤❡ ❢✉❡❧s t❛♥❦s ✇❡✐❣❤t✐♥❣ ♦♥ ✐t✳

❚❤❡ ❆r✐❛♥❡ ✹ r♦❝❦❡t ❤❛❞ t♦ ❤❛♥❞❧❡ 4, 5g ❛t ✜rst st❛❣❡ ❝✉t✲♦✛✳ ❋r♦♠ t❤❡ t❛♥❦ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥
♦❢ t❤❡ ❍✶✵ ✐♥ ❬✾❪✱ t❤❡ ♠❛ss s✉♣♣♦rt❡❞ ❜② t❤❡ r♦❞ ✐s ♦❢ t❤❡ r❡✲♣r❡ss✉r❡ t❛♥❦ ♦♥❧②✳ ❋r♦♠
t❤❡ t❛♥❦ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥✱ ✇❡ ❝❛♥ ❡st✐♠❛t❡ t❤❡ ❞✐❛♠❡t❡r ♦❢ t❤❡ ❤❡❧✐✉♠ t❛♥❦✱ ❛❜♦✉t 650mm❀
❛♥❞ ✇❡ ❦♥♦✇ t❤❡ ❤❡❧✐✉♠ st♦❝❦✐♥❣ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ❛♥❞ ♣r❡ss✉r❡✱ ❢r♦♠ t❤❡ ❆r✐❛♥❡✹ ✉s❡r✬s

❈❧❡❛♥✲♠❊ ♣r♦❥❡❝t ✶✸✴✺✷



❲P✿ ❖♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠s ❛♥❞ ♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ ❞❡s✐❣♥ ❢♦r ♦r❜✐t❛❧ ❣r❛❜❜✐♥❣

♠❛♥✉❛❧ ❬✷✸❪✱ t♦ ❜❡ 100K ❛♥❞ 200 bar✳ ❑♥♦✇✐♥❣ t❤♦s❡ t✇♦ ♣❛r❛♠❡t❡rs ✇❡ ❣❡t t❤❡ ❞❡♥s✐t②
♦❢ ❤❡❧✐✉♠✶✿ 74, 76 kg/m3✳ ❆ q✉✐❝❦ ❡st✐♠❛t❡ ♦❢ t❤❡ ❤❡❧✐✉♠✬s ♠❛ss✱ ❛ss✉♠✐♥❣ ❛ ♣❡r❢❡❝t
s♣❤❡r❡ s❤❛♣❡❞ t❛♥❦ ♦❢ ✈♦❧✉♠❡ 4/3.π.r2 ✐s 10, 75 kg✳ ❆♥ ❡st✐♠❛t❡ ♦❢ t❤❡ t❛♥❦✬s ♠❛ss✱
❛ss✉♠✐♥❣ ❛ st❡❡❧ ♦❢ ❛ ♠❡❞✐✉♠ ❞❡♥s✐t② ♦❢ 7800 kg/m3 ❢♦r ❛ s♣❤❡r✐❝❛❧ t❛♥❦ ♦❢ ✈♦❧✉♠❡
4.π.r2.e✱ ✇✐t❤ ❛ 10mm t❤✐❝❦♥❡ss e✱ ✐s 414, 12 kg✳ ❚❤❡ s✉♠ ♦❢ t❤♦s❡ ♠❛ss❡s ❧❡❛❞s t♦ ❛
❢♦r❝❡ ❤❛♥❞❧❡❞ ❜② t❤❡ r♦❞ s❧✐❣❤t❧② ✉♥❞❡r 19 kN ✳ ❆❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤✐s ✜❣✉r❡✱ ✇❡ ❝❛♥ ❜❡ q✉✐t❡
s✉r❡ t❤❛t t❤✐s r♦❞ ✇✐❧❧ ❤❛♥❞❧❡ t❤❡ ❢♦r❝❡s t❤❛t ❛ ❣r❛s♣✐♥❣ ♣r♦❝❡ss ❛♥❞ ♠❛♥✐♣✉❧❛t✐♦♥ ❝❛♥
❣❡♥❡r❛t❡✳

❋✐❣✉r❡ ✷✵✿ ❍❡❛t❡❞ ♥♦③③❧❡ ♦❢ ❛ t❤✐r❞ st❛❣❡✱ ❝♦♦❧✐♥❣ ❞♦✇♥✳

✸✳✸ ❙❝❡♥❛r✐♦

❚❤❡ ❣♦❛❧ ♦❢ t❤❡ ❆❉❈❙ ✰ ❣r❛❜❜✐♥❣ s✉❜s②st❡♠ ❞❡s✐❣♥ ✐s t♦ r❡❞✉❝❡ t❤❡ ✉s❡ ♦❢ t❤❡ ❆❉❈❙ ❞✉r✐♥❣
t❤❡ ❣r❛❜❜✐♥❣ ♣❤❛s❡ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ r❡❞✉❝❡ t❤❡ ❝♦♥s✉♠♣t✐♦♥ ♦❢ ❢✉❡❧s✳ ❚❤❡ ♦♣t✐♠❛❧ r❡❞✉❝t✐♦♥ ✐s t♦
♥♦t ✉s❡ ✐t ❛t ❛❧❧✳ ❚❤❛t ✐s s❛t✐s✜❡❞ ❜② t❤❡ s❝❡♥❛r✐♦ ♦❢ t❤❡ ♠✐ss✐♦♥ ❛s ✐t ❢♦❧❧♦✇s ✭s❡❡ ✜❣✉r❡ ✷✸✮✿

✶✳ ▲❛✉♥❝❤✱ ❞❡♣❧♦②♠❡♥ts✱ ♦r❜✐t ♣♦s✐t✐♦♥✐♥❣ ✭❝✐r❝✉❧❛r ♦r❜✐t ❜❡❧♦✇ t❤❡ t❛r❣❡t✮✳

✷✳ ❆♥❛❧②s✐s ♦❢ t❤❡ t❛r❣❡t ✭❛s ♠❛♥② ♦r❜✐ts ❛s ♥❡❝❡ss❛r②✱ ✉♥t✐❧ t❤❡ t❛r❣❡t ✐s ✇❡❧❧ ✐❞❡♥t✐✜❡❞✱ ❛s
✇❡❧❧ ❛s ✐ts ♠♦✈❡♠❡♥ts✮✳

✸✳ ❘❡♥❞❡③✈♦✉s ✭❝❧♦s✐♥❣ ❣❛♣ ❜❡t✇❡❡♥ t❛r❣❡t ❛♥❞ ❝❤❛s❡r✿ t❤❡ ❝❤❛s❡r ❛♣♣r♦❛❝❤ ❝❧♦s❡r t❤❛♥ ♦♥❡
♠❡t❡r t❤❡ t❛r❣❡t ♠♦✈✐♥❣ ③♦♥❡ ✭s❡❡ ✜❣✉r❡ ✷✶✿ t❤❡ ❜✐❣ ❜❧❛❝❦ ❛rr♦✇ ✐s t❤❡ ❛①✐s ♦❢ r♦t❛t✐♦♥
♦❢ t❤❡ t❛r❣❡t✱ ✐ts ♦r✐❣✐♥ ✐s t❤❡ ❝❡♥t❡r ♦❢ ♠❛ss✳ ❚❤❡ t❛r❣❡t ♣✐❝t✉r❡❞ ✐s t❤❡ ❍✶✵ ✉♣♣❡r st❛❣❡
✭❆r✐❛♥❡ ✹✮✱ ♦✉r ♠❛✐♥ t❛r❣❡ts✳ ❚❤❡ ✇✐❞❡✲s♣❛❝❡❞ ❞♦tt❡❞ ❢r❛♠❡ ❞❡♣✐❝t t❤❡ ✇✐♥❞♦✇ ✐♥ ✇❤✐❝❤
t❤❡ t❛r❣❡t ♠♦✈❡s✱ ❛♥❞ t❤❛t t❤❡ ❝❤❛s❡r ✇✐❧❧ ❛✈♦✐❞✱ t❤❡ ♥♦rr♦✇✲s♣❛❝❡❞ ❞♦tt❡❞ ❢r❛♠❡ ✐s t❤❡
s❛♠❡ ✇✐♥❞♦✇ ❜✉t ❢♦r t❤❡ ① ❛♥❣❧❡ t♦ ✵ ❞❡❣r❡❡s ✭✇♦rst ❝❛s❡✮✮✳

✹✳ ❊♠♣t②✐♥❣ ♠♦♠❡♥t✉♠ ♦❢ t❤❡ r❡❛❝t✐♦♥ ✇❤❡❡❧s ✭♥♦ ♣❡rt✉r❜✐♥❣ r❡❛❝t✐♦♥s ❞✉r✐♥❣ ❝❛t❝❤✐♥❣
♣❤❛s❡ t❤❛t ❝❛♥ ❜❡ ❛✈♦✐❞❡❞✦ ❚❤✐s ♣❤❛s❡ ❝❛♥ ❜❡ ❞♦♥❡ ✇✐t❤ t❤❡ ❛r♠ t♦ s❛✈❡ s♦♠❡ ❢✉❡❧✱
s❡❡ ▲♦♥❣♠❛♥✬s s❝❡♥❛r✐♦ ❢♦r ❜❛s❡ ❛tt✐t✉❞❡ ❝♦♥tr♦❧ ✐♥ ❬✶✽❪✳ ❆❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥s ❢r♦♠
t❤❡ ❨✉❦✐✬s s❝❡♥❛r✐♦ ❬✷✷❪✱ t❤❡ ❡♠♣t②✐♥❣ ♦❢ r❡❛❝t✐♦♥ ✇❤❡❡❧s ♠♦♠❡♥t✉♠ ✐s t❤❡ t❛s❦ t❤❛t ✉s❡
♠♦st ♦❢ t❤❡ ♦♥✲❜♦❛r❞ ❢✉❡❧✮✳

✶❚❤❛♥❦s t♦ ❲♦❧❢r❛♠❆❧♣❤❛

❈❧❡❛♥✲♠❊ ♣r♦❥❡❝t ✶✹✴✺✷



❲P✿ ❖♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠s ❛♥❞ ♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ ❞❡s✐❣♥ ❢♦r ♦r❜✐t❛❧ ❣r❛❜❜✐♥❣

❋✐❣✉r❡ ✷✶✿ ❆♣♣r♦❛❝❤ ❛♥❞ ♣♦s✐t✐♦♥✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ❝❤❛s❡r ✇✐t❤ r❡❢❡r❡♥❝❡ t♦ t❤❡ t❛r❣❡t✳

✺✳ ●r❛❜❜✐♥❣ ✭s❡❡ s❡❝t✐♦♥ ✹✮✿ t❤❡ ❝❤❛s❡r ✐s ♣❧❛❝❡❞ ✇✐t❤✐♥ t❤❡ ❛①✐s ♦❢ r♦t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ t❛r❣❡t✱
❛♥❞ ❢r♦♠ t❤❡r❡ t❤❡ ❛r♠ ❢♦❧❧♦✇ t❤❡ ♣♦✐♥t ❛✐♠❡❞ ❢♦r t❤❡ ❣r❛❜❜✐♥❣ ✇❤✐❧❡ t❤❡ t❛r❣❡t r♦t❛t❡
✭s❡❡ ✜❣✉r❡ ✷✶✮✳ ❚❤✐s ♣♦✐♥t ❛✐♠❡❞ ❛t ❢♦r t❤❡ ❣r❛❜❜✐♥❣ ♣❤❛s❡ ✐s t❤❡ ♠✐❞❞❧❡ ♦❢ t❤❡ ❡①♣♦s❡❞
❝♦♥♥❡❝t✐♥❣ r♦❞ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ▲❖❳ t❛♥❦ ❛♥❞ t❤❡ r❡✲♣r❡ss✉r❡ t❛♥❦✳

✻✳ ❆✉t♦♥♦♠♦✉s ♣❤❛s❡✿

✭❛✮ ✭♣❛ss✐✈❡ s✉❜✲♣❤❛s❡✮ ❚❛r❣❡t ❣r❛❜❜❡❞✱ ❝❤❛s❡r ❛❞♦♣ts t❤❡ ♠♦✈❡♠❡♥t ♦❢ t❤❡ t❛r❣❡t ✭✐♥✲
❡rt✐❛ ♦❢ t❤❡ t❛r❣❡t ✇❛② ♦✈❡r t❤❡ ❝❤❛s❡r✬s✮✳

✭❜✮ ❘❡✈❡rs✐♥❣ t❤❡ ❦✐♥❡♠❛t✐❝s✱ t❤❡ ❝❤❛s❡r ♣❧❛❝❡s ✐ts❡❧❢ ♦♥t♦ t❤❡ t❛r❣❡t✱ ✐♥ ❛ ❧♦❝❛t✐♦♥ t❤❛t
✇✐❧❧ ❛❧❧♦✇ ✐t t♦ ❝♦♥tr♦❧ t❤❡ tr❛❥❡❝t♦r②✱ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t❡ ✇✐t❤ ❣r♦✉♥❞ st❛t✐♦♥s ❛♥❞ ❤❛✈❡
❛♥ ❡✣❝✐❡♥t t❤r✉st ❢♦r t❤❡ ❣r♦✉♣ ❢♦r♠❡❞ ❜② ✐ts❡❧❢ ❛♥❞ t❤❡ t❛r❣❡t ✭s❡❡ ✜❣✉r❡ ✷✷✮✳

❚❤❡ ❢❛✈♦✉r❡❞ s❝❡♥❛r✐♦ ✐s t❤❡ ♥♦③③❧❡ ❛t♦♣ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥✳ ■♥ t❤✐s ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥✱ t❤❡
❛❧✐❣♥♠❡♥t ❞♦❡s ♥♦t r❡❧② ♦♥ t❤❡ t❛♥❦s✲♥♦③③❧❡ ❛❧✐❣♥♠❡♥t ❜❡❝❛✉s❡ ♦❢ t✇♦ ♣r♦❜❧❡♠s✳
❋✐rst✱ ❛s s♦♦♥ ❛s t❤❡ r♦❝❦❡t✬s t❤r✉st ✐s s❤✉t ❞♦✇♥✱ t❤✐s ❛❧✐❣♥♠❡♥t ✐s ❞✐s❛❜❧❡❞✷✳ ❙❡❝✲
♦♥❞✱ ❛❢t❡r t❤❡ ❜✉r♥✱ t❤❡ ❣❡♦♠❡tr✐❝❛❧ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♥♦③③❧❡ ✐s ♥♦ ❧♦♥❣❡r ❦♥♦✇♥✳
❍❡♥❝❡✱ t❤❡ ✐❞❡❛ ✐s t♦ ❝♦♥tr♦❧ t❤❡ ❛❧✐❣♥♠❡♥t ✈✐❛ t❤❡ r♦❜♦t✐❝ ❛r♠✱ st✐❧❧ ❣r❛❜❜✐♥❣ t❤❡
r♦❞✱ ✇❤✐❧❡ t❤❡ ♠❛✐♥ t❤r✉st ❣♦❡s ❜② t❤❡ ♥♦③③❧❡✳

✷s♦✉r❝❡✿ ❈❤✐st♦♣❤❡ ❇♦♥♥❛❧✱ ❝❤❡❢ ❞❡ ♣r♦❥❡ts s❡♥✐♦r✱ ❉✐r❡❝t✐♦♥ ❞❡s ▲❛♥❝❡✉rs ❞✉ ❈◆❊❙

❈❧❡❛♥✲♠❊ ♣r♦❥❡❝t ✶✺✴✺✷



❲P✿ ❖♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠s ❛♥❞ ♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ ❞❡s✐❣♥ ❢♦r ♦r❜✐t❛❧ ❣r❛❜❜✐♥❣

❋✐❣✉r❡ ✷✷✿ ❉❡t❛✐❧ ♦❢ st❡♣ ✻❜ ✿ t✇♦ ♣♦ss✐❜❧❡ ♣♦s✐t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ❝❤❛s❡r ♦♥t♦ t❤❡ t❛r❣❡t✳
❚❤❡ r❡❛❞❡r✬s ❛tt❡♥t✐♦♥ ✐s ❞✐r❡❝t❡❞ t♦✇❛r❞s t❤❡ ♥♦③③❧❡ ♣♦s✐t✐♦♥✿ ✐♥ t❤✐s ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥✱
t❤❡ ❝❤❛s❡r ✐s ❛❧✐❣♥❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ❝❡♥t❡r ♦❢ ♠❛ss ♦❢ t❤❡ t❛r❣❡t ❜② t❤❡ ♠❛♥✐♣✉❧❛t♦r st✐❧❧
❝♦♥♥❡❝t❡❞ t♦ t❤❡ r♦❞✱ ✐t ✇✐❧❧ ♣r♦❞✉❝❡ ❛♥ ❡✣❝✐❡♥t t❤r✉st✳

✭❝✮ ❘❡❝♦✈❡r✐♥❣ ❣r♦✉♥❞ st❛t✐♦♥ ❧✐❛✐s♦♥ ❛❢t❡r✴✇❤✐❧❡ st❛❜✐❧✐③✐♥❣ t❤❡ t❛r❣❡t✳ ■❢ t❤❡ ♣♦s✐t✐♦♥
♦♥t♦ t❤❡ t❛r❣❡t ♦❢ t❤❡ s♣❛❝❡❝r❛❢t ✐s t❤❡ t♦♣ ♦r r❡❛r ♦❢ t❤❡ st❛❣❡✱ ✐t ♠❛② ♣✉t t❤❡ ❜♦t❤
♦❢ t❤❡♠ ✐♥t♦ st❛❜✐❧✐③✐♥❣ s♣✐♥ ❛❧♦♥❣ t❤❡ ❛①✐s ♦❢ r❡✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ t❛r❣❡t✳

✼✳ ❉❡❝❡❧❡r❛t✐♥❣ t❤r✉st t♦ ❣❡t ♦♥ ❛ ❝♦rr❡❝t r❡✲❡♥tr② ♣❛t❤✳

✽✳ ❝♦♥tr♦❧❧❡❞ r❡✲❡♥tr②✳

❈❧❡❛♥✲♠❊ ♣r♦❥❡❝t ✶✻✴✺✷



❲P✿ ❖♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠s ❛♥❞ ♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ ❞❡s✐❣♥ ❢♦r ♦r❜✐t❛❧ ❣r❛❜❜✐♥❣

❋✐❣✉r❡ ✷✸✿ ❉❡♦r❜✐t s❝❡♥❛r✐♦✳

✹ ●r❛❜❜✐♥❣

✹✳✶ ❊♥❞ ❡✛❡❝t♦r ♣♦s✐t✐♦♥✐♥❣ ♣r♦❜❧❡♠

❖♥ ❊❚❙✲❱■■ ❬✶✸❪ ✇❡r❡ t❡st❡❞ t❤r❡❡ ❞✐✛❡r❡♥t ❝♦♥tr♦❧ str❛t❡❣✐❡s✿ ❝♦♥✈❡♥t✐♦♥❛❧ ♠❛♥✐♣✉❧❛t✐♦♥
✭♠❡❛♥✐♥❣ t❤❡ ♣♦s✐t✐♦♥ ❛♥❞ ❛tt✐t✉❞❡ ♦❢ t❤❡ ❤❛♥❞ ❛r❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡❞ ✐♥ t❤❡ s❛t❡❧❧✐t❡✲✜①❡❞ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡
❢r❛♠❡✱ ✇❤✐❧❡ t❤❡ ❛tt✐t✉❞❡ ♦❢ t❤❡ ❜❛s❡ s❤♦✉❧❞ ❜❡ ♠❛✐♥t❛✐♥❡❞ ❜② r❡❛❝t✐♦♥ ✇❤❡❡❧s✿ ❝♦♠♣❡♥s❛t✐♦♥ ♦❢
t❤❡ ❧❛❝❦ ♦❢ st❛t✐❝ ✐♥❡rt✐❛ ♦❢ t❤❡ ❜❛s❡ ✭❧✐❦❡ ♦♥ ❊❛rt❤✮ ❜② ❞②♥❛♠✐❝ ✐♥❡rt✐❛✮✱ ●❡♥❡r❛❧✐③❡❞ ❏❛❝♦❜✐❛♥
▼❛tr✐① ✭●❏▼✮ ❬✶✾❪ ❛♥❞ ❘❡❛❝t✐♦♥ ◆✉❧❧ ❙♣❛❝❡ ✭❘◆❙✮ ❬✶✽❪✳

❚✇♦ ❡①❡r❝✐s❡s ♣✉t t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡s ❛♥❞ ✉t✐❧✐t✐❡s ♦❢ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥s ✐♥ ❡✈✐❞❡♥❝❡✿ ✐♥
❡①❡r❝✐s❡ ❆ t❤❡ tr❛❥❡❝t♦r② ❛s❦❡❞ t♦ t❤❡ ❡♥❞✲❡✛❡❝t♦r ✇❛s ❛ str❛✐❣❤t ❧✐♥❡ ✐♥ t❤❡ ✐♥❡rt✐❛❧ ❢r❛♠❡✱ ❛♥❞

❈❧❡❛♥✲♠❊ ♣r♦❥❡❝t ✶✼✴✺✷



❲P✿ ❖♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠s ❛♥❞ ♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ ❞❡s✐❣♥ ❢♦r ♦r❜✐t❛❧ ❣r❛❜❜✐♥❣

t❤❡ ❡①❡r❝✐s❡ ❇ ✇❛s ❛ t✇♦✲♣❤❛s❡ ❛♣♣r♦❛❝❤ ♦❢ ❛♥ ✐♥✐t✐❛❧ 400mm ❞✐st❛♥t t❛r❣❡t✱ ❞r✐❢t✐♥❣ ✇✐t❤ ❛
✈❡❧♦❝✐t② ♦❢ 10mm/s✳ ❚❤❡ t❛r❣❡t ❝♦♥str❛✐♥ ✇❛s t♦ ❦❡❡♣ t❤❡ t❛r❣❡t ✐♥ t❤❡ r❛♥❣❡ ♦❢ t❤❡ ❝❛♠❡r❛✳
❚❤♦s❡ t✇♦ ♣❤❛s❡s ❝♦♥s✐st❡❞ ♦❢ ❛ ✜rst r♦✉❣❤ ❛♣♣r♦❛❝❤✱ ❛♥❞ t❤❡♥ s✇✐t❝❤✐♥❣ t♦ ❛ ♠♦r❡ ❡①❛❝t
❞②♥❛♠✐❝ ♦❢ ♠♦t✐♦♥ ✇❤❡♥ r❡❛❝❤✐♥❣ ❡✐t❤❡r 100mm ❞✐st❛♥❝❡ t♦ t❤❡ t❛r❣❡t ♦r✱ ❢♦r t❤❡ ❝♦♥✈❡♥t✐♦♥❛❧
❛♣♣r♦❛❝❤ ❛s ✐t ✇❛s ❝❧❡❛r ✐t ✇♦✉❧❞ ♥♦t r❡❛❝❤ t❤❡ ❛r❜✐tr❛r② ❧✐♠✐t✱ ❛ t✐♠❡ ❧✐♠✐t✳ ❚❤❡ ❞❛t❛ ♦❢ t❤✐s
❧❛t❡st ❡①♣❡r✐♠❡♥t ✐s s❤♦✇♥ ❢♦r t✇♦ ❝❛s❡s✿ ✜rst✱ ❝♦♥✈❡♥t✐♦♥❛❧ ✇✐t❤ ❜❛s❡ ❝♦♠♣❡♥s❛t✐♦♥ ✜❣✉r❡ ✷✹❀
s❡❝♦♥❞ ✇✐t❤ ❛ ❘◆❙ ❛♣♣r♦❛❝❤ s✇✐t❝❤❡❞ ❛t 100mm ❢r♦♠ t❤❡ t❛r❣❡t ❢♦r ❛ ●❏▼ ✜♥❛❧ ❛♣♣r♦❛❝❤
❛♥❞ ❝❛♣t✉r❡ ♦♥ ✜❣✉r❡ ✷✺✳

■t t✉r♥s ♦✉t t❤❛t t❤❡ ❜❛s❡ ❝♦♠♣❡♥s❛t✐♦♥ ♦♥❧② ✐s ♥❡✐t❤❡r ❛❝❝✉r❛t❡✱ ♥❡✐t❤❡r ❞♦❡s ✐t ❦❡❡♣ t❤❡
❜❛s❡ ❛t ❛ ❝♦♥st❛♥t ❛tt✐t✉❞❡✿ ❢♦r t❤❡ ❡①❡r❝✐s❡ ❆✱ t❤❡ ❤❛♥❞ ❤❛❞ ♦♥❡ ❞❡❣r❡❡ ♦❢ ❡rr♦r ✐♥ ♣✐t❝❤✱
✇❤❡r❡❛s ❢♦r ❡①❡r❝✐s❡ ❇✱ t❤❡ ❜❛s❡ ❛tt✐t✉❞❡ ✇❛s ❞✐st✉r❜❡❞ ♠♦r❡ t❤❛♥ ♦♥❡ ❞❡❣r❡❡✳ ❚❤❡ ❘◆❙ ✐s
q✉✐t❡ ❣♦♦❞ ❢♦r ❝♦♥st❛♥t ❜❛s❡ ❛tt✐t✉❞❡✱ ❛s ✐t ✐s ❞❡s✐❣♥❡❞ t♦✱ ❜✉t ♥♦t t❤❛t ❣♦♦❞ ❛t ❡♥❞ ❡✛❡❝t♦r
❛❝❝✉r❛❝②✱ ✇❤✐❧❡ t❤❡ ●❏▼ ❞♦❡s ♥♦t ❦❡❡♣ t❤❡ ❛tt✐t✉❞❡ ♦❢ t❤❡ ❜❛s❡ ❝♦♥st❛♥t✱ ❜✉t ✐s r❡❛❧❧② ❣♦♦❞
❢♦r t❤❡ ❡♥❞ ❡✛❡❝t♦r ❛❝❝✉r❛❝②✿ ❡①❡r❝✐s❡ ❆ r❡s✉❧t❡❞ ✐♥ ❧❡ss t❤❛♥ 0.2✝✐♥ ♣✐t❝❤ ❡rr♦r✳

❚❤♦s❡ ✈❛❧✉❡s ♠❛② s❡❡♠ q✉✐t❡ ❧♦✇ ❜✉t ♦♥❡ ❤❛s t♦ ❦❡❡♣ ✐♥ ♠✐♥❞ t❤❛t t❤❡ ♠❛♥✐♣✉❧❛t♦r ❧❡♥❣t❤
✐s 2m ❛♥❞ ✐t ♦♣❡r❛t❡❞ ❛t ❧❡ss t❤❛♥ ❤❛❧❢ ❛ ♠❡t❡r✱ ❢✉rt❤❡r♠♦r❡ t❤❡ ❜❛s❡ ✇❛s q✉✐t❡ ❤❡❛✈② ✭2.5T ✱
♦r❞❡r ♦❢ ♠❛❣♥✐t✉❞❡ ♦❢ t❤❡ ✐♥❡rt✐❛ r❛t✐♦ ❜❡t✇❡❡♥ ❜❛s❡ ❛♥❞ ❧✐♥❦s ✐s ❛❜♦✉t 103✮✳ ❖♥❡ ♦t❤❡r ❢❛❝t
st♦♦❞ ♦✉t ♦❢ t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts✿ t❤❡ ❣r❛✈✐t② ❣r❛❞✐❡♥t ✇❛s ♥♦t ♥❡❣❧✐❣✐❜❧❡✱ ♦♣♣♦s❡❞ t♦ t❤❡ ✉s✉❛❧
❛ss✉♠♣t✐♦♥ ✇❤❡♥ ✉s✐♥❣ ❛ ♠❛♥✐♣✉❧❛t♦r✱ ❢♦r ✐ts r❡❛❝t✐♦♥ ✐s ❞♦♠✐♥❛♥t ♦✈❡r ❛ s❤♦rt✲t✐♠❡ r❛♥❣❡✳

❋✐❣✉r❡ ✷✹✿ ❊❚❙ ❱■■✿ ❛✉t♦♥♦♠♦✉s t❛r❣❡t
❝❛♣t✉r❡✿ ❝♦♥✈❡♥t✐♦♥❛❧ s❛t❡❧❧✐t❡✲❢r❛♠❡ ✜①❡❞
tr❛❥❡❝t♦r✐❡s✱ ✇✐t❤ ❜❛s❡ ❛tt✐t✉❞❡ ❝♦♠♣❡♥s❛✲
t✐♦♥ ✇✐t❤ r❡❛❝t✐♦♥ ✇❤❡❡❧s✳

❋✐❣✉r❡ ✷✺✿ ❊❚❙ ❱■■✿ ❛✉t♦♥♦♠♦✉s t❛r❣❡t
❝❛♣t✉r❡✿ ❘◆❙✲❜❛s❡❞ r❡❛❝t✐♦♥❧❡ss ❛♣♣r♦❛❝❤
s✇✐t❝❤❡❞ t♦ ●❏▼✲❜❛s❡❞ ✐♥❡rt✐❛❧ ♠❛♥✐♣✉❧❛✲
t✐♦♥ ✇❤❡♥ ❝❧♦s❡r t♦ t❛r❣❡t t❤❛♥ ✶✵✵ ♠♠✳

❈❧❡❛♥✲♠❊ ♣r♦❥❡❝t ✶✽✴✺✷



❲P✿ ❖♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠s ❛♥❞ ♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ ❞❡s✐❣♥ ❢♦r ♦r❜✐t❛❧ ❣r❛❜❜✐♥❣

❚❤❡ ❞✉r❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣r♦❥❡❝t ❛❧❧♦✇❡❞ ♠❡ t♦ ✐♠♣❧❡♠❡♥t ♦♥❧② ♦♥❡ ♦❢ t❤❡ t✇♦ str❛t❡❣✐❡s✱ ❛♥❞
❛s t❤❡ ●❏▼ ✇❛s ❢✉♥❞❛♠❡♥t❛❧ t♦ ❡✛❡❝t✐✈❡❧② ❣r❛❜ t❤❡ t❛r❣❡t ✭✜♥❛❧ ❛♣♣r♦❛❝❤ ♣❤❛s❡✱ ✜❣✉r❡ ✷✺✮✱
■ ❝❤♦s❡ t♦ ✐♠♣❧❡♠❡♥t ✐t ✐♥st❡❛❞ ♦❢ t❤❡ ❘◆❙✳ ▼♦r❡♦✈❡r ♦♥❡ ❝♦✉❧❞ ♣r♦❥❡❝t ❛ tr✉❧② ❛✉t♦♥♦♠♦✉s
♠✐ss✐♦♥✱ ✇❤❡r❡ ❝♦♥st❛♥t ❛tt✐t✉❞❡ ♦❢ t❤❡ ❜❛s❡ ✇♦✉❧❞ ♥♦ ❧♦♥❣❡r ♠❛tt❡r✱ ❛s t❤❡ s♣❛❝❡❝r❛❢t ✐s
♥♦ ❧♦♥❣❡r ❝♦♥tr♦❧❧❡❞ ❜② ❣r♦✉♥❞ st❛t✐♦♥s ✲ ✐t ✇♦✉❧❞ ❝♦♥tr♦❧ ✐ts❡❧❢ ✇✐t❤ r❡❢❡r❡♥❝❡ t♦ t❤❡ t❛r❣❡t✳
❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱ t❤❛♥❦s t♦ ●❡♥❡r❛❧✐③❡❞ ❏❛❝♦❜✐❛♥ ❛♥❞ ■♥❡rt✐❛ ▼❛tr✐❝❡s✱ ❜❛s❡ ❛tt✐t✉❞❡ r❡❛❝t✐♦♥ ❝❛♥
❜❡ ❡st✐♠❛t❡❞ ❜❡❢♦r❡❤❛♥❞ ❛♥❞ ❛ ❢❡❡❞✲❢♦r✇❛r❞ ❝♦♠♠❛♥❞ ❝❛♥ ❜❡ ❣❡♥❡r❛t❡❞✳

✹✳✷ ■♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥

✹✳✷✳✶ ❙tr✉❝t✉r❡ ❛♥❞ ✉s❡r✬s ❣✉✐❞❡

■ ✉s❡❞ ❘♦❜♦t❚♦♦❧❑✐t ❬✷✹❪ ✭❘❚❑✮ ❢♦r t❤❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ✐♥ ❈✰✰✳ ❘♦❜♦t❚♦♦❧❑✐t ✐s ❛♥ ♦♣❡♥✲
s♦✉r❝❡ r♦❜♦t s✐♠✉❧❛t♦r ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ❢♦r r❡s❡❛r❝❤❡rs ❛♥❞ r♦❜♦t ❤❛❝❦❡rs ✉♥❞❡r ●◆❯ ❧✐❝❡♥❝❡✳ ■t ♦✛❡rs
❛ ❈✰✰ ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥t ❢♦r t❤❡ ❝♦♥tr♦❧ ♦❢ ❛ r♦❜♦t✱ ✇✐t❤ ❛ s❡t ♦❢ ♠❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧ ❛♥❞ r♦❜♦t✲✐♥t❡r❛❝t✐♥❣
❝❧❛ss❡s✳

■ ✇❡♥t ❢♦r t❤❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❘❡s♦❧✈❡❞ ❆❝❝❡❧❡r❛t✐♦♥ ❈♦♥tr♦❧ ♠❡t❤♦❞ t♦❣❡t❤❡r ✇✐t❤
t❤❡ ✉s❡ ♦❢ ●❡♥❡r❛❧✐③❡❞ ❏❛❝♦❜✐❛♥ ▼❛tr✐① ✭●❏▼✮ ❬✶✾❪ ❢♦r t❤❡ ❝♦♥tr♦❧ ♦❢ t❤❡ r♦❜♦t✱ ✇✐t❤ ❛♥ ❡rr♦r
❢❡❡❞❜❛❝❦ ❧♦♦♣ t❤r♦✉❣❤ t❤❡ ✈✐❞❡♦ ❢❡❡❞❜❛❝❦✱ ❛s t❤❡ r❡❛❞❡r ❝❛♥ s❡❡ ♦♥ t❤❡ s❝❤❡♠❛t✐❝ ♦♥ ✜❣✉r❡ ✷✻✳
■♥ t❤❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥✱ t❤❡ ✈✐❞❡♦ ❢❡❡❞❜❛❝❦ ✐s r❡♣❧❛❝❡❞ ❜② t❤❡ ❛❝t✉❛❧ ♣♦s✐t✐♦♥ ❛♥❞ ♦r✐❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡
❡♥❞✲❡✛❡❝t♦r✱ s♣❡❝✐✜❡❞ ❛s ❛ P✉✲♥❛♠❡❞ ❧✐♥❦ ✐♥ t❤❡ str✉❝t✉r❡ ♦❢ t❤❡ r♦❜♦t✱ ❛♥❞ t❤❡ ♣♦s✐t✐♦♥ ❛♥❞
♦r✐❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ t❛r❣❡t✳

❋✐❣✉r❡ ✷✻✿ ■♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ s❝❤❡♠❛t✐❝✳ ❚❤❡ ❜♦❧❞ ❜❧✉❡ ❢r❛♠❡ ✐s ✇❤❛t ✐s ❧❡❢t t♦ ❞♦✱ ❡①♣❧✐❝✐t❧② t❤❡
tr❛❝❦✐♥❣ ♦❢ t❤❡ t❛r❣❡t✳

❊❛❝❤ ♦❢ t❤❡ ❜♦①❡s ❛r❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞ ♠❡t❤♦❞s ✐♥ t❤❡ ❈✰✰ ❝❧❛ss ❣❡♥❡r❛❧✐③❡❞❥❛❝♦❜✐❛♥♠❡t❤♦❞✱
✇❤✐❝❤ ✐s ❝♦♥str✉❝t❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ r♦❜♦t ✉s❡❞ ✐♥ ✐♥♣✉t✱ ♦r ❈▼●✈✵ ❢♦r t❤❡ ❈▼● ❜♦①✿

❈❧❡❛♥✲♠❊ ♣r♦❥❡❝t ✶✾✴✺✷



❲P✿ ❖♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠s ❛♥❞ ♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ ❞❡s✐❣♥ ❢♦r ♦r❜✐t❛❧ ❣r❛❜❜✐♥❣

• ❜♦① ✧ri✱ pi✱ ki✧ ✐s ❞❡❝♦♠♣♦s❡❞ ✐♥ t✇♦ ♠❡t❤♦❞s✱ ●❏▼✉♣❞❛t❡✱ ❝♦❧❧❡❝t✐♥❣ ❢♦r ❡❛❝❤ ❧✐♥❦ t❤❡
♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝❡♥t❡r ♦❢ ♠❛ss ri✱ ♦❢ t❤❡ ❝❡♥t❡r ♦❢ t❤❡ ❥♦✐♥t pi✱ ❛♥❞ t❤❡ ❛①✐s ♦❢ r♦t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡
❥♦✐♥t ki ❛♥❞ ✉♣❞❛t✐♥❣ t❤❡♠✳ ❚❤❡♥ t❤❡ ♠❡t❤♦❞ s✉❜♠❛tr✐❝❡s ❝♦♠♣✉t❡s t❤❡ s✉❜♠❛tr✐❝❡s
♥❡❝❡ss❛r② t♦ t❤❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ●❏▼ ❛♥❞ ●■▼✱ ❛♥❞ ✉♣❞❛t❡ t❤❡♠✳

• ❜♦① ✧●❏▼✧ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ t♦ t❤❡ ❥❛❝♦❜✐❛♥ ♠❡t❤♦❞ ✇❤✐❝❤ ❝♦♠♣✉t❡s t❤❡ ●❏▼✱ ✉♣❞❛t✐♥❣ ✐t
❛♥❞ ❣✐✈✐♥❣ ✐t ❜❛❝❦✳

• ❜♦① ✧■♥✈❡rs✐♦♥✴Ps❡✉❞♦✲✐♥✈❡rs✐♦♥✴❙❱❉ ❞❡❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥✧ ✐s ❞❡❝♦♠♣♦s❡❞ ✐♥ ♠❛♥② ♠❡t❤♦❞s✱
❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t ❛❧❣♦r✐t❤♠s ✉s❡❞ ❢♦r t❤❡ ❦✐♥❡♠❛t✐❝ ✐♥✈❡rs✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠✿ ♦♥
♦♥❡ ❤❛♥❞ ✇❡ ❤❛✈❡ t✇♦ ♠❡t❤♦❞s ✇♦r❦✐♥❣ t♦❣❡t❤❡r✿ ♣s❡✉❞♦■♥✈❡rs❡✱ ❢❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ♠❛tr✐①
t♦ ✐♥✈❡rs❡ ❛♥❞ t❤❡ r❡s✉❧t✐♥❣ ♠❛tr✐①✱ ✉s❡❞ t♦ s❡♣❛r❛t❡ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ❛ sq✉❛r❡ ♠❛tr✐①✱ ❜r♦❛❞ ♦r
✇✐❞❡ r❡❝t❛♥❣✉❧❛r ♠❛tr✐①✳ ❚❤❡♥ t❤❡ ♠❛tr✐① ✐s s❡♥❞ t♦ t❤❡ ❉❡❣❡♥❡r❛t❡❞❙❱❉ ✇❤✐❝❤ ❜❡❣✐♥s
❜② ❝♦♠♣✉t✐♥❣ t❤❡ r❛♥❦ ♦❢ t❤❡ ✧sq✉❛r❡❞ ♠❛tr✐①✧ ✭✐♥ ❢❛❝t✱ ♦❢ t❤❡ ♠❛tr✐① t✐♠❡s t❤❡ tr❛♥s✲
♣♦s❡✱ ♦r t❤❡ tr❛♥s♣♦s❡ t✐♠❡s t❤❡ ♠❛tr✐① ❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ t❤❡ ❝❛s❡✱ s❡❡ s❡❝t✐♦♥ ✹✳✷✳✸ ✜rst ❛♥❞
s❡❝♦♥❞ ♣❛r❛❣r❛♣❤s✮✱ ❛♥❞ t❤❡♥ ❝♦♠♣✉t❡s ❛ ❞❡❣❡♥❡r❛t❡❞ ❙❱❉ ✐♥✈❡rs❡ ✭s❡❡ t❤✐r❞ ♣❛r❛❣r❛♣❤
♦❢ s❡❝t✐♦♥ ✹✳✷✳✸✮ ✐❢ t❤❡ ♠❛tr✐① ✐s ♥♦t ♦❢ ❢✉❧❧ r❛♥❦✱ ♦r s✐♠♣❧② s❡♥❞ ❜❛❝❦ ❛♥ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ♦❢ ❛
♥♦♥ ♥❡❝❡ss❛r② ❞❡❣❡♥❡r❛t❡❞ ❙❱❉ ✐♥✈❡rs❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ s♦ t❤❡ ✜rst ♠❡t❤♦❞ ❝❛♥ ❞❡❛❧ ✇✐t❤
❧❡ss ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧❧② ❡①♣❡♥s✐✈❡ ✐♥✈❡rs❡ ♠❡t❤♦❞s ✭♣s❡✉❞♦✲✐♥✈❡rs❡ ♦r s✐♠♣❧❡ ✐♥✈❡rs✐♦♥ ❛s
✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞ ✐♥ ❘❚❑✮✳ ❖♥ ❛ s❡❝♦♥❞ ❤❛♥❞ ✇❡r❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞ t❤❡ ❉❛♠♣❡❞ ▲❡❛st ❙q✉❛r❡s
❛❧❣♦r✐t❤♠ ✐♥ t❤❡ ❉▲❙ ♠❡t❤♦❞✳ ❚❤✐s ✐s ❢❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ♠❛tr✐① t♦ ✐♥✈❡rs❡✱ t❤❡ ♠❛tr✐① r❡s✉❧t✐♥❣
♦❢ t❤❡ ✐♥✈❡rs✐♦♥✱ ❛♥❞ ❛ ❞❛♠♣✐♥❣ ❝♦♥st❛♥t λ✳ ❚❤✐s ♠❡t❤♦❞ ✐s ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧② ❝❤❡❛♣ ❛s
✐t ❞♦❡s ♥♦t ❛♥② ❙❱❉ ❞❡❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥✳ ❖♥ ❛ t❤✐r❞ ❤❛♥❞ ✇❡r❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞ t❤❡ ❙❡❧❡❝t✐✈❡
❉❛♠♣❡❞ ▲❡❛st ❙q✉❛r❡s ✐♥ t❤❡ ❙❉▲❙ ♠❡t❤♦❞✳ ❚❤✐s ✐s ❢❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ♠❛tr✐① t♦ ✐♥✈❡rs❡ ❛♥❞
t❤❡ ♠❛tr✐① r❡s✉❧t✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ✐♥✈❡rs✐♦♥✳ ❚❤✐s ♠❡t❤♦❞ r❡q✉✐r❡s ❛♥ ❙❱❉ ❞❡❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ❛t
❡❛❝❤ st❡♣✳ ❖♥ ❛ ❧❛st ❤❛♥❞ ✇❡r❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞ ❛♥ ✐♥t❡r♠❡❞✐❛t❡ ♠❡t❤♦❞✱ t❤❡ ▼✐①❡❞❉▲❙

♠❡t❤♦❞✱ ❝♦♠♣✉t✐♥❣ ❛♥ ❙❱❉ ❞❡❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ❡❛❝❤ ❞♦③❡♥ ♦r ❤✉♥❞r❡❞ ♦❢ st❡♣s ❛♥❞ ❉▲❙
t❤❡ r❡st ♦❢ t❤❡ t✐♠❡ ✉s✐♥❣ ❛s ❞❛♠♣✐♥❣ ❝♦♥st❛♥t t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s❧② ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ❞❛♠♣✐♥❣ ❝♦♥✲
st❛♥t✳ ▼♦r❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❛❜♦✉t t❤♦s❡ t❤r❡❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠s ❛♥❞ t❤❡ r❡❛s♦♥ ♦❢ t❤❡ r❡❞✉♥❞❛♥t
✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ✐♥ s❡❝t✐♦♥ ✹✳✷✳✸✳

• ❜♦① ❘❆❈ ✐s ✐♥ ❢❛❝t t✇♦ ♠❡t❤♦❞s✱ ❜✉t t❤❡ ✜rst ♦♥❡✱ ✉♣❞❛t❡ ✐s tr❛♥s♣❛r❡♥t ❛s ✐ts ♦♥❧②
✉s❡ ✐s t♦ ❞❡❛❧ ✇✐t❤ t❤❡ q✉❛♥t✐t② ♦❢ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥s ✇❡ ❤❛✈❡ ♦♥ t❤❡ tr❛❥❡❝t♦r②✳ ❲❤❡♥ ❝❛❧❧❡❞
✇✐t❤ t❤❡ ✐♥t❡❣❡r 1 s♣❡❝✐❢②✐♥❣ t❤❡ ✉s❡ ♦❢ t❤❡ ❘❆❈ ♠❡t❤♦❞ ❛♥❞ t❤❡ ❣✐✈❡♥ ✈❡❝t♦rs ❛♠♦♥❣
t❤❡ ❡♥❞✲❡✛❡❝t♦r ♣♦s✐t✐♦♥✱ ❛tt✐t✉❞❡✱ s♣❡❡❞✱ ❛❝❝❡❧❡r❛t✐♦♥✱ r♦t❛t✐♦♥❛❧ s♣❡❡❞✱ ❛♥❞ r♦t❛t✐♦♥❛❧
❛❝❝❡❧❡r❛t✐♦♥ ✭✐♥ t❤✐s ♦r❞❡r✮✱ ✐t tr❛♥s♠✐ts t❤❡ ✈❡❝t♦rs t♦ t❤❡ ❘❆❈ ♠❡t❤♦❞✳ ❚❤❡♥ t❤❡ ❘❆❈

♠❡t❤♦❞ ❝♦♠♣✉t❡ t❤❡ ❝♦♠♠❛♥❞ ❛❝❝❡❧❡r❛t✐♦♥ ♦❢ ❡❛❝❤ ❥♦✐♥t✱ ❝❛❧❧✐♥❣ t❤❡ ✉♣❞❛t❡ ♦❢ t❤❡ ❜❛s❡
✈❡❝t♦rs✱ s✉❜♠❛tr✐❝❡s✱ ❛♥❞ ❏❛❝♦❜✐❛♥✱ ❛s ✇❡❧❧ ❛s t❤❡ ✐♥✈❡rs✐♥❣ ♠❡t❤♦❞✳ ❙t✐❧❧ ✐♥ ❞❡❜✉❣❣✐♥❣✳

• ❘▼❘❈ ✐s ❛ s✐♠♣❧✐✜❝❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❘❆❈ ♠❡t❤♦❞✳ ■♥ t❤❡ s❛♠❡ ✇❛② ✐t ✐s ❝♦♠♣♦s❡❞ ♦❢ t✇♦
♠❡t❤♦❞s✿ t❤❡ ✜rst ♦♥❡✱ ✉♣❞❛t❡ ❜❡✐♥❣ tr❛♥s♣❛r❡♥t ❛s ✐ts ♦♥❧② ✉s❡ ✐s t♦ ❞❡❛❧ ✇✐t❤ t❤❡
q✉❛♥t✐t② ♦❢ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥s ✇❡ ❤❛✈❡ ♦♥ t❤❡ tr❛❥❡❝t♦r②✳ ❲❤❡♥ ❝❛❧❧❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ✐♥t❡❣❡r 2
s♣❡❝✐❢②✐♥❣ t❤❡ ✉s❡ ♦❢ t❤❡ ❘▼❘❈ ♠❡t❤♦❞ ❛♥❞ t❤❡ ❣✐✈❡♥ ✈❡❝t♦rs ❛♠♦♥❣ t❤❡ ❡♥❞✲❡✛❡❝t♦r
♣♦s✐t✐♦♥ ❛♥❞ ❛tt✐t✉❞❡ ✭✐♥ t❤✐s ♦r❞❡r✮✱ ✐t tr❛♥s♠✐ts t❤❡ ✈❡❝t♦rs t♦ t❤❡ ❘▼❘❈ ♠❡t❤♦❞✳ ■❢
t❤❡ ❛tt✐t✉❞❡ ✈❡❝t♦r ✐s ♥♦t s♣❡❝✐✜❡❞✱ t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ ❛tt✐t✉❞❡ ✐s ❦❡♣t✳ ❚❤❡♥ t❤❡ ❘▼❘❈ ♠❡t❤♦❞
❝♦♠♣✉t❡ t❤❡ ❝♦♠♠❛♥❞ ♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ ❡❛❝❤ ❥♦✐♥t✱ ❝❛❧❧✐♥❣ t❤❡ ✉♣❞❛t❡ ♦❢ t❤❡ ❜❛s❡ ✈❡❝t♦rs✱
s✉❜♠❛tr✐❝❡s✱ ❛♥❞ ❏❛❝♦❜✐❛♥✱ ❛s ✇❡❧❧ ❛s t❤❡ ✐♥✈❡rs✐♥❣ ♠❡t❤♦❞✳

❈❧❡❛♥✲♠❊ ♣r♦❥❡❝t ✷✵✴✺✷



❲P✿ ❖♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠s ❛♥❞ ♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ ❞❡s✐❣♥ ❢♦r ♦r❜✐t❛❧ ❣r❛❜❜✐♥❣

• ❜♦① ✧●■▼✧✱ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞ ❛s t❤❡ ✐♥❡rt✐❛❚❡♥s♦r ♠❡t❤♦❞✱ ❝♦♠♣✉t❡s t❤❡ ●■▼✱ ✉♣❞❛t✐♥❣
✐t ❛♥❞ ❣✐✈✐♥❣ ✐t ❜❛❝❦✳

• ❜♦① ✧▲❛❣r❛♥❣❡✬s ❡q✉❛t✐♦♥ ♦❢ ♠♦t✐♦♥✧✱ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞ ❛s ❧❛❣r❛♥❣❡❋♦r●❏▼✱ ❝♦♠♣✉t❡s t❤❡
❝♦♠♠❛♥❞ t♦rq✉❡ ♦❢ ❡❛❝❤ ❥♦✐♥t✱ ✉s✐♥❣ t❤❡ ✉♣❞❛t❡❞ ❥♦✐♥t ❛❝❝❡❧❡r❛t✐♦♥s✳ ❙t✐❧❧ ✐♥ ❞❡❜✉❣❣✐♥❣✳

• ❜♦① ✧❈●▼✧ ✐s t❤❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✜rst ✈❡rs✐♦♥ ♦❢ t❤✐s ❝♦♠♠❛♥❞ ❣❡♥❡r❛t♦r ♠♦❞✉❧❡
✭s❡❡ s❡❝t✐♦♥ ✹✳✷✳✼✮ ✐♥ t❤❡ ❝❧❛ss ❈▼●✈✵✳ ■t ♥❡❡❞s ❛♥ ✐♥✐t✐❛❧✐③❛t✐♦♥ t❤r♦✉❣❤ t❤❡ ❝♦♥str✉❝t♦r
✭✇❤✐❝❤ ♥❡❡❞ t✇♦ ❜♦♦❧❡❛♥✱ s♣❡❝✐❢②✐♥❣ ✐❢ t❤❡ ✉s❡r ✇✐s❤❡s ♥✉❧❧ ✐♥✐t✐❛❧ ❛♥❞ ✜♥❛❧ s♣❡❡❞s ❛♥❞
❛❝❝❡❧❡r❛t✐♦♥s✮✱ ❛♥❞ t❤❡♥ t❤❡ ❝❛❧❝✉❧❴tr❛❥ ♠❡t❤♦❞ ✇❤❡r❡ t❤❡ ✉s❡r s❤♦✉❧❞ ❣✐✈❡ t❤❡ ✜♥❛❧
♣♦s✐t✐♦♥✱ ❛tt✐t✉❞❡✱ t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧✴❝✉rr❡♥t ♣♦s✐t✐♦♥✱ ❛tt✐t✉❞❡ ❛♥❞ ❧❛st✱ ✐❢ ❤❡ ✇❛♥ts✱ t❤❡ ❞✉r❛t✐♦♥
♦❢ t❤❡ r✉♥ t♦ r❡❛❝❤ t❤❡ ❞❡st✐♥❛t✐♦♥✱ ❡❧s❡ ♦♥❡ ✐s ❛✉t♦♠❛t✐❝❛❧❧② ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ t❤❡
❧❡♥❣t❤ ❜❡t✇❡❡♥ ✐♥✐t✐❛❧ ❛♥❞ ✜♥❛❧ ♣♦s✐t✐♦♥s✳

❚❤❡ ✉s❡r ❝❛♥ t❤✉s ❣❡t t❤❡ ❚r❛❥❡❝t♦r②✱ ❙♣❡❡❞✱ ❆❝❝❡❧❡r❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❆tt✐t✉❞❡ ♦❢ t❤❡ ❤❛♥❞ ❛t
t❤❡ t✐♠❡ t t❤r♦✉❣❤ t❤❡ ❛❝❝❡ss♦rs ●❡t❍❛♥❞❬✳✳✳❪✳ ❚❤❡ ✉s❡r ❝❛♥ ❛❧s♦ ✉s❡ ❛ ❞✉♠♠② tr❛❥❡❝t♦r②
❜❡✐♥❣ ❛ ❝✐r❝❧❡ ✐♥ t❤❡ ❳❨✱ ❨❩ ♦r ❩❳ ♣❧❛♥❡s ❢♦r t❡st ♣✉r♣♦s❡s ❜② t❤❡ ❈▼●✈✵❉✉♠♠②❚r❛❥

♠❡t❤♦❞✱ ❣✐✈❡♥ t❤❡ st❡♣ ✭✐♥t❡❣❡r r❡❧❛t❡❞ t♦ ❝✉rr❡♥t ✐♥st❛♥t t✮✱ t❤❡ ❝✉rr❡♥t ♣♦s✐t✐♦♥✱ t❤❡
❜❛s❡ ♣♦s✐t✐♦♥ ❛♥❞ t❤❡ ♣❧❛♥❡✱ ❛s ❛ t✇♦ ❝❤❛r❛❝t❡r str✐♥❣ ✭✬❳❨✬✱ ✬❳❩✬ ♦r ✬❨❩✬✱ ♥♦t r❡❣❛r❞✐♥❣
♦♥ t❤❡ ♦r❞❡r ♦❢ t❤❡ ❧❡tt❡rs✮✳

• ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡❧②✱ t❤❡ ❜♦① ✧❈●▼✧ ❝❛♥ ❜❡ r❡♣❧❛❝❡❞ ❜② ❛♥ ❡①t❡r♥❛❧ ❧✐st ♦❢ ♣♦✐♥ts✱ ✇✐t❤ ♦r
✇✐t❤♦✉t t❤❡ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ s♣❡❡❞s✱ ❛❝❝❡❧❡r❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❛tt✐t✉❞❡ ✭❣✐✈❡♥ ❛s ✸ ❡✉❧❡r ❛♥❣❧❡s ✈❡❝t♦r
♦r ❛s ❛ ✹ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts q✉❛t❡r♥✐♦♥✮✳ ❚❤✐s ❧✐st ✐s ❢❡t❝❤❡❞ ❜② t❤❡ ▲♦❛❞ ♠❡t❤♦❞ ♦❢ t❤❡ ✜rst
❝❧❛ss✳ ❚❤❡ ✉s❡r ✇✐s❤✐♥❣ t♦ ✉s❡ t❤✐s ♠❡t❤♦❞ t♦ ❡♥t❡r t❤❡ ❝♦♠♠❛♥❞s s❤♦✉❧❞ ♣✉t t❤❡ ❧✐st
♥❛♠❡❞ ❈❧❡❛♥▼❡❈♦♠♠❛♥❞s✳①♠❧ ✐♥ t❤❡ ❘❚❑✴❞❛t❛✴▼✐s❝ ❢♦❧❞❡r✱ ❢♦r♠❛tt❡❞ ❛s ❛♥ ❳▼▲ ✜❧❡
s✉❝❤ ❛s t❤❡ s❤♦rt ❡①❛♠♣❧❡ ✶✳

❆❝❝❡ss♦rs ❛r❡ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ t♦ ❛❝❝❡ss t❤❡ ♠❛tr✐❝❡s ❛♥❞ ✈❡❝t♦rs✱ ❛♥❞ ❛r❡ q✉✐t❡ str❛✐❣❤t❢♦r✇❛r❞✿

• ●❡t❈✉rr❡♥t❍❛♥❞P♦s✐t✐♦♥

• ●❡t❈✉rr❡♥t❇❛s❡P♦s✐t✐♦♥

• ●❡t❈✉rr❡♥t❍❛♥❞❆tt✐t✉❞❡

• ●❡t❏❛❝♦❜✐❛♥

• ●❡t■♥❡rt✐❛❚❡♥s♦r

• ●❡t❘❆❈

• ●❡t❘▼❘❈

• ●❡t❚♦rq✉❡s

❈❧❡❛♥✲♠❊ ♣r♦❥❡❝t ✷✶✴✺✷



❲P✿ ❖♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠s ❛♥❞ ♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ ❞❡s✐❣♥ ❢♦r ♦r❜✐t❛❧ ❣r❛❜❜✐♥❣

❁❈♦♠♠❛♥❞s❃

❁tr❛❥❡❝t♦r②❃

❁♣♦✐♥t❃ ✹✳✻✶✵✵✵✵ ✷✳✺✶✵✵✵✵ ✵✳✷✽✷✵✵✵ ❁✴♣♦✐♥t❃

✳✳✳

❁♣♦✐♥t❃ ✶✳✵✵✵✵✵✵ ✸✳✵✵✵✵✵✵ ✶✳✵✵✵✵✵✵ ❁✴♣♦✐♥t❃

❁✴tr❛❥❡❝t♦r②❃

❁s♣❡❡❞❃

❁♣♦✐♥t❃ ✵✳✵✵✵✵✵✵ ✵✳✵✵✵✵✵✵ ✵✳✵✵✵✵✵✵ ❁✴♣♦✐♥t❃

✳✳✳

❁♣♦✐♥t❃ ✲✵✳✵✵✵✶✺✷ ✲✵✳✵✵✵✸✵✹ ✵✳✵✵✵✵✵✵ ❁✴♣♦✐♥t❃

❁✴s♣❡❡❞❃

❁❛❝❝❡❧❡r❛t✐♦♥❃

❁♣♦✐♥t❃ ✵✳✵✵✵✵✵✵ ✵✳✵✵✵✵✵✵ ✵✳✵✵✵✵✵✵ ❁✴♣♦✐♥t❃

✳✳✳

❁♣♦✐♥t❃ ✵✳✸✵✸✸✼✽ ✵✳✻✵✻✼✺✼ ✲✵✳✵✵✵✶✸✾ ❁✴♣♦✐♥t❃

❁✴❛❝❝❡❧❡r❛t✐♦♥❃

❁r♦t❛t✐♦♥❃

❁♣♦✐♥t❃ ✵✳✵✵✵✵✵✵ ✵✳✵✵✵✵✵✵ ✲✶✳✵✵✵✵✵✵ ✵✳✵✵✵✵✵✵ ❁✴♣♦✐♥t❃

✳✳✳

❁♣♦✐♥t❃ ✵✳✵✵✵✵✵✵ ✲✵✳✾✾✾✾✾✾ ✲✵✳✵✵✶✺✼✶ ✵✳✵✵✵✵✵✵ ❁✴♣♦✐♥t❃

❁✴r♦t❛t✐♦♥❃

❁✴❈♦♠♠❛♥❞s❃

❈♦❞❡ ❢r❛❣♠❡♥t ✶✿ ❊①❛♠♣❧❡ ♦❢ t❤❡ ❢♦r♠❛tt✐♥❣ ♦❢ ❛♥ ❡①t❡r♥❛❧ ❧✐st ♦❢ ❝♦♠♠❛♥❞s✳ ❖♥❧② t❤❡
✧tr❛❥❡❝t♦r②✧ ♣♦✐♥ts ❛r❡ ♥❡❝❡ss❛r②✳ ❚❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♣♦✐♥ts s❤♦✉❧❞ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❞✐❢✲
❢❡r❡♥t ✐♥♣✉ts✱ ❛♥❞ s❤♦✉❧❞ ❜❡ s❡❧❡❝t❡❞ ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ❧❡♥❣t❤ ♦❢ t❤❡ tr❛❥❡❝t♦r② ❛♥❞ t❤❡ t✐♠❡ st❡♣
❝❤♦s❡♥ ✐♥ t❤❡ s✐♠✉❧❛t♦r ✭❝♦♥✜❣✳①♠❧ ✜❧❡✮✳ ❚❤✐s ✜❧❡ ✇❛s ❣❡♥❡r❛t❡❞ ✇✐t❤ ▼❛t▲❛❜✳

✹✳✷✳✷ ●❡♥❡r❛❧✐③❡❞ ❏❛❝♦❜✐❛♥ ▼❛tr✐①

❚❤✐s ❡♥❤❛♥❝❡❞ ❏❛❝♦❜✐❛♥ ♠❛tr✐① ❞❡♣❡♥❞s ♦♥❧② ♦♥ t❤❡ ❥♦✐♥t ♣♦s✐t✐♦♥s ❛♥❞ ♦♥ t❤❡ ❜❛s❡ ❛tt✐t✉❞❡✳
❙❡❡ ✐ts ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ✐♥ ❛♣♣❡♥❞✐① ❇✳

❇❡❧♦✇ ❛r❡ ♣r❡s❡♥t❡❞ t❤❡ ✉s❡❢✉❧ ✈❡❝t♦rs ❛♥❞ ♠❛tr✐❝❡s ✉s❡❞ t❤❡r❡❛❢t❡r✿

• φ = t(φ1, φ2, . . . , φn) t❤❡ ❥♦✐♥ts ♣♦s✐t✐♦♥s ✈❡❝t♦r✱

• X =

[
pr
θn

]
t❤❡ ❡♥❞✲❡✛❡❝t♦r ♣♦s✐t✐♦♥ ✈❡❝t♦r ✐♥ t❛s❦ s♣❛❝❡ ✐♥ ✐♥❡rt✐❛❧ ❢r❛♠❡✱

• Xb t❤❡ ❜❛s❡ ♣♦s✐t✐♦♥ ✈❡❝t♦r ✐♥ ✐♥❡rt✐❛❧ ❢r❛♠❡✱

• τ = t(τ1, . . . , τn) t❤❡ ✈❡❝t♦r ♦❢ t❤❡ t♦rq✉❡s✱

• J∗ t❤❡ ●❡♥❡r❛❧✐③❡❞ ❏❛❝♦❜✐❛♥ ▼❛tr✐① ❢♦r ❙♣❛❝❡ ▼❛♥✐♣✉❧❛t♦rs ❬✶✸❪ ✭●❏▼✮ ✭s❡❡ ❜❡❧♦✇✮✱

• H∗✱ t❤❡ ●❡♥❡r❛❧✐③❡❞ ■♥❡rt✐❛ ▼❛tr✐① ❢♦r ❙♣❛❝❡ ❋r❡❡✲❋❧②✐♥❣ ▼❛♥✐♣✉❧❛t♦rs ❬✶✸❪ ✭●■▼✮✳

❈❧❡❛♥✲♠❊ ♣r♦❥❡❝t ✷✷✴✺✷



❲P✿ ❖♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠s ❛♥❞ ♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ ❞❡s✐❣♥ ❢♦r ♦r❜✐t❛❧ ❣r❛❜❜✐♥❣

❚❤❡ ✈❡❧♦❝✐t② ♦❢ t❤❡ ♠❛♥✐♣✉❧❛t♦r ❤❛♥❞ ✐♥ t❤❡ ✐♥❡rt✐❛❧ ❢r❛♠❡ ✐s ❡①♣r❡ss❡❞ ❛s✿

Ẋ = Jm.φ̇+ Js.Ẋb ✭✶✮

❖♥ ❊❛rt❤ ✇❡ ✇♦✉❧❞ ❤❛✈❡ Ẋb = 0 ❜✉t ♥♦t ✐♥ s♣❛❝❡✳ ❚♦ ❜❡ ❛❜❧❡ t♦ ✉s❡ t❤❡ ❏❛❝♦❜✐❛♥✲❜❛s❡❞
❛❧❣♦r✐t❤♠s✱ ✇❡ ❤❛✈❡ t♦ ❣❡t r✐❞ ♦❢ t❤❡ s❡❝♦♥❞ t❡r♠✳

◆♦✇✱ t❤❡r❡ ✐s ♥♦ ❡①t❡r♥❛❧ ❢♦r❝❡s ❛♣♣❧✐❡❞ ♦♥ t❤❡ s♣❛❝❡❝r❛❢t✱ ❤❡♥❝❡ t❤❡ ♠♦♠❡♥t❛ ♦❢ t❤❡ s②st❡♠
r❡♠❛✐♥s ❝♦♥st❛♥t✱ ❛♥❞ ✇❡ ❤❛✈❡✿

[
P

L

]
= Is.Ẋb + Im.φ̇ ✭✷✮

❆ss✉♠✐♥❣ ♥✐❧ ✐♥✐t✐❛❧ ♠♦♠❡♥t❛✱ ❡q✉❛t✐♦♥ ✷ ❡①♣r❡ss ẋb ❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ φ̇ ❛♥❞ ❛❧❧♦✇s t♦ ❣❡t
r✐❞ ♦❢ ✐t ✐♥ ✶ ❡q✉❛t✐♦♥✱ ❛♥❞ ❞❡✜♥✐♥❣ t❤❡ ❣❡♥❡r❛❧✐③❡❞ ❏❛❝♦❜✐❛♥✿

Ẋ = J∗.φ̇ ✭✸✮

❲✐t❤ J∗ ❜❡✐♥❣✿

J∗ =
[
Ĵm − Ĵs.Is

−1.Im

]
✭✹✮

■♥ t❤❡ ♣r♦❝❡ss ♦❢ ❡st❛❜❧✐s❤✐♥❣ t❤❡ ❣❡♥❡r❛❧✐③❡❞ ❥❛❝♦❜✐❛♥✱ ❢r♦♠ ❡q✉❛t✐♦♥ ✷ ❛♥❞ ✉s✐♥❣ t❤❡
❛♥❣✉❧❛r ♠♦♠❡♥t✉♠ ♣❛rt✱ ✇❡ ❣♦t✿

Is.ω̇b + Im.φ̇ = L = 0 ⇔ ω̇b = −I−1
s .Im.φ̇ ✭✺✮

❚❤❡ ❡q✉❛t✐♦♥ ✺ ❣✐✈❡s t❤❡ ❛tt✐t✉❞❡ ♦❢ t❤❡ ❜❛s❡ r❡s✉❧t✐♥❣ ❢r♦♠ t❤❡ ♠♦✈❡♠❡♥t ♦❢ t❤❡ ♠❛♥✐♣✲
✉❧❛t♦r✱ ❛❧❧♦✇✐♥❣ ❛ ❝♦rr❡❝t✐♦♥ ♦❢ t❤✐s ❛tt✐t✉❞❡ ❜❡❢♦r❡ t❤❡ ❛❝t✉❛❧ ♠❛♥✐♣✉❧❛t✐♦♥ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❦❡❡♣
❝♦♥t❛❝t ✇✐t❤ t❤❡ s❛t❡❧❧✐t❡✳

✹✳✷✳✸ ▼❛tr✐① ✐♥✈❡rs✐♦♥

❚❤❡r❡ ❛r❡ s❡✈❡r❛❧ ♠❛tr✐❝❡s t♦ ✐♥✈❡rs❡✱ s♦♠❡ ❛r❡ sq✉❛r❡✱ ❜✉t ♠♦st ❛r❡ ♥♦t ❛♥❞ ✐♥ ❜♦t❤ ❝❛s❡s
s♦♠❡ ❛r❡ ♥♦t ♦❢ ❢✉❧❧ r❛♥❦✳ ■♥❞❡❡❞✱ ✐♥ t❤❡ ❣❡♥❡r❛❧ ❝❛s❡✱ ❛ r♦❜♦t ❤❛s ♥♦t ❡①❛❝t❧② ✻ ❉❖❋✳ ■♥ t❤❡
❝❛s❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞✱ ✐t s❤♦✉❧❞ ❤❛✈❡ ✼ ✭❛s ✇❡ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ ❉▲❘ ♠❛♥✐♣✉❧❛t♦r✮✳ ❚❤✐s ✐♠♣❧✐❡s ❛ ♥♦♥✲
sq✉❛r❡ ❏❛❝♦❜✐❛♥✱ ❛♥❞ t❤✉s ❛ ♥♦♥✲✐♥✈❡rt✐❜❧❡ ♦♥❡✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ s♦♠❡ s✐♥❣✉❧❛r ❝❛s❡s ♠❛② ❞✐♠✐♥✐s❤
t❤❡ r❛♥❦ ♦❢ t❤❡ ♠❛tr✐①✳ ■♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ❢✉❧❧✲r❛♥❦ sq✉❛r❡ ♠❛tr✐①✱ ■ ✉s❡ t❤❡ ❛❧r❡❛❞② ✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞
✐♥ ❘❚❑ ❬✷✹❪ ■♥✈❡rs❡ ♠❡t❤♦❞✳ ■♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ❢✉❧❧ r❛♥❦ ❜✉t ♥♦♥✲sq✉❛r❡ ♠❛tr✐① M ∈ Mm,n (R)
✇✐t❤ m < n✱ ■ ✇✐❧❧ ✉s❡ t❤❡ ♣s❡✉❞♦✲✐♥✈❡rs❡ ❢♦r ❜r♦❛❞ ♠❛tr✐❝❡s✱ ♥♦t❡❞ M+✿

M+ = tM.
(
M.tM

)−1
✭✻✮

■♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ❢✉❧❧ r❛♥❦ ❜✉t ♥♦♥✲sq✉❛r❡ ♠❛tr✐① M ∈ Mm,n (R) ✇✐t❤ m > n✱ ■ ✇✐❧❧ ✉s❡ t❤❡
♣s❡✉❞♦✲✐♥✈❡rs❡ ❢♦r t❛❧❧ ♠❛tr✐❝❡s✱ ♥♦t❡❞ M+✿

M+ =
(
tM.M

)−1
.tM ✭✼✮

❈❧❡❛♥✲♠❊ ♣r♦❥❡❝t ✷✸✴✺✷



❲P✿ ❖♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠s ❛♥❞ ♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ ❞❡s✐❣♥ ❢♦r ♦r❜✐t❛❧ ❣r❛❜❜✐♥❣

❋✐♥❛❧❧②✱ t❤❡ ♥♦♥✲❢✉❧❧✲r❛♥❦ ❝❛s❡ ♦❝❝✉rr✐♥❣ ❛t s✐♥❣✉❧❛r✐t✐❡s✳ ■♥ t❤✐s ❝❛s❡ ■ ✜rst ✉s❡❞ s✐♥❣✉❧❛r
✈❛❧✉❡s ❞❡❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥✳ ❚❤✉s ❢♦r M ∈ Mm,n (R) ✇✐t❤ r < min (m,n) t❤❡ r❛♥❦ ♦❢ M ✿

M+ = Vr.Dr
−1.tUr ✭✽✮

❚❤❡♥ ✐♥ ❛ ✜rst ❛♣♣r♦❛❝❤✱ ■ ❞❡❧❡t❡❞ ♥❡❛r✲③❡r♦ s✐♥❣✉❧❛r ✈❛❧✉❡s ❛♥❞ t❤❡✐r ❧❡❢t ❛♥❞ r✐❣❤t s✐♥❣✉❧❛r
✈❡❝t♦rs ✭●❡♥❡r❛❧✐③❡❞ ❙✐♥❣✉❧❛r ❱❛❧✉❡s ❉❡❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ❬✷✺❪✮✱ ✐♥ ❛ s❡❝♦♥❞✱ ✐♥st❡❛❞ ♦❢ ❞❡❧❡t✐♥❣ t❤❡
s✐♥❣✉❧❛r ✈❛❧✉❡s✱ s❡t t❤❡✐r ✬✐♥✈❡rs❡✬ t♦ ✵✳

❚❤✐s s❡❝♦♥❞ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✇❛s ♠✉❝❤ ♠♦r❡ r♦❜✉st t♦ s✐♥❣✉❧❛r✐t✐❡s t❤❛♥ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s ♦♥❡s✱ ❜✉t
♥♦t ❡♥♦✉❣❤✳ ■♥❞❡❡❞ t❤❡ st❛❜✐❧✐t② ♦❢ t❤❡ ✐♥✈❡rs✐♥❣ ❛❧❣♦r✐t❤♠ s❤♦✉❧❞ ❜❡ ✈❡r② ❤✐❣❤ ❜❡❝❛✉s❡ ✇❡ tr②
t♦ ❝♦♥tr♦❧ ✾ ❞❡❣r❡❡s ♦❢ ❢r❡❡❞♦♠ ✭✸ ❢♦r t❤❡ ❤❛♥❞ ♣♦s✐t✐♦♥✱ ✸ ❢♦r t❤❡ ❤❛♥❞ ❛tt✐t✉❞❡ ❛♥❞ ✸ ❢♦r t❤❡
❜❛s❡ ❛tt✐t✉❞❡✳ ❚❤❡ ❜❛s❡ ❛tt✐t✉❞❡ ✐s ♥♦t str✐❝t❧② s♣❡❛❦✐♥❣ ❝♦♥tr♦❧❧❡❞✱ ❜✉t ❛s t♦ st❛② ✇✐t❤✐♥ s♠❛❧❧
♠♦t✐♦♥ r❛♥❣❡✱ ✇❤✐❝❤ ❢♦r❜✐❞s ❤✐❣❤ ❞②♥❛♠✐❝s ♦♥ t❤❡ ❛r♠ ✇❤✐❝❤ ✇♦✉❧❞ ❧❡❞ t♦ ❜✐❣ ♠♦✈❡♠❡♥ts ♦❢
t❤❡ ❜❛s❡✮✳

■♥ ✷✵✵✾ ❙❛♠✉❡❧ ❇✉ss ♠❛❞❡ ❛ r❡✈✐❡✇ ♦❢ ❛❧❣♦r✐t❤♠s t♦ s♦❧✈❡ t❤❡ ■♥✈❡rs❡ ❑✐♥❡♠❛t✐❝s ♣r♦❜❧❡♠
❬✷✻❪✱ ♦♥ ✇❤✐❝❤ ✐s ❜❛s❡❞ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣✳ ❚❤❡ ❙❉▲❙ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✐s ❜❛s❡❞ ♦♥ ❛ ♣r❡✈✐♦✉s ✇♦r❦ ♦❢ t❤❡
s❛♠❡ ❛✉t❤♦r ❬✷✼❪✳

❚❤❡ ♥❡①t ♠❡t❤♦❞ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞ ✇❛s t❤❡ ❉❛♠♣❡❞ ▲❡❛st ❙q✉❛r❡s ♠❡t❤♦❞ ✇❤✐❝❤ ♠✐♥✐♠✐s❡s
||J.∆θ − ∆e|| + λ2.||∆θ|| ✐♥st❡❛❞ ♦❢ ❥✉st t❤❡ ✜rst ♣❛rt✳ ■♥ ✇♦r❞s✱ ✐t ♠❡❛♥s ✐t ♠✐♥✐♠✐s❡s t❤❡
tr❛❝❦✐♥❣ ❡rr♦r ❛♥❞ t❤❡ ❥♦✐♥t ✈❡❧♦❝✐t✐❡s ✐♥st❡❛❞ ♦❢ s✐♠♣❧② t❤❡ tr❛❝❦✐♥❣ ❡rr♦r ✇✐t❤♦✉t ❛♥② r❡❣❛r❞s
❢♦r t❤❡ ❥♦✐♥t ✈❡❧♦❝✐t✐❡s✳

❚❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ✇✐t❤ t❤✐s ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✐s ❞♦✉❜❧❡✿ t❤❡ ❞❛♠♣✐♥❣ ❝♦♥st❛♥t λ ❤❛s t♦ ❜❡ t✉♥❡❞ ✉♣ ❢♦r
t❤❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥✱ ❛♥❞ ✐s ✐❞❡♥t✐❝❛❧ ❢♦r ❛❧❧ ❥♦✐♥ts✳ ❚❤❡ ❙❉▲❙ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❞♦ ❛ ❙❱❉ ❞❡❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥
❛♥❞ ❛❞❥✉sts t❤❡ ❞❛♠♣✐♥❣ ❢❛❝t♦r s❡♣❛r❛t❡❧② ❢♦r ❡❛❝❤ s✐♥❣✉❧❛r ✈❛❧✉❡ ♦❢ t❤❡ ❏❛❝♦❜✐❛♥ ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡
❞✐✣❝✉❧t② ♦❢ r❡❛❝❤✐♥❣ t❤❡ t❛r❣❡t ♣♦s✐t✐♦♥s✳

❆ ❧❛st ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ✐s ❛ tr❛❞❡✲♦✛ ❜❡t✇❡❡♥ t❤♦s❡ ❧❛st t✇♦✿ ❝❛❧❧❡❞ ▼✐①❡❞❉▲❙✱ ✐t ❞♦❡s ❛
❙❉▲❙ ✐♥✈❡rs✐♦♥ ❛♥❞ st♦r❡s t❤❡ ❞❛♠♣✐♥❣ ❢❛❝t♦rs✳ ❚❤❡♥ ✐t ✉s❡s t❤♦s❡ st♦r❡❞ ✈❛❧✉❡s ❢♦r ❉▲❙
✐♥✈❡rs✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ♥❡①t ❤✉♥❞r❡❞ ♦r t❤♦✉s❛♥❞ st❡♣s✱ ❛♥❞ t❤❡♥ r❡✲❞♦ ❛♥ ❙❉▲❙ ✐♥✈❡rs✐♦♥ ❜❡❢♦r❡
t❤❡ st♦r❡❞ ✈❛❧✉❡s ❛r❡ ♥♦t ❛❞❡q✉❛t❡ ❛♥②♠♦r❡✳ ❆s ✐♥ t❤✐s ❣❛♣ ❜❡t✇❡❡♥ t✇♦ ❙❉▲❙ ✐♥✈❡rs✐♦♥ ♠❛②
♦❝❝✉rs ❛ s✐♥❣✉❧❛r ♣♦s✐t✐♦♥✱ t❤❡ ❞❛♠♣✐♥❣ ❢❛❝t♦rs ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ❤❛✈❡ ❛ ♠✐♥✐♠❛❧ ✈❛❧✉❡✱ ✈❡r② ❧♦✇✱
❜✉t ♥♦t ♥✉❧❧✳

■♥ ♦✉r ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥✱ t❤❡ ❉▲❙ ✐s ♣r❡❢❡rr❡❞ ❛s t❤❡ t✉♥❡ ✉♣ ♦❢ t❤❡ ❞❛♠♣✐♥❣ ✈❛❧✉❡ ❝❛♥ ❜❡ ❞♦♥❡
❜❡❢♦r❡ ❤❛♥❞✳

■t s❤♦✉❧❞ ❜❡ ♥♦t❡❞ t❤❛t s♦♠❡ ♦❢ t❤❡ ✐♥✈❡rt❡❞ ♠❛tr✐❝❡s ✐♥ t❤❡ ❣❡♥❡r❛❧✐③❡❞ ❥❛❝♦❜✐❛♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠
❛r❡ ✐♥tr✐❝❛t❡❧② ✐♥✈❡rt✐❜❧❡ ❛s Is ❛♥❞ Hbω ❛r❡ ✭❛s ♣r♦✈❡❞ ✐♥ ✹✳✷✳✻✮✳

✹✳✷✳✹ ❈♦♥tr♦❧ ❛❧❣♦r✐t❤♠

❘❡s♦❧✈❡❞ ▼♦t✐♦♥ ❘❛t❡ ❈♦♥tr♦❧✿

Ẋ = J∗(Ω0, φ) .φ̇ ⇒ Xnext −Xprevious = J∗. (φnext − φprevious)

⇒ φnext = φprevious + J∗−1. (Xnext −Xprevious)
✭✾✮

❚❤✐s ❝♦♥tr♦❧ ♥❡❡❞s ♦♥❧② t❤❡ ✐♥✈❡rs✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❏❛❝♦❜✐❛♥✱ ❜✉t ♥❡❡❞s ❛ ❝♦♥tr♦❧❧❡r t♦ ❡♥s✉r❡ t❤❡
❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ❝♦♥s✐❣♥✳

❈❧❡❛♥✲♠❊ ♣r♦❥❡❝t ✷✹✴✺✷



❲P✿ ❖♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠s ❛♥❞ ♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ ❞❡s✐❣♥ ❢♦r ♦r❜✐t❛❧ ❣r❛❜❜✐♥❣

❘❡s♦❧✈❡❞ ❆❝❝❡❧❡r❛t✐♦♥ ❈♦♥tr♦❧ ✭❘❆❈✮✱ ❢❡❡❞❜❛❝❦ ❧♦♦♣✿ ❆s ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ ❬✶✾❪✱ ✐♥ ♦r❞❡r t♦
❜❡ ❛❜❧❡ t♦ ❝♦♥tr♦❧ t❤❡ ❞②♥❛♠✐❝s ♦❢ t❤❡ r♦❜♦t✱ ✇❡ ❞✐✛❡r❡♥t✐❛t❡ t❤❡ r❡❧❛t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ✇♦r❦s♣❛❝❡
♣♦s✐t✐♦♥ ❛♥❞ t❤❡ ❥♦✐♥ts♣❛❝❡ ♣♦s✐t✐♦♥ ✲ t❤❡ d s✉❜s❝r✐♣t ✐♥❞✐❝❛t✐♥❣ ✇✐s❤❡❞ ♦r ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ♣♦s✐t✐♦♥s
❛♥❞ ✈❛r✐❛❜❧❡s✳

Ẋ = J∗(Ω0, φ) .φ̇ ⇒ Ẍd = J̇∗.φ̇d + J∗.φ̈d

⇒ φ̈d = J∗+.
(
Ẍd − J̇∗.φ̇d

) ✭✶✵✮

❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱ t❤✐s ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ❛❧❧♦✇ ❛ ❢❡❡❞❜❛❝❦ ❢r♦♠ t❤❡ ❡rr♦r ✐♥ ♣♦s✐t✐♦♥ ❛♥❞ ✐♥ ✈❡❧♦❝✐t②✳

φ̈d = J∗+.
[
Ẍd +K1.

(
Ẋd − Ẋ

)
+K2.

(
Xd −X

)
− J̇∗.φ̇d

]
✭✶✶✮

❚❤❡r❡ ✐s t❤❡ ♠❛tt❡r ♦❢ t❤❡ ❣❛✐♥ ♠❛tr✐❝❡s K1 ❛♥❞ K2 t❤❛t ❛r❡ t♦ ❜❡ t✉♥❡❞✳

❆tt✐t✉❞❡ ❈♦♥tr♦❧✿ ❚❤❡ ❡rr♦r ❢✉♥❝t✐♦♥ t♦ ❜❡ ♠✐♥✐♠✐s❡❞ ✉s❡❞ ✐s✿

e = 1/2 ∗ [i ∧ id + j ∧ jd + k ∧ kd] = n. sin(α) ✭✶✷✮

❚❤✐s ❢✉♥❝t✐♦♥ ✇❛s ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ❜② ▲✉❤ ❡t ❛❧✳✱ ❬✷✽❪ ❛♥❞ ✐s ✉s❡❞ s✐♥❝❡ t❤❡♥✱ ♣❛rt✐❝✉❧❛r❧② ❢♦r
❘❆❈✳

✹✳✷✳✺ ❚♦rq✉❡s✿ ❡q✉❛t✐♦♥ ♦❢ ♠♦t✐♦♥

❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡ ♠♦t♦rs ♦❢ t❤❡ ❛r♠ ❛r❡ ❝♦♥tr♦❧❧❡❞ ❜② t♦rq✉❡s✳ ❋r♦♠ t❤❡ ❘❆❈✱ ✇❡ ❣❡t t❤❡ ❛❝❝❡❧✲
❡r❛t✐♦♥s t❤❛t ✇❡ s❤♦✉❧❞ ❤❛✈❡ ♦♥ t❤❡ ♠♦t♦r t♦ ❣❡t ✐t t♦ ❞❡s❝r✐❜❡❞ t❤❡ ❞❡s✐r❡❞ ♠♦t✐♦♥✳ ❚♦ ❣❡t
t♦rq✉❡s ❢r♦♠ ❛❝❝❡❧❡r❛t✐♦♥s✱ ✇❡ ✉s❡ ❛♥ ❡q✉❛t✐♦♥ ♦❢ ♠♦t✐♦♥ ❞❡r✐✈❡❞ ❢r♦♠ ❛ ▲❛❣r❛♥❣❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❬✶✾❪✳

H∗.φ̈d + Ḣ∗.φ̇−
∂

∂φ

{
1

2
.
t

φ̇.H∗.φ̇

}
= τd ✭✶✸✮

✹✳✷✳✻ ❙♦❧✈✐♥❣ ❥♦✐♥ts ❣r❛❞✐❡♥t ❢r♦♠ ❡q✉❛t✐♦♥ ♦❢ ♠♦t✐♦♥

■♥ ❡q✉❛t✐♦♥ ✶✸✱ t❤❡ t❤✐r❞ ♣r♦❞✉❝t ♦♥ t❤❡ ✜rst ❤❛♥❞ ♦❢ t❤❡ ❡q✉❛t✐♦♥ ✐s ♣r♦❜❧❡♠❛t✐❝✳ ■ s❡tt❧❡❞

t♦ ✜♥❞ ♦✉t ❡①♣❧✐❝✐t ❞❡r✐✈❛t✐✈❡s ♦❢ t❤❡
t

φ̇.H∗.φ̇ ♣r♦❞✉❝t ✇✐t❤ ❤❡❧♣ ♦❢ ❛ ❢♦r♠❛❧ ❛❧❣❡❜r❛ s♦❢t✇❛r❡✱
▼❛♣❧❡ ❝©✳ ❋✐rst✱ ■ s✐♠♣❧✐✜❡❞ t❤❡ ❛❧❣❡❜r❛ ❜② r❡❞✉❝✐♥❣ t❤❡ ✐♥✈❡rs✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✻ ❜② ✻ ❜❧♦❝❦ ♠❛tr✐①
Hbω ✭s❡❡ ❛♣♣❡♥❞✐① ❇✮✱ t♦ t❤❡ ✐♥✈❡rs✐♦♥ ♦❢ ♦♥❡ ✸ ❜② ✸ ♠❛tr✐①✱ ✉s✐♥❣ ❱♦❧❦❡r ❙tr❛ss❡♥ ❢♦r♠✉❧❛ ❢♦r
t❤❡ ✐♥✈❡rs✐♦♥ ♦❢ ❜❧♦❝❦ ♠❛tr✐❝❡s ✿

Hbω
−1 =




Id3
m0n

+ t r̃0g.H
∗
ω
−1.r̃0g −t r̃0g.H

∗
ω
−1

−H∗
ω
−1.r̃0g H∗

ω
−1


 ✭✶✹✮

❲✐t❤ H∗
ω ❜❡✐♥❣ t❤❡ ❙❝❤✉r ❝♦♠♣❧❡♠❡♥t ♦❢ Hbω✿

H∗
ω = Hω −m0n.r̃0g.

t r̃0g ✭✶✺✮

❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱ t❤✐s H∗
ω ♠❛tr✐① ❧❡❢t t♦ ✐♥✈❡rs❡ ✐s ✐♥✈❡rt✐❜❧❡ ❜❡❝❛✉s❡ ♦❢ ✐ts ❞❡✜♥✐t❡ ♣♦s✐t✐✈❡

❝❤❛r❛❝t❡r✱ s❤♦✇♥ ✐♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❞❡♠♦♥str❛t✐♦♥✳

❈❧❡❛♥✲♠❊ ♣r♦❥❡❝t ✷✺✴✺✷



❲P✿ ❖♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠s ❛♥❞ ♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ ❞❡s✐❣♥ ❢♦r ♦r❜✐t❛❧ ❣r❛❜❜✐♥❣

Pr♦♦❢✳ ❖♥ ❛ ✜rst ❤❛♥❞ ✇❡ ❦♥♦✇ t❤❛t r̃0g ❛r❡ ❛♥t✐s②♠♠❡tr✐❝ ♠❛tr✐❝❡s✱ ❛♥❞ t❤✉s t❤❡② ❛r❡ ♦❢

❛❧t❡r♥❛t❡ ❢♦r♠✱ t❤✉s s❡♠✐ ❞❡✜♥✐t❡ ♣♦s✐t✐✈❡✿

∀x ∈ R
3, tx.r̃0i.x = 0 ⇒ tx.r̃0i.x > 0 ✭✶✻✮

❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱ t❤❡ sq✉❛r❡ ♦❢ ❛♥ ❛♥t✐s②♠♠❡tr✐❝ ♠❛tr✐① ✐s ❞❡✜♥✐t❡ ♥❡❣❛t✐✈❡ ✿

∀x ∈ R
3, tx.r̃2.x = ||x.r||2 − ||x||2.||r||2 6 0 ✭✶✼✮

❖♥ ❛ s❡❝♦♥❞ ❤❛♥❞✱ ✇❡ ✉s❡ t❤❡ tr✐❛♥❣✉❧❛r ✐♥❡q✉❛❧✐t② ✿ ∀x ∈ (R+)3 ,

tx.

(
n∑

i=1

mi.r̃0i

)2

.x >

n∑

i=1

tx.m2
i .r̃0i

2.x ✭✶✽✮

✇❤✐❝❤ ✐s tr✉❡ ❜❡❝❛✉s❡ ❛❧❧ ❡❧❡♠❡♥ts ♦❢ t❤❡ s✉♠ ❛r❡ ♣♦s✐t✐✈❡✱ ❛s ∀i ∈ J1;nK,mi ≥ 0 ❛♥❞ ❛s s❤♦✇♥
❜❡❢♦r❡❤❛♥❞ ❢♦r r̃0i✳

❖♥ ❛ ❧❛st ❤❛♥❞✱ ✇❡ ❝❛♥ ✇♦r❦ ♦✉t ❛ ❧♦✇ ❧✐♠✐t ❢♦r tx.H∗
ω.x ✿

H∗
ω =

n∑

i=0

Ii +
n∑

i=1

(
mi.

t r̃0i.r̃0i
)
−m0n.r̃0g.

t r̃0g ✭✶✾✮

H∗
ω −

n∑
i=0

Ii = −
n∑

i=1

(
mi.r̃

2
0i

)
+m0n.r̃

2
0g

H∗
ω −

n∑
i=0

Ii = −
n∑

i=1

mi.r̃
2
0i +

(
n∑

i=1

mi.r̃0i

)2

m0n

H∗
ω −

n∑
i=0

Ii ≥ −
n∑

i=1

mi.r̃
2
0i

︸ ︷︷ ︸
≥0

+

n∑
i=1

m2
i .r̃

2
0i

m0n

✭✷✵✮

❲❡ ♠✉❧t✐♣❧② ❡❛❝❤ ♣r♦❞✉❝t ♦❢ t❤❡ ✜rst s✉♠ ♦❢ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ❤❛♥❞ ❜②
mi

m0n

< 1✿

H∗
ω −

n∑

i=0

Ii ≥

−
n∑

i=1

m2
i .r̃

2
0i +

n∑
i=1

m2
i .r̃

2
0i

m0n

= 0 ✭✷✶✮

❚❤❡r❡❜②✱ ✇❡ ❤❛✈❡ H∗
ω ❞❡✜♥✐t❡ ♣♦s✐t✐✈❡✿

tx.H∗
ω.x ≥

n∑

i=0

tx.Ii.x > 0 ✭✷✷✮

❈❧❡❛♥✲♠❊ ♣r♦❥❡❝t ✷✻✴✺✷



❲P✿ ❖♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠s ❛♥❞ ♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ ❞❡s✐❣♥ ❢♦r ♦r❜✐t❛❧ ❣r❛❜❜✐♥❣

❋♦r Is✱ ✇❤✐❝❤ ✐s t❤❡ s✉♠ ♦❢ t❤❡ ✐♥❡rt✐❛ ♠❛tr✐❝❡s ❛♥❞ t❤❡ s✉♠ ♦❢ t❤❡ ♦♣♣♦s✐t❡ ♦❢ mi.r̃
2
gi✱ t❤❡

❞❡♠♦♥str❛t✐♦♥ ✐s ❡✈❡♥ ♠♦r❡ str❛✐❣❤t❢♦r✇❛r❞ ❛s ✐t ✉s❡s ♦♥❧② t❤❡ ✜rst ♣❛rt ♦❢ t❤❡ ❞❡♠♦♥str❛t✐♦♥
❢♦r H∗

ω✳

❚❤❡♥✱ ❛s ✇❡ ❛r❡ s✉r❡ t❤❛t H∗
ω ✐s ✐♥✈❡rt✐❜❧❡✱ ✇❡ ✉s❡ ❛ ✸ ❜② ✸ ♠❛tr✐① ✐♥✈❡rs✐♦♥ ❢♦r♠✉❧❛✳ ❲❡

♥♦✇ ❤❛✈❡ t❤❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ●■▼ t❤❛t ✐s ❞❡✜♥✐t❡✳

❲❤❛t ✐s ❧❡❢t t♦ ❞♦ ✐s t♦ ❞❡r✐✈❡ t❤❡ ●■▼ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ ❥♦✐♥t ♣♦s✐t✐♦♥s✳ ❊✈❡♥t✉❛❧❧② ■
✇♦✉❧❞ ✉s❡ ▼❛♣❧❡ t♦ s♦❧✈❡ t❤✐s ♣r♦❜❧❡♠✱ s♦ ❢❛r ✇✐t❤♦✉t s✉❝❝❡ss✳

✹✳✷✳✼ ❈♦♠♠❛♥❞ ●❡♥❡r❛t♦r ▼♦❞✉❧❡ ✭❈●▼✮

❚❤❡ ❣♦❛❧ ♦❢ t❤❡ ❈●▼ ✐s t♦ ❣❡♥❡r❛t❡ ❝♦♠♠❛♥❞s t♦ ❣❡t ❢r♦♠ t❤❡ ❝✉rr❡♥t ♣♦s✐t✐♦♥ ✭t♦ ❜❡ ✉♥❞❡r✲
st♦♦❞ ✿ ✻ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ✈❡❝t♦r ❝♦♠♣♦s❡❞ ♦❢ t❤❡ ✸ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ♦❢ t❤❡ tr❛❥❡❝t♦r② ♦❢ t❤❡ ❡♥❞✲❡✛❡❝t♦r
♣♦✐♥t ❛♥❞ ♦❢ t❤❡ ✸ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ♦❢ t❤❡ ❛tt✐t✉❞❡ ♦❢ t❤❡ ❡♥❞✲❡✛❡❝t♦r ❧✐♥❦✮ t♦ t❤❡ ✇✐s❤❡❞ ♣♦s✐t✐♦♥✳
❊✈❡♥t✉❛❧❧② t❤✐s ✇✐s❤❡❞ ♣♦s✐t✐♦♥ ✇✐❧❧ ❜❡ t❤❡ ❣r❛❜❜✐♥❣ ❣♦❛❧ ♦♥ t❤❡ ♠♦✈✐♥❣ t❛r❣❡t✱ ❢♦r ♥♦✇ ✐t ✐s ❛
✜①❡❞ ♣♦s✐t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ✐♥❡rt✐❛❧ s♣❛❝❡✳ ❆s ❢♦r t❤❡ tr❛❥❡❝t♦r② r❡q✉✐r❡♠❡♥ts✱ ✇❡ ❧♦♦❦ ❢♦r s♠♦♦t❤❡❞
tr❛❥❡❝t♦r②✱ ❛s ✇❡❧❧ ❛s s♠♦♦t❤❡❞ ♣r♦✜❧❡s ❢♦r t❤❡ ❥♦✐♥ts s♣❡❡❞s ❛♥❞ ❛❝❝❡❧❡r❛t✐♦♥s ❛s ✇❡ ✇❛♥t t♦
r❡❞✉❝❡ t❤❡ ♣❡rt✉r❜✐♥❣ ❡✛❡❝t ♦♥ t❤❡ ❜❛s❡✳ ❖♥❡ ✇❛② t♦ s❛t✐s❢② t❤♦s❡ r❡q✉✐r❡♠❡♥ts ✐s t♦ ❤❛✈❡
s♠♦♦t❤❡❞ tr❛❥❡❝t♦r②✱ s♣❡❡❞ ♣r♦✜❧❡ ❛♥❞ ❛❝❝❡❧❡r❛t✐♦♥ ♣r♦✜❧❡ ♦♥ t❤❡ ❡♥❞✲❡✛❡❝t♦r✳ ❆s ❢♦r t❤❡ ❛tt✐✲
t✉❞❡ r❡q✉✐r❡♠❡♥t✱ ✇❡ ❧♦♦❦ ❢♦r t❤❡ s❤♦rt❡st r♦t❛t✐♦♥ t♦ ❤❛✈❡ t❤❡ ❡♥❞✲❡✛❡❝t♦r ✐♥ t❤❡ ✜♥❛❧ ❛tt✐t✉❞❡✱
r❡❛❞② t♦ ❣r❛❜ t❤❡ t❛r❣❡t✳ ❲❡ ✇♦✉❧❞ ❛❧s♦ ❧✐❦❡ t♦ ❤❛✈❡ s♠♦♦t❤ r♦t❛t✐♦♥ r❛t❡ ❛♥❞ ❛❝❝❡❧❡r❛t✐♦♥✳

■♥ t❤✐s ✜rst ✈❡rs✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❈●▼✱ ■ ✉s❡❞ ❇❙♣❧✐♥❡s ❢♦r t❤❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡❞ tr❛❥❡❝t♦r②✱ ❛♥❞ s♣❤❡r✲
✐❝❛❧ ❧✐♥❡❛r ✐♥t❡r♣♦❧❛t✐♦♥ ✭❙❧❡r♣✮ ❢♦r t❤❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡❞ ❛tt✐t✉❞❡✳

❇❙♣❧✐♥❡s ❛r❡ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ ❢♦r♠s ❞❡✜♥❡❞ ♣✐❡❝❡✇✐s❡✱ ❧✐♥❦❡❞ ❛t t❤❡ ❛❜s❝✐ss❛ ui ❝❛❧❧❡❞ ❦♥♦t✱ ✇✐t❤
❛♥ ♦r❞❡r ♦❢ ❝♦♥t✐♥✉✐t② ♦❢ (m− 1) ❢♦r ❛ ❇❙♣❧✐♥❡ ♦❢ ❞❡❣r❡❡ m✳ ❚❤❡ ❝♦♥tr♦❧ ♣♦❧②❣♦♥ PGn✱ ❢♦r♠❡❞
❜② (n+ 1) ♣♦✐♥ts Pi ❣✉✐❞❡s t❤❡ s♣❧✐♥❡✿

P (u) =

n∑

i=0

Nim(u).Pi ✭✷✸✮

❚❤❡ ❛❜s❝✐ss❛ u ♠✉st ❜❡ ✇✐t❤✐♥ t❤❡ r❛♥❣❡ ♦❢ t❤❡ ❦♥♦ts s❡q✉❡♥❝❡✱ u0 ≤ u1 ≤ · · · ≤ up s✉❝❤
❛s u ∈ [ui, up]✳ ■ s❡t t❤❡ ❦♥♦ts ❜② ❛♥ ✉♥✐❢♦r♠ ♣❛tt❡r♥✳ ❚❤❡ ♠✐①✐♥❣ ❢✉♥❝t✐♦♥s Nim ❛r❡ ♠✲❞❡❣r❡❡
♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ ❢✉♥❝t✐♦♥s✱ ✇✐t❤ ❛ ❧♦❝❛❧ s✉♣♣♦rt ✭❛❧❧♦✇✐♥❣ t♦ ♠♦❞✐❢② ♦♥❡ ♣♦✐♥t ✇✐t❤♦✉t ♠♦❞✐❢②✐♥❣
t❤❡ ✇❤♦❧❡ s♣❧✐♥❡✮✳ ❚❤❡② ❛r❡ ❞❡✜♥❡❞ r❡❝✉rs✐✈❡❧②✿

Ni0(u) = 1 ✐❢ u ∈ [ui, ui+1[
Ni0(u) = 0 ❡❧s❡✳

✭✷✹✮

Nij =
u− ui

ui+j − ui
.Ni,j−1(u) +

ui+j+1 − u

ui+j+1 − ui+1

.Ni+1,j−1(u) ✭✷✺✮

❋♦r ♠♦r❡ ❞❡t❛✐❧❡❞ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥s ❛❜♦✉t t❤❡ ❇❙♣❧✐♥❡s✱ s❡❡ s❡❝t✐♦♥ ✺ ✧▲❡s ❝♦✉r❜❡s ❇s♣❧✐♥❡✧ ✭❇❙♣❧✐♥❡s
❝✉r✈❡s✮ ♦❢ r❡❢❡r❡♥❝❡ ❬✷✾❪ ✭♣❛❣❡s ✶✹✲✶✺✮✱ ❛♥❞ ❛❜♦✉t t❤❡ s❡t✉♣ ♣❛tt❡r♥ ♦❢ t❤❡ ❦♥♦ts✱ s❡❡ s❡❝t✐♦♥
✻✳✶ ♣❛r❛❣r❛♣❤s ✧P❛r❛♠étr❛❣❡ ✉♥✐❢♦r♠❡✧ ✭❯♥✐❢♦r♠ s❡tt✐♥❣✮ ❛♥❞ ✧❈❤♦✐① ❞❡ ❧❛ séq✉❡♥❝❡ ♥♦❞❛❧❡✧
✭❑♥♦ts s❡q✉❡♥❝❡ ❝❤♦✐❝❡✮ ✐♥ r❡❢❡r❡♥❝❡ ❬✷✾❪ ✭♣❛❣❡ ✶✻✮✳

❈❧❡❛♥✲♠❊ ♣r♦❥❡❝t ✷✼✴✺✷



❲P✿ ❖♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠s ❛♥❞ ♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ ❞❡s✐❣♥ ❢♦r ♦r❜✐t❛❧ ❣r❛❜❜✐♥❣

■♥ ♦r❞❡r t♦ ❣❡t s♠♦♦t❤❡❞ ♣r♦✜❧❡s✱ ■ ✉s❡ ❛ ❤✐❣❤ ♦r❞❡r s♣❧✐♥❡✳ ■♥ t❤❡ ❝❛s❡ t❤❡ ❛r♠ t♦✉❝❤❡s t❤❡
t❛r❣❡t✱ ✇❡ ✇❛♥t t❤❡ r❡❛❝t✐♦♥ t♦ ❜❡ ♠✐♥✐♠❛❧✳ ❚❤✉s✱ ✇❡ ✇❛♥t t❤❡ s♣❡❡❞s ❛♥❞ ❛❝❝❡❧❡r❛t✐♦♥s ♥❡①t
t♦ ♥✉❧❧ ❛s ✇❡ ❛♣♣r♦❛❝❤ ✐♥ r❡❛❧❧② ❝❧♦s❡ r❛♥❣❡ t❤❡ t❛r❣❡t✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ ❛s s♣❡❡❞s ❛♥❞ ❛❝❝❡❧❡r❛t✐♦♥s
❛r❡ ♥✉❧❧ ❜❡❢♦r❡ t❤❡ ♠♦✈❡♠❡♥t t♦✇❛r❞s t❤❡ t❛r❣❡t✱ ■ ✉s❡❞ ❛ tr✐❝❦ t♦ ❞❡✜♥❡ t❤❡ ❝♦♥tr♦❧ ♣♦❧②❣♦♥
♦❢ t❤❡ tr❛❥❡❝t♦r②✿ ✐♥ ❛❞❞✐t✐♦♥ t♦ t❤❡ ❝♦♥tr♦❧ ♣♦✐♥ts✱ t❤❡ ✜rst ❛♥❞ ❧❛st ♦♥❡s ❛r❡ ❞✉♣❧✐❝❛t❡❞ t✇✐❝❡
✭❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ t❤❡ ✉s❡r✬s ✇✐❧❧✿ ✇❤❡♥ ❤❡ ❝❛❧❧s ❢♦r t❤❡ ❝♦♥str✉❝t♦r ♦❢ t❤❡ ❝❧❛ss ❤❡ ❝❛♥ s♣❡❝✐❢② t♦
❞✐s❝❛r❞ t❤✐s tr✐❝❦✱ ♣❛rt✐❛❧❧② ❜② ❣✐✈✐♥❣ 0 ❛♥❞ 1 t♦ t❤❡ t✇♦ ❜♦♦❧❡❛♥✲✐♥♣✉ts ♦❢ ❝♦♠♣❧❡t❡❧② ❜② ❣✐✈✐♥❣
♦♥❡ ♦r t✇♦ 1✮✳ ❚❤❡ ❡✛❡❝t ✐s t❤❛t s♣❡❡❞ ❛♥❞ ❛❝❝❡❧❡r❛t✐♦♥ ♣r♦✜❧❡s ❛r❡ t❛♥❣❡♥t✐❛❧ t♦ ③❡r♦ ✐♥ ✐♥✐t✐❛❧
❛♥❞ ✜♥❛❧ ♣♦s✐t✐♦♥s✳ ❚❤❛t ✇❛② ✇❡ ❣❡t ❛ ♣❧♦t ❢♦r ❛ ❞❡♠♦♥str❛t✐♦♥ tr❛❥❡❝t♦r② ♦♥ ✜❣✉r❡ ✷✼✳

❋✐❣✉r❡ ✷✼✿ P❧♦t ♦❢ ❛ ❡①❛♠♣❧❡ tr❛❥❡❝t♦r②✳

■♥ ♦r❞❡r t♦ ❣❡t t❤❡ ❝♦♠♠❛♥❞ s♣❡❡❞s✱ t❤❡ tr❛❥❡❝t♦r② s♣❧✐♥❡ ✐s ❞❡r✐✈❡❞✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ❡q✉✐✈❛❧❡♥t
t♦ ❞❡r✐✈✐♥❣ t❤❡ ♠✐①✐♥❣ ❢✉♥❝t✐♦♥s Nim✿

C ′(u) =
n∑

i=0

N ′
im(u).Pi ✭✷✻✮

N ′
im =

m

ui+m − ui
.Ni,m−1(u)−

m

ui+m+1 − ui+1

.Ni+1,m−1(u) ✭✷✼✮

❚❤❡ ❝♦♠♠❛♥❞ s♣❡❡❞s✱ ♣❧♦tt❡❞✱ ❣✐✈❡ t❤❡ ✜❣✉r❡ ✷✽ ❢♦r t❤❡ s♣❡❡❞s ♦♥ ❛❧❧ t❤r❡❡ ❛①✐s ❢♦r t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s
tr❛❥❡❝t♦r②✳

❈❧❡❛♥✲♠❊ ♣r♦❥❡❝t ✷✽✴✺✷



❲P✿ ❖♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠s ❛♥❞ ♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ ❞❡s✐❣♥ ❢♦r ♦r❜✐t❛❧ ❣r❛❜❜✐♥❣

❋✐❣✉r❡ ✷✽✿ P❧♦t ♦❢ t❤❡ s♣❡❡❞s ♦♥ t❤❡ ✸ ❛①✐s ❢♦r t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s tr❛❥❡❝t♦r② ✭✜❣✉r❡ ✷✼✮✳

▲❛st✱ t❤❡ s♣❡❡❞s ❛r❡ ❞❡r✐✈❡❞✱ ♦r ❡q✉✐✈❛❧❡♥t❧② t❤❡ N ′
im✱ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❣❡t t❤❡ ❛❝❝❡❧❡r❛t✐♦♥s

❝♦♠♠❛♥❞s✿

C ′′(u) =

n∑

i=0

N ′′
im(u).Pi ✭✷✽✮

N ′′
im = m.(m− 1).

(
Ni,m−2(u)

(ui+m − ui) . (ui+m−1 − ui)

−
(ui+m − ui + ui+m+1 − ui+1) .Ni+1,m−2(u)

(ui+m − ui) . (ui+m − ui+1) . (ui+m+1 − ui+1)

+
Ni+2,m−2(u)

(ui+m+1 − ui+1) . (ui+m+1 − ui+2)

)

❚❤✐s s❡❝♦♥❞ ❞❡r✐✈❛t✐✈❡ ♦❢ t❤❡ tr❛❥❡❝t♦r② s♣❧✐♥❡✱ ♣❧♦tt❡❞✱ ❣✐✈❡ t❤❡ ✜❣✉r❡ ✷✾ ❢♦r t❤❡ ✸ ❛❝❝❡❧❡r❛t✐♦♥s✱
t❤❡ s❛♠❡ ✇❛② t❤❛♥ ❢♦r s♣❡❡❞s✳

❍♦✇❡✈❡r t❤♦s❡ s♣❡❡❞s ❛♥❞ ❛❝❝❡❧❡r❛t✐♦♥s ❛r❡ ♥♦t t❤❡ ❝♦♠♠❛♥❞ s♣❡❡❞s ❛♥❞ ❛❝❝❡❧❡r❛t✐♦♥s✳
■♥❞❡❡❞✱ ✇✐t❤ u = f(t)✱ t❤❡ tr❛❥❡❝t♦r② C(u) ✐s ❛❧s♦ C(f(t)) = (C ◦f)(t)✳ ❚♦ ❣❡t ❝♦♠♠❛♥❞ s♣❡❡❞
❛♥❞ ❛❝❝❡❧❡r❛t✐♦♥✱ t❤❡ tr❛❥❡❝t♦r② ✐s ❞❡r✐✈❡❞ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ t✐♠❡ ✿

S(t) = C ′(f(t)).f ′(t) ✭✷✾✮

A(t) = C ′′(f(t)).(f ′(t))2 + C ′(f(t)).f ′′(t) ✭✸✵✮

❆s ■ ❝❤♦♦s❡ t❤❡ f ❢✉♥❝t✐♦♥ t♦ ❜❡ ❧✐♥❡❛r ❛♥❞ s❛t✐s❢② t❤❡ ❧✐♠✐ts✱ f(0) = 0 ❛♥❞ f(Tf ) = 1✱
✇❤✐❝❤ r❡s✉❧t ✐♥ u = f(t) = t

Tf
✱ ✐ts s❡❝♦♥❞ ❞❡r✐✈❛t✐✈❡ ✐s ✐❞❡♥t✐❝❛❧❧② ♥✉❧❧✳ ❚❤❡ ❞✉r❛t✐♦♥ Tf ❢♦r

❈❧❡❛♥✲♠❊ ♣r♦❥❡❝t ✷✾✴✺✷



❲P✿ ❖♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠s ❛♥❞ ♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ ❞❡s✐❣♥ ❢♦r ♦r❜✐t❛❧ ❣r❛❜❜✐♥❣

❋✐❣✉r❡ ✷✾✿ P❧♦t ♦❢ t❤❡ ❛❝❝❡❧❡r❛t✐♦♥s ♦♥ t❤❡ ✸ ❛①✐s ❢♦r t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s tr❛❥❡❝t♦r② ✭✜❣✉r❡ ✷✼✮✳

t❤❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❡①♣❡r✐♠❡♥t ✐s ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ❡✐t❤❡r ❜② t❤❡ ✉s❡r ♦r ❜② t❤❡ r❛t✐♦ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡
❞✐st❛♥❝❡ ❢r♦♠ ✐♥✐t✐❛❧ ♣♦s✐t✐♦♥ t♦ ❣♦❛❧ ♣♦s✐t✐♦♥ ✇✐t❤ t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ❝✉r✈✐❧✐♥❡❛r s♣❡❡❞ ✇✐s❤❡❞✱
Tf = d

vc
✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ ❛s t❤❡ tr❛❥❡❝t♦r② ✐s s❛♠♣❧❡❞ ❜② NoP ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♣♦✐♥ts✱ t❤❡ ❡q✉❛t✐♦♥

Tf = NoP.h ❝♦♠❡s ♦✉t✱ h ❜❡✐♥❣ t❤❡ t✐♠❡✲st❡♣ ❢♦r ❛♥ ✉♣❞❛t❡✳ ❚❤✐s ✇❛②✱ ✇✐t❤ t❤❡ ❞✉r❛t✐♦♥

♦❢ t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t Tf ✱ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♣♦✐♥ts ✐♥ ✇❤✐❝❤ t❤❡ tr❛❥❡❝t♦r② ✐s s❛♠♣❧❡❞ ✐s NoP =
Tf

h
✳

❚❤❡r❡❢♦r❡✱ t❤❡ ❝♦♠♠❛♥❞ s♣❡❡❞s ❛r❡✿

S(t) =
1

NoP.h
.

n∑

i=0

N ′
im(u).Pi ✭✸✶✮

❆♥❞ t❤❡ ❝♦♠♠❛♥❞ ❛❝❝❡❧❡r❛t✐♦♥s ❛r❡✿

A(t) =
1

(NoP.h)2
.

n∑

i=0

N ′′
im(u).Pi ✭✸✷✮

❆s ❢♦r t❤❡ ❛tt✐t✉❞❡ ♦❢ t❤❡ ❡♥❞✲❡✛❡❝t♦r✱ t❤❡ ❙❧❡r♣ ❞❡✜♥❡ t❤❡ s❤♦rt❡st r♦t❛t✐♦♥ t♦ ❣♦ ❢r♦♠
♦♥❡ ❛tt✐t✉❞❡ t♦ ❛♥♦t❤❡r ❬✸✵❪✳ ■ ❝❤♦s❡ t♦ ✉s❡ ✐t✳ ❚♦ ❞♦ s♦✱ t❤❡ ❛tt✐t✉❞❡s ❛r❡ ✜rst ❝♦♥✈❡rt❡❞ ✐♥
q✉❛t❡r♥✐♦♥s ❛♥❞ t❤❡♥ t❤❡ ❙❧❡r♣ ❢♦r♠✉❧❛ ❢♦r q✉❛t❡r♥✐♦♥ ✐s ❛♣♣❧✐❡❞✳ ❆♥ ❡①❛♠♣❧❡ ✐s ♣❧♦tt❡❞ ♦♥
✜❣✉r❡ ✸✵✳

❚❤❡♥✱ t❤❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡❞ ❛tt✐t✉❞❡ ❛t ✐♥st❛♥t t ✐s ❝♦♥✈❡rt❡❞ ❛❣❛✐♥ ✐♥t♦ ❡✉❧❡r ❛♥❣❧❡s✱ ❝❛r❡❢✉❧❧②
❜❡❝❛✉s❡ ♦❢ t❤❡ ❣✐♠❜❛❧ ❧♦❝❦ s✐t✉❛t✐♦♥✳ ❚❤✐s ❞❡t❡r♠✐♥❛t❡s t❤❡ ❥♦✐♥t ♣♦s✐t✐♦♥s✳ ❈♦♠♠❛♥❞ ❧❛✇s ❢♦r
r♦t❛t✐♦♥❛❧ s♣❡❡❞s ❛♥❞ ❛❝❝❡❧❡r❛t✐♦♥s ❛r❡ ❞❡r✐✈❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ s❧❡r♣ ❢✉♥❝t✐♦♥✳ ❚❤❡ ✐♥t❡r♣♦❧❛t✐♦♥ ❢✉♥❝✲
t✐♦♥ ✐s ❛ ✺t❤ ❞❡❣r❡❡ ❝✉r✈❡ t♦ ♠❡❡t t❤❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ✭♥✉❧ ✐♥✐t✐❛❧ ❛♥❞ ✜♥❛❧ s♣❡❡❞s ❛♥❞ ❛❝❝❡❧❡r❛t✐♦♥✱
❡q✉❛❧ t♦ t❤❡ ✉♥✐t ❛t Tf ✮✳

❈❧❡❛♥✲♠❊ ♣r♦❥❡❝t ✸✵✴✺✷



❲P✿ ❖♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠s ❛♥❞ ♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ ❞❡s✐❣♥ ❢♦r ♦r❜✐t❛❧ ❣r❛❜❜✐♥❣

❋✐❣✉r❡ ✸✵✿ P❧♦t ♦❢ ✐♥✐t✐❛❧ ❛♥❞ ✜♥❛❧ ❛tt✐t✉❞❡ ♦♥ t❤❡ ✉♥✐t s♣❤❡r❡✱ ❛♥❞ t❤❡ s❧❡r♣✲❞❡t❡r♠✐♥❡❞
✬tr❛❥❡❝t♦r②✬ t♦ ❣♦ ❢r♦♠ ♦♥❡ t♦ t❤❡ ♦t❤❡r ❛tt✐t✉❞❡✳ ✭❖♥❧② t❤❡ t✐♣ ♦❢ t❤❡ ❛①✐s ♦❢ r♦t❛t✐♦♥ ✐s
♣❧♦tt❡❞✮

✹✳✷✳✽ ❚❡sts

▼❡❛♥s✿

❋♦r ❞❡❜✉❣❣✐♥❣ ♣✉r♣♦s❡✱ ❛ s✐♠♣❧✐✜❡❞ r♦❜♦t ✇❛s ✉s❡❞ ✭✷ ❉❖❋s✱ ✜①❡❞ ❜❛s❡✮ ♦♥ ❛ s✐♠♣❧❡ tr❛✲
❥❡❝t♦r② ✭❝✐r❝❧❡ ✐♥ t❤❡ ❳✲❨ ♣❧❛♥❡✮✱ s❡❡ ✜❣✉r❡ ✸✷✳ ❚❤❡ r❡❛❧ r♦❜♦t ✐s ✉s❡❞ ♦♥ ❞✉♠♠② tr❛❥❡❝t♦r✐❡s
✭❝✐r❝❧❡s ✐♥ ❳❨✱ ❳❩✱ ❨❩ ♣❧❛♥❡s✮✱ s❡❡ ✜❣✉r❡ ✸✸ ❛♥❞ ♦♥ ❝♦♠♣❧❡① tr❛❥❡❝t♦r✐❡s✱ s❡❡ ✜❣✉r❡ ✸✶ ❛♥❞
♥❡①t ♣❛r❛❣r❛♣❤ ❢♦r ❞❡t❛✐❧s✳

◆♦t❛ ❇❡♥❡ ❛❜♦✉t ✜❣✉r❡s ✸✶✱ ✸✷ ❛♥❞ ✸✸✿ ❚❤❡ ♠❛♥✐♣✉❧❛t♦r s❡❡♠s t♦ ❜❡ ♥♦t ❧✐♥❦❡❞ t♦ t❤❡
❜❛s❡✱ ❜✉t t❤❛t ✐s ❥✉st ❛ ❞✐s♣❧❛② s✐♠♣❧✐✜❝❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❜❛s❡✳

❈❧❡❛♥✲♠❊ ♣r♦❥❡❝t ✸✶✴✺✷



❲P✿ ❖♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠s ❛♥❞ ♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ ❞❡s✐❣♥ ❢♦r ♦r❜✐t❛❧ ❣r❛❜❜✐♥❣

❋✐❣✉r❡ ✸✶✿ ❚❤❡ s♣❛❝❡❝r❛❢t ❛♥❞ ✐ts ♠❛♥✐♣✉❧❛t♦r✱ ✇✐t❤ t❤❡ tr❛❥❡❝t♦r② ❞✐s♣❧❛②❡❞ ❜② s♠❛❧❧ s♣❤❡r❡s
❛♥❞ t❤❡ ❝♦♥tr♦❧ ♣♦❧②❣♦♥✳

❋✐❣✉r❡ ✸✷✿ ❚❤❡ s♣❛❝❡❝r❛❢t ❛♥❞ ✐ts s✐♠♣❧✐✲
✜❡❞ ♠❛♥✐♣✉❧❛t♦r✱ ✇✐t❤ t❤❡ tr❛❥❡❝t♦r② ❞✐s✲
♣❧❛②❡❞ ❜② s♠❛❧❧ s♣❤❡r❡s✳ ❚❤✐s ❞✉♠♠② tr❛✲
❥❡❝t♦r② ✐s ❛ s✐♠♣❧❡ ❝✐r❝❧❡ ❝❡♥tr❡❞ ♦♥ t❤❡ ♦r✐✲
❣✐♥ ♦❢ t❤❡ ❛r♠✳

❋✐❣✉r❡ ✸✸✿ ❚❤❡ s♣❛❝❡❝r❛❢t ❛♥❞ ✐ts ♠❛♥✐♣✲
✉❧❛t♦r✱ ✇✐t❤ t❤❡ tr❛❥❡❝t♦r② ❞✐s♣❧❛②❡❞ ❜②
s♠❛❧❧ s♣❤❡r❡s✳ ❚❤✐s ❞✉♠♠② tr❛❥❡❝t♦r② ✐s
❛ s✐♠♣❧❡ ❝✐r❝❧❡ ❝❡♥tr❡❞ ♦♥ t❤❡ ♦r✐❣✐♥ ♦❢ t❤❡
❛r♠✳

❆♥❛❧②s✐s✿

■ ♠❛❞❡ t✇♦ ❛♥❛❧②s✐s ❢♦r t❤❡ ❧❛st t❤r❡❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ✐♥✈❡rs✐♦♥ ♣r♦❝❡ss✿ ❞✉r✐♥❣ t❤❡
tr❛✈❡❧✱ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❛ ♣❛t❤ t♦ ✐ts ❞❡st✐♥❛t✐♦♥✱ ❛♥❞ ❛t ❞❡st✐♥❛t✐♦♥✳

❚❤❡ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ ❛♥❛❧②s✐s ❛r❡ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ✐♥ ❛♣♣❡♥❞✐❝❡s ❈ ❛♥❞ ❉✳

❚❤❡ tr❛❥❡❝t♦r② s❡t ❢♦r t❤❡ t❡sts ❛r❡✿ ✭s♠♦♦t❤❡❞ ♠❡❛♥s ✹t❤✲❞❡❣r❡❡ ❝✉r✈❡✱ ✇✐t❤ ♥✐❧ ✐♥✐t✐❛❧ ❛♥❞
✜♥❛❧ s♣❡❡❞s ❛♥❞ ❛❝❝❡❧❡r❛t✐♦♥s✮

❈❧❡❛♥✲♠❊ ♣r♦❥❡❝t ✸✷✴✺✷



❲P✿ ❖♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠s ❛♥❞ ♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ ❞❡s✐❣♥ ❢♦r ♦r❜✐t❛❧ ❣r❛❜❜✐♥❣

• ✸ r❛❞✐✉s✿

✕ ✶♠✱ t♦♦ ❝❧♦s❡ t♦ t❤❡ ❜❛s❡ ✇✐t❤ ❛tt✐t✉❞❡ ❝♦♥tr♦❧

✕ ✷♠✱ ✇✐t❤✐♥ ✇♦r❦✐♥❣ r❛♥❣❡

✕ ✸♠✱ t♦♦ ❢❛r✱ ✉♥r❡❛❝❤❡❛❜❧❡ ✭❧❡♥❣t❤ ♦❢ t❤❡ ❢✉❧❧② ❡①t❡♥❞❡❞ ❛r♠✿ 2.78m✮✳

• ❊❛❝❤ r❛❞✐✉s ❢♦r ✸ ❝✐r❝❧❡s ✐♥ ♦rt❤♦❣♦♥❛❧ ♣❧❛♥❡s ❬✐♥❡rt✐❛❧ ❳❨✱ ✐♥❡rt✐❛❧ ❳❩✱ ✐♥❡rt✐❛❧ ❨❩❪ t♦
t❡st ❢♦r t❤❡ ❡♥t✐r❡ ❤❛❧❢ s♣❤❡r❡ ♦❢ ❛❝t✐♦♥✱

• ❙tr❛✐❣❤t ❧✐♥❡✿ s♠♦♦t❤❡❞ ✭❇❙♣❧✐♥❡ ✇✐t❤ ❛ ❝♦♥tr♦❧ ♣♦❧②❣♦♥ ♦❢ ♦♥❧② ✷ ♣♦✐♥ts✮✱ ❞✐✣❝✉❧t ❢♦r ❛
s❡r✐❛❧ ♠❛♥✐♣✉❧❛t♦r

• ❈♦♠♣❧❡① ❇❙♣❧✐♥❡✴ s♠♦♦t❤❡❞✱ t❤❡ ❛❝t✉❛❧ ❦✐♥❞ ♦❢ tr❛❥❡❝t♦r② ❛✐♠❡❞ ❛t✱ s❡t ❢♦r ❝♦♥tr♦❧ ♦❢
❛❝❝❡❧❡r❛t✐♦♥ ❛♥❞ s♣❡❡❞✳

❆r♠ ❧❡♥❣t❤ ❛♥❞ r❛❞✐✉s ❧❡♥❣t❤✿

❚❤❡ ❛r♠ ❧❡♥❣t❤ ✐s 2.78m✱ s♦ t❤❡ 3m r❛❞✐✉s tr❛❥❡❝t♦r✐❡s ❛r❡ ♣✉r♣♦s❡❧② ♦✉t ♦❢ r❡❛❝❤✳ ❚❤❡
❣♦❛❧ ✐s t♦ s❡❡ ✐❢ t❤❡ ❝♦♥tr♦❧❧❡r ✇✐❧❧ ❢♦❧❧♦✇ t❤❡ tr❛❥❡❝t♦r② ♠✐♥✉s t❤❡ ✉♥r❡❛❝❤❛❜❧❡ ❧❡♥❣t❤✱ ❛♥❞
♦❜s❡r✈❡ t❤❡ st❛❜✐❧✐t②✳ ❚❤❡ t✇♦ ♠❛✐♥ ❧✐♥❦s ♦❢ t❤❡ ❛r♠ ❛r❡ 1, 4m ❛♥❞ 1, 1m ❧♦♥❣ s♦ t❤❡ 1m
r❛❞✐✉s tr❛❥❡❝t♦r✐❡s ❛r❡ ♣✉r♣♦s❡❧② ♦✉t ♦❢ r❡❛❝❤ ✇✐t❤ t❤❡ ❛tt✐t✉❞❡ ❝♦♥tr♦❧✳ ❲✐❧❧ t❤❡ ❝♦♥tr♦❧❧❡r
♠❛❦❡ ❛ tr❛❞❡✲♦✛ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❛tt✐t✉❞❡ ❛♥❞ t❤❡ tr❛❝❦✐♥❣ t❛r❣❡t❄

❚❤❡ r❡s✉❧t ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ t❤❡ ♠❡t❤♦❞ ✉s❡❞ ❢♦r t❤❡ ✐♥✈❡rs✐♦♥✳ ❲✐t❤ t❤❡ ❉▲❙✱ t❤❡ ✶♠ r❛❞✐✉s
♣❛t❤ ✐s ❢♦❧❧♦✇❡❞ ✇✐t❤ ❛ tr❛❞❡ ♦✛ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❛tt✐t✉❞❡ ❛♥❞ t❤❡ tr❛❝❦✐♥❣ ❡rr♦r✳ ■♥ t❤❡ ❙❉▲❙
❛♥❞ ▼❙❉▲❙ ❝❛s❡s✱ t❤❡ tr❛❝❦✐♥❣ ❡rr♦r ✐s ❣❧♦❜❛❧❧② ❧♦✇❡r t❤❛♥ t❤❡ t❤❡ ❛tt✐t✉❞❡ ❡rr♦r✳ ❚❤❡ s❛♠❡
❣♦❡s ❢♦r t❤❡ ✸♠ r❛❞✐✉s✿ t❤❡ ❉▲❙ ❦❡❡♣s t❤❡ ❛tt✐t✉❞❡ ❡rr♦r r❡str❛✐♥❡❞ ❛♥❞ ❢♦❧❧♦✇s t❤❡ ♣❛t❤ ✇✐t❤
❛ ❝❡rt❛✐♥ ❞✐st❛♥❝❡ ✭❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ❞✐st❛♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❡♥❞✲♣♦✐♥t ♦❢ t❤❡ ❛r♠ ❛♥❞ t❤❡
tr❛❥❡❝t♦r②✮ ✇❤❡♥ t❤❡ ❙❉▲❙ ❛♥❞ ▼❙▲❉❙ tr② t♦ ♠✐♥✐♠✐③❡ t❤❡ tr❛❝❦✐♥❣ ❡rr♦r t❤r♦✉❣❤ ✉♥st❡❛❞②
❜❡❤❛✈✐♦✉r✳

❉❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ st❛t✐st✐❝❛❧ ❝r✐t❡r✐❛ ✉s❡❞✿

NRMSE =

√√√√√√√




n∑
i=1

(x [i]− xd [i])
2

n




xmax − xmin

✭✸✸✮

✇✐t❤ xmax = max(x, xd) ❛♥❞ xmin = min(x, xd)✳

RMSE =

√√√√√√√




n∑
i=1

(x[i]− xd[i])
2

n


 ✭✸✹✮

❈❧❡❛♥✲♠❊ ♣r♦❥❡❝t ✸✸✴✺✷



❲P✿ ❖♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠s ❛♥❞ ♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ ❞❡s✐❣♥ ❢♦r ♦r❜✐t❛❧ ❣r❛❜❜✐♥❣

❉❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ ❡rr♦r ❢♦r ❛tt✐t✉❞❡✿

❚❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ✇✐t❤ t❤❡ ❛tt✐t✉❞❡ ✐s t❤❡ ❞♦♠❛✐♥ ♦❢ t❤❡ ✈❛❧✉❡s✳ ■♥ ❞❡❣r❡❡s✱ ✇❡ ❝❛♥ ❤❛✈❡ s✉❝❝❡s✲
s✐✈❡❧② 179✝❛♥❞ −179✝✇✐t❤ ❛ ❣❛♣ ♦❢ ♦♥❧② 2 ❞❡❣r❡❡s ❜✉t t❤❡ ❝♦♠♣✉t❡❞ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ✇✐❧❧ ❜❡ 358✝✳
■ ✉s❡❞ t❤❡ s❛♠❡ ❡rr♦r ❢✉♥❝t✐♦♥ t♦ ❝♦♠♣✉t❡ t❤❡ ❛tt✐t✉❞❡ ❡rr♦r t❤❛♥ ✐♥ t❤❡ ❝♦❞❡✱ ❡q✉❛t✐♦♥ ✶✷✱
✇❤✐❝❤ ❡✈❛❧✉❛t❡ t❤❡ ❛♥❣❧❡ ❜❡t✇❡❡♥ ❛❝t✉❛❧ ❛♥❞ ❞❡s✐r❡❞ ♣♦s✐t✐♦♥✿ ❢♦r (i, j, k) t❤❡ t❤r❡❡ ✈❡❝t♦rs
r❡♣r❡s❡♥t✐♥❣ t❤❡ ❢r❛♠❡ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ ❤❛♥❞✳

❊✈❛❧✉❛t✐♦♥ ♦❢ ||q|| ❛t t❛r❣❡t✿
❖♥ ❛♥ ❡❛rt❤✲❜❛s❡❞ ♠❛♥✐♣✉❧❛t♦r✱ ✐t ✇♦✉❧❞ ♥♦t ♠❛❦❡ s❡♥s❡ t♦ q✉❛❧✐❢② t❤❡ st❡❛❞✐♥❡ss ♦❢ t❤❡

❥♦✐♥ts✱ ❛s t❤❡ ❤❛♥❞ s❤♦✉❧❞ ❤❛✈❡ r❡❛❝❤❡❞ ✐ts t❛r❣❡t✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ♦♥ ❛ s♣❛❝❡ ♠❛♥✐♣✉❧❛t♦r✱ ❡✈❡r②
♠♦✈❡♠❡♥t ♦❢ t❤❡ ❛r♠ ✐♥❞✉❝❡s ❛♥ ❡✛♦rt ♦♥ t❤❡ ❜❛s❡✱ r❡s✉❧t✐♥❣ ✐♥ ♠♦✈❡♠❡♥t ♦❢ t❤❡ s❛✐❞ ❜❛s❡✳ ❆s
t❤❡r❡ ✐s ♥♦ ♦t❤❡r ❢♦r❝❡s✱ t❤✐s ♠♦✈❡♠❡♥t ✐s ♥♦t ❝♦♠♣❡♥s❛t❡❞✳ ❇❡❝❛✉s❡ ♦❢ t❤✐s✱ t❤❡ ❜❛s❡ ♠♦✈❡s
✇❤❡♥ t❤❡ ❛r♠ ✐s ♦♥ t❛r❣❡t✱ ❛♥❞ q✉❛❧✐❢②✐♥❣ t❤❡ st❡❛❞✐♥❡ss ♦❢ t❤❡ ❥♦✐♥ts ✐s ❛ ♠❡❛♥ t♦ q✉❛❧✐❢② t❤❡
st❡❛❞✐♥❡ss ♦❢ t❤❡ ❜❛s❡✳

◗✉❛❧✐t② ❛♥❛❧②s✐s✿

Ps❡✉❞♦✲■♥✈❡rs❡✱ tr❛♥s♣♦s❡ ❏❛❝♦❜✐❛♥ ❛s ✐♥✈❡rs❡ ❛♥❞ t❤❡ ✜rst ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ t✇❡❛❦❡❞
❙❱❉ ✐♥✈❡rs✐♦♥ ✭✇✐t❤ ❡r❛s✐♥❣ t❤❡ t♦♦ ❝❧♦s❡ t♦ ✵ ❡✐❣❡♥✈❛❧✉❡s✮ ❛r❡ ✇❛② t♦♦ ✉♥st❛❜❧❡ ❛t s✐♥❣✉❧❛r✐t✐❡s
❢♦r ♦✉r ♣r♦❜❧❡♠✳ ❚❤❡ ✜rst ❡♥❝♦✉r❛❣✐♥❣ r❡s✉❧ts ❝❛♠❡ ✇✐t❤ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡
❙❱❉ ✐♥✈❡rs✐♦♥ ✭✇✐t❤ ✐♥✈❡rs❡ ❡✐❣❡♥✈❛❧✉❡s s❡t t♦ ✵✮ ❜✉t ❢♦r ✜①❡❞ r♦❜♦t ✐♥st❡❛❞ ♦❢ t❤❡ ❢r❡❡ ✢♦❛t✐♥❣
❜❛s❡✱ ❜❡❝❛✉s❡ t❤❡ ❥♦✐♥t ✈❡❧♦❝✐t✐❡s ✇❡r❡ t♦♦ ❤✐❣❤ t♦ ❦❡❡♣ t❤❡ ❜❛s❡ ❛t ❛ ❝❧♦s❡ t♦ st❡❛❞② ❛tt✐t✉❞❡
♦❢ t❤❡ ❜❛s❡✳ ❚❤❡ ❧❛st t❤r❡❡ ✐♥✈❡rs✐♦♥ ♠❡t❤♦❞s ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ ❥♦✐♥ts ✈❡❧♦❝✐t✐❡s ❛♥❞ ❢♦r t❤♦s❡ t❤❡
r❡s✉❧ts ❛r❡ ❡♥❝♦✉r❛❣✐♥❣✳ ❚❤❛t ✐s ✇❤② t❤❡ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ ❛♥❛❧②s✐s ✭❛♣♣❡♥❞✐❝❡s ❈ ❢♦r tr❛❝❦✐♥❣ ❛♥❞ ❉
❛t t❛r❣❡t✮ ✐s ♦♥❧② ❛❜♦✉t t❤♦s❡✱ t❤❡ ♦t❤❡r ♦♥❡s ❛r❡ ♥♦t ❡①♣❧♦✐t❛❜❧❡ ❛t ❛❧❧ ❛s t❤❡ ❜❛s❡✬s ❛tt✐t✉❞❡
❞♦❡s ♥♦t ❛❧❧♦✇ t❤❡ ❛r♠ t♦ r❡❛❝❤ ✐ts ❣♦❛❧✳

• ❙❉▲❙✿ t♦♦ ♥♦✐s② ❜✉t q✉✐t❡ ❛❝❝✉r❛t❡✳ ■t ✐s ♥♦t ✉s❛❜❧❡ ✐♥ ♦✉r ❝❛s❡✳

• ❉▲❙✿ ❣♦♦❞ r❡s✉❧ts✱ ♣r♦❜❛❜❧② ❞✉❡ t♦ t❤❡ ❣♦♦❞ s❡t ✉♣ ♦❢ t❤❡ ❞❛♠♣✐♥❣ ❝♦♥st❛♥t✳ ❚❤❡
♠♦r❡ st❛❜❧❡ ♦❢ t❤❡ t❤r❡❡✱ ❞♦❡s ♥♦t ❣❡♥❡r❛t❡ t♦♦ ❤✐❣❤ ❥♦✐♥t ♦r ❤❛♥❞ s♣❡❡❞s ❡✈❡♥ ✐♥ t❤❡
✉♥r❡❛❝❤❛❜❧❡ ❝❛s❡s✳

• ▼❙❉▲❙✿ ❙❡tt✐♥❣s✿ ❇② ♦♥❧② r❡tr✐✈✐♥❣ t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧ ❞❛♠♣❡❞ ❝♦♥st❛♥ts ❢r♦♠ ❙❉▲❙✱ t♦♦
✉♥st❛❜❧❡ ✭❙❉▲❙ ✐♥✈❡rs✐♦♥ ❧❡❛❞s t♦ t❤❡ ✇♦rst ❞q✴❞t✱ ✈✐s✐❜❧❡ ❜② ❛ ❧♦t ♦❢ ♦s❝✐❧❧❛t✐♦♥ ✐♥ t❤❡
s✐♠✉❧❛t✐♦♥✮ s♦ ■ ❛❞❞❡❞ ❛ s♠❛❧❧ ♠✐♥✐♠✉♠ ❝♦♥st❛♥t ✭✶✴✶✵t❤ ♦❢ t❤❡ ❞❛♠♣✐♥❣ ❝♦♥st❛♥t ♦❢ t❤❡
❉▲❙ ♠❡t❤♦❞✮✳ ❖❜s❡r✈❛t✐♦♥s✿ ❲✐t❤ t❤♦s❡ s❡tt✐♥❣s✱ ✐t ❣❡ts t❤❡ st❛❜✐❧✐t② ♦❢ t❤❡ ❉▲❙ ❛♥❞
t❤❡ r❡❝♦✈❡r② ❝❛♣❛❝✐t② ♦❢ ❙❉▲❙✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡r❡ ✐s ❡✈❡♥ ♠♦r❡ ♦s❝✐❧❧❛t✐♦♥s t❤❛♥ t❤❡ ❙❉▲❙
♦♥ ✉♥r❡❛❝❤❛❜❧❡ t❛r❣❡ts ✭s❡❡ ✸✲♠❡t❡r ❝✐r❝✉❧❛r tr❛❥❡❝t♦r✐❡s✮✳ ■♥ ❛❧❧ ❝❛s❡s t❤❡ ❛❝❝✉r❛❝② ✐s
❜❡tt❡r t❤❛♥ ✇✐t❤ t❤❡ ♦t❤❡r ♠❡t❤♦❞s✳

❚❤✐s ❛♥❛❧②s✐s ✐s ✐❧❧✉str❛t❡❞ ♦♥ t❛❜❧❡ ✷ ✇✐t❤ ❞❛t❛ ❡①tr❛❝t❡❞ ❢r♦♠ ❛♣♣❡♥❞✐① ❈ ❢♦r t❛r❣❡t❡❞
❝❛s❡✿ ❇❙♣❧✐♥❡✳ ❋♦r t❤❡ ♠♦st st❛❜❧❡ ❝❛s❡✱ ❉▲❙✱ t❤❡ tr❛❥❡❝t♦r② ✐s ♣r♦❥❡❝t❡❞ ✐♥ ❳❨ ❛♥❞ ❩❨ ♣❧❛♥❡s
✜❣✉r❡s ✸✹ ❛♥❞ ✸✺✱ ❢♦r ❛ st❛rt✐♥❣ ♣♦✐♥t ❛t [x = 4.48, y = 2.51, z = 0.342]✱ ❛♥❞ ❤❛♥❞ ❛tt✐t✉❞❡✱
❞❡❝♦♠♣♦s❡❞ ♦♥ t❤❡ ✸ ❛①✐s✱ ✐s ❞❡♣✐❝t❡❞ ♦♥ ✜❣✉r❡ ✸✻✳ ❚❤❡ st❛❜✐❧✐t② ♦❢ t❤❡ ♠♦t✐♦♥ ✐s ❡✈❛❧✉❛t❡❞
❢r♦♠ t❤❡ ❥♦✐♥t s♣❡❡❞s✱ ✜❣✉r❡ ✸✼✳
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❲P✿ ❖♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠s ❛♥❞ ♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ ❞❡s✐❣♥ ❢♦r ♦r❜✐t❛❧ ❣r❛❜❜✐♥❣

◆❘▼❙❊✰❘▼❙❊ ◆❘▼❙❊✰❘▼❙❊ ❘▼❙❊
♣♦s✐t✐♦♥ ❬✪ ✫ ♠❪ ❛tt✐t✉❞❡ ❬✪ ✫✝❪ ||q̇||

❉▲❙ ✵✳✸✻✷✪ ✐❡ ✵✳✵✵✽ ✶✳✷✸✵✪ ✐❡ ✵✳✾✶✼ ✺✽✳✽✷✶

♠✐♥ ✸✳✵✻✸ ✶✽✵✳✵ ✵✳✵

♠❛① ✺✳✶✺✵ ✷✺✹✳✻ ✸✵✺✳✼

▼❙❉▲❙ ✵✳✵✹✼✪ ✐❡ ✵✳✵✵✶ ✶✳✶✶✼✪ ✐❡ ✵✳✽✸✸ ✽✻✳✸✼✺

♠✐♥ ✸✳✵✻✸ ✶✽✵✳✵ ✵✳✵

♠❛① ✺✳✶✹✼ ✷✺✹✳✻ ✸✶✵✻✳✶

❙❉▲❙ ✵✳✵✾✵✪ ✐❡ ✵✳✵✵✷ ✶✳✷✾✷✪ ✐❡ ✵✳✾✻✸ ✺✻✻✳✷✻✽

♠✐♥ ✸✳✵✻✸ ✶✽✵✳✵ ✵✳✵

♠❛① ✺✳✶✹✼ ✷✺✹✳✻ ✶✼✵✸✳✾

❚❛❜❧❡ ✷✿ ❈♦♠♣❧❡① s♠♦♦t❤❡❞ ❇❙♣❧✐♥❡ tr❛❥❡❝t♦r②✿ ♥✉❧ ✐♥✐t✐❛❧ ❛♥❞ ✜♥❛❧ s♣❡❡❞s ❛♥❞ ❛❝❝❡❧❡r❛t✐♦♥s

❋✐❣✉r❡ ✸✹✿ ❇❙♣❧✐♥❡✲❉▲❙ ❝❛s❡✿ tr❛❥❡❝t♦r②
♣r♦❥❡❝t❡❞ ♦♥ ❳❨ ♣❧❛♥❡✳

❋✐❣✉r❡ ✸✺✿ ❇❙♣❧✐♥❡✲❉▲❙ ❝❛s❡✿ tr❛❥❡❝t♦r②
♣r♦❥❡❝t❡❞ ♦♥ ❩❨ ♣❧❛♥❡✳

❚❤❡ tr❛❝❦✐♥❣ ❡rr♦r ♦❢ t❤❡ ❉▲❙ ♠❡t❤♦❞ ✐s ❤✐❣❤❡r t❤❛♥ ✇✐t❤ t❤❡ ♦t❤❡r ♠❡t❤♦❞s✱ ❜✉t ✐t ✐s
♠♦r❡ st❛❜❧❡✳

❆❧❧ ❞❛t❛✱ ❣r❛♣❤s ❛♥❞ ✈✐❞❡♦ ♦❢ t❤❡ t❡sts ❛r❡ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ❛t t❤✐s ✉r❧✿ ❤tt♣✿ ✴✴ ♣❡rs♦✳ ❝r❛♥s✳ ♦r❣✴

❜❧❛♥❝❤❡t✴ ❡♣❢❧✴ r❡s✉❧ts✴ ✳

❈❧❡❛♥✲♠❊ ♣r♦❥❡❝t ✸✺✴✺✷

http://perso.crans.org/blanchet/epfl/results/
http://perso.crans.org/blanchet/epfl/results/


❲P✿ ❖♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠s ❛♥❞ ♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ ❞❡s✐❣♥ ❢♦r ♦r❜✐t❛❧ ❣r❛❜❜✐♥❣

❋✐❣✉r❡ ✸✻✿ ❇❙♣❧✐♥❡✲❉▲❙ ❝❛s❡✿ ❤❛♥❞ ❛tt✐t✉❞❡ ❞❡❝♦♠♣♦s❡❞ ♦♥ ✸ ❛①✐s✱ ♠♦❞✉❧♦ 180✝✳

❋✐❣✉r❡ ✸✼✿ ❇❙♣❧✐♥❡✲❉▲❙ ❝❛s❡✿ ❥♦✐♥t s♣❡❡❞s✳

✺ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥

■♥ t❤✐s ♣r♦❥❡❝t✬s r❡♣♦rt✱ ✇❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ❛♥ ♦r✐❣✐♥❛❧ s❝❡♥❛r✐♦ ❢♦r ❛♥ ❖❉❘ ♠✐ss✐♦♥✳ ❚❤❡r❡ ✐s r♦♦♠
❢♦r ✐♠♣r♦✈❡♠❡♥ts✱ ✐❢ ♦♥❧② ❢♦r t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t ♦♥❡ ❝❤❛s❡r s♣❡♥t ❢♦r ❡❛❝❤ t❛r❣❡t ✐s q✉✐t❡ ♣r♦❤✐❜✐t✐✈❡✳
❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱ t❤❡ ♠❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧❧✐♥❣ ✐s ♥♦t ❣♦♦❞ ❡♥♦✉❣❤✳ ■❞❡❛❧❧②✱ t❤❡ ❡♥❞✲❡✛❡❝t♦r s❤♦✉❧❞
❜❡ ♣♦s✐t✐♦♥❡❞ ✐♥ ❛ t❛r❣❡t✲✜①❡❞ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡ ❢r❛♠❡✱ ❛♥❞ t❤❡ s❛t❡❧❧✐t❡ ❜❛s❡ ✐♥ t❤❡ ✐♥❡rt✐❛❧ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡
❢r❛♠❡✳

◆♦♥❡t❤❡❧❡ss✱ ♦♥ t❤✐s ✜rst ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥✱ t❤❡r❡ ✐s st✐❧❧ ✇♦r❦ t♦ ❞♦✱ ❜✉t ❢♦r r❡❛❝❤❛❜❧❡ tr❛✲
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❲P✿ ❖♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠s ❛♥❞ ♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ ❞❡s✐❣♥ ❢♦r ♦r❜✐t❛❧ ❣r❛❜❜✐♥❣

❥❡❝t♦r✐❡s t❤❡ ❛❝❝✉r❛❝② r❡q✉✐r❡♠❡♥ts ❛r❡ ♠❡t✳ ❊✈❡♥ t❤♦✉❣❤ t❤❡ ❉▲❙ ✐♥✈❡rs✐♦♥ ♠❡t❤♦❞ ❞♦❡s ♥♦t
❛❧✇❛②s ♠❡❡t t❤❡ ❛❝❝✉r❛❝② r❡q✉✐r❡♠❡♥ts✱ ■ r❡❝♦♠❡♥❞ ✐ts ✉s❡ ❛s ✐t ✐s t❤❡ ♠♦r❡ st❛❜❧❡ ✐♥✈❡rs✐♦♥
♠❡t❤♦❞✳

▼♦r❡♦✈❡r✱ ❚❤❡ ❝♦♥❝❡♣t ❛♥❞ s❝❡♥❛r✐♦ s❡❡♠ ♣r♦♠✐s✐♥❣ ❛s t❤❡ ❣r❛❜❜✐♥❣ ♣r♦❝❡ss ❞♦❡s ♥♦t ✉s❡s
❢✉❡❧ t♦ ❤❛✈❡ t❤❡ ❝❤❛s❡r tr❛❝❦ t❤❡ t❛r❣❡t ❧✐❦❡ ❛♥② ♦t❤❡r s❝❡♥❛r✐♦✱ ✇❤✐❝❤ ✐s q✉✐t❡ ❡①♣❡♥s✐✈❡✳

✻ ▲❡❢t t♦ ❞♦

❚✇♦ ♠❡t❤♦❞s ✐♥ t❤❡ ❣❡♥❡r❛❧✐③❡❞❥❛❝♦❜✐❛♥♠❡t❤♦❞ ❛r❡ ❧❡❢t t♦ ❞❡❜✉❣❀ t❤❡ tr❛❝❦✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ❣♦❛❧✲
♣♦✐♥t ♦♥t♦ t❤❡ t❛r❣❡t ✐s ❛❧s♦ ♥♦t ✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞✳

❖♥ ❛♥♦t❤❡r s❝❛❧❡✱ ♥❡①t st❡♣ ✐s t♦ ❛❞❞ ♥♦✐s❡ ♦♥ t❤❡ ❥♦✐♥t ♣♦s✐t✐♦♥s ❛♥❞ ✈❡❧♦❝✐t✐❡s t❤❛t ❛r❡
♠❡❛s✉r❡❞ ❛♥❞ ❢❡❞ ❜❛❝❦ t♦ t❤❡ ❝♦♥tr♦❧ ❧♦♦♣✱ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ✐♥❛❝❝✉r❛❝② ♦❢ t❤❡ ❞❡❞✐❝❛t❡❞
s❡♥s♦rs✳ ■♥ t❤❡ s❛♠❡ ❧✐♥❡ ♦❢ t❤♦✉❣❤t✱ t❤❡ ♣♦s✐t✐♦♥✱ ♦r✐❡♥t❛t✐♦♥✱ ✈❡❧♦❝✐t② ❛♥❞ r♦t❛t✐♦♥ r❛t❡ ♦❢ t❤❡
❡♥❞✲❡✛❡❝t♦r✱ ❛s ✇❡❧❧ ❛s t❤❡ ♣♦s✐t✐♦♥✱ ♦r✐❡♥t❛t✐♦♥✱ r♦t❛t✐♦♥ r❛t❡ ♦❢ t❤❡ t❛r❣❡t s❤♦✉❧❞ ❜❡ ♠♦❞✐✜❡❞
❜② ❛ ♥♦✐s❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ✐♥❛❝❝✉r❛❝② ♦❢ t❤❡ ✈✐❞❡♦ ❢❡❡❞❜❛❝❦✳
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t✐♠
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❛
t✐♦

♥
♦
❢
t❤
❡
❛
❧❣
♦
r✐t❤

♠
s
❛
♥
❞
♠
❡
❝❤
❛
♥
✐❝
❛
❧
❞
❡
s✐❣

♥
❢♦
r
♦
r❜
✐t❛

❧
❣
r❛
❜
❜
✐♥
❣

❆ ❘❡q✉✐r❡♠❡♥ts

❉❡s❝r✐♣t✐♦♥ ❱❛❧✉❡ ❙t❛t✉s ❏✉st✐✜❝❛t✐♦♥

❉❡❜r✐s r❡tr✐❡✈❛❧ ❉✐♠s ✭❤ ① ❞✮❬♠❪ 10.2①2.6 ❆✹ ❍✶✵ ❝❛s❡ ❚❛r❣❡t✿ ❆r✐❛♥❡ ✉♣♣❡r st❛❣❡✱
❝❛♣❛❜✐❧✐t② ▼❛ss ❬❦❣❪ 4500 ❆✺ ❊❙❈ ❝❛s❡ ✇❡ s❤❛❧❧ ❜❡ ❛❜❧❡ t♦ ❝♦❧❧❡❝t t❤❡♠ ❛❧❧✳

◗✉❛♥t✐t② 1 Pr♦♣♦s❡❞ ❘❛t❤❡r ❧❛r❣❡ ❞❡❜r✐s✳✳✳

❉❡❜r✐s r❡tr✐❡✈❛❧ ❚❛r❣❡t ❞❛♠❛❣✐♥❣ ◆♦ Pr♦♣♦s❡❞ ●♦❛❧ ✐s t♦ st♦♣ ♦❜❥❡❝t ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐♦♥
s②st❡♠ ❚❛r❣❡t s❡❧❡❝t✐♦♥ ❨❡s Pr♦♣♦s❡❞ ❚❛r❣❡t s❤❛♣❡ ✫ ❞❡❣r❛❞❛t✐♦♥ st❛t❡

❚❛r❣❡t✴❙❈ r❡❧❛t✐✈❡ r♦t❛t✐♦♥ ✈❡❧♦❝✐t② 60✝/s Pr♦♣♦s❡❞ ❊❙❆ ✫ ◆❆❙❆ ❡st✐♠❛t❡❞ ♠❛① ❢❡❛s✐❜❧❡

r♦t❛t✐♦♥ ✈❡❧♦❝✐t② < 1✝/s Pr♦♣♦s❡❞ ❱❡❧♦❝✐t② ✈❛❧✉❡s✿ ❞♦ ♥♦t ❞❛♠❛❣❡
❚❛r❣❡t✴❤❛♥❞ tr❛♥s❧❛t✐♦♥ ✈❡❧♦❝✐t② < 0.02m/s Pr♦♣♦s❡❞ t❤❡ t❛r❣❡t ♥♦r ♣❡rt✉r❜ ✐t
r❡❧❛t✐✈❡✳✳✳ ♣♦✐♥t✐♥❣ ❛❝❝✉r❛❝② < 1✝ Pr♦♣♦s❡❞ ❆❝❝✉r❛❝② ✈❛❧✉❡s✿ ❛❝❤✐❡✈❡❞ ❜② ❨♦s❤✐❞❛

♣♦s✐t✐♦♥ ❛❝❝✉r❛❝② < 0.01m Pr♦♣♦s❡❞ ✭❊❚❙ ❱■■✮✱ ❞❡♣❡♥❞ ♦❢ ❣r❛❜❜✐♥❣ ③♦♥❡

❘♦❜♦t✐❝ ❛r♠ ❊①t❡♥❞❡❞ > 2m Pr♦♣♦s❡❞ ❆✹ Cg✲r♦❞ ≈ 2m
❧❡♥❣t❤ ❋♦❧❞❡❞ ❬♠❪ < 2①0.9①0.5 Pr♦♣♦s❡❞ ❋✐ts ❨✉❦✐ ❞❡s✐❣♥

❉❖❋ 7 Pr♦♣♦s❡❞ ❬❘◆❙✿ ✸❪ ✰ ❬❚❛r❣❡t tr❛❝❦✐♥❣✿ ✸❪ ✰
❘♦❜♦t✐❝ ❛r♠ ❬❘♦t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ t❛r❣❡t✿ ✶❪
❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝s ▼❛ss 20 kg − 45 kg Pr♦♣♦s❡❞ ❧✐❣❤t❡st s♣❛❝❡ q✉❛❧✐✜❡❞ ❛r♠✿ ❉▲❘ ✭45 kg✮

P♦✇❡r ♠❛① ❬❲❪ 50− 120 Pr♦♣♦s❡❞ ❲✐s❤❡❞ ✿< 50❀ ❉▲❘ ❛r♠ ♥❡❡❞s✿ 120W

❈
❧❡❛♥

✲♠
❊
♣
r♦
❥❡❝t

✸✽✴✺✷



❲P✿ ❖♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠s ❛♥❞ ♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ ❞❡s✐❣♥ ❢♦r ♦r❜✐t❛❧ ❣r❛❜❜✐♥❣

❇ ●❡♥❡r❛❧✐③❡❞ ❏❛❝♦❜✐❛♥ ▼❛tr✐①

❚❤✐s ❡♥❤❛♥❝❡❞ ❏❛❝♦❜✐❛♥ ♠❛tr✐① ❞❡♣❡♥❞ ♦♥❧② ♦♥ t❤❡ ❥♦✐♥t ♣♦s✐t✐♦♥s ❛♥❞ ♦♥ t❤❡ ❜❛s❡ ❛tt✐t✉❞❡✳
❇❡❢♦r❡ ❞❡✜♥✐♥❣ t❤❡ ✇♦r❦✐♥❣ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❛♥❞ ♠❛tr✐❝❡s✱ ✇❡ ❞❡✜♥❡ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❡❧❡♠❡♥t❛r② ✈❛r✐❛❜❧❡s
✭r❡❡❢❡r t♦ t❤❡ s❝❤❡♠❛t✐❝ ✜❣✉r❡ ✸✽✮ ❛❧♦♥❣ ✇✐t❤ ♦♥❡ ♦♣❡r❛t♦r✿

❋✐❣✉r❡ ✸✽✿ ❙❝❤❡♠❛t✐❝ ♦❢ ❛ s♣❛❝❡ ♠❛♥✐♣✉❧❛t♦r ✇✐t❤ t❤❡ ♣❛r❛♠❡tr✐s❛t✐♦♥ ❛ss♦❝✐❛t❡❞✳

• ∀i ∈ J1;nK, ai t❤❡ ✈❡❝t♦r ❜❡t✇❡❡♥ pi ❛♥❞ ri ❢♦r ❡❛❝❤ ❧✐♥❦ ✭✐♥tr✐❝❛t❡ t♦ t❤❡ ❧✐♥❦ ❛♥❞ ✐ts
♦r✐❡♥t❛t✐♦♥✱ ❝♦♥st❛♥t ♥♦r♠✮✱

• ∀i ∈ J0;nK, bi t❤❡ ✈❡❝t♦r ❜❡t✇❡❡♥ ri ❛♥❞ pi+1 ❢♦r ❡❛❝❤ ❧✐♥❦ ✭✐♥tr✐❝❛t❡ t♦ t❤❡ ❧✐♥❦ ❛♥❞ ✐ts
♦r✐❡♥t❛t✐♦♥✱ ❝♦♥st❛♥t ♥♦r♠✮✱

• ∀i ∈ J1;nK, Rαi✱ r♦t❛t✐♦♥ ♠❛tr✐① ❜❡t✇❡❡♥ pipi+1 ❛♥❞ ai ❢♦r t❤❡ ❧✐♥❦ i ✭✐♥tr✐❝❛t❡ t♦ t❤❡

❧✐♥❦✱ ❝♦♥st❛♥t✮✱

• ∀i ∈ J0;nK, Rβi
✱ r♦t❛t✐♦♥ ♠❛tr✐① ❜❡t✇❡❡♥ pipi+1 ❛♥❞ bi ❢♦r t❤❡ ❧✐♥❦ i ✭✐♥tr✐❝❛t❡ t♦ t❤❡

❧✐♥❦✱ ❝♦♥st❛♥t✮✱

• ∀i ∈ J1;nK, Ri✱ r♦t❛t✐♦♥ ♠❛tr✐① ❜❡t✇❡❡♥ ki ❛♥❞ ki+1 ❢♦r t❤❡ ❧✐♥❦ i ✭✐♥tr✐❝❛t❡ t♦ t❤❡ ❧✐♥❦✱

❝♦♥st❛♥t✮✱

• ∀i ∈ J1;nK, R (φi)✱ ♠❛tr✐① ♦❢ t❤❡ φi r♦t❛t✐♦♥ ♦♥ t❤❡ ki ❛①✐s ✭③✲❛①✐s r♦t❛t✐♦♥ ♦❢ φi ♠❛tr✐①

❢♦r♠❛tt❡❞✮✱

• x̃ =




0 −c b
c 0 −a

−b a 0


✱ t❤❡ ❛♥t✐s②♠♠❡tr✐❝ ♠❛tr✐① ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ✈❡❝t♦r x =




a
b
c


✳

❈❧❡❛♥✲♠❊ ♣r♦❥❡❝t ✸✾✴✺✷



❲P✿ ❖♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠s ❛♥❞ ♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ ❞❡s✐❣♥ ❢♦r ♦r❜✐t❛❧ ❣r❛❜❜✐♥❣

❚❤❛♥❦s t♦ t❤♦s❡✱ ✇❡ ❞❡✜♥❡ t❤❡ ✇♦r❦✐♥❣ ✈❛r✐❛❜❧❡s✿

• ∀i ∈ J0;nK, mi t❤❡ ♠❛ss ♦❢ ❡❛❝❤ ❧✐♥❦✱

• ∀ (i, j) ∈ J0;nK2, mij =
j∑

k=i

mk t❤❡ ❝♦♠♣❛❝t s✉♠ ♦❢ ♠❛ss❡s✱ ✐♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r m0n✱ r❡♣r❡✲

s❡♥t✐♥❣ t❤❡ ♠❛ss ♦❢ t❤❡ ✇❤♦❧❡ s♣❛❝❡❝r❛❢t✱

• ∀i ∈ J0;nK, Ii t❤❡ ✐♥❡rt✐❛ ♠❛tr✐① ♦❢ ❡❛❝❤ ❧✐♥❦✱

• ∀i ∈ J0;nK, ri t❤❡ ♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝❡♥t❡r ♦❢ ♠❛ss ♦❢ ❡❛❝❤ ❧✐♥❦✱

• rg t❤❡ ♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝❡♥t❡r ♦❢ ♠❛ss ♦❢ t❤❡ ✇❤♦❧❡ s♣❛❝❡❝r❛❢t

(
m0n.rg =

n∑
i=0

mi.ri

)
✱

• ∀i ∈ J1;nK, pi t❤❡ ♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝❡♥t❡r ♦❢ t❤❡ ❥♦✐♥t i✱

• pr t❤❡ ♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❡♥❞✲❡✛❡❝t♦r ♣♦✐♥t✱

• ∀i ∈ J0;nK, Ωi t❤❡ ❛tt✐t✉❞❡ ♦❢ ❡❛❝❤ ❧✐♥❦✱

• θn t❤❡ ♦r✐❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❡♥❞✲❡✛❡❝t♦r ♣♦✐♥t✱

• ∀i ∈ J0;nK, ki t❤❡ ❛①✐s ✈❡❝t♦r ♦❢ ❡❛❝❤ ❥♦✐♥t
(
ki = Ωi.z

)
✱

• ∀ (i, j) ∈ (J0;nK ∪ {g})2 , rij = rj − ri t❤❡ ✈❡❝t♦r ❜❡t✇❡❡♥ ✷ ❝❡♥t❡r ♦❢ ♠❛ss✱

• ∀ (i, j) ∈ (J0;nK ∪ {r})2 , pij = pj − pi t❤❡ ✈❡❝t♦r ❜❡t✇❡❡♥ ✷ ❥♦✐♥ts✳

❆♥❞ ❤♦✇ t❤❡② ❛r❡ ❧✐♥❦❡❞ t♦ t❤❡ ❡❧❡♠❡♥t❛r② ✈❛r✐❛❜❧❡s✿ ∀i ∈ J1;nK✱

• pi+1 = ri + bi✱

• ri = ai + pi✱

• ki = R (φi).Ri.ki−1✱

• ai = ai.
tRαi.R (φi).Ri.

pipi−1

||pipi−1||
✱

• bi = bi.
tRβi

.R (φi).Ri.
pipi−1

||pipi−1||
✳

❚❤❡r❡❜② ✇❡ ❝❛♥ ❞❡✜♥❡ t❤❡ ✉s❡❢✉❧ ✈❡❝t♦rs ❛♥❞ ♠❛tr✐❝❡s✿

• φ = t(φ1, φ2, . . . , φn) t❤❡ ❥♦✐♥ts ♣♦s✐t✐♦♥s ✈❡❝t♦r✱

• X =

[
pr
θn

]
t❤❡ ❡♥❞✲❡✛❡❝t♦r ✈❡❝t♦r ✐♥ t❛s❦ s♣❛❝❡✱

❈❧❡❛♥✲♠❊ ♣r♦❥❡❝t ✹✵✴✺✷



❲P✿ ❖♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠s ❛♥❞ ♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ ❞❡s✐❣♥ ❢♦r ♦r❜✐t❛❧ ❣r❛❜❜✐♥❣

• τ = t(τ1, . . . , τn) t❤❡ ✈❡❝t♦r ♦❢ t❤❡ t♦rq✉❡s✱

• J∗ =
[
Ĵm − Ĵs.Is

−1.Im

]
t❤❡ ●❡♥❡r❛❧✐③❡❞ ❏❛❝♦❜✐❛♥ ▼❛tr✐①✱ s✉❝❤ ❛s Ẋ = J∗.φ̇✱

• H∗ = Hφ−
tHbm.Hbω

−1.Hbm✱ ✇✐t❤✿ Hbm =

[
JTω

Hωφ

]
✱ ❛♥❞Hbω =

[
m0n.Id3 m0n.

t r̃0g

m0n.r̃0g Hω

]
✳

❲✐t❤ t❤❡ ✉♥❞❡r❧✐♥✐♥❣ ♠❛tr✐❝❡s ♦❢ t❤❡ ❥❛❝♦❜✐❛♥✿

• Ĵm = Jm + Js.

[
JTω/m0n

03

]
✱

• Jm =

[
k1 ∧

(
pr − p1

)
. . . kn ∧

(
pr − pn

)

k1 . . . kn

]
✱

• Js =

[
Id3 −p̃0r

03 Id3

]
✱

• Ĵs = Js.

[
r̃0g

Id3

]
✱

• Is = I0 +m0n.r̃g.r̃0g +
n∑

i=1

(
Ii −mi.r̃i.r̃0i

)
=

n∑
i=0

(
Ii −mi.r̃gi

2

)
✱

• Im =
n∑

i=1

(
Ii.JRi +mi.r̃i.JT i

)
− r̃g.JTω✳

❆♥❞ ♦❢ t❤❡ ✐♥❡rt✐❛ t❡♥s♦r✿

• Hω = I0 +
n∑

i=1

(
Ii +mi.

t r̃0i.r̃0i

)
✱

• Hωφ =
n∑

i=1

(
Ii.JRi +mi.r̃0i.JT i

)
✱

• Hφ =
n∑

i=1

(
tJRi.Ii.JRi +mi.

tJT i.JT i

)
✳

❆♥❞ ✜♥❛❧❧② t❤❡ ❝♦♠♠♦♥ ♠❛tr✐❝❡s t♦ ❜♦t❤ t❤❡ ❥❛❝♦❜✐❛♥ ❛♥❞ t❤❡ ✐♥❡rt✐❛ t❡♥s♦r✿

• JT i =
[
k1 ∧

(
ri − p1

)
. . . ki ∧

(
ri − pi

)
0 . . . 0

]
✱

• JRi =
[
k1 . . . ki 0 . . . 0

]
✱

• JTω =
n∑

i=1

mi.JT i✳
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