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Résumé.

Nous nous placons dans le cadre des modeles dynamiques de réseaux trophiques,
décrivant I'évolution temporelle de plusieurs espéces en relations (prédation,
compétition,...) par des équations différentielles ordinaires.

Quelles peuvent étre les propriétés logiques de tels modéles ?

R. Arditi @ ses collaborateurs ont introduit une notion dinvariance du modéle
par lidentification d'especes; cela consiste a dire que, s I'on identifie deux espéces
comparables dun méme niveau trophique (deux prédateurs sur une méme proie par
exemple), on doit obtenir la méme équation qu'en partant d'une seule espece.

Nous explorons ici mathématiqguement les consequences dun tel critére
méthodologique sur la forme des équations des modéles. Nous explicitons ensuite
différentes interprétations biologiques possibles.

1. Introduction.

En modélisation mathématique de phénomeénes biologiques, on ne dispose en
général pas de lois rigoureuses comme celles de la physique : pour étre plus précis, il
n'existe pas de "loi" donnant la forme analytique d'une relation proie-prédateur. On est
donc amené a utiliser des raisonnements de logique et de bon sens, ou aors, quand on
dispose de mesures, des formules reproduisant le mieux et le plus économiquement
possible la forme des courbes expérimental es.

Prenons un exemple précis, celui de la modélisations des relations trophiques, et
plus particulierement de la relation prédateur proie. Nous nous limiterons aux modeles a
base d'éguations différentielles ordinaires.

On a donc un prédateur, décrit par une variable p(t), qui mesure le nombre ou la
concentration au temps t. De méme, la proie sera désignée par s(t) (s comme substrat).
On modélise seulement l'interaction entre s et p. Laforme la plus générale est

s=-f(sp)
p'= g(sp)
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ou f et g sont des fonctions positives des deux variables positives s et p (I'astérisque
désigne la dérivation par rapport au temps). En effet, le fait que le nombre de prédateurs
augmente et que celui des proies diminue est presque une définition de la relation proie-
prédateur.

Que peut-on dire de plus sur les fonctions f et g ? Le modéle le plus smple de
cette relation est du type de Lotka-Volterra (voir Murray 1990) qui Sécrit:

s=-asp
p=bsp

avec deux parameétres a et b. Ce modéle est logiquement satisfaisant car il dit que, en I'
absence de prédateur ou de proie, il ne se passe rien. D'un point de vue biologique, on
préfére souvent le raffiner en saturant le nombre de proies qu'un prédateur est capable de
manger, et on écrit

s=-ah(s)p
p=b h(s)p

ou h (s) est une fonction croissante avec une saturation (de type "Holling"). Il existe
beaucoup d'autres formes de modéles possibles (Lebreton et Millier 1982).

Pour un prédateur et une proie, un critére logique pourrait étre donc de dire que,
s p=0 ou s s=0, les vitesses de p et s sont nulles aussi. La forme la plus générale serait
aors:

s=-psf(sp)
p'=psg(sp)

Il est difficile d'en dire plus.

Pour chercher d'autres critéres logiques, nous allons nous intéresser au cas d'un
réseau trophique, avec plus de deux espéces. Plus précisément, dans ce qui suit, nous
nous intéresserons a la modéisation de plusieurs prédateurs et de plusieurs proies (voir
Arditi and Michalski 1995). On prendra (la généralisation est aisée) deux prédateurs pp
et po et deux proies § e s. On a donc un réseau trophique a quatre ééments.
L'hypothese fondamentale que nous ferons est que les deux proies sont du méme type,
cest a dire quun prédateur peut manger l'une ou l'autre, éventuellement avec des
parametres différents : ce sont des ressources de type substituables, et pas
complémentaires (Leon and Tumpson 1975). De méme, les deux prédateurs sont du
méme type. Cela veut dire en particulier qu'on va les modéliser par le méme modéele,
mais avec des parametres différents.

Ecrivons maintenant B modéle sous sa forme la plus générae: la vitesse du
prédateur pp sexprimera par une fonction f, qui aura en indice I'ensemble L1 des

parametres du modéle, et qui dépendra des arguments suivants (I'ordre est important) :
- premier argument : p1, donc la variable d'état dont on modélise la croissance.

- deuxieme argument: p2, soit 'autre prédateur.
- troisiéme argument: s1, la premiére ressource.
- quatriéme argument: s, la deuxieme ressource.
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Notre hypothese exprimée plus haut fait que la croissance du second prédateur pp sera
exprimeé par la méme fonction, indicée par d'autres parametres. De méme, on aura une
fonction g indicée par my et np pour la décroissance des proies, avec des propriétés
Symétriques.

Finalement, le modéle sécrira

pr=f (PP S S)
P = (B RS,S)
8'= - 6n (8,9, P P)
S, =" On ($:5,PuP,)

On remarquera l'intervertion de p1 e p2 (et de s; et sp) dans les formules qui
définissent leurs vitesses respectives.

2. Invariance par identification des especes.

D'aprés notre hypothéses, les deux prédateurs et les deux proies sont de nature
identique; il est donc légitime de Sinterroger sur ce que devient le modéle s I'on décide
gue, en fait, les deux prédateurs sont identiques, donc indistinguables. Prenons un
exemple caricatural pour illustrer notre propos : plagons nous dans la situation
(fameuse) du modéle proie-prédateur du couple lynx-lievre, et supposons qu'il y ait deux
couleurs de lievres, blanc et marron. Un biologiste pourrait décider de moddliser la
prédation du lynx sur les lievres blancs, un autre pourrait décider de modéliser la
prédation du lynx sur les lievres marrons. Supposons que la couleur des liévres n'ait
réellement aucune influence sur leur prédation par le lynx. Alors les deux modéles faits
par les deux biologistes auront la méme structure bien sir, mais auss les mémes
parametres. Supposons maintenant qu'un troisieme biologiste fasse un modéele lynx-
lievre sans distinguer les couleurs chez le lievre. Il parait alors logique d'estimer que les
deux facons de modéliser (soit en rassemblant les prédictions des deux sous-modeles
liévre blanc-lievre marron, soit en modélisant la variable liévre globalement) doivent
donner les mémes résultats (voir Arditi and Michalski 1995).

Mathématiquement, on peut écrire les conséquences de cette hypothese. Nous
commencons par identifier les paramétres des deux prédateurs et des deux proies. Nous
appelerons L la valeur commune des paramétres pour le prédateur, et m la vaeur
commune des parameétres pour la proie (attention: il ne suffit pas d'égaler les ensembles
de paramétresL 1 et L 2, car il se peut qu'il faille aussi égaler des paramétresdans L 1, Si
par exemple ils correspondent a la prédation de g et de ). Les équations suivantes
doivent étre vraies pour toutes les valeurs (positives) des variables :

fL(pL 9 S) = fL(PLPLs +5,0 =f (P, 0,8 +5)
fL (P PsiS) + f(pspysys) = f(p+ R.0S,S)
In(S:S: B P,) = On(S1 S, P+ P2, 0) = 0,4(81,S, QA Py + )
On(S:S: B P) 1 00(S,,8, P ) = 0(S+5,0,p.P,)

On peut résoudre ces équations fonctionnelles en les développant en séries de
Taylor vers zéro, et en identifiant des dévelopements. Illustrons ceci en prenant la
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deuxieme équation; un développement de Taylor donne pour le terme constant (nous
avons supprimeé l'indice des paramétres pour plus de clarté) :

21(0,0,0,0) = f(0,0,60)b f(0,0,00)=0

Le terme d'ordre 1 donne (on représente les variables muettes de dérivation par
XyeeerX4):
1f(0,0,s,,5) -0
X,

Le terme du second ordre donne:

1°f(0,0,5,s,) 0

1°%,
,I°f(0.0s,5) _1°f(0.0.;s'5)
X 91%, 1%

finalement on obtient que al'ordre deux on a (pour la deuxiéme équation seule)
fL(p P&, 8)=ap +b(p +p)p

et il est facile de vérifier gu'en fait la solution générale (par rapport a la deuxieme
éguation seule) est:

fL(py 5.8) = BR(P+ 1.5.5)
Lasolution générale du systeme est:

fL(Py RSy S) = Rh(p + Py s +s,)
On(S,S: P P) =s k(s +s,p +p,)

Donc, quand les paramétres ne sont pas identifiés, on peut avoir une solution de
laforme:

le( P P2 S, S) = pih(a,p +a,p, bis +bys,
On (85, B, P,) = SK(G:8 +0,5,,dip +d, )

sous réserve que les parametres a (b, g, d) sidentifient quand on identifie les deux
proies et les deux prédateurs.

3. Exemples.
Le modéle classique de LotkaVolterra vérifie ce critére logique, comme il est

aise de le congtater. Prenons maintenant une relation avec une saturation de type
"Holling". Avec une proie et un prédateur, €lle sécrit :



,_as
p—b+sp
ds
S=-
b+sp

Appliguons maintenant une relation de ce type a un réseau (voir Arditi and
Michalski 1995). Alors d'aprés ce qui précéde, une généralisation de laforme :

. as, as,
P hrs P thrg P
e
5= bdflslpl- bdflsl P,
L bdfg P bdf; P

ne vérifie pas le critere (les paramétres ont éé laissés identifiés pour plus de clarté). Par
contre, la formulation suivante le vérifie :

. = b +asfi+ S, b b +a;2+s? &

P, = b +a5181+52 P+ b f;i S P2
%?-bii%a-biigm
S =" b+d51%+52 1 b+ds?+szp2

On peut ainsi essayer de nouvelles formes ; par exemple, pour rendre compte de
la compétition de deux prédateurs sur une ressource, le modéle classique est :

P =nE)p
P, = n(s)p,
s=-ams)p - ams)p,

On peut envisager que les prédateurs se génent aussi avec une saturation :



pl':n‘(s)L
g+rptp,

. P,

=n(s

P2 nr()g+|ol+loz

_ P P,

S=-ams)————- ams)——=—
n()g’fpﬁpz n()9+p1+pz

Les deux modéles vérifient le critere par rapport aux prédateurs.
4. Conclusion.

Ce critére nous permet de réfléchir sur la forme des modéles dans le cas des
réseaux. Il est auss intéressant de voir quil permet de retrouver le fait que s une
variable est nulle, alors sa vitesse est nulle auss, donc la variable doit ére en facteur
dans le terme décrivant son évolution. Ainsi, un modéle ou la croissance du prédateur
est indépendante de celui-ci ne vérifie pas le critére.

Cetravail est effectué dans le cadre du GDR 1107, avec |le support du comité "Modeles,
Méthodes et Théories" du programme Environnement, Vie et Sociétés.
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