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Abstract. — We extend to h-uniform hypergraphs different theorems of graph theory : thecrem
of Dirac for the existence of cyeles, theorem of Ore for the existence of hamiltonian cycles, partition
of the edges of a complete graph into hamiltonian cycles.

1. Introduction. Définitions. — Soit H un hyper-
graphe simple h-uniforme, c’est-d-dire un couple
(X, £), ot X est un ensemble fini, X = {x, X3, ..., X, 1,
et § un ensemble de parties distinctes de X,

&= {Elb""aEm}’

tels que

UE =X.

i=1

Vie{l,..,m} [E | =h et

Une chaine de longueur k dans H est une séquence
xy B, %y Ey ... % By Xy telle que les sommets
x; (1 <i<k+ 1)ainsique les arétes E; (1 </ < k)
soient deux & deux distincts et que { x;, Xi41 } © &
pour ie{1,...,k}. Un cycle de longueur k est une
séquence x; E; x; ... 5 E; x; telle que les sommets
x; (1 < i< k)etlesarétes E; (1 < j < k) soient deux
4 deux distincts, que { x;, x;4; } = E; (1<i<k—1)
et {x,x}ckE.

Nous appelons cycle hamiltonien un cycle de lon-
gueur | X | = n, et hypergraphe hamiltonien un hyper-
graphe qui contient un cycle hamiltonien.

Exemple. — L’hypergraphe complet A-uniforme
d’ordre n, K {| X | = n, §=T,(X), n> h) est hamil-
tonien.

Remargues. — 1) Un hypergraphe 2-uniforme est
un graphe et les définitions données ci-dessus généra-
lisent celles connues pour les graphes.

2) Cette généralisation de cycle dans un graphe
n’est pas la seule possible ; nous en donnons une autre
plus loin. .

Nous cherchons & étendre aux hypergraphes k-
uniformes divers théorémes de la théorie des graphes :
théoréme de Dirac pour 'existence de cycles, théoréme
de Ore, pour lexistence de cycles hamiltoniens,
partition des arétes du graphe complet en cycles
- hamiltoniens. ’

2. Existence de cycles. — A) Le théoréme de Dirac
952, [3]) s’énonce :

Théoréme. — Si G = (X, &) est un graphe d'ordre
n (] X|=n) tel que tout sommet x€X ait un degre
supérieur ou égal & k — 1, alors G posséde un cycle
de longueur supérieure ou égale a k.

Appelons degré total d’un sommet x d’un hyper-
graphe H, le cardinal de I'ensemble des arétes de H
contenant x, et notons le 6(x). Nous avons alors la
généralisation du théoréme de Dirac :

Théoréme 1. — Si H = (X, §) est un hypergraphe
h-uniforme et k un entier, k = h + 1, tels que, pour

k-2
tout sommet x de X, on ait 6{x) = (h 1) + h — 1,
alors H contient un cycle de longueur supérieure ou
égale d k.

Démonstration. — Nous supposerons h > 3.

Soit C = x; E, X, ... x; E; x;,, une chaine de lon-
gueur maximum dans I'ensemble des chaines de H.
Désignons par &, 'ensemble des arétes de H contenant
x,. Par définition, on a 6(x,) = | &, |.

a) Par suite de 'hypothése de maximalité de la
chaine C, une aréte E de &, est :

— soit une des arétes E;, 1 <1</, ,

— soit de la forme E = { Xy, Xy, Xups -0s Xan_y }
avec

2<0€1<’“<OC;§-1<Z+1.
b) | = h — 1. En effet, sinon, on pourrait écrire :

I<h—-2=8§ cl{E,. . E}=

. . , k-2
=>5(x1)<!<n~2<n~1+(h_i),
ce qui contredit ’hypothése.
¢) Montrons [ 2 k — 1 (ce qui est une condition
nécessaire pour I'existence d’un cycle de longueur k).
Posons

A:{{xi’xau‘”:x }a2<a1<“‘<&h_;<l+l}.

&h~ 1
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Cas r = 3. —Pour tout ie{2,..,/}, s1 E €8,
alors E; = { x;, x, X;,; } donc E;e 4 et

. {E }u4d.
Par suite
! e~ 2
1-3—(2);6{;(1};»,2—;«( . )x‘;l.},sz‘
L

Cas r 2 4. — On peut écrire
S o {E, . ..E, ,}UBU A’

avec
B=({E, . .E})~A4A)ng;
A =4 —-{Ey, ., E_,})nE&.
Pour ie{h ~1,...,1}, posons

Fi={xy, 0y X402, Xt X401 } -

On a FeA.

Montrons :
ie{h—1,..,1}, EeB=>F, ¢4 .

En effet, si ;€ B, on a E; = { Xy, X;, X114, X4y o0 }
avec a>I+1 (r=4) et si F;e A', on peut alors
former la chaine plus longue que C :

X Eixy Eq o X; Fyxpoq o By .

Par conséquent

, _ {
|Bl+ 4" A4]= <h~1>’
d’ou

l
é(xi)::slssh-u(h_l).

L’hypothése entraine

! (k = 2)
bh—232 bh-1,
<h_J+h 2 (h_JTh 1,
dou >k - 1.

d) Dans la suite nous allons supposer que H ne
contient pas de cycle de longueur supérieure ou égale d k
et montrer que Pon aboutit ainsi & une contradiction.

¢) Posons

Ak = {(x15 xa;s eees x“h—l};

2€y, < <oy Sk—-1}.

Alors &, est 'union disjointe des 3 ensembles :

H, = {Eb ooy Byogy By }
Bi={E,1,...E_,}— A N &,
Ay = Ay — {Fi: { Xt X0, XX } | E;e B}

J

La démonstration va se faire en plusieurs étapes.

Onady <« {E ..., E,_{} U 4, Sinon il existerait
une aréte Ee&;, — {E,, ..., E;_;} contenant x,
avec k < o </ + 1, et on aboutit 3 une contradic-
tion en considérant le cycle de longueur = k

x By E¢lE, . E}

ie{k, .., 1}.

Xy By x, Exy si

x B, ..x Ex, st E=EFE, avec

Montrons

EieBy= Fy = { X1, s Xp_2, Xy Xy 1 } $ Ax

En effet, st E; € B,, alors il existe o, ¢ = Kk et x,€ £,
Si de plus F; € 4, on aurait, pour o > { + 1,lachaine
plus longue que C

X, Eixi By ooxi Fixp o B xgey
etpourae{k, ...,/ + 1}, lecycle delongueur > & :
x E,ox Fixoy o x  Eixg

Hlenrésulte, §; « Hyw B, v 4] avec
[Byw 4| < |4,
d’ou

[k —2
§81!<r-«1+1Akl:n—i+kh__l),

Or d’aprés Thypothése :

16, (>h—1 k=2
=1+ (, ).

On a donc P'égalité &, = H, u B, U 4, les trois
ensembles H,, By, A, sont disjoints et

[ By w Ayl = | 4.

f) Supposons h >3 e k>h-+ 1. Montrons
quwalors powr tout je{h —1,...,k— 2} il existe
une aréte Ede H  Ec A, — {E,, ..., E; } et

{xlaxj+1}CE'

Les arétes de 4, contenant { x,, x;,, } sont en

b k-3
T .
nombre{

Comptons les arétes E;, ie{1,...,/}, contenant
{xy,%;+, } et appartenant & A, Si E, €4, alors
i<k—-2 De plus, si E;ed, i<h—2, et si
{xy, %+, } < E,alors E; e H, et, daprés ¢), E; ¢ 4
et de plus :

— s0it E; = F; = { Xy, ..o, X2, X, Xj41 } €1
E;e By,

—soit By = Fioy = { Xy, 0, Xpo2: X 15 Xja2 } et

E..,€B,.

7
Il'y a donc au plus k — 2 — (2 — 2) =k — h arétes
E, e A, contenant { x;, X;,1 }-
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Or

/

u .
h>3 et k>h+l=>(k §>>k~3>k~—k,

On peut donc trouver Fe A4, — { E|,
contenant { xy, X;4; }.

uE Y et

g) Montrons le théoréme pour h > 3 etk > h + 1.

Cas 1. — E; ¢ A,. Alors il existe x,€E, avec
o 2 k. On sait, d’aprés ), qu'il existe une aréte
EcAd, —{E, ..., E} et contenant {x,,x;,_; }. On
obtient alors une contradiction en considérant,

si o > !/ + 1, la chaine plus longue que C :

Xy Eyxy o1 Exy By { Xy ... By X454

si_k < o <!+ 1,lecycle de longueur = & :
X, B xy 1 Ex By s xp By x,.

Cas 2. — E; € A,. Puisque H, n 4} = J, daprés
e),llexisteje {h —1,..,k — 2} tel que

EI = FJ = {xla ooy Xp—2s ‘xjy xj+1 }

et E;e B,. Puisque E; ¢ 4,, il existe a > k tel que
x, € E; D’aprés f), il existe une ar€te £ contenant
{ X1, x;51 } ¢t appartenant 3 4, — { E,,...,E }. On
aboutit alors & une contradiction en considérant

sio > { + 1, la chaine plus longue que C :
x,, E] x!EJ_l xj'_.l ees xZ'EI xi Exj+1 Ej+1 cee E! xl+1
si k<a</+1, le cycle de longueur > &

X E;x; Ej g Xy X Eyxy Exjyy o By X,

h) Montrons le théoréme powr h =73 et k> 4.
Sih=3etE €& aveci > 1, alors

E;={x,X,%4,} dot B=g
et 81 = {ElsEkwl}uAk avec

{ELE }nA=d.

Comme E = {x;,x;, X, }€A, et E, ¢ A4, on
peut conclure comme au g) Cas 1. :

D Danslecask =h+ 1,onaé, = {E,, ..., E }.
Dans ce cas en effet 4, se réduit a { x,, ..., x; }. Si
noavait {xy,..,x, }¢{E, ... E,}, il existerait
€E, aveca > h + 1, et on aurait, soit une chaine
longue que Cpoura > 1+ 1 :

‘xm E; Xy { Xi oo Xy } Xy oo X El Xi+1 s

cycle de longueur > k pours + 1< a</:

“El’xl {x1, taeg x,, },XZ ees E{Z"i ‘x<x .

,‘donc dire que, dans le cas k = & + 1,

pour toute chaine C de longueur maximum, Uensemble
des arftes de A contenant le premier élément de C
est formé des i premiéres aréies de C.

J) Démontrons le théoréme dans le cas k = h + 1.
51 E; contient x, avec k + 1 < o <, on obtient
un cycle de longueur > & :

X, By xy oo xy By X,

Si E{ contient x, avec o < A =k — 1 alors la
propriété i} appliquée 2 la chaine de longueur maxi-
mum :

xaE1 Xz EZ ces Eamz.xi Ea .HEI Xg,+1 s

montre que x, € E,. De méme si E; contient x, avec
o = [ + 1, la propriété i) appliquée 4 Ia chaine de
longueur maximum x, £; x, ... x; E; x,, ,, montre que
x,€E, On a donc montré E; — {x,,,} < E,
d’ol la contradiction £; = E, {x,,, € E,).

Remargue. — Tomescu a2 donné une généralisation
du théoréme de Dirac en utilisant une autre notion
de degré dans les hypergraphes.

Appelons degré disjoint d'un sommet x de H, noté
d(x), le nombre maximum d’arétes de & qui ont deux a
deux une intersection réduite a x.

Théoréme (Tomescu [4]). — Soient H = (X.§) un
hypergraphe A-uniforme, & un entier positif, £ = 3.
Si pour tout sommet x € X, on a d(x) = k — 1, alors
H contient un cycle de longueur supérieure ou égale
ak.

B) Théoréme (Ore, 1961 [2, p. 203]). — Soit
G = (X, 8) un graphe d’ordre n > 3 avec

[x,y]¢&=dx) +dy) = n.

Alors G posséde un cycle hamiltonien.

Pour étendre ce résultat on définit le degré dans H
d’une partie 4 « X, noté 6(4), comme le cardinal
de ’ensemble des arétes de H contenant 4. On a alors :

Théoréme 2. — Soit H = (X, 8) un hypergraphe
h-uniforme (h = 3) d’ordre n, n2 h + 1, tel que
pour toute partie A = X vérifiant | A} = h on ait :

A¢e= Y A—x)>sup(n—h+2,2h—2)

xed

alors H est hamiltonien.

Remarqgue. — Dans le cas 4 = 2, ce théoréme est
moins bon que celui de Ore et nous conjecturons que
Pon peut y remplacer sup{(n — 2 + 2,2k — 2) par
sup(n — A+ 1,24 —2).

Vu les contraintes imposées par le comité d’édition
nous n’en donnerons pas la preuve ici.

3. Partition des arétes de K en cycles hamiltoniens.
— 1l est connu {2, p. 222] que les arétes du graphe
complet K, admettent une partition en cycles hamil-
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toniens si n est impair et en cycles hamiltoniens plus
un couplage st n est pair. On peut donc se poser le
probléme suivant :

Probléme 1. — Etant donné 'hypergraphe K, pour
quelles valeurs de n existe-t-il une partition de ses arétes
en cycles hamiltoniens

Nous pouvons définir certains types de cycles hamil-
toniens.

Défipition. — Un cycle hamiltonien est de type k
s5i et seulement si le cardinal de Uintersection de deux
arétes consécutives est égal d k.

A cette définition correspondent d’autres questions
précisant le probléme 1.

Probléme 1.k (1 < k < h — 1). — Powr quelles
valeurs de n existe-1-il une partition des arétes de K
en cycles hamiltoniens de type k 7

Condition nécessaire. — Une condition nécessaire
pour que les problémes 1 et 1.k aient des sclutions est

1(n . . - . .
que — P soit entier. Cette condition nécessaire est
n
vérifiée dés que n est premier et nous allons prouver le
théoréme suivant :

Théoréme 3. — Pour tout n premier il existe une
partition des arétes de K? en cycles hamiltoniens.

Démonstration. — Considérons les sommets de K*
comme les éléments de Z,, anneau des entiers modulo
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n. Définissons une relation d’équivalence R sur U'en-
semble des arétes par

{a,aq0, ., a,}R{a,a, ..., 0,1

widdeZ,, {a,+d ..,a,+d}={ai, ...a}.

Pour n premier il est facile de prouver que chaque
classe a n é&léments, et 'ensemble des arétes d'une
classe permet de construire un cycle hamiltonien
défini par exemple comme suit ©

E = {a; +ila; —ay),a, + da; — ay), ...,
a + ia; —a)};

Xipy = ay + Ha; — ag) .

Ceci prouve le théoréme. 0
Dans le cas # = 3 on peut donner un théoréme plus
précis.

Théoréme 4. — Pour n premier supérieur d 3 en-
semble des arétes de K> admet une partition en cycles
hamiltoniens de type 1.

Démonstration. — Définissant comme dans la
démonstration du théoréme 3, une partition des arétes
en classes d’équivalence, la classe d’équivalence de
Paréte (0, a, b) peut s’écrire, pour # premier, sous les
formes suivantes :

{ia+i b+i} - 0<i<n m
{ia, i+ a,b+ia} O<i<n car {ig, 0<i<n} ={i0<i<n} (2)
{ib—a),a+ib—a),b+ib—a)} 0<i<n car {i{b—a),0<i<n}={i0<i<n} (3)
{ib,a+ib, (i+1)b} O0<i<n car {ib,0<i<n} ={i0<i<n}. 4
Aux formes (2), (3), (4) correspondent les cycles hamiltoniens suivants :
0{0,a,b}a{a,2a,a+b}2a... n—Da{(n-1a0,n-1)a+b}0 27
a{0,a,b}b{b—ab2b-a}2b—a.. {(n-«l)(bma),a—l—(n—i)(b-—a),b+(n—~1){b—a)}a (33
0{0,a,b}b{b,a+b,2b}2b... (n—Db{(n—1)b,a+(n-1)b,0}0. 4"

Chacun des cycles écrits ci-dessus est de type 1 ou de
type 2. Ils ne peuvent étre tous les trois de type 2;
on montre en effet qu’on ne peut pas avoir simultané-
ment :

{0, b}n{2a,a+b}|=1 ()
}{Q,a}r\{a+b,2b}i=i (3
[{0,a}n{b—-a2b—a}|=1. )

pour »n premier avec a et b éléments de Z, : a 5 0,
b#0, as#b O

Les résultats ci-dessus suggérent les conjectures
suivantes :

Conjecture 1 [resp. 1.k}, — Il existe une partition
des arétes de K en cycles hamiltoniens [resp. de type k]

h
La conjecture 1.(A — 1) n’est autre qu'une conjec-
ture de Baranyai {1}

. Afn .
si et seulement si P est entier.

Conjecture 2 [resp. 2.k]. — Pourn = 1 ou 2 [mod 3]
il existe une partition des arétes de K} en cycles hamil-
toniens [resp. de type k}. Pour n = 0 [mod 3] il existe
une partition des arétes de K en un couplage et des
cycles hamiltoniens [resp. de type k.

Nous avons montré que la conjecture 2 était vérifiée
pour les premiéres valeurs de n(n < 20) et pour
n = 2p (p premier). '
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