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Cet article traite de la conception de réseaux embarquésldarsatellites. Ces réseaux doivent connecter des entrées
(correspondant aux signaux arrivant au satellite) a degesdicorrespondant & des amplificateurs), méme lors de I'ap
parition de quelques pannes des amplificateurs. Ces résesharqués sont constitués de commutateurs de taille et de
masse non négligeables. Ainsi, nous cherchons a miningésesrhbre de commutateurs, tout en respectant les condi-
tions suivantes : chaque entrée et chaque sortie sont déese& exactement un commutateur ; un commutateur est
adjacent d\ = 2r liens ; il y an entrées eh+k sorties ; quel que soit I'ensemble kisorties en panne, lesentrées sont
routées vers len sorties valides restantes via des chemins arétes-disjdiioius appelons de tels réseaux des réseaux
valides tolérank pannes. Soif\_(n,k,r) le nombre minimal de commutateurs d’un réseaux validesaot& pannes
possédanh entrées, constitué de commutateurs de dAgt€2r. Dans cet article, nous établissons la valeur exacte de
AL(n,4,r), c'est-a-dire du nombre minimal de commutateurs des réseétrant 4 pannes composés de commutateurs
de degré) = 2r ; nous donnons également les constructions des résealiéasso
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1 Problématique et résultats obtenus

Certains satellites de télécommunication regoivent dgsasix qui sont routés a travers un réseau d'in-
terconnexions point & point vers des amplificateurs qui e¥Emt ces signaux. Dans notre cas, tous les
amplificateurs sont identiques ou indifférenciés; un digmeat étre réémis par n'importe lequel des am-
plificateurs. Pendant la durée de vie du satellite, des &ingikurs peuvent tomber en panne de facon
définitive. A cet effet, il est nécessaire d’en prévoir un moensupérieur au nombre d’entrées de signaux,
car le réseau doit étre en mesure de connecter les entr@essf@mndant aux signaux entrants) a des sor-
ties (correspondant aux amplificateurs), méme lors de #dppn de pannes de quelques amplificateurs.
Le réseau est constitué d'entrées, de sorties, de liensdutidnnels, et de commutateurs respectant les
propriétés suivantes :

— chaque entrée et chaque sortie sont connectées a exattenoemmutateur ;

— un commutateur posseddiens;

— ily anentrées eh+ k sorties.

La technologie employée pour construire ce type de réseappuie sur l'utilisation de guides d'ondes;
aussi, les connexions entre les entrées et les sortiesrdaiétablir via deshemins arétes-disjoints

Ces réseaux doivent posséder une propriété de toléranpaangs qui s’exprime de la maniére suivante :
guel que soit 'ensemble desorties en panne, lesentrées sont routées vers lesorties valides restantes
via des chemins arétes-disjoints. De tels réseaux sontégpgseaux valides tolérank pannes Leur
technologie est relativement lourde (en terme de poidsyétise pas de simples composants électroniques.
Chaque commutateur induit un surco(t non négligeable effsm® répercutant sur le colt de lancement
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du satellite. Ainsi, nous cherchons a concevoir des résealiges a faible colt en minimisant le nombre
de commutateurs. La figure 4 montre deux exemples de routsyerdrées sur des sorties valides dans un
réseau possédant 26 entrées, construit de commutateuegdeaet tolérant 4 pannes.

Ce probléme, proposé pan&ATEL SPACE INDUSTRIES fut introduit dans [BDDO02] pour des réseaux
tolérant 4 pannes et utilisant des commutateurs de degré, puis dans [BPT01] (commutateurs de degré
A =4,k< 12 pannes). Des variations de cette problématique ont adrrées dans [Hav02] lorsqu’il faut
gérer en plus un ensemble de signaux prioritaires. Dangtigieanous résolvons le probléme de réseaux
minimaux composés de commutateurs de degré&pai2r pourr > 3, tolérantk = 4 pannes. Le cds= 2
pannes est une extension immédiate des résultats de [BPT01]

Nous noterongn, k. r)-réseauun réseau ayamt entréesn + k sorties, composé de commutateurs de
degréA = 2r. Un(n,k,r)-réseau est ditalide s'il vérifie la propriété de tolérance alopannes. On appelle
A(n,k,r) le nombre minimal de commutateurd’'un (n,k,r)-réseau valide. On dira qu’um,k,r)-réseau
valide estminimal, s'il est constitué dé\’(n,k,r) commutateurs.

Un (n,k,r)-réseau peut étre défini comme un triptet= {(V,E),i,0} ou G = (V,E) est un graphe et
i, 0 sont des fonctions positives ou nulles définies\suensemble des commutateurs), appeféastion
d’entréeset fonction de sortiesUn commutateuv de degréA ayanti(v) entrées eb(v) sorties possede
A—i(v) —o(v) liens disponibles pour le connecter au reste du réseau. inbreototal d’entrées egfV) =
Svev (V) = n, et le nombre total de sorties eg/) = 5,y 0(v) =n+Kk, k> 0.

N’importe quelle fonctiono’ définie surV telle queVy, o' (v) < o(v) etd (V) = n est ditefonction de
sorties valides le choix d’une telle fonction revient a choisir un ensemiéék sorties en panne parmi les
n+ k sorties disponibles. Notons goév) — o'(v) est le nombre de pannes du sommet

Un (n,k, r)-réseau est validesi quelque soit la fonction de sorties valid#sil existen chemins arétes-
disjoints dang5, tels que chaque sommet V est sommet initial d&v) chemins et sommet terminal de
o'(v) chemins.

Dans cet article, nous établissons tout d’abord une minoraon de A’(n, 4,r), ¢’est-a-dire du nombre
minimum de commutateurs des réseaux tolérant 4 pannes compés de commutateurs de degr& =
2r. Puis, nous construisons des réseaux valides atteignanttesborne.

2 Réduction du probleme : les (n,k,r)-noyaux

Pour nous permettre d'établir une minoration 4€&n,4,r), nous généralisons I'approche faite dans
[BPTO1] consistant a utiliser un objet intermédiaire aggal k, r)-noyau Un (n, k,r)-noyauest un graphe
biparti dont I'étude nous permet d’exhiber des équatiorsslzake de la minoration.

De facon intuitive, le noyau contient deux classes de sommigtsBlocset lesS-commutateurd.a
plupart des blocs correspond aux composantes connexemalasiformées de sommetsérifianti(v) =
r — 1. En effet, on peut montrer qu’'un commutateur est relié alasirp- 1 entrées dans ufm,k,r)-réseau
minimal ; de plus, pouk > 3, les blocsB d'un (n,k,r)-noyau construit a partir d’'ufn,k,r)-réseau valide
contiennent au plus 2 sorties et vérifient la rela®B) = i(B) + 2 — o(B) ou d(B) représente le degré du
blocB (cf. figure 1). LesS-commutateurs sont quant a eux en bijection avec les sonayaidi (v) < r —1.
La construction du noyau étant relativement techniquesmmnnons ici seulement sa définition ainsi que
les principales relations (ou propriétés) que nous utiis@Jn exemple de construction du noyau est donné
en figure 2.
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FiG. 1: Exemple de bloc pour= 3. Il vérifie : 5(B) =i(B) +2—0(B) =4

Définition 1 Un graphe biparti K= ($,3B,i,0) est un(n,k,r)-noyau si les S-commutateurssS sont
de degré au plugr et vérifient (s) < r —1, o(s) = 0 et si les blocs B: B vérifient dB) < 2 et 3(B) =
i(B)+2—0(B).

commutateurs ayant i entrées et o sorties

FI1G. 2: Exemple du passage d'(t2 6,2)-réseau a son noyau.

Nous appelontS le nombre dés-commutateurgSg| le nombre de commutateurs inclus dans les blocs,
|Sot| = |9 +|Sg| le nombre de commutateurs total. Pgu# 0,1, 2 (il y a au plus deux sorties sur un bloc, cf.
définition 1), nous notonB; un bloc contenanit sorties,n; le nombre d’entrées contenues dans I'ensemble
des blocsj, bj le nombre de blocB;.

Soitej 'ensemble des arétes adjacentes aux bBjcdlous avons les relations suivantes :

& = hp+2bg 1)
e = m+b 2
& = m )

Comptons maintenant le nombre total d’entrées et le nonalbaéde sorties dans le noyau :
n = no+n1+n2+zsi(s) 4)
se
n+k = 2by+b; (5)

Nous dirons qu’urin, k, r)-noyau est valide s'il est 'image d’um, k, r)-réseau valide. Enfin, pour répondre
a la question si oui ou non un noyau est I'image d’'un réseade/ahous pouvons adapter le théoreme de
FORD-FULKERSON[CCPS98, BPTO01] qui nous fournit un critére de coupe.
Lemme 1 (Critere de coupe)Un (n,k,r)-réseau est valide si et seulement si $ork,r)-noyau associé
vérifie :
1 .
vXcSs [F(X)|>r|X|+ Emln(o(F(X),k))
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oul (X) est le voisinage de X. De plus n'importe quel noyau validéiesaige d’un réseau valide.

3 Minoration du nombre de commutateurs des réseaux tolérant 4
pannes

Le but est de déterminek (n,4,r). Tout d’abord, nous rappelons le résultat pout 2 établi dans
[BPTO1] : A((n,4,2) = [3"]. Les réseaux associés sont donnés dans [BDD02, BPTO1].

iti +2
Proposition 1 Pour r >3, A(n,4,r) > |'r2rlr2r+2-|

Preuve
Comme un blod; contient au moins un commutateur, alors :

by < |Sg| (6)

Supposons que 'on ajigz| commutateurs dans les blocs, comptons alors les entrées :
(er)\S\zEsi(S)znf(rfl)\Ss\ ()
se

Maintenant, détaillons les adjacences 8&ommutateurs :

2r|9

Yses(2r —i(9)) + Y sesi(9)

€+ €1+ €+ Ysesi(S)

No+ Ny + N2+ Seesi(S) +2bg+br  par (1), (2) et (3)
2bp+b1+n par (4)

2n+ 4+ 2by— 2b, par (5)

De plus, par (6), nous obtenons :
2r|g > 2n—2|Sg| + 4 (8)

Les équations (7) et (8) donnent une minorationSig| = |S + |Sg|. D’ouU |Sot| €st au moins supérieur & :

_(r

r

-1
max{|SB|+ n 72)|SB|.,\SB\+

n—|Sg|+2
; )
Une fonction croit alors que I'autre décroft, le minimum a&iseint lorsque les deux bornes sont égales, i.e.

pour:|Sg| =2 rQ:gjfz. Nous obtenons alors :

A(n4r) > { nr+2 W

r2—2r+2

O
Une solution correspond & cette borne pogie |Sg| = %4, bo = 0. Par exemple pour= 4, nous avons
|Ss| = 2 et [ 2] commutateurs (voir figure 5).

4 Construction de (n,4,r)-réseaux minimaux
Proposition 2 A((n,4,3) < ["HZ”E“W

La figure 3 donne la construction générale des réseaux prmbetétablir le proposition 2. La preuve de
la validité de ces réseaux s'appuie suctliéere de coupglemme 1).
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FiG. 3: (5m+ 1,4, 3)-réseau minimal. Les fleches entrantes représentent Ie&esntes fleches sortantes, les sorties.
Quelques variations de ce réseau permettent de donnersgesirévalides pour# 1 mod 5.

La figure 4 fournit deux exemples de routage des entrées swoites valides pour deux jeux de pannes.

X sortie défectueuse

FIG. 4: Les entrées sont routées localement sur les sorties atésnimnsqu’elles sont valides. Les 4 entrées qui ont
perdu leurs sorties locales utilisent les chemins aréigeidts représentés sur la figure pour atteindre des sovte
lides.

Dans la suite, un commutateur ayaentrées eb sorties est appelé commutateur de tijoe
Proposition 3 Pour p> 1, A((5p,4,4) <2p+1

Cette borne est établie a partir de la construction du rédedaifigure 5. La encore, la preuve de la validité
du réseau est basée sur le critére de coupe.

commutateur ayant i entrées et o sorties

F1G. 5: Réseaux construits avec des commutateurs de degre 8)tolérant 4 pannes et un exemple de routage pour
un jeu de 4 pannes.

Proposition 4 Pour p>1,r >4, A((p(r>—2r+2),4,r) <rp+1.

La preuve est basée sur la démonstration de la validité é\datere de coupe) d’'un réseau atteignant cette
borne. Un tel réseau (cf. figure 6) est construit de la marsgneante : supposons que= p(r? — 2r + 2),
le réseau comporte les éléments suivants :



J.-C. Bermond, O. Delmas, F. Havet, M. Montassier, et S.riH&e

— 2p commutateurdy, by, ..., byp de typer — 1|2 correspondant a autant de bldsdans le noyau;
— 2p commutateurs, s, ..., Spp de typer — 2|r — 1;
— p(r —4) commutateurs de type— 2|r distribués dans 2 ensemblesy, 1 <i < 2p, de cardinalité
[552] sii estimpair et 54| sii est pair.
— un commutatewr de type Qr.
Les éléments sont connectés comme suit :
— pour 1<i < 2p, s estrelié &y ;
— pour 1<i < 2p—1,s estrelié &1 eth; estrelié &1 ;
— pour 1< i < 2p, chaque élément d& est connecté B etbi 1(Spp1 = St etbopr1 =by);
— uestrelié &, sp, by etbyp.

o//,% /o\é

FI1G. 6: Réseaux construits avec des commutateurs de degr@2r > 4 et tolérant 4 pannes.

A partir de la minoration et des majorations, nous pouvoablit:
H _ nr
Corollaire 1 Pourr>3, A((n,4,r) = -3—+ 0(1)

5 Extension des travaux

Nous poursuivons actuellement cette étude dans un cadsegphéral ou 'objectif est de déterminer
A(n,k,r), et de construire des réseaux minimaux, ou des réseaux apanbmbre de commutateurs
proches den/(n,k,r).
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