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Einleitung

Die Nervenzellen des Gehirns erinnern in ihrer Form stark an die verzweigte Struktur von
natiirlichen Baumen. Ahnlich wie Botaniker, die verschiedene Baumarten allein an ihrem
Wauchs unterscheiden kénnen, versuchen Neurowissenschaftler, Nervenzellen aufgrund ihrer
Form zu klassifizieren. Die Hoffnung ist, dass die so strukturierten Nervenzellen zu einem
besseren Verstdndnis der Funktion des Gehirns fiihren. Dabei wird davon ausgegangen,
dass Form und Funktion der Zellen sich gegenseitig bedingen. Um nun eine solche Eintei-
lung nach morphologischen Aspekten objektiv durchfithren zu kénnen, werden geeignete
Hilfsmittel zur Analyse der Morphologie, d.h. von Form und Gestalt der Zellen, benotigt.
Weiterhin kénnen diese Hilfsmittel bei der Untersuchung von Morphologieveranderun-
gen in verschiedenen Wachstumsphasen, bei der Suche nach Zusammenhéngen zwischen
Dysfunktionen und Form der Zellen sowie bei der Generierung kiinstlicher Neuronen zu
Simulationszwecken verwendet werden.

Es gibt die verschiedensten Ansétze, die Morphologie von Zellen zu quantifizieren [?]. Die
am naheliegendsten Ansitze beschreiben Zellen durch morphologische Kennzahlen, wie
etwa Volumen, Oberfliche oder Anzahl der Verzweigungspunkte. Betrachten wir jedoch
beispielsweise die vielfaltigen Formen, die bindre Bidume mit gleicher Anzahl an Verzwei-
gungspunkten annehmen kénnen, so wird deutlich, dass fiir eine akzeptable morphologische
Analyse komplexere Mafle benotig werden. Eine Moglichkeit besteht in der Definition von
Abstandsfunktionen, die eine Aussage iiber die Ahnlichkeit von Neuronen machen sollen.
Fiir zwei verschiedene Populationen von Zellen kann damit untersucht werden, ob zwei
Zellen aus derselben Population einen kleineren Abstand haben und damit &hnlicher sind
als zwei Zellen aus verschiedenen Populationen. Ist dies der Fall, so représentieren die bei-
den Populationen verschiedene morphologische Gruppen. In [?] wird beispielsweise eine
solche Abstandsfunktion iiber eine Metrik auf Mengen, die sogenannte Hausdorffmetrik,
definiert, indem die Morphologie von Zellen durch Punktenmengen im R? approximiert
wird.

Wir wollen in dieser Arbeit einen anderen Weg zur Definition von Abstandsfunktionen
auf Neuronen gehen. Dazu betrachten wir die Verallgemeinerung der Edit-Distanz [?] von
Wortern auf Baume. Bei der Bestimmung der Edit-Distanz werden Folgen von elementaren
Transformationsoperationen betrachtet, die das eine Objekt in ein anderes iiberfiihren, und
es wird diejenige Folge bestimmt, deren Gewicht minimal ist. Uber geeignete Definitionen
der Kosten von Transformationsoperationen kénnen verschiedene Aspekte von Ahnlichkeit



modelliert werden. Dieses Konzept kann auf Baume iibertragen werden, und eine kleine
Modifikation liefert dann eine berechenbare Abstandsfunktion fiir Baume.

Das erste Kapitel beinhaltet eine kurze Einfithrung zum biologischen Hintergrund dieser
Arbeit und soll Einblick in die untersuchten Objekte, die Neuronen, geben. Im zweiten
Kapitel stellen wir dann die grundlegenden Ideen von Wagner und Fischer [?] zur Edit-
Distanz von Wortern dar und formulieren die Verallgemeinerung auf Bidume. Da die Be-
stimmung dieser Abstandsfunktion NP-vollstéindig ist, wird in Kapitel ?? eine Metrik auf
Baumen eingefiihrt, die die Edit-Distanz leicht modifiziert und effektiv berechenbar ist.
Anschlieflend zeigen wir in Kapitel 7?7, wie wir diese Metrik auf die Abstandsbestimmung
von Neuronen anwenden koénnen und stellen eine Implementierung vor, die den Abstand
zweier Nervenzellen aus ihrer Kodierung im hoc-Format bestimmt. Mit diesem Programm
demonstrieren wir dann in Kapitel 77, dass unsere Abstandsfunktion in der Tat in der
Lage ist, Zellen bekannter morphologischer Klassen zu unterscheiden und damit ein geeig-
netes Instrument der morphologischen Analyse ist. Abschlieend werden in Kapitel 7?7 die
Ergebnisse dieser Arbeit zusammengefasst.



Kapitel 1

Biologische Grundlagen

Dieses Kapitel soll lediglich einen ersten Einblick in Funktion und Aufbau von Gehirn und
Nervenzellen geben. Kapitel 1, 2 und 5 in [?], aus denen die meisten Abbildungen dieses
Kapitels stammen, liefern eine umfassendere Ubersicht.

1.1 Makroskopische Struktur des Gehirns

Das Gehirn 148t sich anatomisch in mehrere makroskopische Teilstrukturen unterteilen. Im
embryonalen Zustand unterscheidet man zwischen Vorderhirn, Mittelhirn (Mesencephalon)
und Rautenhirn. Im ausgewachsenen Zustand differenziert sich dann das Rautenhirn zur
Medulla ablongata, der Pons und dem Cerebellum und das Vorderhirn zu dem Zwischenhirn
(Diencephalon) und den beiden GroBhirnhélften (cerebrale Hemispihren). Diese Regionen
gliedern zusammen mit den Mittelhirn und dem Riickenmark das Zentralnervensystem in
sieben anatomische Regionen (Abb. 77).

Jedem dieser Bereiche sind spezielle Funktionalitéten zugeordnet. So befindet sich zum
Beispiel im Diencephalon der Hypothalamus, der das autonome Nervensystem und die Ab-
gabe von Hormonen reguliert. Die grofite Region sind die beiden cerebralen Hemisphéren,
die aus Grofhirnrinde (Cortez), den Basalganglien, dem Hippokampus und dem Mandel-
kern bestehen und fiir h6here motorische und kognitive Funktionen sowie Gedéchtnis und
Emotionen zustéindig sind. Interessanterweise sind die Grundbausteine des Nervensystems
in allen Funktionsbereichen dieselben speziellen Zelltypen, die Neuronen.

1.2 Die Nervenzelle

Es gibt zwei verschiedene Zelltypen im Nervensystem: die Gliazellen oder Stiitzzellen und
die Nervenzellen (Neuronen). Die Neuronen, auf die wir uns hier beschrénken wollen,
sind verantwortlich fiir die Informationsweiterleitung und -verarbeitung. Erst die grofie



GroBhirnhemisphare

Corpus callosum

Diencephalon

Cerebellum

Pons

Medulla

Riickenmark

Abbildung 1.1: Anatomie des Gehirns (aus [?]).

Konzentration von Neuronen und ihr hoher Verschaltungsgrad, ermoglichen die vielfiltige
und komplexe Funktionalitéit des Gehirns. In manchen Bereichen des Gehirns befinden sich
mehrere Millionen Zellen pro Kubikzentimeter, und eine Zelle ist teilweise mit tausend und
mehr Zellen vernetzt.

1.2.1 Morphologie

Trotz der grofilen Variabilitét, haben die verschiedenen Neuronen eine grundlegende ge-
meinsame Struktur (Abb. ??). An einem Zellkérper (Soma), der den Zellkern und die
Zellorganellen enthélt, befinden sich mehrere rohrenartige Fortsétze, die in Azon und Den-
driten unterteilt werden. Die Axone, von denen jede Zelle hochstens eines besitzt, sind sehr
diinn im Verhé&ltnis zum Zellkérper und kénnen bis zu einem Meter lang werden. Es ist
der Ausgangskanal fiir Signale. Die teilweise zahlreichen Dendriten (griech: 7o devdpov -
der Baum) sind stark verzweigt und verjiingen sich schnell. Sie dienen dazu Signale, von
anderen Nervenzellen zu empfangen und zum Soma weiterzuleiten. Die Synapse bezeichnet
die Stelle, an der Signale von einer axonalen Endigung auf die Dendriten einer anderen
Nervenzelle iibertragen werden.

1.2.2 Elekrophysiologie

Entscheidend fiir die elektrische Signalleitung innerhalb einer Nervenzelle ist die Span-
nungsdifferenz an der Membran, die durch unterschiedliche Ionenkonzentrationen im In-
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Abbildung 1.2: Schematischer Aufbau einer Nervenzelle (aus [?]).



Abbildung 1.3: Die Zelle n412 aus dem Duke-Southampton-Archiv [?]
und ein vergroflerter Ausschnitt. Zur besseren Darstellung wurde ein
konstanter Durchmesser gewdhlt.

neren und Aufleren der Zelle verursacht wird. Die in die Membran eingebauten Ionenkanle
und -pumpen ermoglichen durch einen komplizierten Mechanismus die Weiterleitung von
Spannungsausschligen, den Aktionspotentialen. Bei einer synaptischen Signaliibertragung
wird ein Spannungsausschlag im Dendriten der postsynaptischen Zelle erzeugt, der sich
dann abgeschwiicht entlang des Dendriten in Richtung Soma ausbreitet und eventuell mit
Ausschlidgen aus anderen Dendritenzweigen iiberlagert. Die genaue Form der Signalleitung
im Dendriten wird von elektrophysiologischen Parametern wie Leitfédhigkeit, von geometri-
schen Parametern wie dem Durchmesser und der Lénge und von der topologischen Form,
d.h. der Verzweigungsstruktur, bestimmt [?].

1.3 Modellierung neuronaler Morphologie

Dank Markierungsmethoden und hochauflésender Mikroskopietechnik ist es heute moglich,
3-dimensionale Bilder einzelner Nervenzellen zu erzeugen. Durch diverse Filter- und Seg-
mentierschritte [?] konnen solche Bilder computerunterstiitzt aufbereitet werden, so dass
mittels eines geeigneten Rekonstruktionsalgorithmus ein mathematischer Graph als Mo-
dell fiir eine Nervenzelle generiert werden kann. Das Modell der Zellmorphologie besteht
damit aus einer Menge von Punkten (z,y, z, d), die die Koordinaten und den Durchmesser
kodieren, und einer Zuordnungstabelle, die angibt, welcher Punkt mit welchem verbun-
den ist. Zwischen zwei Punkten (z1,y1, 21,d1) und (x9,y2, 22, d2) wird die morphologische
Struktur einer Zelle durch Kegelstiimpfe approximiert (Abb. ??7). Es gibt diverse Datei-
Formate, in denen dieses Modell gespeichert werden kann. In Abb. ?7 ist die Kodierung
einer einfachen morphologischen Struktur im hoc- und im swe-Format dargestellt.
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c)

{create cellbody}

{access cellbody}

{nseg=2}

{pt3dclear()}
2) {pt3dadd(0, 0.5, 0, 1)}
{pt3dadd(0, 0.5, 0, 1)}
{create dend1}
{connect dend1(0), cellbody(1)}
{access dend1}
{nseg=3}
{pt3dclear()}
{pt3dadd(0, 0.5, 0, 1)}
{pt3dadd(3, 3, 0, 1)}
{pt3dadd(4, 4.5, 0, 1)}
{create dend2}
{connect dend2(0), cellbody(1)}
{access dend2}
{nseg=2}
{pt3dclear()}
{pt3dadd(0, 0.5, 0, 1)}
{pt3dadd(-3, 3, 0, 1)}
b) {create dend3}
{connect dend3(0), dend2(1)}
{access dend3}

ID | Typ | X | Y | Z | Radius | Father {nseg=2}

0 1 01]1]05]0 0 -1

1] 3 [3]3 0] 05 0 {pt3delear()}

2| 3 |33 [0] 05 0 {pt3dadd(-3, 3, 0, 1)}

31 3 | 4[45]0] 05 1 {pt3dadd(-2, 4, 0, 1)}

4 3 415 ]0 0.5 2 {create dend4}

5 3 2] 4 0 0.5 2 {connect dend4(0), dend2(1)}

{access dend4}
{nseg=2}
{pt3dclear()}
{pt3dadd(-3, 3, 0, 1)}
{pt3dadd(-4, 5, 0, 1)}

Abbildung 1.4: Vergleich von hoc und swec-Format. a) schematische Darstellung ei-
ner zweidimensionalen Zellmorphologie. b) swc-Format: Punktbasierte Kodierung, jedem
Punkt (X,Y,Z,Radius) der Struktur wird eine eindeutige ID und die ID des Vorginger-
punktes in Richtung Soma zugewiesen. c¢) hoc-Format: Sektionsbasierte Darstellung, ei-
ne Sektion ist die Menge aller Punkte zwischen zwei Verzweigungspunkten. Die Ko-
dierung erfolgt in der Programmiersprache hoc des NEURON-Simulationsprogramms
(http:/ /www.neuron.yale. edu/neuron,).






Kapitel 2

Grundlegende Konzepte

Zunichst werden in diesem Kapital kurz die Ideen vorgestellt, die beim Vergleich von
Zeichenketten verwendet werden. Dies ist ein Spezialfall fiir das allgemeinere Problem bei
Bédumen, verdeutlicht aber den Ansatz, der spéter fiir den Vergleich von Bidumen benutzt
wird. Der Aufbau des Kapitels orientiert sich an der Arbeit von Wagner und Fischer ([?]).

2.1 Distanzmaf} und Metrik

Fin Vergleich von Objekten ergibt nur Sinn, wenn anhand eines allgemeinen Verfahrens
der Grad der Ahnlichkeit beliebiger Objekte bestimmt werden kann. Wie diese Ahnlichkeit
von Objekten genau zu definieren ist, héngt von der Fragestellung ab. Umgekehrt wird
durch ein bestimmtes Verfahren schon im Voraus festgelegt, was als dhnlich oder identisch
angesehen wird und was nicht.

In jedem Fall wird jedoch versucht ein Ahnlichkeits- bzw. Distanzmaf fiir Tupel (,7) von
Objekten i und j aus der Objektmenge I zu definieren:

Definition 2.1 (Distanzmaf). Seil = {1...n} eine beliebige Indexmenge. Eine Abbildung
d:IT xIT— Rar heiffit Distanzmaf , falls sie die Figenschaften

1. d(i,i) =0,
2. d(i,j) = d(j,1)

fir i,j € 1 besitzt. Die symmetrische n x n — Matriz (d(i,j))ierje1 heifft Distanzmatrix.
Ein Distanzmaf$ heifst metrisch falls zusdtzlich gilt:

3. d(i, k) < d(i,§) + d(j, k) firi,j,k €L

Die Definition einer Metrik auf einem beliebigen Raum € setzt dagegen einen Gleichheits-
begriff, also eine Aquivalenzrelation, auf €2 voraus.
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Definition 2.2 (Metrik). Sei Q ein beliebiger Raum. Eine Abbildung § : Q x Q — RJ
heiffit Metrik, falls fir x,y,z € Q gilt :

1. §(z,x) =0,

2. 0(z,y) =0 = r=y,
3. 0(z,y) = d(y, @) ,

4. 0(z,y) < (xz,2) +d(2,y) .

Da insbesondere jede Metrik auch ein metrisches Distanzmaf ist, wird versucht, beliebi-
ge Objekte durch mathematische Objekte darzustellen, fiir die eine Metrik definiert ist.
Deshalb werden Objekte hiufig durch Merkmalsvektoren x* € R™ dargestellt und das
Distanzmaf} d iiber die [P-Normen definiert:

n

d(i, j) := dp(x",x7) == <Z

» 1/p
xff—xi‘ ) peN, x' x) e R".
k=1

Fiir Objekte, die als Zeichenketten bzw. Biume dargestellt werden konnen, bietet sich
ein grundsétzlich anderes Vergleichsverfahren an. Dieses basiert auf dem Prinzip der so-
genannten Edit-Distanz d.g;:
E's wird eine Folge von Transformationsoperationen auf Buchstaben bzw. Knoten bestimmt,
die das eine Objekt in das andere tberfiihren und minimal in Bezug auf eine zu definie-
rende Kostenfunktion ist.
Uber die Darstellungen u; und u;j zweier Objekte ¢ und j als Baum oder Wort kann dann
ein Distanzmafl durch

d(i,J) = deait (wi, ;)

definiert werden.

2.2 Der Vergleich von Zeichenketten

Der Vergleich von Zeichenketten oder -folgen ist ein h#ufig auftretendes Problem, sei es
beim Vergleich zweier verschiedener Versionen desselben Textdokumentes oder allgemei-
ner zweier Folgen durch Buchstaben kodierter Objekte. Ein populédres Beispiel aus der
Bioinformatik ist der Vergleich von DNA-Sequenzen. In beiden Fillen will man wissen ob
sich die beiden Zeichenketten unterscheiden und quantifizieren wie grofi der Unterschied
ist. Je nach Fragestellung sind sogar die konkreten Unterschiede gesucht. Ein Ansatz zur
Losung solcher Fragestellungen ist die Suche nach einer Zuordnung der Elemente der Zei-
chenketten, die gewisse Voraussetzungen, wie die Erhaltung der Anordnung, erfiillt und
optimal in Bezug auf eine zu definierende Kostenfunktion ist. Dieser Ansatz als Optimie-
rungsproblem birgt natiirlich die Gefahr, dass der Raum zuléssiger Losungen und damit
auch die Komplexitdt des Problems sehr groff wird. Mit geeigneten Voraussetzungen an
zuldssige Zuordnungen und der Formulierung als dynamisches Programm kann man dem
entgegenwirken.
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2.2.1 Grundbegriffe

Im Folgenden werden einige Standardbezeichnungen eingefiihrt, die beim Vergleich von
Zeichenketten verwendet werden.

e Ein Alphabet (X, <) ist eine endliche Menge 3 zusammen mit einer totalen Ordnung
< auf X. Die Elemente von X heiflen Buchstaben.

e Eine endliche Folge von Buchstaben bezeichnet man als Wort oder Zeichenfolge. Das
leere Wort wird mit A bezeichnet. ¥* bezeichnet die Menge aller Worter iiber % und
3" die Menge der Worter mit Léange n.

e Fiir ein Wort V bezeichnet V[i] den Buchstaben an der i — ten Stelle.

e Fiir ein Wort V' bezeichnet |V| die Lénge von V, d.h. die Anzahl der Buchstaben.
Insbesondere gilt V = V[1]V[2]... V[|V]] und |[A\| = 0.

e Ein Wort V heifit Faktor eines Wortes U, falls U = U1 VU, fiir zwei Worter Uy, Us.

e Ein Wort V heifit Prdfiz eines Wortes U, falls U = V' Uj fiir ein Wort U;. Insbesondere
bezeichnet U(i) = U[1]...U[i] das Prifix von U, das aus den ersten i Buchstaben
besteht.

e Ein Wort V heifit Suffix eines Wortes U, falls U = U1V fiir ein Wort U;. Mit U —U (7)
bezeichnen wir das Suffix Ui + 1] ... U[|U]].

2.2.2 Die Edit-Distanz fiir Zeichenketten

Hamming-Distanz Die Hamming-Distanz [?] wurde urspriinglich fiir binire Worter
definiert, kann aber auf Worter iiber beliebigen Alphabeten verallgemeinert werden. Sie
ist definiert als die Anzahl der Buchstaben, in denen zwei Worter gleicher Lange nicht
tibereinstimmen. Das heifit, es werden die Buchstaben gezéhlt, die in dem ersten Wort
ersetzt werden miissen, um es in das zweite Wort zu iiberfithren (Abb. 77?).

Definition 2.3 (Hamming-Distanz). Seien U, V € ¥*, ¥ ein Alphabet und |U| = |V,
dann ist die Hamming-Distanz dg (U, V') definiert durch:

dg(U,V)={i|0<i<|U|und Uli] # VI[i]}|

Die Hamming-Distanz ist eine Metrik auf 3" [?] und definiert damit ein Distanzmafl auf
der Indexmenge der Worter gleicher Linge.

Levenshtein-Distanz Als eine Erweiterung der Hamming-Distanz kann das von Le-
venshtein [?] eingefiihrte Distanzmafl angesehen werden, bei dem neben den Ersetzungen
auch das Einfiigen bzw. das Loschen von Buchstaben erlaubt ist.
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Abbildung 2.1: Die Hamming-Distanz: dg = 2.

Definition 2.4 (elementare Edit-Operationen). Fine Edit-Operation oder auch Transfor-
mation st ein Tupel von Wortern u und v mit maximaler Linge eins

u,v € U{A}

Unter Verwendung der Schreibweise w — v fir die Transformation (u,v) bezeichnet
U = Vwviau — v die Herleitung von V aus U, falls U = our und V = ovr mit
o, T € X*. Fine Folge von Wortern Uy, Uq,... U, € X* mit Uy = U und Uy, = V heifst
S-Herleitung von V aus U, falls es ein Folge von Edit-Operationen S = (s1,...Sm) gibt,
so dass U;_1 = U via s; fir 1 < i <m . Insbesondere bezeichnen wir eine Edit-Operation
u — v als

1. Substitution (sub), falls u # X\ und v # A,
2. Einfiigeoperation (ins), falls u = X\ und v # X,

3. Loschoperation (del), falls v =X und u # .
und nennen £ die Menge aller Edit-Operationen.

Abbildung ?? veranschaulicht die Wirkung der Edit-Operationen. Es ist zu beachten, dass
insbesondere jedes Wort U aus U selbst mit der leeren Folge S = () S-herleitbar ist und
dass zwei verschiedene Worter V7 # V5 mit der gleichen Folge S aus U S-herleitbar sein
konnen (Abb. 77?).

Levenshtein konnte zeigen [?], dass die minimale Anzahl solcher elementaren Edit-Operationen,
die ein Wort U in ein Wort V {iiberfiihren, eine Metrik ist und damit als Distanzmaf} ver-
wendet werden kann.

Definition 2.5 (Levenshtein-Distanz). Die Levenshtein-Distanz dr,(U, V) fir zwei Wérter
U, V € X* ist definiert als:
dr(U, V) = minses{|S]}-

S ist dabei die Menge aller moglichen Folgen S = (s1...5y,), $; € €, von Edit-Operationen,
die eine S-Herleitung von V aus U induzieren.
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Abbildung 2.2: Beispiele fiir Edit-Operationen aus Definition 77.

N E
N E R

Abbildung 2.3: Die Worter RAGEN und NAGER sind durch Substitu-

tion (n,r) aus NAGEN herleitbar.

L E V - N S H
sub() sub()!ins() del()
M E L N S -
L E -V N S H
sub() ins() isub() del()
M E I, L N S -

Abbildung 2.4: Levenshtein-Distanz: Zwei verschiedene Operationsfolgen

fiir dp, = 4 (http://www.levenshtein. de).

13
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Im n#chsten Abschnitt wollen wir dies in einem allgemeineren Fall beweisen. Im Gegensatz
zur Hamming-Distanz ist die Levenshtein-Distanz fiir Worter beliebiger Lénge definiert.
Allerdings ist dann die Folge der Edit-Operationen nicht mehr eindeutig (Abb. 77?).

Weitere Verallgemeinerungen des Edit-Distanz-Prinzips basieren auf der Hinzunahme von
anderen elementaren Edit-Operationen, wie etwa der Vertauschung von Buchstaben oder
der unterschiedlichen Gewichtung der einzelnen elementaren Operationen. Wir werden uns
im Folgenden auf die Einfiihrung einer lokalen Kostenfunktion beschrénken.

Allgemeine Edit-Distanz Beim Vergleich von DNA-Sequenzen, Zeichenketten iiber
dem Alphabet ¥ = {C,A,G,U, T}, koénnen Substitutionen als Modell fiir Mutationen
angesehen werden. Da nicht jede Mutation gleich wahrscheinlich ist, legt man fiir jede
Substitution gewisse Gewichte, auch Kosten genannt, fest und versucht nun, die wahr-
scheinlichste Folge von Transformations-Operationen zu bestimmen, die eine Zeichenkette
in die andere {iberfithren, d.h. wir suchen eine S-Herleitung mit minimalen Kosten. Auch
formal definieren wir zuerst eine lokale Kostenfunktion fiir die Edit-Operationen und er-
weitern diese dann auf beliebige Folgen.

Definition 2.6 (lokale Kostenfunktion). Eine Funktion v : € — R heifit lokale Kosten-
funktion auf der Menge der Edit-Operationen &, falls v aufgefasst als Funktion von u und
v:

, u,0) = 4 — v)

die Aziome einer Metrik auf X U{\} erfiillt. Der Definitionsbereich von vy wird auf Folgen
von Edit-Operationen erweitert, indem

S) = (si)
i=1
fiir eine Folge S = (s1,...8m), 8; € € und
Y(5)=0

fiir die leere Folge S = () definiert wird.
Die allgemeine Edit-Distanz zweier Worter wird nun iiber diejenige S-Herleitung definiert,
deren Gewicht minimal ist:

Definition 2.7 (Edit-Distanz). Seien U, V € ¥* zwei Worter. Mit den Bezeichnungen
aus 7?7 ist die allgemeine Edit-Distanz deq;:(U, V') definiert als:

dedit (U, V) = minges{7(S)}

Offensichtlich erfiillt die Edit-Distanz die ersten drei Bedingungen einer Metrik (Definition
?7). Wagner und Fischer ([?]) konnten zeigen, dass sie sogar die Dreiecksungleichung erfiillt
und damit eine Metrik auf dem Raum der Worter X* ist.
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Satz 2.8 (Wagner und Fischer 1974). Die in ?? definierte Edit-Distanz ist eine Metrik
auf X* und
d(i, j) := deait(Us, Uj)

ein Distanzmaf auf der Indexmenge von X*.

Mit Hilfe der im nédchsten Abschnitt definierten Spurabbildung wird Satz 7?7 dann bewie-
sen.

Die Levenshtein-Distanz dy, ist der Spezialfall einer Edit-Distanz mit lokaler Kostenfunk-
tion
0 falls U =0
v (u,v) =
1 sonst

und damit ebenfalls eine Metrik auf >*.

2.2.3 Die Edit-Distanz und die Spur

Jede Folge von Edit-Operationen S, die ein Wort U in ein Wort V iiberfiihrt, induziert
eine Zuordnung zwischen den Buchstaben von U und denen von V. Diese Zuordnung wird
als Alignment oder auch als Spur der Edit-Distanz bezeichnet.

Definition 2.9 (Spur). Sei U, V € ¥* und M eine Menge von Tupeln (i,j) € N x N.
Dann ist das Tripel (M,U, V) eine Spur von U und V', falls fiir die Tupel (i,7) € M gilt:
1. 1<i<|U]und 1< j<|V|,
2. fir Tupel (i1,71) und (i, j2) aus M gilt: iy = iy <= j1 = jo,
3. fiir Tupel (i1,71) und (ia, jo) aus M gilt: i1 < io <= j1 < ja.

Anstatt (M, U, V') verwenden wir auch nur M, wenn klar ist, um welche Wérter es sich
handelt. Die Verkniipfung

My o My = { (i,5) | 3k mit (i, k) € My und (k,j) € Mo}

zweier Spuren My und My ist ebenfalls eine Spur.

Anschaulich definiert die Spur M eine bijektive Abbildung von einem Teil der Buchstaben
von U nach einem Teil der Buchstaben von V. Das Tupel (i, j) steht fiir die Zuordnung
von U[i] zu V[j]. Die dritte Bedingung aus Definition ?? stellt sicher, dass die Anordnung
der Buchstaben erhalten bleibt. Das Beispiel zur Levenshtein-Distanz (Abb. ??) veran-
schaulicht eine solche Spur.

Unter Verwendung der in 7?7 eingefiihrten lokalen Kostenfunktion v(s), s € £, wird nun
eine Kostenfunktion fiir die Spur definiert.
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Abbildung 2.5: Veranschaulichung der  Spur: M =
{(1,1),(2,2),(3,4),(4,5),(5,6),(6,7),(8,8),(9,9), (10, 10), (11,11) }.

Definition 2.10 (Gewicht der Spur). Seien U und V' zwei Worter und M die Menge
aller Spuren (M,U, V). Die Funktion T : M — ]Ra' mit

(M) := > (Ul - Vi)
(i,7)eM
+ > (U] — A)
{iIvV]ileVi(i,j)¢M}
+ > YA = V[j])
{3IVUL] €U, (i,5)¢ M}

wird als Gewicht der Spur M bezeichnet.

Die Elemente aus M tragen zum Gewicht als Substitutionen bei. Buchstaben Ui, die von
M nicht getroffen werden, werden als Loschoperation gewichtet, die Buchstaben aus V' als
FEinfiigeoperation.

Da ~v(s) der Dreiecksungleichung geniigt, ist das Gewicht der Spur subadditiv.

Lemma 2.11 (Subadditivitét). Seien U, V und W Warter und My und My Spuren von
U nach V bzw. von V nach W. Damit ist My o My eine Spur von U nach W und fir das
Gewicht T'(M; o My) gilt:

T(Mi o My) < T(My) + T(Ms)
Weiterhin kénnen wir iiber die Dreiecksungleichung von 7(s) eine obere Schranke fiir das
Gewicht einer Spur finden.

Bemerkung 2.12. Sei M eine Spur von zwei Wértern U und V. Dann wird T'(M) ma-
jorisiert durch das Gewicht der leeren Spur ():

T(M)<0+ Y UG-+ > A=V

{i|lUli]eU} {ilvislevi

Den Zusammenhang zwischen der Kostenfunktion der Spur (M,U,V) und der einer S-
Herleitung von V' aus U stellt die folgende Proposition dar.
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Proposition 2.13. Seien U, V zwei Worter. Dann gilt:

1. Zu jeder Spur M existiert eine S-Herleitung, so dass v(S) =T'(M).
2. Umgekehrt existiert zu jeder S-Herleitung eine Spur M, so dass T'(M) < ~(S).
Beweis. 1. Sei M eine beliebige Spur von U und V. Jedes Tupel (i,5) € M stellt eine
Substitutionsoperation U[i] — V[j] dar. Buchstaben U[i] von U, fiir die fiir alle
Vil € V (i,j) ¢ M gilt, werden geloscht. Umgekehrt werden Buchstaben V[j], fiir

die fiir alle U[i] € U (i,7) ¢ M gilt, in U eingefiigt, um U in V zu transformieren.
Fiir die so definierte S-Herleitung gilt I'(M) = ~(.5).

2. Wir beweisen iiber Induktion nach der Liange m der Folge S = (s1,... sy,), dass zu
jeder S-Herleitung von V' = U, aus U = Uy eine Spur M mit I'(M) < v(5) gefunden
werden kann. Fiir m = 0 ist durch M = {(4,7)|1 < i < |U|} eine Spur definiert mit
I'(M) = 0 = ~(S). Im Induktionsschritt nehmen wir an, dass eine Spur M fiir Uy und
Up—1 mit T'(M7) < ~v(s1,...8m—1) gegeben ist. Da U,,—1 = U, via s, = u — v,
existieren o,7 € ¥*, so dass U,,_1 = our und U,, = cvr. Wir unterscheiden nun
drei Falle und definieren jeweils eine Spur My mit I'(Ms2) = vy(u — v):

(a) s, ist Substitution, d.h. u # A und v # A:
My ={ (i,) [ 1 <0 < [Unl}
(b) sy, ist Loschoperation, d.h. u # A und v = A:
My ={ (i,i) |1 <i< o[} U{ (i+1,0) o] <i < |Unl}
(¢) sm ist Einfiigeoperation, d.h. w = X und v # \:
My ={(i,i) |1 <i<|ol} U{ (5,0 +1) [|o] <i < |Un-l}

Die Verkniipfung M = M; o My ist eine Spur von U und V und fiir I'(M) gilt unter
Verwendung der Subadditivitdt aus Lemma ?7:

(M) <T(My) +T'(Ma) <v(s1,- - 8m—1) +7(sm) = 7(5)
O

Als direkte Folgerung dieser Proposition kann die Edit-Distanz d.g4; damit auch als das
Minimum {iber alle Spuren definiert werden.

Satz 2.14. FEs gilt deq;t(U, V) = min{ T'(M) | M Spur von U und V'}



18

Beweis. Sei Sy, diejenige Folge, so dass

’Y(Smm) = dedit(U7 V) = minSES{V(S)}'
Nach der Proposition existiert ein Spur M mit I'(M) < ~(Smin). Die Annahme
I'(M) < v(Smin) liefert ebenfalls nach der Proposition einen Widerspruch zur Minima-
litdt von v (Smin )- O
Damit ist ebenfalls gezeigt, dass die Edit-Distanz der Dreiecksungleichung geniigt.
Korollar 2.15. Seien U, V und W Wérter, dann gilt:

dedit(Ua W) < dedit(U7 V) + dedit(V7 W)
Beweis. Seien M; und My diejenigen Spuren mit T'(Mp) = degit(U,V) bazw.
[(My) = degit(V,W). Dann gilt

deqit(U, W) < T'(My o My) < T'(My) + I'(M2) = deait(U, V) + deait (V. W).
O

Wir wissen jetzt also, dass d.q;; eine Metrik auf der Menge der Worter X* ist. Im néchsten

Abschnitt wollen wir mit Hilfe der Spur einen Algorithmus zur Berechnung von d.g;
entwickeln.

2.2.4 Algorithmus

Der Algorithmus zur Berechnung der Edit-Distanz zweier Woérter U und V basiert auf der
Idee, dass die zugehorige Spur (M,U,V) in zwei Spuren (M;,U(i),V(j)) und
(M2, U = U(2),V —V(j)) von Préfixen und Suffixen von U und V zerlegt werden kann.
Das Gewicht von M ist dann die Summe der Gewichte von M7 und Ms:

(M) = D(My) + D(Ms).

Das folgende Theorem bildet die Grundlage fiir eine dynamische Berechnung der Edit-
Distanz.

Satz 2.16. Wir bezeichnen die Edit-Distanz deq;; zweier Prifize U (i) und V (j) von belie-
bigen Wortern U bzw. V' mit D(i, j):

D(Zvj) = dedzt(U(Z)vv(])) mit 0<:< |U‘7 0<;5< ’V|
Es gilt dann fir alle i, j, 1 <i<|U|, 1 <j<|V|:
D(i—1,j—1) +~yU[i] — Vi),

D(i,j) =min D(i — 1,7) +y(U[i] — \),
D(i,j —1) +v(A — V[j)).
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Beweis. Sei M eine Spur von U (i) und V(j) mit I'(M) = D(i, 7). Wir unterscheiden drei
Falle.

1. Es gibt kein Tupel (i,1), 1 <1 < |V] in M. Damit ist
I'(M)=D(i—1,7) +y(U[i] — ).
2. (i,7) € M, d.h. Ui] wird auf V[j] abgebildet und
(M) =D(i—1,j —1) +y(Uli] — VI[j]).

3. Es gibt ein | # j, so dass (i,1) € M. Dann gibt es aber kein Tupel (k, j), 1 < k < |U]|
in M. Damit ist
I'(M) = D(i,j —1) +v(A — VI[j]).

Satz 2.17. Mit den Bezeichnungen aus Satz 77 gilt
1. D(0,0) =0
2. D(i,0) = 4 WU — A 1<i<|U]
3. D(0,) =X v(A — V) 1<j<V|

Beweis. Falls i = 0 oder j = 0, so ist M = () die einzig mogliche Spur. Der Satz folgt
damit unmittelbar aus der Definition von I' (Definition ?7?). O

Edit-Distanz und das Shortest-Path-Problem

Fine anschauliche Erkldrung der Rekursionsformel aus Satz 77 liefert die Interpretation
als Shortest-Path-Problem. Dazu betrachten wir den gitterdhnlichen kantengewichteten
Graphen aus Abbildung ?7?. Jeder zusammenhéngende Weg zwischen den beiden Knoten
(0,0) und (m,n) ist dquivalent zu einer Spur von U und V. Die diagonalen Kanten der
Wege bestimmen die Zuordnung der Buchstaben wiahrend vertikale und horizontale fest-
legen, welche Buchstaben nicht beriicksichtigt werden. Die Summe der Kantengewichte,
die Weglénge, ist dann das Gewicht der Spur und der kiirzeste Weg entspricht einer Spur
mit minimalem Gewicht. Es ist dann klar, dass die Lange D(z, j) des kiirzesten Weges von
(0,0) nach (i, j) das Minimum von D(i — 1,j — 1) +~(U[i], V[j]), D(i — 1,7) +~(U[i], \)
und D(i,5 — 1) +v(\, V[j]) ist.

Wir sind nun in der Lage einen vollstdndigen Algorithmus zur Berechnung der Edit-Distanz
zweier Worter U und V' zu formulieren.

Der Algorithmus in Abbildung ?? berechnet aus der Eingabe zweier Worter U und V' die
Distanz dq;; dynamisch, d.h. er bestimmt zuerst D(i, ) fiir 0 < i < [U] und 0 < j < |V]|
und errechnet daraus D(|U|,|V]). Die Komplexitét wird durch die Linge der Worter
bestimmt und ist von der Ordnung O(|U||V]). Nachdem wir die Matrix D(i,j) berechnet
haben, kann nun mit einem einfachen Backtracking-Algorithmus (Abb. ??) die Spur M
bestimmt werden.
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Abbildung 2.6: Edit-Distanz und das Shortest-Path-Problem.
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Require: U,V € ¥*

1: D(0,0) <0

2: for i =1 to |U| do

32 D(i,0) <« D(i — 1,0) + v(U[i] — \)
4: end for

5. for j =1 to |V]| do

6 D(0,7) — D(0,j — 1) +7(\ — V]
7: end for

8: for i=1to |U| do

9: for j=1to|V|do

10: ml«— D@ —1,7—1)+~(U[i] — V[j])
11: m2 «— D(i —1,7) +v(U[i] — A)
12: ml «— D(i,5 — 1) +~v(A — V[j])
13: D(i,j) < min(ml,m2,m3)

14:  end for

15: end for

Abbildung 2.7: Algorithmus zur Berechnung von deq;(U, V)

Require: D(i,j) 0<i<|U[,0<j<|V|
1: Z<—‘U’

2: ]<—|V|

3: while i # 0 && 7 # 0 do

4. if D(i,j) = D(i — 1,5) + v(U[i] — A) then

5: 1—1—1

6: elseif D(i,j) = D(i,j — 1) + vy(A — V(j)) then
7 jej—1

8: else

9: print (7,)

10: 1—1—1

1 jej—1

12:  end if

13: end while

Abbildung 2.8: Backtracking-Algorithmus



22

2.3 Der Vergleich von Bdumen

Beim Vergleich von Bidumen muss zwischen geordneten Bdumen, Biumen, in denen die
Kinderknoten einer Ordnungsrelation unterliegen und den allgemeineren Béumen, hier als
ungeordnete bezeichnet, unterschieden werden. Wéhrend man fiir erstere analog zu der
Edit-Distanz von Woértern einen Algorithmus findet [?, 7], konnte Zhang [?] zeigen, dass
das allgemeine Problem NP-vollstindig ist. Da die in dieser Arbeit betrachteten Baume,
die Modelle der Zellmorphologie, keine ausgewiesene Ordnung innerhalb der Kinderknoten
haben, beschrinken wir uns auf den allgemeinen Fall. Im restlichen Teil dieses Kapitels
werden die grundlegenden Begriffe und Notationen aus der Graphentheorie eingefiihrt und
die Edit-Distanz und die damit einhergehenden Konzepte auf Bidume verallgemeinert. Im
néchsten Kapitel wird eine Abwandlung des Spurbegriffs vorgestellt, die es dann ermdglicht
einen Algorithmus fiir eine obere Schranke der Edit-Distanz zu entwickeln.

2.3.1 Grundbegriffe

Zunichst wollen wir die grundlegenden Begriffe und Notationen aus der Graphentheorie
einfithren. Wir werden uns dabei auf gerichtete Graphen beschrénken.

e Ein gerichteter Graph G = (V, E) besteht aus einer Knotenmenge V (engl. vertex)
und einer Kantenmenge F (engl. edge). Eine Kante e = (a,b) € F ist ein geordnetes
Paar von Knoten. a ist Anfangs- und b Endpunkt. Im Folgenden soll mit Graph
immer ein gerichteter Graph gemeint sein.

e Ein knotengewichteter Graph oder auch etikettierter Graph (V, E, label) ist ein Graph
(V, E) zusammen mit einer Gewichtsfunktion label : V' — X. ¥ bezeichnen wir als
Attributmenge.

e Ein kantengewichteter Graph ist ein Graph (V, E) zusammen mit einer Gewichts-
funktion cost : E — R.

e Eine Folge von Knoten W = vy, ... vy, heifit (vg, vy, )-Kette, falls es fiir zwei Folgen-
glieder v; und vi11, 0 < i < m eine Kante e; € E mit e; = (v, v;41) gibt. m ist die
Ldnge der Kette.

e Eine (vg, v, )-Kette, in der alle Knoten v; voneinander verschieden sind, heifit (vg, vy, )-
Weg.

e Zwei Knoten u und v heilen zusammmenhdingend, falls es einen (u,v)-Weg gibt.

e Ein gerichteter Graph G heifit zusammmenhdingend, falls alle Paare (u,v) von Knoten
aus GG zusammenhéngend sind.

e Eine (u,v)-Kette heifit geschlossen, falls ihre Lénge nicht Null ist und u = v gilt.
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Eine geschlossene (v, v)-Kette W = (v,v1,v2...v), in der alle inneren Knoten v; von
v verschieden sind, heifit Kreis.

Ein Graph, der keinen Kreis enthélt, heif3t azyklisch.

FEin Wald F ist ein azyklischer Graph, in dem jeder Knoten hochstens eine einlau-
fende Kante hat.

Ein Baum T (engl. tree) ist ein zusammenhéngender Wald. Es gibt einen ausgezeich-
neten Knoten root, der mit jedem anderen Knoten v aus T iiber einen (root, v)-Weg
zusammenhéngend ist. Der ausgezeichnete Knoten root wird als Wurzel des Baumes
bezeichnet. Der leere Baum T = ((,() wird mit © bezeichnet. |T'| bezeichnet die
Anzahl der Knoten von T'.

Eine Menge F' = {T1,...,T} von Biaumen 7; ist wieder ein Wald.

Fiir zwei Knoten v und v eines Baumes heifit u Vorgdnger von v und v Nachfolger
von wu, falls u auf dem (root,v)-Weg liegt. Die Vorginger-Nachfolger-Relation ist
eine partielle Ordnung auf der Menge der Knoten. Sie wird mit <7 bezeichnet. Sind
zwei Knoten v und v direkt verbunden, d.h. es gibt einen (u,v)-Weg der Linge 1,
und es gilt u <7 v, so heifit u Vater von v, father(v), und v Kind von u, child(u).
Die Menge aller Kinder von w wird mit children(u) bezeichnet. Zwei verschiedene
Knoten v; und vy mit father(vi) = father(vy) heiflen Geschwister.

Der letzte gemeinsame Vorgénger lca(u,v) zweier Knoten v und v ist der Vorgéinger
von u und v, so dass x <7 lca(u,v) fiir alle gemeinsamen Vorgénger x mit = <p u
und z <p .

Ein geordneter Baum ist ein Baum mit einer Ordnung < auf der Menge children(v),
d.h. die Kinderknoten jedes Knotens unterliegen einer Reihenfolge. <4 und <7 bil-
den eine totale Ordnung auf der Knotenmenge V.

Fiir einen Baum 7T und einen Knoten v von T bezeichnet T — v den Baum, der
entsteht, wenn die Kantenmenge so modifiziert wird, dass der Vater von v der Vater
der Kinder von v wird und v und alle Kanten, die v enthalten, geloscht werden (Abb.

?77).

FEin Baum dber 3. ist ein knotengewichteter Baum mit Attributmenge 3.

Es ist iiblich, die Knoten eines gegebenen Baumes zu nummerieren. Wir wollen im
Folgenden eine beliebige Nummerierung der Knoten eines Baumes T als gegeben
annehmen.

Der i-te Knoten von 7" wird dann mit ¢[i] bezeichnet.

'Um zwischen gerichteten Graphen und ungerichteten Graphen zu unterscheiden, werden auch die
Begriffe Branching statt Wald und Aboreszenz statt Baum verwendet.
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Abbildung 2.9: Die Biume T und T — us

e Ein Teilbaum von T ist ein Baum, dessen Wurzel ein Knoten v,.,; von T ist und der
alle Knoten v mit dazugehtrenden Kanten aus 7T, fiir die v, <7 v gilt, enthlt.

e Der Teilbaum von T, der als Wurzel den Knoten ¢[i] hat, wird mit 7T'[i] bezeichnet.

e Der Wald, der entsteht, wenn von einem Teilbaum T'[i] die Wurzel ¢[i] und die da-
zugehorenden Kanten geloscht werden, wird mit F[i] bezeichnet.

2.3.2 Die Edit-Distanz fiir knotengewichtete Bidume

Wir wollen wieder Edit-Operationen bestimmen, die diesmal einen gegebenen Baum T in
einen anderen Baum T5 transformieren. Formal kénnen wir die Menge der Edit-Operationen
& analog zu 77 definieren. Lediglich die Losch- und Einfiigeoperation miissen detaillierter
erklart werden (Abb. 77).

Definition 2.18 (elementare Edit-Operationen auf Baumen). Seien ¥ eine Menge von
Attributen, A ein beliebiges Symbol mit X ¢ ¥ und ¥\ = ¥ U {\}. Eine Edit-Operation
oder auch Transformation eines Baumes T diber einer Attributmenge X ist ein Tupel (u,v)
mit

U,V € Xy,

Die Edit-Operation uw — v wird bezeichnet als

1. Substitution (sub), falls u # X und v # X,
2. Einfiigeoperation (ins), falls u = A und v # A,
3. Loschoperation (del), falls v =X und u # .

& ist die Menge aller Edit-Operationen. Ein Baum Ty ist durch Substitution (u,v) aus
Ty herleitbar, falls es Knoten ti[i] € Ty und to[j] € Ty gibt, mit label(t1[i]) = u und



KAPITEL ??7. GRUNDLEGENDE KONZEPTE 25

@ sub: (bh) @ del: (. \) [\ ins: (, &

© @ © @

Abbildung 2.10: Beispiel einer Folge von Edit-Operationen

label(ta]j]) = v und Ty — t1[i] = Ty — to[j]. To ist herleitbar aus Ty durch eine Finfiigeope-
ration (\,v), falls es einen Knoten ta[j| € Ty gibt, mit label(t2]j]) = v und Ty = T — to[j].

T, ist herleitbar aus Ty durch eine Ldschoperation (u, ), falls es einen Knoten t1[i] € Ty
mit label(t1[i]) = v und Ty — t1[i]| = Ty gibt. Unter Verwendung der Schreibweise u — v
fiir die Transformation (u,v) bezeichnet Ty = Thviau — v die Herleitung von Ty aus T .
Eine Folge von Biumen Ty, Ty, ... Ty, mit To =T und Ty, = T" heifit S-Herleitung von T"
aus T, falls es ein Folge von Edit-Operationen S = (s1,...Spm) gibt, so dass T;—1 = T;vias;
firl<i<m.

Wir betrachten nun eine lokale Kostenfunktion ~(u,v) fiir die Elemente (u,v) € &, die
den Axiomen einer Metrik auf X, geniige. v wird wieder auf Folgen S = (s1,... 8;,) von
Edit-Operationen verallgemeinert (vgl. Definition ?7?)

m

YS) =D (s,

i=1

und die Edit-Distanz zweier Baume 77 und 15 sind dann wiederum die minimalen Kosten
einer S-Herleitung von T5 aus 17:

deqit(T1,T2) = minges{I'(S)}

Definition 2.19. (Edit-Distanz fiir Biume) Seien Ty und Ty zwei Bdume tiber ¥ und Xy
wie in T7 definiert. Ferner seiy: & — Ra' eine Metrik auf Xy. Die Edit-Distanz von T
und Ty ist dann

deqit(T1, T2) = minges{v(9)}-

Bei der Edit-Distanz zwischen Wortern war die Einfithrung des Spurbegriffs entscheidend
fiir den Nachweis der Giiltgkeit der Dreiecksungleichung. Ahnlich verfahren wir jetzt bei
B&umen.
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Abbildung 2.11: M = {(1,1),(2,3),(4,4)} ist eine Spur von Ty und Ts.
M U{(3,2)} ist keine Spur, da t1[2] < t1[3] aber t2[3] £ t2[2] .

Definition 2.20 (Spur). Sei M eine Menge von geordneten Tupeln (i,j7) € N x N. Das
Tripel (M, T1,T>) heifst Spur von Ty und Ts, falls:

1. 1 <i<|Ty|, 1 <j <|Ty| fir alle (i,7) € M,
2. fiir Tupel (i1,71) und (i, jo) aus M gilt: i1 = iy <= j1 = ja,
3. fiir Tupel (i1, j1) und (iz,j2) aus M gilt: t1[i1] ist Vorgdanger von tilis] genau dann,

wenn ta[j1] Vorginger von ta(jo) ist:

t1lin] <7 tilia] & tals1] <t t2[ja].

Die zweite Bedingung stellt sicher, dass jedem Knoten hochstens ein Knoten des ande-
ren Baumes zugeordnet wird. Die dritte Bedingung sorgt dafiir, dass das Vorgénger-
Nachfolger-Verhiltnis erhalten bleibt (Abb. ?7). Wir definieren nun wie in ?? das Gewicht

der Spur M
D(M) := > y(label(ty[i]) — label(ta[5]))
(4,79)eM

+ > ~(label(t,[i]) — A)

{alve2[4],(é.5) M}

N S (A label(ts[]).

{gIvtalil, (i,5)g M}
Da die Verkniipfung
Ml OM2 = { (ka) ‘ (Zaj) € M17 (]7 k) € M2}



KAPITEL ??7. GRUNDLEGENDE KONZEPTE 27

zweier Spuren wieder eine Spur ist und I' subadditiv ist
(M o Ma) <T'(My) +T'(My),

kann Proposition ?? jetzt fiir das Verhiltnis von Spur und S-Herleitung bei Bidumen
formuliert und bewiesen werden.

Proposition 2.21. Seien T1 und 15 zwei Biaume. Dann gilt:

1. Zu jeder Spur M ezistiert eine S-Herleitung, so dass y(S) =T'(M).

2. Umgekehrt existiert zu jeder S-Herleitung eine Spur M, so dass T'(M) < ~(S).

Beweis. Der Beweis zu Proposition 7?7 kann auf diese Proposition iibertragen werden.
Dass es zu jeder Spur M eine S-Herleitung mit v(S) = I'(M) gibt, folgt direkt aus der
Definition von I'. Der zweite Teil der Behauptung wird wieder iiber Induktion nach der
Lénge der Folge S und unter Verwendung der Subadditivitit des Gewichtes von Spuren
gezeigt. O

Als Konsequenz kann die Edit-Distanz auch als das Minimum iiber die Menge der Spuren
definiert werden

deqit(T1, To) = min{ T'(M) | M Spur von Ty und T5}

Die Edit-Distanz d.4;; ist damit eine Metrik auf dem Raum der Biume iiber X.

Dieses Resultat war der Ausgangspunkt der Berechnung der Edit-Distanz von W 6rtern.
Leider hilft dies im Falle allgemeiner Béume nicht weiter. Zhang konnte in [?] zeigen, dass
die Berechnung der Edit-Distanz in der Tat NP-vollstdndig ist.

Satz 2.22 (Zhang [?]). Seien Ty und Ty zwei ungeordnete Bdaume. Die Berechnung von
deqit(Th, Ta) ist NP-vollstindig.

Dies bedeutet, dass es keinen Algorithmus mit polynomialer Laufzeit gibt, der dieses Op-
timierungsproblem 16st.

Durch die Einfiihrung einer weiteren Restriktion fiir zuléssige Spuren zwischen zwei Baum-
en kann jedoch eine obere Schranke der Edit-Distanz berechnet werden, die ebenfalls den
Axiomen einer Metrik geniigt. Im néchsten Kapitel wird diese modifizierte Edit-Distanz
nach Zhang vorgestellt.






Kapitel 3

Die Edit-Distanz fiir Baume

Im letzten Kapitel wurde die Edit-Distanz fiir Baume aus der Edit-Distanz fiir Worter
hergeleitet. In diesem Kapitel wird der von Zhang [?] entwickelte Algorithmus vorgestellt
und analysiert. Er baut auf dem intuitiven Ahnlichkeitskonzept der Edit-Distanz auf, die
im allgemeinen Fall nicht in polynomialer Zeit berechenbar ist.

Die Idee der Modifikation von Zhang beruht darauf, dass die Knoten eines Teilbaums des
einen Baumes nur den Knoten eines Teilbaumes des anderen Baumes zugeordnet werden
diirfen. Dieser Ansatz geht auf Uberlegungen von Tanaka und Tanaka [?] zuriick, die
zeigen konnten, das eine solche Zuordnung bei Klassifikationsprobleme geeigneter ist als
die allgemeine Edit-Distanz.

3.1 Die eingeschrinkte Edit-Distanz d_

Die Spur aus 77 erhélt lediglich die partielle Ordnung <7. Die Modifikation, die wir
jetzt einfithren wollen, sorgt dafiir, dass die Ordnung zwischen dem letzten gemeinsamen
Vorgénger zweier Knoten und einem dritten Knoten erhalten bleibt.

Definition 3.1 (eingeschrénkte Spur). Seien 17 und Ty Bdaume dber einer Attributmenge
Y und M eine Menge von Tupeln (i,7) € NxN. Das Tripel (M, Ty, Ts) heifit eingeschrinkte
Spur, falls die folgenden Bedingungen erfiullt sind:

1. M ist eine Spur nach Definition ?7.
2. Fiir drei beliebige Elemente (i1,71), (i2,j2) und (is,js) aus M seien
tl[I] = lca(tl[il],tl[ig]) und tQ[J] = lca(tg [jl],tQ [jQ])

die letzten gemeinsamen Vorgdanger von ti[i1] und t1[iz] bzw. von to[ji] und ta[ja].
Dann ist t1[I] Vorginger von t1[is] dann und nur dann, falls t3]J] Vorginger von
tQ[jg] ist, d.h.

t1[l] <r t1[is] & t2J] <1 t2[js].
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Abbildung ?7? veranschaulicht den Unterschied zwischen Spur und eingeschrénkter Spur.

Inwiefern ist diese Definition konform mit der Forderung, dass nur solche Spuren zuléssig
sein sollen, die Teilbdume wieder auf Teilbdume abbilden? Nehmen wir einmal an, dass
t1[I] Nachfolger von t[is] ist:

t1is] <p t1[I].

Damit ist ¢;[ig] Vorgénger von t1[i;] und t1[is]:
tilis] <r ti[in]  und  ti[iz] <7 t1[ia],
und die erste Bedingung aus Definition ?? impliziert dann

ta[js] <rtelji]  und  tof3] <r ta2[ja].
Damit ist t3[j3] auch Vorgéinger des letzten gemeinsamen Vorgéngers von t3[j;1] und t3[ja]:
taljs] <t ta[J].
Analog schlieflen wir mit vertauschten Rollen und erhalten
tifiz] <7 t1lI] & taljs] <r t2[J].

Kombinieren wir dies mit der zweiten Bedingung aus Definition 77, so erhalten wir die
folgende Eigenschaft einer eingeschréankten Spur: Betrachtet man drei verschiedene Kno-
ten eines Baumes, so erhdlt die eingeschrinkte Spur das Vorgdnger-Nachfolger-Verhdltnis
eines Knotens zu dem letzten gemeinsamen Vielfachen der beiden anderen Knoten.

Betrachten wir nun die eingeschrénkte Spur M zweier Baume T und Tb. Seien T7[iq]
und 77 [ig] zwei disjunkte Teilbdume, d.h ¢1[i1] £ t1[i2] und ¢1[is] L7 t1[i1]. Die beiden
Mengen

My ={m|(m,n) € M und t;[m] € T1[i1]}
und

My = {m|(m,n) € M und t2[m] € T1[is]}

enthalten die Indizes von Knoten von T[i;] bzw. Ti[i2], die unter M einen Bildknoten in
T5 haben. Komplementéar dazu sind die Mengen

My ={n|(m,n) € Mundti[m] € T1[i1]}
und
Mo = {n|(m,n) € M und to[m] € Ty[is]},

die Indizes von Knoten aus Ts, die unter M Urbilder in den Teilbdumen T}[i1] bzw. T [is]
besitzen. Die Definition der eingeschriankten Spur besagt jetzt, dass der letzte gemeinsame
Vorginger lca(M7) der Knoten in M; genau dann kein Vorginger oder Nachfolger von
Knoten in M ist, falls lca(M7) dies fiir keinen Knoten aus My ist. Da aber lca(M;) = t1]i1],
ist dies wegen der Disjunktheit von T [i1] und 7T7[iz] erfiillt. Wir wissen also:

lea(My) £ ta]n] und ta[n] £ lca(My), n € M.
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Abbildung 3.1: Die gestrichelten Pfeile skizzieren eine Zuordnung der
Knoten. Im Beispiel a) ist diese sowohl Spur als auch eingeschrinkte
Spur. Die Zuordnung in b) definiert eine Spur, aber keine eingeschrinkte
Spur, da lca(ta[2],t2[3]) <7t t2[4] aber lca(t1[3],t2[4]) L1 t1[5].
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Genauso folgert man
lea(M3) % ta[n] und ta[n] £ lca(Ms), n € M.
Damit ist lca(M;) weder Vorgéinger noch Nachfolger von lca(M3):
lea(M1) £ lea(Ms) und lea(Ms) £ lea(My)

und die Bilder der disjunkten Bdume Ti[t;] und Tb[t2] sind die disjunkten B&ume
Tyllca(M1)] und Ty[lca(Ms)]. Im zweiten Beispiel der Abbildung ??, in dem die Spur
keine eingeschrinkte Spur ist, werden die beiden disjunkten Teilbdume 77 [5] und 7} [2] auf
denselben Teilbaum von 7%, ndmlich T5[1] abgebildet.

Wir wollen nun eine Abstandsfunktion iiber die Gewichtsfunktion I'(M) einer einge-
schrankten Spur M definieren.

Definition 3.2. Seien T7 und Ty zwei Bdume tiber einer Attributmenge X. Dann ist
dSgir(T1, To) = min{ T'(M) | M ist eingeschrankte Spur}

die eingeschrinkte Edit-Distanz von T} und T5.

Im Gegensatz zur Edit-Distanz ist die eingeschrinkte Edit-Distanz nicht mehr iiber das
Gewicht der besten Folge von Transformationsoperationen, sondern direkt iiber das mini-
male Gewicht einer Zuordnung von Knoten definiert, die gewisse Anordnungen der Knoten
zueinander beriicksichtigt.

Aufgrund dieser Definition ist zunéchst klar, dass d.q;; durch d¢,, majorisiert wird. Zum
Nachweis, dass d,;, sogar eine Metrik ist, bendtigen wir zuerst das folgende Lemma.

Lemma 3.3. Seien (M1,11,12) und (My,T5,T3) zwei eingeschrdankte Spuren.

1. Die Verkniipfung
MyoMy={(i,j) | (i,k) € Myund (k,j) € My}
st wieder eine eingeschrinkte Spur.
2. Fir das Gewicht von I'(M; o M) gilt:

(M o My) < T(My) + T'(My).

Beweis. 1. Da dies fiir jede Spur gilt, miissen wir nur die zweite Bedingung (??) ei-
ner eingeschriankten Spur nachweisen. Seien also (i1,k1), (i2, k2) und (i3, ks) drei
Tupel aus M; o Ms. Dann gibt es ji,jo2,j3 € N, sodass (i1, /1), (i2, j2), (i3,73) €
My und (1, k1), (j2, k2), (j3, k3) € Ms. Unter Verwendung der Notationen ¢1[I] =
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lca(tl[il],tl[ig]), tQ[J] = lca(tg[jl],tg[jg]) und tg[K] = lca(tg[kl],tg[kg]) kann man
die einschrankende Spurbedingung fiir M7 und M, folgendermaflen schreiben:

t1[I] <t t1[is] & to]J] <t t2[j3]
und
to[J] <t to[js] < t3[K] <7 t3[js3]-
Damit folgt direkt
1] < t1]is] & t3[K] <p ts[ks].

My o My ist damit wieder eine eingeschriankte Spur.

2. Die Giiltigkeit der Ungleichung I'(M; o My) < T'(M;) +T'(M3) beruht wieder auf der
Dreiecksungleichung der lokalen Kostenfunktion v(s) und der Definition von I'(M).

O

Wir kénnen nun zeigen, dass d¢;;, eine Metrik ist.

Satz 3.4. Die in 7?7 definierte Abstandsfunktion dS,,(T1,Ts) stellt eine Metrik auf dem
Raum der Bdume tber X2 dar.

Beweis. Der Beweis fiir die Giiltigkeit der Dreiecksungleichung kann mit Lemma 77 wie
der fiir Korollar 7?7 gefiihrt werden. Die iibrigen Eigenschaften einer Metrik folgen aus der
Definition von I'(M), wobei M eine eingeschrénkte Spur mit Gewicht d¢;,(17,75) ist. O

Die folgende Bemerkung verallgemeinert die Distanz d¢;, auf Wilder.

Bemerkung 3.5. Der Begriff der Spur und der eingeschrdinkten Spur kann fiir Wilder
F' eingefihrt werden. Dazu betrachten wir den Baum T(F), der aus einem Wald F =
{Ty...T,} entsteht, wenn ein Knoten root hinzugefiigt und dieser zum Vater der Wurzeln
aller Baume T; € F' gemacht wird.

e Seien Fy und Fy zwei Wilder. Eine Tupelmenge Mp heifit (eingeschrinkte) Spur
von Fy und Fy, falls Mp U {(root1,roots)} eine (eingeschrinkte) Spur von T(F})
und T(Fy) ist.

o Das Gewicht einer Spur Mg ist iber die lokale Kostenfunktion v definiert.
I'(Mp) := > y(label(t[i]) — label(ts[j]))
(i,5)EMF
+ > ~(label(t,i]) — \)
{ilvta[5],(i,5) gMF }
+ > v(A — label(t2]5])).

{iIvt2[i],(4.5)EMF}

o Die Distanzen degir(Fi, Fs) und dS g, (F1, F2) sind tber das minimale Gewicht einer
Spur bzw. eingeschrinkten Spur von Fy und Fs definiert.
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3.2 Eigenschaften von d{

Der Algorithmus zur Berechnung der Edit-Distanz zweier Worter beruht auf der Be-
rechnung der Edit-Distanz von Prafixwortern. Wir wollen jetzt zeigen, dass wir die Di-
stanz d¢;,, zweier Baume 77 und 75 aus der Distanz von Teilbdumen bestimmen koénnen.
Wir fithren D(T4[i], T2[j]) und D(F}[i], F2[j]) als abkiirzende Schreibweise fiir die Distanz
dC 4y (T1[1], T2 [5]) und dS;, (F1 [i], F2[j]) ein und schreiben (i, j) fiir v (label (t1[i]), label (t2[4]) ,
(i, A) fiir v (label(t1[i]), A) und (X, j) fiir y(X, label(t2[5]).

Lemma 3.6. Seien t1[i1],...t1[in,] die Kinderknoten von t1[i] in T1 und ta[j1], . .. t2[jn,]
die Kinderknoten von ta[j] in Ty. Dann ist

0,0) =

Fl[ ] ) Zk 1 (Tl[zk]v @)7

D(

D(

e D(O, F3[j]) = 32,2, D(O©, Tu[]),
(
(

D(Th[i], ©) = D(F1[i], ©) + (i, A),

e D(©,D(T2[j])) = D(©, F2[j]) + (. )
Beweis. Die einzige zuléssige Spur ist M = (). Die Behauptung folgt dann aus der Defini-
tion von d¢,,, und I'(M). O

Lemma 3.7. Seien t1i1],...t1[in,] die Kinderknoten von t1[i] in Ty und ta[j1], . . . t2[jn,]
die Kinderknoten von ta[j] in Ty. Dann ist

D(©,Tz[j]) + min {D(T1[i], T2[j:]) — D(O©, T2[je))},

1<t<n;

D(Th[i), To[j]) = min ¢ D(T1[i],®©) + min {D(T1[is], T2[j]) — D(T1[is], ©)},

1<s<n;

D(F1[d], Fa[j]) + (i, 7).

Beweis. Sei M eine eingeschriankte Spur von T1[i] und T5[j] mit I'(M) = d¢,,(T1,T3).
Dann koénnen wir die folgenden vier Fille unterscheiden:

1. (i,1) € M und (k,§) ¢ M, k,l € N.
Dann ist ¢2[l] ein Knoten in F5[j] und da M eingeschrénkte Spur ist, werden alle
Knoten von Ti[i] auf einen Teilbaum T5[j;] abgebildet. Es gibt also ein ¢t € N mit
toljr] < to[l'] fiir alle (k,I') € M. Damit gilt

D(T4[i], Tolj]) = D(T1lil, Talje)) + (X 5) + D D(©, Ta[jg))
q#t

Benutzt man D(©,T5[j]) = v(A,j) + Z;Zl D(0,T3]j4]), so vereinfacht sich dies zu:

D(T1[i], T2[5]) = D(©,T2[j]) + D(T1lil, Tz[5:]) — D(©, T2[jt]).
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Damit ist

D(Th[i], T2[j]) = D(©, T2[j]) + lggigl}m{D(Tl[i],Tz[jt]) — D(O,T2[j:])}

2. (i,1) ¢ M und (k,j) € M, k,l € N.
Analog zu 77 kénnen wir

D([i], Ta[j]) = D(Th[i], ©) + min {D(T1[is], To[5]) — D(T1[is], ©)}

1<s<n;
zeigen.

3. (i,1) € M und (k,j) € M, k,l € N.
Damit ist aber i = k und | = j. Da M \ {(4,7)} eine eingeschrénkte Spur von F}|[i]
und Fy[j] ist und umgekehrt zu jeder eingeschriinkten Spur M’ von Fi[i] und Fy[j]
die Tupelmenge M'U{(i,j)} eine eingeschrinkte Spur von T [i] und T5[j] ist, kénnen
wir

D(T1[i], Tz[j]) = D(F1[i], Fa[i]) + (i, j)

schreiben.

4. (i,1) ¢ M und (k,j) ¢ M, k,l € N.
Analog zu 7?7 kénnen wir

D(T1[i], Tz[j]) = D(F1[i], F2[i]) + (i, A) +v(A, )

schreiben. Da aber immer

Y@, 5) < (@A) +v(A 4)

braucht dieser Fall nicht betrachtet zu werden.
O

Das Lemma ?? besagt jetzt, dass die Edit-Distanz zweier Teilbdume T;[i] und T3[j] aus
der Edit-Distanz eines Teilbaumes mit den Bdumen an den Wurzelkindern des anderen
und der Edit-Distanz zwischen den Wildern Fi[i] und Fh[j] bestimmt werden kann. Um
eine dhnliche Eigenschaft fiir die Wélder angegeben zu kénnen, fithren wir einen Namen
fiir eine spezielle eingeschriankte Spur ein.

Definition 3.8 (limitierte Spur). Fine eingeschrdnkte Spur Mp(i,7) zweier Wilder Fi|i]
und Fy[j] heifft limitierte Spur My, (4, 7), falls gilt:

o Gibt es (k,1) € Mp(i,j), so dass ti[k] Knoten von Ti[is] und t3[l] Knoten von Ts[ji]
sind, dann ist fir ein Tupel (k1,01) € M der Knoten t1[k1] im Teilbaum Ti[is] genau
dann, wenn to[ly] in Ti[is] ist.
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Die limitierten Spuren sind also nur diejenigen eingeschrankten Spuren, die Knoten in dem
Teilbaum 71[is] vollstdndig auf einen Teilbaum T5[j;] abbilden und umgekehrt.

Lemma 3.9. Seien t1[i1],...t1[in,] die Kinderknoten von t1[i] in Ty und ta[j1], . . . t2[jn,]
die Kinderknoten von ta[j] in Ty. Dann ist

D(©, Bj]) + lgigg{D(Fl [i], F2[j¢]) = D(O©, Fa[j:)},

D(Ey[i], B3[j]) = min { D([i],©) + min {D(Fi[i], F2[5]) — D(Filis], ©)},
min I Mim_. -
Beweis. Sei M eine eingeschrénkte Spur von Fi[i] und Fy[j] mit T'(M) = dS,,(F1, F).
Dann koénnen wir wieder vier Félle unterscheiden:

1. HtENv(k,l)eM : tg[l] S Tg[jt] und ﬂsENv(k,l)eM : tl[k] el [is]:
Es existiert ein ¢,1 <t < nj, so dass fiir alle (k,l) € M der Knoten t5[l] in T5[jq]
liegt und es gibt (k1,11), (ke,l2) € M, so dass t1[k1] und ¢; k2] in zwei verschiedenen
Teilbdumen T7[is,] und T1[is,|, S1 # S2, liegen. Damit kann aber (r,j;) nicht in M
liegen. Analog zum Fall 7?7 von Lemma 7?7 folgt damit

D(F1[i], Fz[j]) = D(©, F»[j]) + lgtlglm{D(Fl [i], F2[ji]) — D(©, Fa[j¢])}

2. ﬂtENv(k,l)eM : tg[l] S Tg[jt] und HSENv(k,l)EM : tl[k] el [is]:
Wie in ?7? erhalten wir
D(F i, Falj]) = D(Fi[i,0) + min {(D(Filis), B2lf)) — D(Fii], ©)}.
3. JeenVirpnenm « t2ll] € o] und JsenV(xpyenr : t1lk] € T1is):
Fiir jedes Tupel (k,1) € M liegen die Knoten t1[k] und ¢2[l] in T3 [s] bzw. Ty[t]. M ist
damit limitierte Spur und
D(F1[i], F2[j]) =  min (M (i, 7))
Mlim(ly])
4. ﬂteNv(k,l)eM : tQ[l] € Tg[jt] und ﬂsENv(k,l)eM : tl[k‘] e [’is]:
Wir wollen durch einen Widerspruchsbeweis zeigen, dass M auch in diesem Fall eine
limitierte Spur ist. Falls M nicht limitierte Spur ist, gibt es (a1, b1), (a2,b2) € M mit
tl[al],tg[ag] el [Zs] aber tg[bl] el [jtl] und tg[bg] S Tg[jtz] (tl 75 tg). Weiter wihlen
wir (as,bs) € M so, dass t1[as] ¢ Ti[is]. Damit gilt aber lca(t1[a1],t1[a]) €1 t1]as]
und ¢ [ag] L7 lca(ti|a1], t1][az]). Da aber lca(te[b1], ta]be]) = tao[j] <1 t2[bs] haben wir
hier einen Widerspruch zur Definition der eingeschriankten Spur.
D(F1[i], Fz[j]) =  min (M (i, 7))

1im/(%,J

O

Die Berechnung der Distanz df,, beruht damit wesentlich auf der Berechnung von
mingy,, o I'(Mim). Wir zeigen nun, dass dieses Problem so formulierbar ist, dass es
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a)
()

Ty [i): ‘2: /;i qg Tj):
b)

D(T1[i1],T2[51])

Abbildung 3.2: Der Graph G (i,j) fir die Biume Ti[i] und Ts[j].

mit Hilfsmitteln aus der diskreten Mathematik gelost werden kann. Dass eine Spur M
zwischen Ti[i] und T5[j] limitiert ist, bedeutet, dass die Knoten eines Teilbaums T} [is]
entweder komplett auf einen Teilbaum T5[j;] oder auf den leeren Baum © abgebildet
werden. Wir kénnen daher minyg, ¢ i)I'(Mym) iiber die Distanzen df g, (Th[is], Ta[jt]),
dS;:1(©, To[ji]) und dS ;. (T1[is], ©) bestimmen. Dazu betrachten wir einen kantengewichte-
ten Graphen G (i,7) = (V, E,cost) (Abb. 7?). Mit den Bezeichnungen I = {iy, ...y, },
J=1{j1,.  gn; }» A={a1,...an,}, B={b1,...by,}, L=TUAund R = J U B definieren
wir Gy (i, ) folgendermafien:

1. V=LUR,
2. E={(l,r)|l€ L,r€R},

3. cost(l,r) = D(Th[l], To[r]) falls l € I,r € J,
cost(l,r) = D(T1[l],0) falls l € I,r € B,
cost(l,r) = D(©,Ts[r]) falls l € A,r € J,
cost(l,r) =0 falls r € A,l € B.

Ein Matching auf G (i,j) ist eine Teilmenge MT C E der Kanten, so dass fiir alle
v € L hochstens eine Kante (v,r), r € R, und fiir alle w € R hochstens eine Kan-
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te (l,w), Il € L, in MT ist. Ein maximales Matching MTy,q, ist ein Matching, mit
|MT| < |MTpaq| fiir alle Matchings MT. Fiir das maximale Matching M7}, (7,j) auf
Gr(i,7) gilt |MTpez(i,75)] = ni + n;. Das Gewicht eines maximalen Matchings MT,qz
wird tiber die Gewichte der Kanten in MT,,,; definiert.

cost(MTar) = Z cost(e)
eEMTmax

Das Lemma ?7 stellt nun den Zusammenhang zwischen einem maximalen Matching auf
G (i,j) und der limitierten Spur Mjy;, (i, 7) heraus.

Lemma 3.10. Sei Mj;,,(i,j) eine limitierte Spur von F1[i] und F3[j] und MTpax(3,5) ein
maximales Matching des Graphen G (i, j). Dann gilt:

min I'(Mpn(i,5)) = min  cost(MTy4.(1, ]
s T (M (5,3) = | oin,  cost{ (6.9)

Beweis. Aufgrund der Konstruktion von Gg(i,7) ist klar, dass jede limitierte Spur ein
maximales Matching mit

D( My (i, 7)) = cost(MTaz (i, 7))
und umgekehrt jedes maximale Matching eine limitierte Spur mit
cost(M Tz (i, 7)) = T(Myim (3, 5))

induziert. O

In der diskreten Mathematik gibt es nun verschiedene Algorithmen, die ein maximales
Matching mit minimalem Gewicht berechnen ([?] S. 470ff). Wir sind damit in der Lage,
die Distanz d¢, effektiv zu bestimmen.

3.3 Algorithmus und Komplexitéit

Die Ergebnisse aus den Lemmata ??, 7?7 und ?7 ergeben eine rekursive Beschreibung
der eingeschriankten Edit-Distanz zwischen zwei Bidumen. Der Nachteil eines rekursiven
Algorithmus wére die hohe Komplexitéit. Durch eine geeignete Nummerierung der Kno-
ten kann aber ein iterativer Algorithmus angegeben werden, der die Mehrfachberechnung
von Teilergebnissen umgeht und damit deutlich schneller ist. Da wir zur Berechnung von
dS iy (Th[i], To[j]) nur Distanzwerte zwischen Teilbd&umen von T1[i] und T3[i] bendtigen,
miissen wir lediglich sicherstellen, dass in einem iterativen Algorithmus diese Distanzwer-
te zuerst bestimmt werden. Wéhlen wir also eine postorder-Nummerierung der Knoten,
so erhalten wir den Algorithmus in Abbildung ?? zur Berechnung der Distanz d¢, zwei-
er Bdume 77 und T5. In jedem Iterationsschritt wird zur Berechnung von D(F}[i], F5[j])
mit minpsr,,.,. (i,5)C0St (M Tinaz (i, j)) das maximale Matching mit minimalem Gewicht auf
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Require: 77 und 15

1:
2:

@

10:
11:
12:

13:

14:

15:
16:

17:

18:
19:
20:
21:

D(©,0) 0
for i =1 to |T3| do
D(R[i].0) — Y3, D(T[ir].©)
l;(le[i],@) — D(F1[i], ©) +y(t1[i] — A)
for j =1 to T3] do
D(©, Bylj]) — Y, DO, Taln))
l;(fQTz[j]) — D(©, F2[j]) +v(A — talj])
for i =1 to |Ty| do
for j =1 to |T3| do
fi = DO, Rl + min {D(Fif alid) - D(©. Falil)}

f2 « D(F1[i], ©) + 1;1;21%{1)(1?1[%]7}72[.7]) — D(F1[is], ©)}

. (MT ..
f3 — MTI,,?alil(i,j)COS ( mam(%]))

D(F1[i], F»[j]) < min{ f1, f2, f3}
t1 < D(O,Tz[j]) + 1%;1}”{13@1 [i], T2[jt]) — D(©, Ta[j:]) }

tz — D(T3[i], ©) + min {D(T1[i], Ta[5]) — D(Tilis], ©)}
ty — D(F1[i], Fa[j]) +7(i, )
D(T1 [Z], T [j]) — min{tl, to, tg}
end for
end for

Abbildung 3.3: Algorithmus zur Berechnung von dS,,(T1,T5), |T;| ist
dabei die Anzahl der Knoten im Baum T;.
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dem Graphen G (i, j) als Teilproblem bestimmt. Die Komplexitéit des Algorithmus héingt
damit auch wesentlich von der Komplextitit des Teilproblems ab. Beachten wir, dass der
Graph Gg(i,7) 2(n; +n;) Knoten und (n; +n;)? Kanten hat, so macht der folgenden Satz
[?] eine Aussage iiber die Komplexitét des Teilproblems macht.

Satz 3.11 ([?] S. 246). Die Laufzeit zur Bestimmung des mazimalen Matchings auf
Gy (i,j) mit minimalem Gewicht ist

O((ni + ny)® + (n; +nj)*log(n; + n;)).

Bezeichnen wir mit deg; eine obere Schranke fiir die Anzahl der Kinderknoten im Baum
T;, so konnen wir eine Aussage iiber die Komplexitéit des Algorithmus machen.

Satz 3.12. Die Laufzeit des Algorithmus aus Abbildung 7?7 zur Bestimmung der einge-
schrinkten Edit-Distanz von zwei Bdumen T1 und Ty ist

O(|T1||T»|((deg1 + dego)? + (degy + degs)*log(degy + dega))).

Beweis. Der Aufwand setzt sich hauptséichlich aus der doppelten Iteration und dem Teil-
problem zusammen.

IT1| |T2|

> > O((mitn)* + (i 4 n;)log(ni + )

i=1 j=1

Wir benutzen nun n; < deg; und n; < dego und erhalten so die Aussage des Satzes. O

Bei Problemstellungen, bei denen die Konstanten deg; und degs sehr gro3 werden kénnen,
kann die Laufzeit noch verbessert werden, indem die besondere Struktur von G (i, )
ausgenutzt wird, um das Teilproblem direkt durch einen min-cost-flow-Algorithmus zu
losen. Fiir die genaue Definition des min-cost-flow-Problems verweisen wir auf [?] und [?].
Wir wollen hier lediglich die Formulierung des Teilproblems angeben. Wir definieren dafiir
einen Graphen G, (%, ), die Kapazitiat cap : E — Nar und die Kosten ¢ : £ — Rar
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der Kanten (Abb. 77):

V = {ste,e;JUIUJT

E = {(s,e),(ej,1), (ei,e5)}
U{(s,ix)|ix € I} U {(ig,e;)|ix € I}
U {ig, gilix € I, 50 € J}
U {(ei, gr)lik € T} U{(Jk, )]k € J}

n; falls e={(s,e;),
B nixn; falls e=(e;ej),
cap(e) = n; ! falls e= (ej,t;,
1 sonst.
0 falls ec {( 762) (6]’ ) (elvej)}
0 falls 66{( vik)lie € IF U {(jk, t)|jk € J}
() = { D@l Tolil) falls e = (ix, 1)
D(Th[ix], ©) falls e = (i, e;)
D(©, Ta[5]) falls e = (e, 1)

Ein (s,t)-FluB auf G ip,(4,5) ist eine Funktion flow : E — N{, die den folgenden
Erhaltungsgleichungen geniigt:

flow(e) < cap(e) Vee E

Z flow(e) = Z flow(e) Yo, € V\ {s,t}
e=(v;,") e=(-,v;)

Z flow(e) = Z flow(e)

:(S”) e:(')t)

Der Wert des (s, t)-Flusses ist 3., ) f(e). Der maximale Wert flowmqs (i, ) eines (s,t)-
Flusses in G 1, (7, ) ist n; +n;. Das Gewicht eines Flusses ist Cion = D . c(e) flow(e).
Aufgrund der Konstruktion ist klar, dass ein maximaler Fluss auf G fio,(7,7) ein maxi-
males Matching M4, (7, j) auf Gy (i,5) mit C(flow) = cost(MT,,q:(3,7)) induziert und
umgekehrt. Es gilt daher:

Min s, (i,5)COSt (M Tinae (i, §)) = min g0, .5 C(flowmaz (4, 7))

Verwenden wir nun einen geeigneten Algorithmus [?] um den Fluss mit minimalen Ko-
sten auf Gjop(i,j) zu bestimmen, so kann der Abstand zweier Béume 77 und T3 in
O(|T1||T2|(degr + dega)log(degy + degz)) bestimmt werden ([?]).
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Ty [i): @ @ Ts[j]: @ @

Abbildung 3.4: Der Graph G f10,(i,7) fir die Biume Ti[i] und Ta[j].



Kapitel 4

Neuronen und die Edit-Distanz

In Kapitel 77 haben wir mit der eingeschrinkten Edit-Distanz eine Metrik auf dem Raum
der ungeordneten knotengewichteten Baume eingefiihrt. Wir wollen nun zeigen, wie wir
diese Metrik verwenden konnen um ein metrisches Distanzmafl auf der Menge der Ner-
venzellen zu definieren. Dazu miissen wir das Modell der Morphologie aus Kapitel 77 in
einen knotengewichteten Baum iiberfithren und eine geeignete lokale Kostenfunktion auf
der Menge der Knotengewichte finden.

4.1 Darstellung von Neuronen als knotengewichtete Bdume

In Abschnitt 7?7 hatten wir die Zellmorpholgie stiickweise durch Kegelstiimpfe appro-
ximiert. Wir wollen nun die Kegelstiimpfe zwischen zwei Verzweigungspunkten als eine
Einheit auffassen. Wir nennen diese Einheit in Anlehnung an das hoc-Format (Abb. ?7?)
Sektion. Die topologische Struktur der Zelle, d.h. die Verzweigungen der Dendriten, gibt
nun fiir jede Sektion der Zelle die Vorgénger- und Nachfolgersektionen vor. Wir haben da-
mit eine Knotenmenge und eine Kantenmenge, die zusammen einen Baum 7T.;; definieren
(Abb. 7?). Da grundsitzlich davon ausgegangen wird, dass jeder dendritische Verzwei-
gungspunkt eine Bifurkation ist, sind die Teilbdume von T,.; bindre Biume.

Als néchstes muss eine geeignete Attributmenge ¥ fiir die Knoten von T, die Sektionen,
gefunden werden. Da T,.; bisher nur die topologische Struktur einer Zelle wiedergibt,
bietet es sich an, geometrische Eigenschaften der Sektionen wie etwa Lénge, Volumen,
Oberflache oder Abstand zum Soma als Knotenattribute zu verwenden. Es ist sinnvoll an-
zunehmen, dass die geometrischen Attribute einer Sektion nicht alle Null sind. Wir kénnen
also die Bestimmung des Abstandes zweier Nervenzellen auf die Bestimmung des Abstan-
des zweier Béume Tie, und Tp, iiber einer Attributmenge R™ \ {0} zuriickfithren. Das
Prinzip der Edit-Distanz besagt nun, dass der Abstand von Te, und Ty, als die mini-
malen Kosten einer Folge von Edit-Operationen definiert ist, die Ty, in Teey, tiberfiihrt.
Die Edit-Operationen auf T,.; entsprechen dann anschaulich gesprochen, der Anderung
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cellbody

... ... .. cellbody . . . .
6543240127345

Abbildung 4.1: Die Sektionen cellbody, dendl, dend2, dend3, dend4 der
Zellmorphologie in a) bilden die Knoten des Baumes in b).

geometrischer Eigenschaften einer Sektion, wie etwa der Lénge. Da die Edit-Distanz fiir
Béaume nicht in polynomialer Zeit bestimmbar ist, wollen wir die eingeschrénkte Edit-
Distanz d¢;, verwenden, um ein Maf fiir die Ahnlichkeit von Nervenzellen zu erhalten.
Nach Tanaka und Tanaka [?] ist die eingeschriankte Spur bei Klassifikationsproblemen
sogar geeigneter als die allgemeine Spur.

4.2 Lokale Kostenfunktionen fiir Neuronen

Zunichst wollen wir eine lokale Kostenfunktion einfiithren, die unabhéngig von den Attri-
buten der Knoten definiert ist.

Definition 4.1 (lokale topologische Kostenfunktion). Fiir zwei Biume Ty und Ty diber
der Attributmenge ¥ = R™ \ {0} und @,y € X ist durch

’Ytop(wv )\) = ’Vtop()‘v ZB) =1

und
Yeop (2, Y) =0

die lokale topologische Kostenfunktion vy, definiert. o ist insbesondere eine Metrik auf
P

Verwenden wir 7y, zur Definition des Gewichtes einer Spur von 77 und T3, so gibt
dS 4 (T1,Ty) die minimale Anzahl der Knoten an, die in 7 eingefiigt bzw. geloscht werden
miissen, um 75 zu erhalten.

Kommen wir nun zu lokalen Kostenfunktionen, die die Geometrie der Sektionen beriick-
sichtigen. Da wir Nervenzellen durch Baume {iber der Attributmenge 3 = R™ \ {0} dar-
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stellen, liegt es nahe, bei der Definition von ~ die [P-Normen

n 1/p
[x[lp = (Z |5Uk|p> fallsp e N, x € R"
k=1

P _ n
[x[lp = max || fallsp=o00, x €R

zu verwenden. Die Edit-Operationen entsprechen der Anderung geometrischer Eigenschaf-
ten von Sektionen und es ist bietet sich daher an, das Gewicht von Einfiige- und Loschope-
rationen A — x bzw. x — X\ iiber den Abstand von x zum Nullvektor 0 zu definieren:

Y(x,A) = (A, x) = [|x]|,.
Mit
Y(x,y) =[x =yl

fiir Substitutionsoperationen x — y ist v damit eine Metrik auf X .

Definition 4.2 (lokale Kostenfunktion). Fir zwei Biume Ty und Ty tber der Attribut-
menge Y. = R™\ {0} und x,y € ¥ ist durch

(@, A) = (A, @) = ||
und
(@, y) = ||z — g
die lokale Kostenfunktion v, definiert. -y, ist insbesondere eine Metrik auf .
Es ist zu beachten, dass in einem Baum, in dem alle Knoten v das Attribut label(v) = 1

haben, die lokale Kostenfunktion 7, der topologischen Kostenfunktion -, entspricht.
Weiterhin gilt v,(z,y) = v4(x,y) fir z, y e R, ¢, p e N.

4.3 Eine metrische Distanz fiir Neuronen

Fassen wir noch einmal die zentrale Idee dieser Arbeit zusammen.

Bemerkung 4.3 (metrische Distanz fiir Nervenzellen). Stellt man beliebige Nervenzel-
len celly und celly als knotengewichtete Biume Te, und T,ey, dber R™ dar, so ist die
eingeschrinkte Edit-Distanz ein geeignetes mathematisches Verfahren, um den Grad der
Ahnlichkeit von Nervenzellen zu bestimmen.

Mit dem bisher Gezeigten, kénnen wir in jedem Fall durch

d(celll, C€ll2) = dgdit(TcelllaTcellg)
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Beschreibung Klasse
Datenstruktur zur Section
Verwaltung der Sektionen
Containerklasse Baum Tree
Datenstruktur zur TreeGraph
Verwaltung einer Nervenzelle
Berechnung der TreeMatch
eingeschriankten Edit-Distanz
Verwaltung verschiedener LocalCost
lokaler Kostenfunktionen
Loser fiir MCFClass

min-cost-max-flow-Problem

Tabelle 4.1: Ubersicht iiber die verwendeten Klassen.

ein metrisches Distanzmafl auf der Menge der Nervenzellen definieren. Wir sagen dann,
dass eine Zelle celly einer Zelle cell; dhnlicher ist als eine Zelle cells, falls

d(celly, celly) < d(celly, cells).

Um zu untersuchen, ob umgekehrt dieses Distanzmaifl geeignet ist, die etablierten Vorstel-
lungen von Ahnlichkeit zwischen Nervenzellen zu reproduzieren, wurde ein Programm in
C++ implementiert, das aus Eingabedaten im hoc-Format die eingeschrénkte Edit-Distanz
bestimmt. Tabelle ?? gibt eine Ubersicht der verwendeten Klassen.

Die Klasse Section.

Fine Instanz der Klasse Section verwaltet eine Sektion einer Nervenzelle. Sie besitzt eine
eindeutige ID und eine Liste pt3dPoints, die die Punkte (x4, y;, 2;, d;) der approximierenden
Morphologie enthélt. Aulerdem hat sie eine Liste ChildsID mit den IDs der Kindersek-
tionen und die ID des Vorgéngers parent. Die verschiedenen Attribute, die einer Sektion
zugeschrieben werden kénnen, werden in einem Vektor label gespeichert.

Die Klasse Tree.

Die Klasse Tree wurde von Kasper Peeters! implementiert und ist unter der GNU Gene-
ral Public License frei verfiigbar. Sie ist eine Containerklasse fiir Bdume, die in Aufbau
und Schnittstelle den Containerklassen der STL #hnelt. Es gibt diverse Iteratoren, die
die Knoten des Baumes in verschiedenen Reihenfolgen durchlaufen. Es kénnen Knoten
und Teilbdume geloscht oder an beliebigen Stellen eingefiigt und strukturspezifische Ei-
genschaften, wie etwa die Tiefe eines Knotens, ausgegeben werden.

Die Klasse TreeGraph.
Zur Verwaltung einer Nervenzelle dient die Klasse TreeGraph. Die Methode Loadhocfile
liest die Daten aus einer hoc-Datei ein und erzeugt fiir jede Sektion der Zelle ein Instanz

"http://www.aei.mpg.de/peekas/tree/
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von Section und schreibt die Zeiger in eine Liste sectlist. Die Methode makeTree erzeugt
dann daraus einen Baum-Container tr, in dessen Knoten Zeiger auf die Sektionen stehen.
Gewisse geometrische Attribute einer Zelle, wie etwa der Abstand zum Soma entlang
des Dendriten, kénnen nun schnell bestimmt werden. Auflerdem koénnen die Sektionen in
geeigneter Weise, d.h. in postorder, nummeriert werden. Das Array tgraph ermoglicht dann
den indizierten Zugriff auf die Sektionen. tgraphli] ist ein Zeiger auf die Sektion, die in
der postorder-Nummerierung die Nummer ¢ hat.

Die Klasse LocalCost.

Die verschiedenen lokalen Kostenfunktionen auf den Attributen der Sektionen, die in
die Berechnung der eingeschriankten Edit-Distanz eingehen konnen, sind in der Klasse
LocalCost implementiert. Diese Klasse hat zwei Referenzen auf Instanzen von TreeGraph
und damit indizierten Zugriff auf die Sektionen und ihre Attribute.

Die Klasse MCFClass.

Die Klasse MCFClass ist eine abstrakte, rein virtuelle Basisklasse, die die Schnittstelle zu
einem Loser eines Min-Cost-Max-Flow-Problems definiert. Diese Klasse sowie verschiedene
Loser wurden von Antonio Frangioni? implementiert. In der hier vorgestellten Implemen-
tierung wird der Algorithmus von D. Bertsekas [?] verwendet.

Die Klasse TreeMatch.

Dem Konstruktor der Klasse TreeMatch werden zwei Referenzen auf Instanzen von
TreeGraph iibergeben. Die Methode matching() ist dann die Implementierung von Al-
gorithmus ?7. Sie berechnet sukzessive die eingeschrénkte Edit-Distanz zwischen den
Teilbdumen und Teilwildern und speichert die Ergebnisse in den beiden zwei-dimensionalen
Feldern Dforest und Diree ab. Dabei wird in jedem Iterationsschritt eine Instanz von
MCFClass zur Losung des Min-Cost-Max-Flow-Problems aufgerufen. Die eingeschrénkte
Edit-Distanz zwischen den Zellen, die durch die Instanzen von TreeGraph reprisentiert
werden, entspricht dem Wert von DT'ree[ny,ns], wobei ny und ny die Anzahl der Sek-
tionen in den beiden Zellen ist. Wie in Satz 77 gezeigt, ist die Laufzeit sowohl von der
Anzahl der Sektionen als auch von der Anzahl der Kinderknoten abhéngig. Da bis auf
den Wurzelknoten in den hier betrachteten Bdumen alle Knoten nur zwei Kinderknoten
haben, sind Laufzeitabschitzungen wie die in Satz 7?7 zu grob. Numerische Experimente
zeigen, dass die Laufzeit in diesem Fall linear mit |7 ||T%| wéchst (Abb. ?7).

*http://www.di.unipi.it /di/groups/optimize/Software/ MCF.html
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Abbildung 4.2: Der Graph legt einen linearen Zusammenhang zwischen
der Laufzeit der Methode matching und dem Produkt der Knotenanzahl
nahe.



Kapitel 5

Ergebnisse

Wir wollen in diesem Kapitel untersuchen, ob es moglich ist, iiber die eingeschrénkte Edit-
Distanz ein Distanzmaf fiir Neuronen zu definieren, das bereits existierende Vorstellungen
von Ahnlichkeit bzw. Uné&hnlichkeit wiedergeben kann.

5.1 Klassifikation von Neuronen

In den Neurowissenschaften wird zunéchst zwischen pyramidalen und nicht pyramidalen
Zellen unterschieden. Pyramidenzellen haben einen annéhernd dreieckigen Zellkorper. Ne-
ben den kleineren Basaldendriten an der Basis entspringt an der Spitze des Zellkorpers
ein prominenter Dendrit, der sogenannte Apikaldendrit. Die sogenannten Interneuronen
und Granularzellen sind Nervenzellen, die nicht zur Klasse der Pyramidalzellen gehoren
(Abb. ?? a) und b)). Innerhalb der Klasse der Pyramidenzellen selbst gibt es eine sehr
grofe Vielfalt an morphologischen Strukturen. Interessant dabei ist die Tatsache, dass Py-
ramidenzellen, die in demselben anatomischen Bereich des Gehirns liegen, offensichtlich
ghnlicher sind als solche aus verschiedenen Bereichen. Die Bereiche, die hierbei betrachtet
werden, sind sehr kleine Teilbereiche der anatomischen Bereiche aus Kapitel ?7. Der Cortex
beispielsweise wird in sechs iibereinanderliegende Schichten unterteilt. Die Pyramidenzel-
len jeder Schicht sind nach einem festgelegten Muster mit den Zellen in anderen Schichten
verbunden und unterscheiden sich teilweise deutlich in der Morphologie. Zusammen bilden
sie rdumlich kompakte funktionelle Einheiten, sogenannte Kolumnen oder Séulen, die bei-
spielsweise einem einzigen Tasthaar einer Maus zugeordnet werden kénnen. In Abbildung
7?7 sind charakteristische Morphologien von Zellen verschiedener anatomischer Lokalisie-
rung dargestellt. Beobachtungen dieser Art legen es nahe, dass sich die Klassifizierung von
Neuronen nach ihrer Lokalisierung in der morphologischen Struktur wiederspiegelt. Zellen,
die also aus demselben anatomischen Bereich des Gehirns kommen, sind sich dhnlicher als
solche aus verschiedenen Bereichen. Um diese Behauptung quantifizieren zu kénnen, wer-
den Parameter definiert, die die morphologische Struktur von Neuronen beschreiben. Diese
Parameter sollten fiir Zellen verschiedener Klassen signifikante Unterschiede aufweisen. Die
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Abbildung 5.1: a) Interneuron und b) Granularzelle aus dem Duke-
Southampton-Archiv; ¢) L5a- und d) L5b-Pyramidenzellen aus der Da-
tenbank CortexDB, L steht dabei fiir Layer (Schicht); e) Cal- und f)
Ca3- Pyramiden des Hippokampus aus dem Duke-Southampton-Archiv.
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Parameter konnen sowohl feste Kennzahlen, wie die Anzahl der Verzweigungspunkte ei-
ner Zelle als auch Funktionen, etwa die Anzahl der Verzweigungspunkte mit Abstand d
zum Soma, sein. Uylings und Pelt geben in [?] eine Ubersicht {iber morpholgische Pa-
rameter, die bisher in den Neurowissenschaften verwendet werden. Dazu zihlen neben
offensichtlichen Parametern, wie der Anzahl der Sektionen und der Membranfldche, auch
Parameter, die eine Aussage iiber die Asymmetrie des dendritischen Baumes machen oder
die fraktale Dimension der Morphologie beschreiben. Soll also gezeigt werden, dass zwei
verschiedene Populationen von Zellen tatséchlich zwei verschiedene Klassen sind, muss die
Verteilung der morphologischen Parameter statistisch analysiert werden. Wird kein Un-
terschied gefunden, so kann keine Aussage iiber die Klasseneinteilung getroffen werden.
Es ist moglich, dass lediglich ein geeigneter Parameter definiert werden muss, um einen
signifikanten Unterschied zu erhalten.

5.2 Daten

Wir wollen nun zeigen, dass die eingeschrinkte Edit-Distanz ein geeignetes Maf ist, um
bekannte morphologische Klassen zu unterscheiden. Dazu miissen sowohl gentigend um-
fangreiche Daten (Zellen im hoc-Format) vorhanden sein als auch die konkrete Einteilung
dieser Zellen in morphologische Klassen bekannt sein. Wir konzentrieren uns daher auf
Neuronen aus dem Hippokampus und dem Cortex.

Hippokampus Cannon [?] analysiert die Verteilungen von 32 verschiedenen Parametern
fiir Interneuronen Granularzellen, Cal- und Ca3-Pyramidenzellen aus dem Hippokam-
pus und kann zeigen, dass Interneuronen, Granularzellen und die Pyramidenzellen eigene
morphologische Klassen sind. Innerhalb der Klasse der Pyramidenzellen selbst konnte er
keinen signifikanten Unterschied zwischen den Cal- und Ca3-Pyramiden erkennen. Die
Morphologien der Interneuronen und der Pyramidenzellen, die in dieser Arbeit verwen-
det werden, liegen im swc-Format im frei zugéinglichen Duke-Southampton-Archiv! vor.
Zur Konvertierung vom swec- in das benétigte hoc-Format wurde das Programm cvapp?
verwendet.

Cortex Wie bereits erwahnt, wird der Cortex in 6 Schichten unterteilt und die Nerven-
zellen werden nach der Lage ihrer Somata in diesen Schichten klassifiziert. Die Zellen
jeder Schicht besitzen eine charakteristische Funktionalitét und sind iiber Synapsen mit
Zellen anderer Schichten verbunden. Dies legt den Schlufl nahe, dass sich die Zellen der
verschiedenen Schichten auch in ihrer Morphologie unterscheiden miissen. Da aber die
Funktionalitéit der Zellen in einer kortikalen Kolumne noch nicht vollstdndig verstanden
ist, ist die Klassifizierung der Zellen nach Schichten nicht endgiiltig. Beispielsweise un-
terscheidet man innerhalb Schicht 5 noch einmal zwischen L5a- und L5b-Pyramidenzellen
([?]), wahrend die Zellen in Schicht 2 und 3 zu den L2/3-Pyramidenzellen zusammengefasst
werden. Obwohl in verschiedenen Arbeiten die Verteilung morphologischer Parameter fiir

"http://neuron.duke.edu/cells/
http://compneuro.org/ CDROM /nmorph/download.html
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Zellen der verschieden Schichten publiziert wurden, konnte keine Arbeit gefunden werden,
die wie im Falle des Hippokampus die Zellen dieser Klassen auf signifikante Unterschiede in
morphologischen Parametern untersucht. Der Umfang der verfiigbaren Zellmorphologien
beschrankt sich auf 10 Zellen aus der Datenbank CortexDB, die in Zusammenarbeit mit
dem MPIMF? in der Arbeitsgruppe SIT? entwickelt wurde und 29 Zellmorphologien aus
Schicht 5, die Andreas Schéfer [?] zur Verfiigung gestellt hat.

In Tabelle 7?7 sind die verfiigbaren Morphologien zusammengefasst. Neben den Zellen aus
dem Hippokampus, die Cannon fiir seine Analyse verwendet, sind im Duke-Southampton-
Archiv weitere Morphologien verdffentlicht, die sich von den analysierten durch ihr Alter
oder die Préparierung unterscheiden. Desweiteren kénnen mit dem Programm NeuGen
([?]) beliebig viele nicht identische Morphologien verschiedener Zellklassen des Cortex ge-
neriert werden. Der Algorithmus greift dabei auf publizierte morphologische Parameter
zuriick. Erste Evaluationen und der visuelle Vergleich zeigen, dass die generierten Mor-
phologien den echten stark dhneln.

5.3 Analyse von Distanzmatrizen

Die Klassifikation von Objekten aufgrund ihrer metrischen Distanzen ist ein klassisches
Problem in der multivariaten statistischen Analyse. Zunéchst treten solche Fragestellungen
bei Objekten auf, die eine Darstellung als Vektoren x € R™ besitzen. Die Absténde dieser
Objekte sind dann durch eine der bekannten Metriken im R™ gegeben und werden in einer
sogenannten Distanzmatrix D € R™*" zusammengefasst. Der Eintrag d;; entspricht dem
Abstand von Objekt i und j (vgl. Definition ?7). In unserem Fall ist die Distanzmatrix D
durch die eingeschriankte Edit-Distanz gegeben:

dij = dgdit (TcelliaTcellj)-

Mit statistischen Verfahren wie der multidimensionalen Skalierung und der Clusteranalyse
[?] kann daraus eine Klassifizierung der Objekte bestimmt werden.

5.3.1 Multidimensionale Skalierung

Definition 5.1 (euklidische Distanzmatrix). Eine Distanzmatric D € R™ "™ heifit eukli-
dische Distanzmatriz, falls es Vektoren @1, ... x,, x; € RP gibt, so dass

& = (x; — x))" (4 — x))

Der Vorteil euklidischer Distanzmatrizen liegt darin, dass abstrakten Objekten, fiir die nur
die Abstéinde untereinander bekannt sind, Vektoren zugeordnet werden kénnen. Mittels

3Max-Plank-Institut fiir medizinische Forschung in Heidelberg
4Simulation in Technology, IWR Heidelberg
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Quelle Zelltypen ‘ Anzahl ‘
L2/3-Pyramiden 2
Neuronen aus der CortexDB L5a-Pyramiden 3
einer Datenbank von MPIMF und SIT L5b-Pyramiden 3
Simulation in Technology, Heidelberg L4-Spiny-Stellate 2
pyramidale Neuronen aus [?] L5-Pyramiden 29
Cal-Pyramiden 52
Neuronen aus Ca3-Pyramiden 16
dem Duke-Southampton-Archive Granularzellen 35
http://neuron.duke.edu/cells/ Interneuronen 13
Cal-Pyramiden 22
Zellen der Analyse von Cannon|?] Ca3-Pyramiden 16
Granularzellen 18
Interneuronen 13
L2/3-Pyramiden 50
kiinstliche Neuronen, generiert mit NeuGen L5a-Pyramiden 50
http://neugen.uni-hd.de L5b-Pyramiden 50
L4-Spiny-Stellate 50
L4-Star-Pyramiden 50

Tabelle 5.1: Ubersicht diber die verfiigbaren Morphologien.
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Hauptkomponentenanalyse konnen diese Vektoren dann beispielsweise auf den R? proji-
ziert werden, um die relative Lage der Objekte zueinander zu visualisieren. Der folgende
Satz gibt ein Kriterium, wann eine Distanzmatrix euklidisch ist.

Satz 5.2 (Multidimensionale Skalierung I). Sei D € R™*™ eine Distanzmatriz, A € R"*"
mit a;j = —%d?j, I € R™*™ die Einheitsmatriz und E, € R™™"™ die Matriz, deren Eintrige
alle eins sind. D ist genau dann euklidisch, falls die doppelt zentrierte Matrix

B = (I~ ~E,)A(I - ~Ey,)

positiv semidefinit ist.

Ist die doppelt zentrierte Matrix B indefinit, so besagt der folgende Satz, dass eine Kon-
stante ¢ € R gefunden werden kann, so dass die doppelt zentrierte Matrix B, der Distanz-
matrix D. = D + cE,, positiv semidefinit ist.

Satz 5.3 (Multidimensionale Skalierung II). Ist die Matriz B aus Satz 7?7 nicht positiv
semidefinit, d.h. es existiert ein Figenwert A < 0, und sei o der kleinste Figenwert der Ma-
triz =L (I — %EH)D(I — %En), dann ist die doppelt zentrierte Matriz B, der Distanzmatriz
D. = D + cE, positiv semidefinit fir alle ¢ € R mit

c>\4p? — 2\ —2pu.

Wir wollen den Beweis der letzen beiden Sétze hier nicht vorfiihren, sondern lediglich auf
[?] verweisen. Interessant ist fiir uns die Berechnung der Vektoren x;. Nehmen wir also an,
dass die doppelt zentrierte Matrix B positiv definit ist. Dann gibt es eine unitéire Matrix
R € R™™ und eine Diagonalmatrix A € R"*", deren Diagonaleintriage A;, mit A; > A; fiir
i > j, die Eigenwerte von B sind, so dass B = RAR”. Definieren wir nun

xI = (RAZ);

(3

iiber die i-te Zeile der Matrix RA%, so gilt fiir den euklidischen Abstand von x; und x;:

(do(xi,x;))* = (% —x)" (x; — ;)
XZTXZ' — x?xj — x;*-FxZ- + x;*-ij
bii — bij — bji + bj;

_ 2
= d

Die ersten beiden Komponenten der Vektoren x; entsprechen den beiden Hauptkompo-
nenten [?] und liefern eine graphische Darstellung der Objekte, die die tatséchliche Anord-
nung in einem hoherdimensionalen Vektorraum umso besser darstellt, je kleiner die ver-
nachlissigten Komponenten r;3v/)3, ... 7inv/ A, sind. Die Differenz zwischen dem exakten
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Abstand d;; und dem dargestellten Abstand kann némlich durch den drittgréfiten Eigen-
wert A3 abgeschétzt werden, wie aus der folgenden Abschétzung fiir ¢ = 2 hervorgeht

[7].

q
0 < d;j— ZM(% —7jk)>
k=1
n
< > Aklrin —jn)?
k=q+1
n n
< ST Mkt | Y Mk
k=q+1 k=q+1
n n
< V(4] 20 TRt 2D TR
k=q+1 k=q+1
n n
< Vg |y DRt D
k=1 k=1

< 2 V >\q+1

Durch die multidimensionale Skalierung kann also ein erster visueller Eindruck der Vertei-
lung der Objekte gewonnen werden. Dabei sollte jedoch beachtet werden, dass bei einer
groffen Anzahl an Objekten die Reduktion auf zwei Komponenten zu groben Fehlern in
der Darstellung fithren kann. Interessant sind noch solche Fille, in denen die doppelt zen-
trierte Matrix mehrere Eigenwerte \;, mit A; = 0 besitzt, da dann die n Objekte eine
Darstellung in einem Vektorraum besitzen, dessen Dimension kleiner als n ist.

5.3.2 Cluster-Analyse

Eine Partitionierung einer Indexmenge I ist eine Menge P, = {I3,... I} von disjunkten
Teilmengen I; € I, deren Vereinigung die gesamte Objektmenge I ist. Die Teilmengen I},
werden auch Cluster genannt. In der Cluster-Analyse wird nun versucht, eine Menge von
Objekten anhand ihrer Distanzmatrix zu partitionieren. Die Objekte eines Clusters bilden
eine Klasse innerhalb der Menge aller Objekte. Es gibt diverse heuristische Algorithmen,
die eine Partitionierung erzeugen. Wir wollen in unseren Analysen zwei verschiedene Al-
gorithmen verwenden.

Partitioning around Medoids

Der Partitionierungsalgorithmus Partitioning around Medoids (PAM) [?] bestimmt zu ei-
ner vorgegebenen Anzahl an k Clustern eine Partionierung der Objektmenge. Im Initi-
alsierungsschritt werden k Objekte, die Medoide, zufillig ausgewédhlt und die anderen
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Objekte dem Medoiden zugeordnet, der ihnen am néchsten liegt. Ziel des Algorithmus
ist die Bestimmung von k reprasentativen Medoiden, so dass die Summe der Abstéinde
der Objekte zu ihren Medoiden minimal wird. Dazu wird im Iterationsschritt ein weiteres
Objekt zufillig bestimmt und gepriift, ob der Tausch dieses Objektes mit einem aktuellen
Medoid den Wert der Zielfunktion verkleinert.

Hierarchische Cluster-Analyse

In der agglomerativen hierarchischen Cluster-Analyse (HCA) werden ausgehend von der
feinsten Partitionierung, d.h. P = {{1},...{n}}, sukzessive grobere Partionierungen be-
stimmt, indem die zwei Cluster, deren Abstand minimal ist, vereinigt werden. Im letzen
Iterationsschritt werden alle Objekte zu einem einzigen Cluster zusammengefasst. Die ver-
schiedenen Algorithmen der HCA variieren in der Definition des Abstandes zweier Cluster.
Die Single-Link-Methode beispielsweise definiert den Abstand d(C,Cs) zweier Cluster C
und Cs als den minimalen Abstand zweier Objekte aus C; und C5. Entscheidend fiir eine
schnelle Berechnung ist die Lance-Williams-Formel

d(C1UCy,Q) = a1 *d(C1,Q)
+ag x d(Ca, Q)
+5*d(C1,Cy)
+v*[d(C1, Q) — d(C2, Q)|

mit der der Abstand der vereinigten Menge C7 U Cs zu jeder anderen Menge ) aus den
Absténden d(C1, Q), d(C2, Q) und d(Cs, Q) bestimmt werden kann. Die verschiedenen Me-
thoden unterscheiden sich in der Wahl der Parameter a1, ag, § und v (Abb. ??), die auch
von den Kardinalitdten von C, Co und @ abhéngen kénnen. Das Ergebnis der hierarchi-
schen Cluster-Analyse wird in einem Dendrogramm visualisiert. Ein Dendrogramm ist ein
vollstédndiger bindrer Baum mit n Bléttern, die die n Objekte reprisentieren. Jeder inne-
re Knoten stellt einen Cluster dar, der die Objekte enthélt, die in den Bléttern dariiber
stehen. Auflerdem werden die inneren Knoten in einem Graphen so aufgetragen, dass ihre
y-Komponente dem Abstand der Cluster an den beiden Kinderknoten entspricht (Abb.
?7). Genauere Betrachtungen der verschiedenen agglomerativen Verfahren zeigen, welche
charakteristische Form die Cluster der jeweiligen Partitionierung haben bzw. bei welcher
Gruppierung der Objekte die Verfahren versagen. Da wir in dem Klassifizierungsproblem
von Nervenzellen keine Aussage iiber die genaue Form der Klassen machen kénnen, wollen
wir uns damit begniigen zu zeigen, dass eine bestimmte agglomerative Methode, die Me-
thode von Ward [?], anhand einer Distanzmatrix Zellen nach ihrer morphologischen Klasse
gruppiert. Dies impliziert die Annahme, dass die Zellen innerhalb der einzelnen Klassen
normalverteilt sind [?].

Séamtliche statistischen Analysen von Distanzmatrizen wurden mit dem Statistik-Programm
R® durchgefiihrt. Die Funktionen mdscale(), pam() und hclust() sind die Implementie-

®http://cran.r-project.org
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Verfahren o1 a9 Ié] ~
Single Link. % % 0 —%
Complete Link. % % 0 %
Average Link. 1 % % 0 0
Average Link. 2 % % 0 %
Zentroid oien | el [sksien 0
Ward crehE | eihE | erera 0
Median : : —1 0

Tabelle 5.2: Die Parameter wverschiedener agglomerativer Cluster-
Verfahren.

rungen der multidimensionalen Analyse, des PAM-Algorithmus und der hierarchischen
Clusteranalyse.

5.4 Wahl der Attribute

Wir haben in Kapitel 7?7 gezeigt, dass wir Nervenzellen in einen knotengewichteten Baum
tiberfithren und dann eine metrische Distanz zweier Nervenzellen durch die eingeschrénk-
te Edit-Distanz ihrer Baumdarstellungen definieren kénnen. Wihrend die topologische
Struktur dieses Baumes durch die Zelle vollstéindig bestimmt ist, kann durch die Wahl
der Attribute die intuitive Vorstellung von Ahnlichkeit in die Abstandsbestimmung mit
eingehen. Wihlt man fiir alle Knoten das Attribut 1 so spielt die geometrische Form der
Sektionen keine Rolle. Zellen sind dann #hnlich, sobald ihre Topologie &hnlich ist. Sollen
dariiber hinaus dhnliche Zellen eine #hnliche rdumliche Ausdehnung haben, so muss die
Lénge der Sektionen oder ihr Abstand zum Soma in die Definition der Attribute eingehen
(Abb. ??). Grundsétzlich ist es moglich, dass die Attribute, die bei der Bestimmung der
eingeschriankten Edit-Distanz beriicksichtigt werden aus mehreren Komponenten bestehen.
Es sollte dann jedoch eine Standardisierung durchgefiihrt werden [?], damit alle Kompo-
nenten der Attribute in etwa die gleiche Gréflenordnung haben und keine Komponente
den Wert der lokalen Kostenfunktion dominiert. Dazu werden zunichst die Mittelwerte
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a) b) c)

Abbildung 5.2: Wahl der Attribute; reduziert auf ihre topologische Struk-
tur sind die drei Bdume gleich, wird jedoch die Ldnge der Sektionen
beriicksichtige, so dhnelt b) stirker c) als a).

und Standardabweichungen fiir jede Komponente bestimmt

1
w = — Z label;(vy,)
|T1| + |T2| v €T1UT,
1
g; = B labeli Vi) — i2
v €T1UT,

und danach die standardisierten Attribute

slabel;(vg) = label(vi) = ti
o)

definiert. Es ist zu beachten, dass die standardisierten Attribute negative Werte annehmen
koénnen, auch wenn die nicht standardisierten immer positiv sind. Damit ist aber die in
Kapitel ?? beschriebene anschauliche Interpretation von Edit-Operationen als Anderung
geometrischer Eigenschaften hinféllig und es wird schwieriger, konkrete Vorstellungen von
lokaler Ahnlichkeit in die Wahl geeigneter Attribute umzusetzen. Ein weiterer Nachteil
dieser Standardisierung besteht darin, dass beim Vergleich mehrerer Zellen die Mittelwer-
te p; und die Varianzen o; iiber die Knoten aller Zellen bestimmt werden miissen, um die
Absténde zwischen den Zellen vergleichen zu kénnen. Betrachtet man also nur eine weite-
re Zelle, so miissen die Abstidnde zwischen allen Zellen neu bestimmt werden. Wir wollen
zunéichst nur untersuchen, ob es geeignete Attribute gibt, die zu einer eingeschrinkten
Edit-Distanz fithren, die Ahnlichkeit und Un#hnlichleit von Nervenzellen wiederspiegelt
und beschrénken uns daher auf solche lokalen Kostenfunktionen, die auf einzelnen Kom-
ponenten operieren. Wir bezeichnen dann mit d¢,, ; die eingeschrénkte Edit-Distanz, die
auf der i-ten Komponente der Knotenattribute basiert. Im Anschluf daran versuchen wir,
durch die Kombination der verschiedenen Attribute die Aussagekraft der eingeschrénkten
Edit-Distanz zu verbessern.
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In dieser Arbeit wurde der Einflufl von 21 verschiedenen Attributen auf die Abstandsbe-
stimmung von Nervenzellen untersucht.

5.4.1 Topologische Attribute

Zwei der untersuchten Attribute basieren lediglich auf Kennzahlen der topologischen Baum-
struktur:

label1(t[i]) = 1

labely(t]i]) = %'

Bei der Verwendung von labely ist eine eingeschrinkte Edit-Distanz durch die Anzahl der
Knoten in beiden Baumen beschriankt. Bezeichnet M die Spur von zwei Bdumen 77 und
T5 und Dy bzw. D5y die Anzahl der Knoten aus 17 und 715, die nicht in die Spur eingehen,
so gilt nach der Definition des Gewichtes I'(M) fiir die Distanz

dgip1(T1,To) = Dy + Dy < |T1] + | T
Aus der Definition der Spur folgt
‘Tl‘ - -Dl = ’TQ‘ — _D2

und damit
Dy = Dy + |T| — |Ty].

Die eingeschriankte Edit-Distanz modifiziert also in diesem Fall das Distanzmaf, das auf
der Differenz der Anzahl der Sektionen beruht

degity (T1, T2) = 2Dy + |To| — |T1].

Die Verwendung von labels anstatt label; fiihrt zu einer eingeschrinkten Edit-Distanz, die
fiir beliebige Baume nach oben beschrinkt ist.

Dy D,
o, o(T1,Th) < — + —= < 1+1
edzt,2( 1, 2) = ’Tl’ + ’Tg’ <1+

Im Gegensatz zu label; wird durch die Wahl von labels den einzelnen Knoten in gréfleren
Béaumen weniger Gewicht beigemessen als in kleineren. Hat ein Baum sehr viele Knoten,
so ist ein einzelner Knoten nicht so entscheidend wie in einem Baum mit sehr wenigen
Knoten.
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5.4.2 Geometrische Attribute

Die geometrischen Attribute unterteilen sich in solche, die auf Lingen-, Volumen- oder
Oberflicheneigenschaften der Sektionen basieren. Wihrend die Langenattribute Ahnlich-
keit in der rdumlichen Ausbreitung modellieren sollen, basiert die Definition von Ober-
flichenattributen auf der Idee, elektrophysiologische Ahnlichkeit zu modellieren, da die
Membranoberfliche entscheidend zur Signalausbreitung beitrégt. Die genaue Definition
verschiedener Attribute soll hier am Beispiel der Léangeneigenschaft diskutiert werden.
Neben der Léinge der Sektion

labels(t]i]) = lenght(t[i])
wurden der Abstand zum Soma und die Gesamtlinge des Dendriten oberhalb der Sektion

labely(tli]) = LengthToSomaf(t[i])
labels(t[i])) = lenght(T[i])

als Attribute gewiihlt. Die klare Trennung von lokaler und globaler Ahnlichkeit geht damit
verloren. Analog zu der Normierung der topologischen Distanz erhalten wir eine einge-
schrinkte Edit-Distanz, die nach oben durch zwei beschréinkt ist, wenn wir die Lénge je-
der Sektion mit dem Kehrwert der Gesamtlinge des Baumes multiplizieren. Gewichten wir
die beiden anderen Léingenattribute entsprechend, so ist die eingeschrinkte Edit-Distanz
zweier Béume 77 und 75 durch die Summe der Sektionen |T| + |T| beschrénkt.

labelg(tli]) = ‘erothltli)

length(T)
labely (t[i]) = Lengtzlefgoti?%a(tw
labelg(t[i]) %

In Anlehnung an eine von Cannon [?] untersuchte morphologische Kennzahl,

Gesamtvolumen : s . .
“Gesamtflache die signifikante Unterschiede zwischen Interneuronen und Granularzellen

aufweist, wollen wir noch

volume(t[i])

labela (t[i]) = sur face(T)

untersuchen. Ein weiteres Attribut berticksichtigt die rdumliche Orientierung.

labelys(t[i]) = angle(children(t[i]))

labelys ist der summierte und iiber die Anzahl der Kinderknoten gemittelte Winkel zwi-
schen den Kindersektionen.

In Tabelle 77 sind noch einmal alle Attribute zusammengefasst.
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k | labely(t[i])

ik Topologie
2 | m

3 | lenght(t[i])

4 | LengthToSoma(t[i])

5 | lenght(T|[i]) Lénge
- Lengiibf;ti?gb)a(t[i])

9 | volume(t[i])

10 | VolumeT oSoma(t[i])

11 | volume(T|i]) Volumen
13 VozuT;anicz%a(t[i])

15 | surface(t[i])

16 | SurfaceToSoma(t[i])

17 | surface(TH) Oberflache
1o | swtsecosopaity

22 | angle(children(t[i])) Winkel

Tabelle 5.3: Ubersicht der untersuchten Attribute.
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5.5 Ergebnisse

Wir wollen nun untersuchen, welche der Attribute geeignet sind, morphologische Zellklas-
sen zu erkennen. Dazu betrachten wir n, Zellen einer Klasse A und ny Zellen einer Klasse B
und bestimmen dann die eingeschrinkte Edit-Distanz fiir alle Paare von Zellen und alle 22
Attribute. Wir erhalten damit 22 verschiedene Distanzmatrizen D? € R%X™ 1 < § < 22,
die die Absténde der Zellen zueinander unter der Beriicksichtigung verschiedener Attribute
enthalten. Um zu iiberpriifen, ob die verschiedenen Distanzmatrizen die Klasseneinteilung
widerspiegeln, wenden wir die beschriebenen statistischen Analyseverfahren Clusteranaly-
se und multidimensionale Skalierung an. Wihrend der Clusteralgorithmus PAM die Ge-
samtmenge der Zellen in zwei Teilmengen CT*™ und CY*™ partitioniert, generiert der
agglomerative Algorithmus WARD eine Folge von Partitionierungen, von denen wir nur
diejenige betrachten, die aus zwei Partitionen C¥%¢ und C{%? besteht. Wir untersuchen
dann, wie gut diese Partitionierungen mit den vorgegebenen Klassen iibereinstimmen. Da-
zu definieren wir den Partitionierungsfehler A, als den Anteil der falsch zugeordneten
Zellen:

Agps = mm{|AﬁCll + ’BHCQI, ‘AQCQ‘ + \BﬂCl\}

Da
Agps = min{|ANCy| + |BNCy, |A| = [ANCy| + |B| = [BNCyl}.

ist der abslute Fehler immer kleiner als MJB'. Wir definieren daher den relativen Parti-
tionierngsfehler A folgendermafen:

2 Aabs

A= ———.
Al +|B]

Bei einem Partitionierungsfehler von A = 0.5 sind dann ein Viertel aller Zellen falsch
zugeordnet. Die multidimensionale Skalierung wollen wir lediglich zur Visualisierung der
Verteilung der Zellen verwenden.

5.5.1 Hippokampus
Pyramidenzellen und ,,Nicht-Pyramidenzellen ¢

Als erstes wollen wir zeigen, dass wir pyramidale von nicht pyramidalen Zellen unterschei-
den kénnen. Dazu fassen wir die 52 Cal-Pyramidenzellen und die 16 Ca3-Pyramidenzellen
aus dem Duke-Southampton-Archiv in einer Population A und die 13 Interneuronen und
die 35 Granularzellen in der Population B zusammen, bestimmen den Abstand von jeder
Zelle mit jeder anderen iiber die eingeschréinkten Edit-Distanzen dg,;, ; und untersuchen
dann, ob ein Clusteralgorithmus aus den Distanzmatrizen D* die Partitionierung in pyra-
midale und nicht pyramidale Zellen reproduzieren kann. In den Tabellen ?? und 7?7 sind die
Partitionierungen und der Partitionierungsfehler der Clusteralgorithmen PAM und WARD
dargestellt. Die Algorithmus PAM kann aus den Distanzmatrizen D', D?, DS D2 D'
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Attribut | [ANCy| [BNGCq| || |JANCe| |BNCil | A
1 o7 48 11 0 0.19
2 67 48 1 0 0.02
3 27 0 41 48 0.47
4 52 48 16 0 0.28
5) 22 0 46 48 0.38
6 68 48 0 0 0.00
7 66 48 2 0 0.03
8 26 0 42 48 0.45
9 58 0 10 48 1
10 62 0 6 48 0.93
11 50 0 18 48 0.86
12 65 48 3 0 0.05
13 39 48 29 0 0.50
14 23 0 45 48 0.40
15 34 0 34 48 0.59
16 37 48 31 0 0.53
17 46 0 22 48 0.80
18 67 48 1 0 0.02
19 37 48 31 0 0.53
20 24 0 44 48 0.41
21 24 0 44 48 0.41
22 64 48 4 0 0.07

Tabelle 5.4: Partitionierung von PAM anhand der verschiedenen Di-
stanzmatrizen. Die Menge A sind 68 Pyramidenzellen. Die Menge B
sind 48 Interneuronen und Granularzellen.

und D?? die urpspriingliche Partitionierung gut (A < 0.2) reproduzieren. WARD dagegen
erzielt mit deutlich mehr Distanzmatrizen gute Ergebnisse. Lediglich bei D8, D°, D10,
D' D™ D6 D7 D2 und D?! ist der Fehler gréBer als 0.2. In beiden Fillen liefern
bereits die beiden rein topologischen Varianten dgg;, ; und dg g, 5 sehr gute Ergebnisse. Die
besten Ergebnisse liefert die Verwendung der Attribute labelg und labelig, die den Sek-
tionen den relativen Anteil an der Gesamtlinge bzw. dem Gesamtvolumen zuschreiben.
Die Distanz df;, o9, die den Winkel zwischen den Kindersektionen beriicksichtigt liefert
ebenfalls gute Eré;ebnisse.

Nun wollen wir untersuchen, wie gut die vier verschiedenen Zellklassen der Cal-Pyramiden,
Ca3-Pyramiden, Interneuronen und Granularzellen aufgrund der Distanzmatrizen getrennt
werden kénnen. Wir geben im Folgenden in einer kompakteren Darstellung nur noch die
Groflenordnung des Partitionierungsfehlers an. Wir tragen die vier verschiedenen Namen
der Zellklassen an den x- und y-Achsen eines Graphen an und stellen den Partitionierungs-



Attribut | [ANCy| [BNGCq| || [ANCe| |BNCil | A
1 67 48 1 0 0.02
2 67 48 1 0 0.02
3 67 48 1 0 0.02
4 68 48 0 0 0.00
5) 66 48 2 0 0.03
6 67 48 1 0 0.02
7 66 47 2 1 0.05
8 25 0 43 48 0.43
9 53 0 15 48 0.91
10 61 0 7 48 0.94
11 53 0 15 48 0.91
12 67 47 1 1 0.03
13 60 48 8 0 0.14
14 20 0 48 48 0.35
15 68 48 0 0 0.00
16 53 0 15 48 0.91
17 50 0 18 48 0.86
18 68 48 0 0 0.00
19 68 47 0 1 0.02
20 21 0 47 48 0.36
21 24 0 44 48 0.41
22 67 48 1 0 0.02

Tabelle 5.5: Partitionierung von WARD anhand der verschiedenen Di-
stanzmatrizen. Die Menge A sind 68 Pyramidenzellen. Die Menge B
sind 48 Interneuronen und Granularzellen.
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fehler beim Vergleich von Klasse X und Y durch den Grauwert eines Quadrates im Punkt
(X,Y) dar. Je dunkler die Quadrate eingeférbt sind, umso kleiner ist der Partitionierungs-
fehler (Abb. 77).

Wie erwartet, ist der Partitionierungsfehler generell klein beim Vergleich einer pyramidalen
mit einer nicht pyramidalen Klasse. Bei den topologischen Distanzen ist, die beschrénk-
te Distanz df,, , geringfiigig besser als d¢,, ;. Neben den beiden Attributen labelg und
labelqg, die sich auf Lénge und Oberfléiche Beziehen, liefert auch das entsprechende At-
tribut fiir das Volumen label1o gute Ergebnisse. Generell ergeben die Attribute, die die
relativen Eigenschaften von Sektionen beschreiben bessere Ergebnisse (D6-D8, D12-D4,
D'¥-D?). Langen- und Oberflicheattribute fithren zu kleineren Partitionierungsfehlern als
Volumenattribute. Leider ist der Partitionierungsfehler beim Vergleich der beiden pyrami-
dalen Klassen (Quadrat(A,B)) und der beiden nicht pyramidalen Klassen (Quadrat(C,D)
zu grof3. Eine genauere Betrachtung des Partitionierungsfehlers zeigt, dass dieser beim
Vergleich von Interneuronen und Granularzellen nicht unter 0.30 fillt. Wir kénnten nun
versuchen, durch die Kombination verschiedener Metriken und Attribute eine Distanz zu
definieren, die diese Klassen besser trennt. Aus der Analyse von Cannon [?] wissen wir je-
doch, dass die bisher betrachten Zellen aus unterschiedlichen Experimenten stammen und
wihrend verschiedener Entwicklungsstufen entnommen wurden. Es kann damit nicht aus-
geschlossen werden, dass die Art der Priparierung, in-vivo oder in-vitro oder das Alter der
Zellen, einen Einflufl auf die Homogenitéit der verschiedenen Zellklassen hat. Wir wollen
uns daher, genau wie Cannon auch, auf Zellen beschrinken, die denselben experimentellen
Ursprung haben.

Zellen der Analyse von Cannon

Die von Cannon untersuchten Zellen unterscheiden sich nur in der Zusammensetzung der
Klasse der Cal-Pyramiden und der Granularzellen von den bisher betrachteten Zellen.
Die Anzahl der Cal-Pyramidenzellen reduziert sich auf 22 und die der Granularzellen auf
18. Die Klasse der Ca3-Pyramidenzellen und Interneuronen besteht wie in den vorherigen
Betrachtungen aus 16 bzw. 13 Zellen. Wir fiithren nun fiir diese Zellen eine vergleichbare
Analyse, wie im vorherigen Abschnitt durch und untersuchen den Partitionierungsfehler
beim Vergleich von jeder Klasse mit jeder anderen (Abb. 77?).

Mehrere Attribute fithren beim Vergleich der beiden Pyramiden-Klassen (Quadrat (A,B))
jetzt zu einem kleinen Partitionierungsfehler. Dies legt den Schlufl nahe, dass sich die Zellen
der beiden Klassen damit tatséichlich signifikant in der Morphologie unterscheiden. Diese
Aussage erweitert das Ergebnis von Cannon, der lediglich Granularzellen, Interneuronen
und Pyramidenzellen als eigenstdndige morphologische Klassen identifizieren konnte. In
Abbildung ?7? ist die Verteilung der Zellen, projiziert auf zwei Dimensionen und die Par-
titionierung von PAM sowie das Dendrogramm von WARD dargestellt.

Wir wollen nun die Partitionierungsfehler beim Vergleich von Interneuronen und Granu-
larzellen genauer untersuchen. In Tabelle 7?7 sind die gerundeten Werte fiir die Partitio-
nierungen von PAM und WARD dargestellt. Wir erkennen, dass Attribute, die bei den
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Abbildung 5.3: Klassifizierung von 116 Zellen des Hippokampus: Die Fidrbung jedes Qua-
drats gibt die Griofie des Partitionierungsfehlers beim Vergleich zweier verschiedener Klas-
sen wieder. In der linken Spalte sind die Fehler des Clusteralgorithmus PAM fir die 22
verschiedenen Distanzmatrizen dargestellt. Die rechte Spalte fasst die Ergebnisse der Me-
thode WARD zusammen.



KAPITEL 7?7. ERGEBNISSE 67

>
2

WARD

1

FEFFFFEFFFFFFRFFFFFRFFRTE R

1

FEFFFRFERFEFFFFRFFFFRFREFERF R

2
2

3
3

4

4

5
5

6
6

D C B A

7
7

A B C D

8
8

9
9

10
10
>

=0.05

>

>0.05,A<0.1

11
11

>0.1,A=<0.2

12
12

JEHN

A>0.2

13
13

14
14

A: 22 Cal-Pyramiden

B: 16 Ca3-Pyramiden

15
15

C: 13 Interneuronen

D: 18 Granularzellen

16
16

19 18 17
18 17

19

20
20

21
21

22
22

Abbildung 5.4: Klassifizierung von 69 Zellen des Hippokampus: Die Fdrbung jedes Qua-
drats gibt die Griofie des Partitionierungsfehlers beim Vergleich zweier verschiedener Klas-
sen wieder. In der linken Spalte sind die Fehler des Clusteralgorithmus PAM fir die 22
verschiedenen Distanzmatrizen dargestellt. Die rechte Spalte fasst die Ergebnisse der Me-
thode WARD zusammen.
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Abbildung 5.5: Klassifizierung von Pyramidenzellen unter Verwendung
des Attributes labely4. Sowohl die Partitionierung von PAM (oben) als
auch die von WARD stimmt mit der Finteilung nach morphologischen
Klassen nahezu tberein.
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Attribut | PAM : A || WARD : A
1 0.58 0.45
2 0.77 0.97
3 0.39 0.39
4 0.39 0.45
) 0.65 0.32
6 0.39 0.39
7 0.77 0.32
8 0.58 0.71
9 0.97 0.77
10 0.77 0.58
11 0.65 0.71
12 0.32 0.26
13 0.84 0.84
14 0.32 0.58
15 0.71 0.39
16 0.90 0.84
17 0.90 0.90
18 0.45 0.39
19 0.84 0.45
20 0.52 0.77
21 0.39 0.65
22 0.26 0.32

Tabelle 5.6: Partitionierungsfehler beim Vergleich von Interneuronen
und Granularzellen.
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Attribut | PAM : A || WARD : A
6 0.39 0.39
12 0.32 0.26
13 0.84 0.84
19 0.84 0.45
22 0.26 0.32
23 0.32 0.32
24 0.32 0.39
25 0.19 0.39
26 0.26 0.26

Tabelle 5.7: Partitionierungsfehler beim Vergleich von Interneuronen
und Granularzellen unter der Berticksichtigung von zwei Attributen.

Vergleichen anderer Klassen zu kleinen Partitionierungsfehlern fiihrten auch in diesem Fall
die besten Ergebnisse liefern. Dazu gehort labelss, labelg, labelis und labelig. Betrachten
wir die Zellen der beiden verschiedenen Klassen (Abb. ?7?), so féllt auf, dass die Interneuro-
nen sich offensichtlich in der Orientierung der Dendriten am Soma von den Granularzellen
unterscheiden. Es war daher zu erwarten, dass das Attribut labelss, das beste Ergebnis
liefert. Der Fehler liegt mit 0.26 (PAM) und 0.32 (WARD) zumindest fiir PAM nur ge-
ringfiigig iiber dem als akzeptabel angesehen Wert von 0.2. Es wire interessant zu testen,
wie sich der Partitionierungsfehler bei einem grofieren Datenumfang verhélt.

Wir kénnen aber auch versuchen bei der Bestimmung des Abstandes mehr als ein Attribut
zu beriicksichtigen, um bessere Ergebnisse zu erzielen.

labelas(tli]) = (;Zlﬁzgizgz
[

labelay(t[i]) = (ll(;l;)eellzj((tt[;)) >

labelgs(tli]) = <lab€l1

label% (t [Z] ) = (

Die Attribute labelsg, labelay, labelss und labelsg berticksichtigen neben dem Winkelattri-
but labelss jeweils ein weiteres Attribut. Lediglich die Kombination von labelss und labelqs
ldsst den Partitionierungsfehler auf unter 0.2 fallen (Tabelle ?7). Eine andere Moglichkeit
mehr als ein Attribut bei der Abstandsbestimmung zu beriicksichtigen, besteht in der
Linearkombination von Attributen.

Grundsétzlich sind beliebig viele weitere Kombinationen von Attributen denkbar. Eine
strukturierte Analyse dieser Kombinationen ist sehr aufwéndig, da die Werte der Attribu-
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Attribut | PAM : A || WARD : A
13 0.84 0.84
18 0.45 0.39
19 0.84 0.45
22 0.26 0.32
26 0.26 0.26

22419 0.19 0.32

22413 0.19 0.32

26+21 0.19 0.32

26+18 0.19 0.32

Tabelle 5.8: Partitionierungsfehler beim Vergleich von Interneuronen
und Granularzellen. Die Summe zweier Edit-Distanzen ist wieder ein
metrisches Distanzmaf fiir Neuronen und kann zu einem kleineren Par-
titionierungsfehler fiihren.

te verschiedene Skalenniveaus besitzen. Die in Abschnitt 7?7 beschriebene Standardisierung
ist aufgrund des hohen Aufwandes der Abstandsberechnung bei der Hinzunahme weite-
rer Zellen nicht praktikabel. Nur durch die Analyse einer sehr groffen Anzahl von Zellen
konnten geeignete Normierungsfaktoren gefunden werden, die dann fiir alle weiteren Zellen
verwendet werden.

Neben den eben beschriebenen Kombinationsmoglichkeiten kénnen neue Abstandsfunktio-
nen durch Summation der bisher betrachteten eingeschrinkten Edit-Distanzen definiert
werden:

22
c _ gc
edit,sum — Z aldedit,i‘
=1

Addieren wir beispielsweise dgdit,w und degit,22 50 ist der Partitionierungsfehler von PAM
kleiner als 0.2. In der Tabelle 77 ist der Partitionierungsfehler von PAM fiir verschiedene
Kombinationen der bisher betrachteten Distanzmatrizen dargestellt.

Die Diskussion des Partitionierungsfehlers bei Interneuronen und Granularzellen zeigt,
dass durch die Kombination verschiedener Attribute bzw. die Summation mehrerer Ab-
standsfunktionen Distanzmafle gefunden werden, die gewisse Zellklassen besser unterschei-
den. Es stellt sich dann die Frage, ob nicht auch ein Distanzmafl gefunden werden kann,
dass séamtliche Zellklassen unterscheiden kann. Fiir die hier betrachteten Zellen ist der
Partitionierungsfehler des Cluster-Verfahren PAM beim Vergleich von jeweils zwei Klas-
sen relativ gering, wenn wir die Absténde {iber

c __Jc . c
edit,sum — dedz’t,21 +0.3 % d6d2t722 + 1.5 dedit,S

bestimmen (Abb. 77?).
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Abbildung 5.6: Klassifizierung von Zellen des Hippopkampus.

5.5.2 Cortex

Leider ist der Umfang an Morphologien aus der Datenbank CortexDB zu gering, um
zu iiberpriifen, ob die eingeschrinkte Edit-Distanz verschiedene Zellklassen des Cortex
unterscheiden kann. In Abbildung ?? sind die Partitionierungen von PAM und WARD
anhand der Distanzmatrix DS dargestellt. Beide Methoden kénnen die Klassifizierung in
L5a-Pyramidenzellen, L5b-Pyramidenzellen, L2/3-Pyramidenzellen und L4-Spiny-Stellate
reproduzieren. Aufgrund der geringen Anzahl der verwendeten Morphologien ist es noch
fraglich wie allgemeingiiltig dieses Ergebnis ist. Da die bisherigen Untersuchungen jedoch
zeigen, dass das Attribut labelg, das jedem Knoten die Lénge der reprisentierten Sektion
relativ zur Gesamtlinge des Dendriten zuweist, zu guten Ergebnissen fiihrt, kann ein
solches Ergebnis erwartet werden.

Neben den Zellen der CortexDB, standen noch 29 L5-Pyramidenzellen zur Verfiigung,
die aber nicht weiter in L5a- und L5b-Pyramidenzellen unterschieden wurden. Andreas
Schéfer konnte in seiner Arbeit [?] zeigen, dass es innerhalb dieser L5-Pyramidenzellen zwei
Gruppen mit unterschiedlichen elektrophysiologischen Eigenschaften gibt, die sich zudem
in ihrer Morphologie unterscheiden. Wir konnten dieses Ergebnis mit der hier vorgestellten
Analyse bisher nicht reproduzieren. Der Grund liegt wohl darin, dass der morphologische
Unterschied zwischen diesen beiden Gruppen sehr diffizil ist. Schiéfer fand heraus, dass die
Anzahl der Verzweigungspunkte in einem bestimmten Abstand vom Soma entscheidend
fiir die Eigenschaft des BAC-Firing ist. Der Unterschied ist dabei wohl zu gering, als dass
er den Wert der eingeschrinkten Edit-Distanz signifikant beeinflufit.
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Abbildung 5.7: Klassifizierung von Zellen aus der CortexDB unter Ver-
wendung des Attributes labelg. Sowohl die Partitionierung von PAM
(oben) als auch die von WARD stimmt mit der FEinteilung nach mor-
phologischen Klassen tiberein.
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5.5.3 NeuGen

Neben den Morphologien echter Zellen kénnen wir kiinstlich generierte Zellen verwenden,
um die verschiedenen Versionen der eingeschriankten Edit-Distanzen zu testen. Abbildung
77?7 fasst die Ergebnisse zusammen. Es fillt auf, dass insgesamt die Partitionierungsfehler
sehr klein sind. Dies war zunéchst auch so zu erwarten, da der Generierungsalgorithmus
gerade dafiir entwickelt wurde, Zellen unterschiedlicher morphologischer Klassen zu er-
zeugen. Das Ergebnis bestétigt noch einmal, dass die generierten Zellen jeder Klasse sich
tatséchlich signifikant von Zellen anderer Klassen unterscheiden und der Algorithmus nicht
identische Zellen unterschiedlicher morphologischer Klassen generieren kann.

In Abbildung 7?7 ist das Ergebnis der hierarchischen Clusteranalyse am Beispiel des Attri-
butes labelis, das eine Sektion durch seine anteilige Oberfliche an der Gesamtoberfliche
%m beschreibt, dargestellt. Das Dendrogramm zeigt, dass die Edit-Distanz, die
tiber dieses Attribut definiert ist, die 50 verschiedenen Neuronen in den entsprechenden

funf Klassen zusammenfasst.
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Abbildung 5.9: Partitionierung von Zellen aus NeuGen unter Verwen-
dung des Attributes labelig.
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Abbildung 5.8: Klassifizierung von mit NeuGen generierten kiinstlichen Zellen: Die
Firbung jedes Quadrats gibt die Grifie des Partitionierungsfehlers beim Vergleich zweier
verschiedener Klassen wieder. In der linken Spalte sind die Fehler des Clusteralgorith-
mus PAM fiir die 22 verschiedenen Distanzmatrizen dargestellt. Die rechte Spalte fasst die
Ergebnisse der Methode WARD zusammen.
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Wir kénnen natiirlich auch untersuchen, ob es Unterschiede zwischen echten und generier-
ten Zellen gibt, indem wir die Abstédnde der Zellen zueinander iiber eine eingeschrinkte
Edit-Distanz bestimmen und dann tiberpriifen, ob die automatische Partitionierung echte
und generierte Zellen derselben morphologischen Klasse zusammenfasst. In Abbildung 77
sind die Dendrogramme solcher Evaluationen fiir L5a- und L5b-Pyramidenzellen darge-
stellt. Da in beiden Fillen die echten Zellen mit den kiinstlichen Zellen ihrer Klasse in
einer Partion liegen, generiert der Algorithmus tatséichlich realitdtsnahe Lba- und L5b-
Pyramiden.
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Abbildung 5.10: Vergleich von echten und kiinstlich generierten L5a und
L5b-Pyramidenzellen anhand des Attributs labely. Die echten Zellen,
hier durch das Prdfiz real gekennzeichnet, werden mit den generierten
Zellen der richtigen Klasse in einer Partition zusammengefasst.



Kapitel 6

Zusammenfassung und Ausblick

6.1 Zusammenfassung

Der Gegenstand dieser Arbeit war die Definition einer Abstandsfunktion fiir Neuronen,
die in der Lage ist, morphologische Unterschiede zwischen verschiedenen Zellklassen zu
detektieren. Wir konnten zeigen, dass die eingeschrénkte Edit-Distanz nach Zhang [?] zu-
sammen mit der Clusteranalyse eine geeignete Methodik ist, um morphologische Klas-
sen zu detektieren. Sicherlich ist der Umfang der Daten zu gering, um die Aussagen
iiber die Trennungsschérfe der verschiedenen Metriken ohne weitere Untersuchungen zu
verallgemeinern. Dennoch gibt es mehrere Punkte, die dafiir sprechen, dass morphologi-
sche Analysen mit Hilfe der eingeschriankten Edit-Distanz zu befriedigenden Ergebnissen
fiihren. Zunéchst ist der Spezialfall der Edit-Distanz auf Wortern eines der Standard-
Verfahren in der DNA-Sequenz-Analyse. Ein grofler Bereich der Bioinformatik beschéftigt
sich heute mit der Weiterentwicklung der Methoden von Wagner und Fischer [?]. Die ein-
geschrinkte Edit-Distanz fiir Baume selbst wird bereits erfolgreich in der Analyse von
RNA-Sekundérstrukturen [?, ?] und von botanischen Biaumen [?] eingesetzt. Das Prin-
zip der Edit-Distanz scheint also prédestiniert fiir medizinisch-biologische Anwendungen
zu sein. Dies wird noch deutlicher, wenn wir die Folgen von Edit-Operationen, die dabei
betrachtet werden, als Transformationen der Struktur, als Wachsen oder Schrumpfen ein-
zelner Bereiche, ansehen. Die zu jeder Edit-Distanz gehorende Folge von Edit-Operationen
stellt dann also den wahrscheinlichsten Transformationsprozess dar.

Wichtig fiir das Versténdis der eingeschriankten Edit-Distanz ist der Begriff der Spur. Die
Spur ist eine bijektive Abbildung von einer Teilmenge der Knoten des einen Baumes auf
eine Teilmenge der Knoten des anderen, die gewisse Ordnungsrelationen der Knoten erhélt.
Jedes Knotenpaar einer Spur ordnet einem Bereich des einen Baumes einen Bereich des
zweiten Baumes zu, der in gewisser Weise dquivalent ist (Abb. ??). Unter Aquivalenz wird
hier in erster Linie die topologische Ahnlichkeit, d.h. eine vergleichbare Lage innerhalb der
Baumstruktur verstanden.

Die zur Edit-Distanz gehorende Spur ist damit diejenige Spur, die am besten topologisch

7
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dquivalente Bereiche von zwei Bdumen identifiziert. Der Betrag der Edit-Distanz ist be-
stimmt durch die Bereiche, die kein topologisches Aquivalent besitzen und durch die lokale
Unéhnlichkeit topologisch dquivalenter Bereiche. Die Spuren der eingeschriankten und der
normalen Edit-Distanz unterscheiden sich durch die Ordnungsrelationen, die sie erhal-
ten. Eine eingeschriinkte Spur impliziert neben der Erhaltung des Vorgénger-Nachfolger-
Verhéltnisses zusétzlich, dass Teilbdume wieder Teilbdumen zugeordnet werden. Erst diese
Einschriankung macht es iiberhaupt moglich, einen Abstand von Biumen, der auf dem
Prinzip von Edit-Operationen beruht, effektiv zu berechnen.

Ubertriagt man den Zusammenhang von Edit-Distanz und Spurbegriff direkt auf die Zell-
morphologien, so ergibt sich eines der Hauptargumente, das fiir die Verwendung der ein-
geschriankten Edit-Distanz in der Analyse von Zellmorphologien spricht. Die Bestimmung
des Abstandes zweier Zellen geht einher mit der Bestimmung einer Substruktur, die in
beiden Zellen enthalten ist, und optimal in dem Sinne ist, dass alle anderen gemeinsa-
men Substrukturen zu einem groéfieren Abstand fithren. Die Abstandsbestimmung durch
die Edit-Distanz berticksichtigt also automatisch dquivalente Teilstrukturen, wie etwa den
prominenten Apikaldendriten bei Pyramidenzellen.

Abbildung 6.1: Visualisierung einer eingeschrinkten Spur zwischen
Bdumen. Sektionen gleicher Farbe stellen ein Element der eingeschrdink-
ten Spur dar. Blau gefdrbte Sektionen werden in der Spur nicht beriick-
sichtigt. Die Spur ordnet deutlich erkennbar dquivalente Bereiche wie
Apikaldendriten (tirkis), Trunk (grin) oder Tuft (gelb, griin) einander
2.
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6.2 Ausblick

Wir konnten zeigen, dass die zwei Cluster-Algorithmen PAM und WARD in der Lage sind,
aus den Abstandswerten der eingeschrinkten Edit-Distanz verschiedene morphologische
Klassen zu extrahieren. Es stellt sich die Frage, ob vielleicht andere Clusterverfahren, wie
etwa dichte- oder modellbasierte Clusterverfahren [?], zu besseren Ergebnissen fiihren.
Viele Clusterverfahren setzten eine vektorbasierte Darstellung der zu partitionierenden
Objekte voraus. Um diese Verfahren verwenden zu kénnen, miissen den Nervenzellen daher
durch die beschriebene multidimensionale Skalierung Vektoren zugeordnet werden, deren
euklidische Abstidnde den Edit-Distanzen entsprechen.

Weiterhin ist es moglich, durch die Definition neuer Attribute, die Verwendung ande-
rer lokaler Abstandsfunktionen und die Kombination von verschiedenen eingeschrénkten
Edit-Distanzen bessere Ergebnisse zu erzielen. Interessant wére auch die Betrachtung
nicht metrischer Attribute wie etwa der Verteilung von Ionenkanilen, die dann neben
der Morphologie auch elektrophysiologische Eigenschaften bei der Abstandsbestimmung
berticksichtigt. Auch koénnte versucht werden, anstatt des vorgestellten sektionsbasierten
Ansatzes Teilstiicke gleicher Lénge als Knoten einer Baumdarstellung von Nervenzellen zu
definieren. Da diese Teilstiicke sehr klein sein miissen, um die tatséchliche Struktur gut zu
approximieren, kann die Anzahl der Knoten und damit der zeitliche Aufwand allerdings
sehr grofl werden.

Neben der vorgestellten eingeschriankten Edit-Distanz gibt es einen weiteren Ansatz, durch
das Einfiihren einer Restriktion eine berechenbare Edit-Distanz zu erhalten. Diese soge-
nannte Alignment-Distanz ist iiber das minimale Gewicht derjenigen Folgen von Edit-
Operationen definiert, die das eine Objekt in das andere iiberfithren und in denen alle
Einfiigeoperationen vor den Léschoperationen stattfinden. Es ist bekannt, dass die Edit-
Distanz und die Alignment-Distanz fiir Worter identisch sind [?]. Jiang, Wang und Zhang
zeigen in [?], dass die Alignment-Distanz sowohl fiir geordnete als auch fiir ungeordnete
Baume in polynomialer Laufzeit bestimmt werden kann. Im Gegensatz zur eingeschrénk-
ten Edit-Distanz wird zur Berechnung der Alignment-Distanz ein Baum bestimmt, der die
beiden zu vergleichenden Baume komplett enthélt, also eine Art Superbaum.
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