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L'appel a candidatures pour le premier Prix abertis en France de recherche en gestion
d'infrastructures de transport a rencontré une participation importante, avec neuf travaux
présentés dans la catégorie de Master ou Projet de fin d’étude, et six autres dans la modalité
de These de doctorat. Les recherches ont été effectuées dans six centres universitaires du pays. Un
travail de fin d’études et deux théses de doctorat ont été récompensés et publiés.

Le Prix abertis est une initiative de la chaire abertis-ENPC-IFSTTAR, inaugurée en janvier
2011. Il s'agit de la premiére chaire de gestion d'infrastructures de transport qu'abertis, groupe
international opérant dans les secteurs des autoroutes, des télécommunications et des aéroports,
inaugure dans un pays autre que I'Espagne, en accord avec I'Ecole des Ponts ParisTech (ENPC),
U'Institut frangais des sciences et technologies des transports, de 'aménagement et des réseaux
(IFSTTAR) et la Fondation des Ponts.

L'ouverture de cette chaire est un pas de plus vers la création d'un réseau international de chaires
spécialisées et de l'organisation d'un prix de recherche internationale, qui récompensera son
premier gagnant au cours de l'année 2012. Ce réseau et ce prix prendront de l'importance au
fur et a mesure qu'abertis inaugurera de nouvelles chaires dans les pays ou le groupe exerce
ses activites.

La premiere expérience d'abertis en faveur du transfert de savoirs entre l'université et
l'entreprise, dans le cadre des actions de responsabilité sociale de l'entreprise, est née en 2003
avec la création de la premiére chaire pour la recherche et la formation en matiére de gestion
d'infrastructures de transport en accord avec !'Université polytechnique de Catalogne (UPC).
Depuis, le groupe a élargi cette initiative a d’autres institutions académiques prestigieuses,
conscient du fait que ses efforts contribuent au développement économique et social du
territoire. Le site web www.catedrasabertis.com témoigne des résultats obtenus jusqu'a
présent. Au total, les différentes chaires ont organisé une multitude de journées, de séminaires
et de cours, et produit un grand nombre de recherches, publications, articles et cas d'étude,
mis a la portée de l'ensemble de la société.

Nous espérons que les travaux produits, qui sont publiés maintenant, vous intéresseront
et contribueront au progrés et a la diffusion des connaissances.
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Presentation

Created in January 2011, the abertis chair Ecole des Ponts ParisTech IFSTTAR aims to develop
training and research activities in the field of transport infrastructure management.

To stimulate innovation and attract the interest of students to this area, the chair creates in France
the abertis price of transport infrastructure management. This national award recognizes a thesis,
a Master's thesis or a project graduation, completed during the civil year 2011 and presenting an
innovative work in analysis and modeling.

The launch of the first price of the chair resulted in a large diffusion on websites and near the
doctoral schools of universities and engineering schools, and thus until the end of 2011. After this
period, nine submissions were received in the category Master thesis. They cover the following
topics: road traffic modeling, simulation of traffic operations, environmental consequences of
public transportation’s promotion, control on an interchange, assessment of speed limits impacts,
trip modeling, numerical modeling of soil mixing columns, updating safety models of annual fatal
accidents in Europe, transportation engineering as a lever to planning a sustainable urban infras-
tructure, electric mobility and new trends in management and design of urban services.

The winner of the first abertis price in the category Master thesis is Mr. Guillaume Costeseque
from ENTPE, Lyon, for his dissertation entitled “Road traffic analysis and modeling: from microsco-
pic to macroscopic scale”.

In this Master thesis, the mathematical transition between microscopic and macroscopic models
is rigorously established for the first order models. The work focuses on the justification of the
relationship between the approximation obtained by discretization at both scales. The existing
link between them is highlighted with real data, thus providing a new and comprehensive view of
traffic.

Prof. Simon Cohen
Director of the abertis chair Ecole des Ponts IFSTTAR
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RESUME

La modélisation du trafic routier fait intervenir différentes échelles
d’observation. 11 est alors possible de distinguer chacun des modeles selon la
finesse de leur approche. Nous distinguons classiquement les modeles
microscopiques et les modeles macroscopiques. Les premiers s’appliquent a
représenter I'évolution individuelle des véhicules tandis que les seconds

s’intéressent a ’écoulement global du flux de véhicules.

La simulation du trafic routier fait désormais apparaitre de réels besoins
en termes de liens mathématiques cohérents entre ces deux échelles de
représentation. Peu de travaux proposent un passage rigoureux du
microscopique au macroscopique. Ce travail souhaite mettre en avant ce
besoin et se propose d’expliciter une réponse a ce probleme. De plus, nous
soulignons sur un cas d’étude la nécessité d’'une cohérence entre échelles
microscopique et macroscopique. Pour cela, nous analyserons les mesures
de trafic issues du programme NGSIM selon les deux échelles, tout en
essayant de souligner le lien existant entre elles.

ABSTRACT

Traftic modeling involves different observation scales. It is then possible
to characterize each model depending on their precision of approach.
Typically, one can distinguish microscopic and macroscopic models. The
first ones apply to represent the individual evolution of vehicles while the
second ones want to reproduce the flowing stream of road users.

Henceforth, traffic simulation highlights a real need in terms of rigorous
passage between both representation scales. Few works offer such a link
from the microscopic models to the macroscopic ones. This work seeks to
highlight this need and purposes one mathematical solution. Moreover, it
searches for coherence between microscopic and macroscopic scales. In
that way, the traffic database extracted from the NGSIM program is
analyzed according to both scales, trying to stress on the existing link
between them.
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INTRODUCTION

Depuis quelques années, le trafic routier attire tout particulicrement l'attention de l'opinion
publique. Avec la montée en puissance des préoccupations environnementales et devant I'urgence
de la situation, la congestion routiere est de moins en moins acceptée par les parties prenantes du
phénomeéne et notamment par les usagers. Aujourd’hui, les voies rapides urbaines des principales
agglomérations connaissent une congestion importante et grandissante. Cela représente de
nombreuses heures perdues par les usagers mais aussi des pollutions supplémentaires de diverses
natures. Cela a donc un cott tant économique qu’environnemental. Afin d’améliorer les conditions
de trafic sans pour autant élargir les voles existantes, les gestionnaires de réseaux font désormais
l'usage de dispositifs de régulation, a I'image de la régulation d’acces ou de la régulation dynamique
des vitesses.

Mais aujourd’hui, les exploitants se tournent également vers de nouvelles solutions qui rendent
les couples véhicules-conducteurs, véritables acteurs des systémes de régulation. En effet, avec le
développement fulgurant des technologies de linformation et de la communication lors des
derniéres décennies, I'avenir de l'automobile semble étroitement lié a l'utilisation de systemes
innovants pouvant permettre entre autres, d’agir sur le comportement de conduite. Nous patlons
alors de systemes de transport intelligents (aussi dénommés I'TS pour Intelligent Transport Systems).
Dans la perspective de I'émergence de ces systémes coopératifs de transport, pouvant proposet des
interactions de communication entre véhicules ou entre véhicules et systeme global, 'enjeu sera de
pouvoir prédire les spécificités du comportement macroscopique induit par ces interactions

microscopiques.

Dans lesprit des recherches déja entreprises notamment au sein des unités du CERMICS
(Centre d’Enseignement et de Recherches en Mathématiques, Informatique et Calcul Scientifique)
ainsi que celles du GRETTIA (Génie des Réseaux de Transports Terrestres et Informatique
Avancée), ce travail se propose d'aborder le probleme de passage du microscopique au
macroscopique dans le domaine du trafic routier. Le probleme lié a cet enjeu est relativement
complexe : les véhicules sont trop nombreux pour que l'on puisse connaitre tous les éléments
nécessaires a la description et a la prédiction de leurs trajectoires individuelles mais aussi pour en
déduire un comportement macroscopique. A contrario, ils ne sont pas suffisamment nombreux
pout que l'on puisse leur appliquer les concepts de la physique des milieux continus, comme cela est
généralement pratiqué pour les fluides. Le travail de stage a donc pour but de proposer un lien
mathématique entre modeles microscopiques et modeles macroscopiques.

Les principaux résultats de ce travail de master ont été de mettre en évidence un théoréme de
convergence et un théoréme d’estimation d’erreur pour les modeles du premier ordre. Le premier
théoreme caractérise la convergence de la solution discrete de I'équation d’évolution microscopique
vers une solution continue de ’équation d’écoulement macroscopique. Le second théoréme permet
de quantifier Perreur commise lorsqu’il est considéré le modele discret en lieu et place du modele
continu. Ce travail a également permis de vérifier 'existence d’un principe de comparaison qui nous
permet de montrer la conservation de 'ordre des véhicules. Le dernier résultat mis a jour par ce
travail est I'existence d’un temps de retard critique au-dela duquel il est incorrect de considérer une
approximation basée sur les développements limités de Taylor.




Ce mémoire de master se structure autour de trois parties majeures. Dans un premier temps,
nous nous proposons de réaliser I’état de I'art de la modélisation du trafic routier. Cet état de l'art
nous permettra en outre de dégager un certain formalisme des modeles classiquement usités. Dans
un second temps, nous proposerons une approche mathématique du passage microscopique-
macroscopique, faisant intervenir une technique d’homogénéisation et la notion de solutions de
viscosité. Nous attirons 'attention de notre lecteur sur le fait que cette partie a été exclusivement
rédigée en anglais dans 'optique de la rédaction d’un article destiné a étre publié. Enfin, I’'objet du
stage étant d’étudier la question de la dynamique émergente dans un contexte tres simple, nous
nous appuierons sur des mesures microscopiques de trafic, a savoir les données issues du
programme NGSIM  (Nexz Generation ~Simulation). 11 s’agira alors de s’interroger sur la
cohérence entre les deux approches, par simulation numérique.




1 ETAT DE L’ART

Afin de pouvoir cibler le plus précisément possible les modeles de trafic qu’il serait intéressant
de prendre en compte dans le cadre de ce travail, il était important de pouvoir réaliser une analyse
bibliographique des mod¢les existants. Cette analyse sera complétée en annexe du travail par un état
des lieux de la pratique de la modélisation routiere en France.

1.1 Préliminaires

Tout d’abord, il est important d’attirer lattention du lecteur sur les différences de
dénominations des approches de modélisation. En effet, il apparait que les appellations semblent
varier selon les personnes qui les utilisent. Ainsi, au niveau des bureaux d’études, la dénomination
« macroscopique » est essentiellement donnée a la modélisation statique a I'échelle du réseau d’une
grande maille. A contrario, la modélisation « microscopique » désigne davantage 1’écoulement
dynamique de la demande de transport. Dans le cadre de ce travail, nous nous intéressons aux
définitions du « microscopique » et du « macroscopique » adaptée aux modeles d’écoulement du
trafic routier: cela s’apparente donc a la différence d’échelle utilisée dans la description de

I’écoulement dynamique.

La problématique de la modélisation du trafic routier suscite un vif intérét parmi le cercle
scientifique depuis plus d’une soixantaine d’années. L’esprit général de la modélisation du trafic est
de pouvoir reproduire la réalité physique a l'aide de modeles qui permettent d’améliorer la
compréhension du phénomene réel complexe. Il est possible de décrire le trafic routier tres
trivialement comme étant le transport de personnes et/ou d’objet depuis un endroit géographique
de départ appelé lorigine, vers un autre endroit d’arrivée, dénommé destination. Le processus de
transport se définit alors comme étant le parcours d’un chemin donné, permettant de relier 'origine
a la destination. Le trafic routier résulte alors de la somme de comportements individuels des

usagers cherchant a rejoindre ainsi une certaine destination, depuis leurs points d’origine.

La modélisation du trafic au sens large comprend a minima deux stratégies d’approche
différentes. En effet, la modélisation du trafic routier est classiquement scindée en deux branches,
distinctes mais non indépendantes. La premiére est reliée a 'étude du processus d’affectation des
usagers sur un réseau donné. 1l s’agit ainsi de pouvoir représenter la facon dont se répartissent le
volume connu d’individus (définissant une demande) sur un ensemble donné de chemins, formant
un réseau d’infrastructures possédant des caractéristiques (formant l'offre). La seconde branche,
complémentaire de la premiere dans le sens ou elle exploite les résultats de cette affectation, se
propose de décrire plus finement ’écoulement des véhicules sur un chemin fixé. Il s’agit dans ce cas
de comprendre les comportements des usagers en poursuite ou encore les phénomenes d’insertion
et de changements de voie. L’étude de I’écoulement du trafic a aussi pour ambition de pouvoir

décrire et expliquer les phénomeénes de congestion.

Nous nous intéressons tout particulicrement a la modélisation de ’écoulement du trafic sur un
réseau donné. L autre voie destinée a modéliser 'affectation des usagers sera partiellement abordée
en annexe de ce travail, afin de prendre du recul sur I'utilisation concrete de la modélisation dans les

métiers de I'ingénierie routiére en France.




1.2 Modéles d’écoulement

Dans la grande majorité des approches de modélisation, le trafic automobile est assimilé a un
fluide ou les véhicules sont identifiés a des particules en interaction. Ces interactions ont été
étudiées avec soin depuis le milieu du XXéme siecle et ont permis de dégager un grand nombre de
lois de comportement. Celles-ci permettent par exemple de construire des modéles microscopiques
trés utiles, en particulier pour la conception et pour la simulation a petite échelle du trafic.
Cependant, ces modéles microscopiques se révelent n’étre plus cohérents pour de nombreuses
autres applications telles que la gestion du trafic, la planification et l'évaluation des réseaux. En
effet, l'utilisation de ces modeles est patfois limitée par 'impossibilité d’avoir acces a la description
détaillée des dynamiques individuelles des véhicules. Dans ces cas, l'utilisation de modéles

macroscopiques s'impose.

A T'image des classifications usuelles proposées par la littérature, nous considérons les modeles
de trafic selon le niveau de détail qu’ils proposent. Nous distinguerons ainsi les modéles
microscopiques des modeles macroscopiques. Nous faisons volontairement Iimpasse sur
Pexistence des modeles dits mésoscopiques qui permettent de caractériser le comportement du
trafic selon des paquets de véhicules. Notons que la classification des modeles pourrait également

s’effectuer selon leur mise en ceuvre ou encore la représentation du phénomene.

A l'échelle la plus fine a savoir l'échelle microscopique, le trafic routier se modélise par
l'évolution individuelle de chaque véhicule. Dans ce modeéle, la vitesse d'un véhicule est directement
fonction de la distance qui le sépare du véhicule le précédant (véhicule /ader), modulo un temps de
retard. Ce temps de retard est généralement assimilé au temps de réaction du conducteur afin de
prendre en compte les variations de comportement de son véhicule fader. 11 s’agit d’'un modele de
poursuite.

A T'échelle la plus grande, le modéle le plus simple est le modele développé par Lighthill-
Whitham et Richards, également appelé LWR. 1l s'agit d'une équation hyperbolique non linéaire.
Dans celle-ci, la vitesse des véhicules est supposée étre une fonction de la densité de véhicules. Ce
modele peut étre obtenu par le passage a la limite du modele microscopique de poursuite présenté
ci-dessus, dans le cas ou le temps de retard est négligeable. Dans les cas contraires ou il n’est pas
possible de négliger le temps de retard, les modeles de trafic sont complétés en un systeme couplé
de deux équations aux dérivées partielles. L'une porte sur le champ de vitesses et l'autre sur la
densité de véhicules. Ce sont les modéles macroscopiques de second ordre.

Actuellement, dans le cas d’une section courante unidirectionnelle, le lien entre le schéma
macroscopique et 'approximation microscopique est relativement bien établi grice aux solutions de
discrétisation. Nous pouvons ainsi citer I'exemple des schémas numériques du type de celui
proposé par Godunov dans [Godunov, 1959]. En revanche, peu de travaux ont pu expliciter le
passage général de la modélisation microscopique au modele macroscopique. Les travaux de
[Bando, 1995] ou encore [Aw et al.,, 2002] par exemple établissent un modele macroscopique a
partir de modeles microscopiques. Cependant, cela n’offre qu’une réponse partielle au probleme

puisque le passage ne reste valable que pour les modeéles considérés.
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1.2.1 Notations

Nous commengons par une rapide présentation des notations utilisées par la suite. Notons tout
d’abord le temps par la variable t > 0.

Dans le cas des modeles microscopiques, nous utiliserons les notations suivantes :
e La position du véhicule i au temps t, notée X; (1) ;
e Lavitesse instantanée du véhicule i au temps t, notée V; (t) = X (t) ;
e L’accélération du véhicule i au temps t, notéed(t) =X (t). Nous noterons
b (t) = X (1), b.(t) < 01la décélération du véhicule i au temps t ;
e Lalongueur du véhicule i notée L.

e D’interdistance entre le véhicule i et son véhicule kader (i-1) au temps t, notée
S (D) =%, () =X (1) ;
e La vitesse relative du véhicule i par rapport a son véhicule /ader (i-1) au temps t, notée
S0 =%, (O =X (1) ;
Ces notations sont reprises sur l'illustration ci-dessous.
U éhicnle (Z) ........... ; Véhicnle (Z._U

Véhicute (-2)

—>

Y ..

X () i
X, ()

L,

A
\ 4

Si(t)

Figure 1.1 : Notations microscopiques
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Dans le cas des modeéles macroscopiques, nous introduisons les variables qui suivent :
e Le nombre de véhicules noté N(X, 1) ;
e Le débit noté classiquement Q(X,1) correspondant au nombre de véhicules s’écoulant a
un point d’abscisse x et au temps t par unité de temps ;
N(X, t >t+dt)
Q(x.t) =
dt

N(X, t —t+dt) ——>
X

Figure 1.2 : Illustration de la notion de débit

e La concentration (appelée également densité spatiale instantanée) notée K(X,1)

correspondant au nombre de véhicules par unité de longueur se trouvant sur une

section voisine du point d’abscisse x, au temps t ;
N(X —> x+dx, t)

K(x,t)=
(x,1) ™
X X+ AX
AX

N(X — x+dx, t)
Figure 1.3 : Ulustration de la notion de concentration

e Lavitesse de flot, notée V (X,1) correspondant a la vitesse moyenne spatiale des

véhicules situés dans la section [X ; X— AX] au temps t. Cette vitesse de flot est donnée

par le rapport entre le débit instantané et la concentration.

- 353
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X X+ AX

A
\4

AX = AtxV (X, 1)

Figure 1.4 : Llustration de la notion de vitesse de flot

En outre, il est possible de montrer que la vitesse de flot est égale a la vitesse moyenne spatiale

des vitesses individuelles.

La vitesse moyenne spatiale est définie par :

V_(X = X+ AX, t):lZvi
n

i=1

X X+ AX
| |
1 1
: —_— —
: Vi Vifl :
| |
d LI

AX

Figure 1.5 : Llustration de la notion de vitesse moyenne spatiale
La vitesse moyenne temporelle est quant a elle définie par :

\7T(x,t—>t+At)=lzvi
n

i=1

Figure 1.6 : Llustration de la notion de vitesse moyenne temporelle
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1.2.2 Modg¢les microscopiques

Classiquement, les modeles microscopiques ont pour principale vocation de pouvoir décrire les
comportements individuels des usagers pour deux situations de conduite :

e Le comportement en poutsuite, correspondant au comportement d’un conducteur en
réponse aux actions du véhicule qui le précede ;
e Le comportement de changement de voie au sens large. Cela comprend les manceuvres

de dépassement en section courante tout comme les manceuvres d’insertion.

Par la suite, nous nous intéressons essentiellement aux modeles dits de poursuite car nous nous
limiterons dans notre étude a un travail sur une section ou nous ne considérerons pas de
phénomeénes de dépassement ou d’insertion. De plus, notons que la littérature ne propose encore
que peu de travaux sur le sujet des changements de voie. Citons tout de méme [Ahmed et al., 1996],
[Hidas, 2002], [Laval et Daganzo, 2006] et [Laval et Leclercq, 2008].

Dans le cas des modeles de poursuite, il est courant de distinguer deux cas types de conduite :

e Le véhicule ne percoit pas le véhicule qui le précede du fait d’un écart intervéhiculaire
suffisamment important et dans ce cas, le conducteur circule a sa vitesse maximale
désirée. 11 s’agit du cas de conduite libre ;

e Le conducteur souhaite circuler a sa vitesse libre mais son véhicule /lader ne le lui
permet pas, le contraignant ainsi a adopter une vitesse inférieure a sa vitesse désirée.
11 s’agit alors du cas de conduite en poursuite ou le véhicule entretient de fortes
interactions avec son véhicule /feader.

Les modeles de poursuite se proposent essentiellement de reproduire le comportement de
conduite d’un véhicule lorsque sa propre vitesse est contrainte par le véhicule précédent.

1.2.2.1 Modéles a distance de sécurité

Ces modeles cherchent a décrire simplement la dynamique du seul véhicule en relation avec son
prédécesseur, de sorte a respecter une certaine distance de sécurité. Un des premiers modeles a
avoir été développé sur cette idée-la est le modele simple de Pipes [Pipes, 1953]. Ce modele
supposait la régle d’interdistance minimale suivante: «une bonne reégle pour suivre un autre
véhicule a une distance stre est de laisser au moins Iéquivalent d’une longueur de son propre

véhicule tous les dix miles par heure [soit 16,1 km/h] ». Cela nous donne la relation suivante :

V. (1)
S warisM=L.| 1+—=
|,secur|te() 1 16,1

Dans ce modeéle, la distance minimale de sécurité S (t) augmente linéairement avec la

i, sécurité

vitesse du véhicule V, (). [Forbes et al., 1958] ont proposé une approche relativement similaire.

11 est également possible de distinguer les modeles dits de collision avoidance (CA) soit
littéralement, modéles de prévention des accidents. Le premier développement d’un modele de ce
type a été effectué par Kometani et Sasaki dans [Kometani et al., 1959]. Leur travail ne cherche pas
a reproduire un caractere de poursuite entre deux véhicules du type de la réponse a un changement
dans le comportement de conduite du véhicule /eader. Le modele vise plutét a retranscrire la

trajectoire d’un véhicule en fonction d’une distance de sécurité minimale. Le développement de ce
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type de modeles s’appuie sur une utilisation des simples équations newtoniennes du mouvement. Le
modele de Kometani et Sasaki spécifie que I'interdistance minimale permettant d’éviter toute

collision est donnée par :

O =av O+ BV +T)+yVv(t+T)+5

Si, sécurité

Les coefficients a et [ représentent linverse de la capacité maximale de décélération
respectivement du véhicule /lader et du véhicule suiveur. Le coefficient y est homogene a I'inverse
d’un temps et 8 est homogene a une distance. Ce sont des parametres du modele a calibrer. Le
temps T nécessaire a la prise en compte d’'une modification de vitesse du conducteur peut étre
interprété comme un temps de réaction. Cependant, les travaux de Kometani et Sasaki ne
permettent pas de dire si ce temps a été réellement considéré comme un temps de réaction, d’ou la

simple notationT et non pas T, .

Les travaux de [Gipps, 1981] ont eu pour but de compléter cette approche initiale en

. . . s o, . . . . max
incorporant une vitesse maximale désiréeV, ainsi quun un taux de freinage maximalb™

, désirée
, o e L . . s
s’apparentant aux termes cinétiques de I'équation précédente. Ainsi, la vitesse du véhicule est

définie par la valeur minimale entre V* (t+T.) la vitesse qu’il peut réellement atteindre d’un point

. b . . . . .
de vue dynamique et V; (t+T,)la vitesse qu’il est possible d’adopter en connaissant les contraintes

de sécurité liées a la présence du véhicule kader. Cela s’exprime comme suit :

Vi(t+T,)=min (V' (t+T,), ' (t+T,))

i, désirée i, désirée

VIt+T)=Vv.(1)+2,58™T.| 1

V(t+T)=b™T

r

+ [ome2T 2 —pm 2{Si(t)—§i}—vi )T, - ©

2 max
bi -1

La quantité S, représente une interdistance minimale ; elle prend en compte la longueur du

véhicule fader ainsi quune distance minimale dans laquelle le véhicule suiveur ne pénétre jamais,
méme a larrét. La décélération maximale du véhicule /eader est estimée visuellement par le

conducteur du véhicule suivant ; elle est exprimée par birffx .

Ce type de modele semble relativement facile a calibrer. Certains auteurs ont souligné que ce
modeéle permettait d’obtenir des résultats bien souvent conformes aux observations. Il est par
ailleurs utilisé par plusieurs logiciels de simulation du marché dont SISTIM, CARSIM mais
également par AIMSUN.

L’idée que le conducteur tente de circuler a la vitesse la plus élevée possible tout en évitant la
collision avec son prédécesseur a été reprise par Krauss dans [Krauss, 1997]. Ses travaux proposent
un modele discret en temps dans lequel la vitesse est recalculée selon le processus suivant :

@i  On considere I'inéquation assurant que le véhicule (i) n’entre pas en collision lors d’'un

freinage avec son véhicule leader (i-1). Celle-ci est donnée par une relation sur les

15



distances de freinage du véhicule /leader et du véhicule suiveur, fonctions des vitesses de
chacun d’eux ;
(i)  Lavitesse permettant d’éviter la collision, appelée « vitesse stre » est prise égale a la

solution cette inéquation. Krauss assure alors que :

VL)
V. (t) e B A
_ SO-v,OT, I 2 )
Vi, sécurité (t) =V (t) + \7I (t) avec B b._ (t) b (t) .Le prodmt
= +T, bi (t)=- 1 i
b;(t) 2

V, | (1).T est considéré comme étant l'interdistance désirée et B, (t) est la décélération du

véhicule, supposée identique pour 'ensemble des véhicules ;
(i)  La vitesse désirée est alors prise égale a :

V, =min (v, (t)+a(t).At , v

i, désirée ou g, (t) est Paccélération du

i, sécurité > Vmax)
véhicule etV la vitesse maximale réglementaire ;
(iv)  Lavitesse est alors mise 4 jour, en considérant que V;(t +At) = max (0 » Vissirée — 77)

ou 77 représente une perturbation aléatoire introduite pour représenter les cas déviants

d’une conduite optimale. Et ainsi, la position du véhicule est donnée par

X(t+At) = x(t)+V, (t+At).At.

1.2.2.2 Modeles de type réponse a un stimulus
Le principe de ces modeles peut étre illustré par une relation linéaire de la forme suivante :
réeponse(t +T, ) = sensibilité x stimulus(t)
Ce type de modeles suppose I'existence d’une relation linéaire entre la vitesse ou 'accélération
du véhicule a Iinstant t (auquel s’ajoute parfois un temps de réaction T, non nul) et le différentiel de

vitesse du véhicule et de son véhicule kader 2 'instant t, selon un coefficient de sensibilité. Ainsi, un

véhicule réagit en réponse a un stimulus symbolisé par une modification de sa vitesse relative.

Un des modeles pionniers est le modele linéaire de Chandler, Herman et Montroll [Chandler
et al., 1958] dont voici expression :

%,(t+T,) = a0k, ()~ % ()

Ce modele présente I'expression de I'accélération du véhicule suiveur (i+1) en fonction de la
sensibilité (homogene a I'inverse d’un temps) du conducteur au différentiel de vitesse entre les deux

véhicules et d’'un temps de réaction. De méme, les travaux entrepris considérent un temps de

. 1 , , , . ,
relaxation 7 = —. Ce temps de relaxation a différencier d’un temps de réaction, traduit un temps
o

caractéristique du systéme nécessaire pour retourner a ’équilibre.
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Le modéle de Gazis, Herman et Rothery [Gazis et al, 1961], également connu sous la
dénomination de modele General Motors (GM), propose une expression généralisée pour le

coefficient de sensibilité & . Le modeéle de poursuite ainsi proposé est non linéaire :

i _ Xim(t+Tr) y Y
KT = Ao Sy G ®O=%)

Ce modele permet de prendre en compte linterdistance entre les deux véhicules.

Les coefficients {3, 1 et m sont des parametres du modele. 1l est possible de retrouver le modele
linéaire de Chandler ef a/ii dans le cas ouM=1=0. Le coefficient de sensibilité est homogene au

produit d’une longueur 2 la puissance (I —m) par un temps a la puissance (M—1).

De nombreuses études ont été menées afin de déterminer la combinaison « optimale » du couple
de paramétres(I;m) parmi lesquelles [Gazis et al, 1961], [May et Keller, 1967], [Heyes et
Ashworth, 1972], [Ceder et May, 1976]. Ces études ont été trés nombreuses durant les quinze
années qui ont suivi la publication du modele GRH ; peu de chercheurs ont persévéré ensuite dans
cette voie. Le lecteur pourra se référer a [Brackstone et McDonald, 1999] pour plus de détails.

Valeur de m Valeur de 1
Gazis et al. (1961) me[0;2] | €[1;2]
Edie (1963) m=1 =2
May and Keller (1967) m=0,8 1=2,8
Heyes and Ashworth (1972) m=-0,8 1=1,2
Ceder and May (1976) m=0,6 =24

Tablean 1 : Proposition de valenrs ponr les parametres (m, 1) du modéle GHR

Citons également I'existence du mode¢le linéaire d’Helly [Helly, 1961]. Cette approche se base sur
différents indices pour I’élaboration par le conducteur de la consigne d’accélération a appliquer a

son propre véhicule.
% (t+T,)=C,.(%_, ()= % 1) +C,.[ (X, (O —x1)-S,t+T,) ]
S,t+T,)=a+BX{)+yX 1)
Ou S, (t+T,) représente linterdistance désirée. Egalement,C,,C, ainsi quex , f et J sont des
paramétres du modeéle. Nous retrouvons le modéle de Chandler dans le cas ouC, =0.

Ce modele est utilisé par les logiciels de simulation DYNASIM et également par SITRA.
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1.2.2.3 Modéles a vitesse optimale

Un des premiers modeles s’appuyant sur une analyse des trajectoires des véhicules est le modele
de Newell [Newell, 1961]. Sa formulation est donnée par :

X (E+T,) =V, (%, (O =% ()

La fonctionV, représente la vitesse optimale, correspondant 2 la vitesse jugée satisfaisante par le

conducteur. Le temps At ne correspond plus a un temps de réaction du conducteur mais au temps

nécessaire au changement de vitesse du véhicule.

Au milieu des années 90, Bando a introduit la notion de vitesse désirée, choisie comme étant
une fonction de linterdistance [Bando et al., 1995]. Cela a ouvert la voie au développement de
modeles exploitant cette idée et baptisés « gptimal velocity models » (OVM). L’accélération du véhicule
est donnée par la relation suivante :

%(t+T,) = [ Vo (X (0 =% 1) =% () ]
Avee V) (X, (1) =X, (1)) = %.[tanh(xil ()= % (t) =S, )+ tanh(S,)]

La foncrjonVO est la fonction dite de vitesse optimale. Le coefficient Sc est un parametre de la

vitesse optimale a calibrer. Il correspond a une interdistance caractéristique du comportement de
poursuite.

Vitesse optimale
V0 (SI (t)) i

v oL

max

Interdistance

S " Si ()

Fonction de vitesse optimale de Bando

Figure 1.7 : Modéle de poursuite a vitesse optimale de Bando

Remarquons que le modeéle de Bando peut étre percu comme étant un modele issu du
développement limité au premier ordre du modele de Newell précédent.
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1.2.2.4 Modele de conductenr intelligent

Ce modele Intelligent Driver Model (IDM) a été développé par M. Treiber dans [Treiber et
al., 2000]. Ce modele privilégie une définition de 'accélération mais n’intégre pas de temps de
retard. Il s’appuie sur Pexpression suivante :

s ~ 2
X (1) S

AO=all- %, O-%(1)

0uS=S, + X (DT +%(1). w ,

Jab

O est un parametre du modéle dont la valeur est généralement prise égale a 4. aetbh sont
respectivement laccélération et la décélération maximales admissibles. Vet S, représentent

respectivement la vitesse libre désirée et linterdistance minimale admissible. Le parameétre T

représente 'espacement temporel désiré entre un véhicule et le véhicule le précédant.

1.2.2.5 Modeles d’antomates cellulaires

Ces modeles microscopiques représentent 'écoulement du flot sous la forme d’une dynamique
simple : I’évolution de cellules échangeant entre elles de I'information sous forme de véhicules. Un

modele d’automates cellulaires nécessite que les axes de I'espace et du temps soient discrétisés.

Bien que le premier modeéle d’automate cellulaire appliqué au cas du trafic routier soit le modéle
de [Cremer et Ludwig, 1986], le modele le plus connu est celui de [Nagel et Schreckenberg, 1992].
Dans ce modele, la vitesse des véhicules est considérée comme étant un nombre entier compris

entre 0 etV . La voie de circulation est représentée a chaque instant par un certain nombre de

sections ; une section est soit libre, soit occupée par un et un seul véhicule. L’état des cellules est
actualisé chaque pas de temps, en suivant des régles faisant intervenir les caractéristiques des plus
proches voisines. Une étape d’aléa est incorporée au processus. Celle-ci permet de prendre en
compte les différents comportements des conducteurs et permet aussi I'apparition spontanée de la

congestion, classiquement observée i situ.

Drapres [Farhi, 2008], un autre modéle classique d’automates cellulaires est le modele de Biham-
Middleton-Levine (BML) proposé dans [Biham et al., 1992]. Dans ce modele, les véhicules se
déplacent dans une ville a deux dimensions. Les véhicules considérés sont de deux types a savoir les
«bleus » et les « rouges ». Les véhicules rouges se déplacent horizontalement de la gauche vers la
droite tandis que les véhicules bleus se déplacement verticalement, de bas en haut. Nous prenons
une certaine densité initiale de véhicules sur le réseau. La dynamique des véhicules est relativement
simple : a chaque instant, les véhicules rouges essaient d’avancer tout en se dirigeant vers la droite
puis les véhicules bleus essaient a leur tour d’avancer vers le haut. Un véhicule rouge
(respectivement bleu) ne peut avancer que si la place immédiatement a droite (respectivement en
haut) est libre. Les simulations numériques de ce modeéle montrent Iexistence d’une densité critique
en dessous de laquelle les véhicules circulent librement et au dessus de laquelle un blocage complet

du systeme se produit. Ces régimes s’établissent aprés un régime transitoire de longueur fini.




1.2.2.6 Autres modeles

11 existe un ensemble d’autres modeles microscopiques. Certains ouvrages comme [Brakstone et
McDonald, 1999], [Helbing, 2001] ou encore [Hoogendoorn et al., 2001] proposent des
développements de ces modeles originaux.

Soulignons toutefois I'existence de modeles dits psychophysiques qui se basent sur les aspects
psychophysiques du comportement de conduite. Les principaux modéles de ce type sont le modele
présenté dans [Leutzbach, 1986] ainsi que le modele de Wiedemann, [Wiedemann, 1974] et
[Wiedemann, 1992]. Ce dernier modéle représente un processus de psycho-écart entre un véhicule
et son véhicule /ader, en fonction de sa vitesse relative. Le modele de Wiedemann est a l'origine de
nombreux logiciels de simulation microscopique comme VISSIM ; il est aujourd’hui également tres
utilisé dans le développement de la modélisation des flux piétons.

A Interdistance S;(t)

Conduite fbre,

Seuil de percepiion o
-7 pas de réaction

Réaction réflace

Freinage

Colltsion

>

Vitesse relative S;(t)
Illustration du modele de Wiedemann

Figure 1.8 : Exemple de modéle de poursuite psycho-physique

1.2.2.7 Limites des modéles microscopigues

Classiquement, les critiques concernant les modeéles de poursuite portent essentiellement sur les
hypotheses simplificatrices des modeles. Ainsi, [Leclercq, 2002] souligne que :

e La plupart des modeles microscopiques considerent les conducteurs comme étant
uniformes. Notamment, une des hypotheses simplificatrices de ces modéles est de
considérer que le temps de réaction est égal entre chaque conducteur. Il n’y a donc pas
de prise en compte de la variabilité des conducteurs et donc des différences de
comportements entre chacun d’eux ;

e Certains des modeles supposent une optimisation continue de la vitesse. Pourtant, des
éléments psychologiques tendent a prouver qu'un conducteur ne va pas forcément
augmenter sa vitesse méme dans le cas ou son prédécesseur augmente la sienne,
notamment s’il souhaite accorder moins d’attention a sa tache de conduite ;
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e A contrario, le modele GHR suppose que pour un différentiel de vitesse nul,
Paccélération sera elle-aussi nulle pour toute valeur d’interdistance ; intuitivement, si un
véhicule se retrouve relativement éloigné de son véhicule /eader, méme si au temps t les
deux véhicules se trouvent a la méme vitesse, le véhicule suiveur peut tout a fait
accélérer sa progression.

e Les modeles de poursuite semblent n’étre utilisables que dans des conditions de trafic
dense. En effet, si la distance intervéhiculaire est suffisamment grande, alors il n’y a
plus d’interactions entre véhicules et chacun roule a sa vitesse libre.

1.2.3 Mod¢les macroscopiques

Les modeles macroscopiques sont issus d’une analogie hydrodynamique de Iécoulement des
véhicules. L’objet de ces modeles est de pouvoir caractériser le comportement global du trafic, a
une échelle d’étude relativement importante. Ils sont donc tout particulierement utilisés dans le
cadre de la modélisation des grands réseaux. Leurs applications courantes couvrent la simulation du
trafic en vue de la planification et de la conception des infrastructures, mais aussi la gestion
dynamique du trafic et I’évaluation de ces mesures de gestion a posterior:.

1.2.3.1 Modeles du premier ordre

Le mode¢le le plus couramment utilisé est également un des modeles pionniers en modélisation
du trafic routier. 1l s’agit du modele développé simultanément par [Lighthill et Whitham, 1955] ainsi
que [Richards, 1956], s’appuyant sur une analogie avec la dynamique des fluides. Plus
communément appelé modele LWR, ce modéle fait intervenir trois variables décrites
précédemment a savoir la vitesse, le débit et la concentration. Pour que le systéme soit totalement
déterminé, il se compose des trois équations suivantes :

e I’équation de définition de la vitesse, vue précédemment comme étant le rapport du débit
sur la concentration ;

e I’équation de conservation, provenant de la conservation du nombre de véhicules sur une
section de longueur infinitésimale et pendant un laps de temps ;

e e diagramme fondamental permettant de postuler que la vitesse de flot est obtenue en
permanence pour un état d’équilibre, celui-ci ne dépendant uniquement que de la
concentration instantanée. Il s’agit d’'une équation d’état séparant généralement une partie
fluide et une partie congestionnée.

Soit le systeme d’équations suivant :
QX 1) = K(X,1)xV(x,1)

QY | AK(xt) _
OX ot
V(X,1) =V, (K(x,1))

0
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Ce systeme d’équations peut étre condensé en une équation aux dérivées partielles hyperbolique
sous forme non conservative :

OK(X,t)
OX
OuQ,(K(x,1)) = K(X,t) xV,(K(X,t)), la forme de la fonction de vitesse a Iéquilibre V,

étant obtenue grace au diagramme fondamental.

0

%me (K(x.1)

C’est la raison pour laquelle il est commun de patler de modeles de premier ordre pour cette
famille de modeles. La résolution de cette équation permet de déterminer la valeur de concentration
et de déduire d’apres la relation d’équilibre, les valeurs de débit et de vitesse correspondantes.

Il n’existerait pas moins de 25 diagrammes fondamentaux (DF) différents dans la littérature
[Gerlough, 1975]. Nous pouvons toutefois citer le diagramme fondamental parabolique de
[Greenshields, 1933], le diagramme fondamental bi-parabolique ou encore le diagramme
fondamental triangulaire. Globalement, les diagrammes fondamentaux peuvent étre considérés en
deux classes :

e Les diagrammes fondamentaux linéaires par morceaux, se révélant étre essentiellement

obtenus pour les zones de circulation urbaines ;

e Les diagrammes fondamentaux quadratiques par morceaux.

Les diagrammes fondamentaux doivent répondre a certaines observations expérimentales

fondamentales :

e Lorsque le nombre de véhicules est suffisamment faible sur la section considérée, ces
véhicules n’interagissent pas et chacun peut circuler a la vitesse désirée, appelée vitesse libre
(prise généralement égale a la vitesse maximale moyenne) ;

e En augmentant le nombre de véhicules dans la section, les interactions deviennent plus
importantes et les vitesses pratiquées diminuent. La vitesse de flot est donc une fonction
décroissante de la concentration ;

e Dans le cas extréme ou la section est saturée et donc la concentration est maximale, la

vitesse et le débit sont nuls.

A noter que ces observations conduisent la plupart du temps a considérer un DF décomposé en
deux parties distinctes, a savoir le régime libre et le régime congestionné. Cependant, certains
auteurs comme Boris S. KERNER [Kerner, 1998] ont mis en avant une théorie basée sur une
description en trois phases : en sus de la phase de trafic fluide, se trouvent une phase de trafic
synchronisé et une phase congestionnée.

Les diagrammes fondamentaux en débit peuvent étre présentés par la formule généralisée
suivante |Gerlough, 1975], [Mammar, 2000] :
1P

K
K)=KV_,|1-| —
QK) =KV, | 1= 2

max
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D’ot le systeme d’équation devient :

Q(x,t) = K(x,t)xV (x,t)

0Q(x,1) N OK(X,t) 0
X ot

p

K

max

Vx,t)=V__|1- (wj

Voici quelques formes proposées dans la littérature pour le diagramme fondamental :

Auteurs Diagramme fondamental

[Chandler, 1958] Q.(K)=Q,. {1 _ LLJJ

KmaX
Qe ( K) = K'Vcritique In LLJ
[Greenberg, 1959] K
Vcriti que €57 1ne vitesse optimale non directement observable
. K
[Greenshields, 1935] Q.(K)= K.Vmax.\\l —LK—JJ
. K
[Edle, 1960] Qe(K) = K.\/max.eXpL—LK—JJ
i kY
May [1990] Qe(K)ZK.VmaX.eXp ——
a Kcritique

Tablean 2 : Formes de relation fondamentale pour les modeles macroscopigues du premier ordre

11 existe deux types de résolution pour les modeéles de premier ordre :

e  Une résolution analytique qui fait intervenir la notion de caractéristiques, c’est-a-dire des
lieux ou dans le diagramme espace-temps, la concentration est constante. Cela donne lieu au
calcul d’ondes de choc et d’ondes de raréfaction. En effet, tout ce passe comme si
I'information se propage : il existe deux cas de figures a savoir, si 'information garde sa
forme, nous parlons d’onde de choc ou si elle s” « affaiblit », nous parlons alors d’onde de
raréfaction.
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En utilisant la théorie variationnelle (la démonstration est disponible en annexe A), il est
possible de montrer que le modele LWR est égal a la solution de I'équation de Hamilton-Jacobi

suivante :
o,N=Q,(-o,N)

L’idée est alors d’utiliser les courbes de débits cumulés N(x, t) ou la solution de LWR se trouve
étre Penveloppe inférieure des valeurs multiples de N(x,t). Le travail s’effectue désormais en
coordonnées Lagrangiennes, c'est-a-dire dans un repére (N, t) et non plus (X, t) comme dans le cas

Eulérien. Le repere Lagrangien est désormais « solidaire » des particules en mouvement.

e Une résolution numérique faisant intervenir une discrétisation a 'aide d’un schéma
numérique aux différences finies. Classiquement, le schéma de [Godunov, 1959] est utilisé.
11 est cependant important de noter qu’une telle discrétisation introduit généralement une

forte viscosité numérique.

Les modeles type LWR sont couramment usités. Ils sont notamment appréciés pour leur
robustesse, leur simplicité d’utilisation mais aussi par P'existence de solutions analytiques pour des
cas simples. De plus, de nombreuses extensions en ont été déduites afin de pouvoir permettre la
prise en compte de la variabilité des usagers dans leurs comportements mais pour introduire aussi la
variabilité des véhicules.

Malgré tout, le modele LWR présente certains inconvénients. Le principal est le fait qu’il
considere le trafic dans un état d’équilibre a chaque instant. Les phases transitoires ne sont de ce fait
pas prises en compte car le modele considere que le trafic passe d’un état d’équilibre a un autre état
d’équilibre instantanément. De plus, il est possible de souligner que la vitesse n’est pas utilisée
comme variable fondamentale.

1.2.3.2 Modéles du second ordre

Les modeles de second ordre permettent de prendre en compte les états de non équilibre ainsi
que les situations de convergence vers un état d’équilibre. L’équation d’équilibre utilisée dans le
cadre des modeéles de premier ordre est ainsi remplacée par une équation dynamique exprimant

Paccélération du flux. L’accélération est composée d’un terme de relaxation vers la vitesse

d’équilibre V, (K ainsi quun terme physique de comportement individuel.

Les premiers travaux dans cette direction ont été proposés par Payne dans [Payne, 1971].
D’autres modeéles ont ensuite été introduits afin de pouvoir corriger les principales failles du modele
de Payne, dont le caractere isotropique du modele. Il existe certaines lacunes sur les modeles
d’ordre supérieur (c'est-a-dire les modeles faisant intervenir plus de deux équations) comme
souligné dans larticle [Daganzo, 1995] ou lauteur met en évidence lexistence de solutions
négatives lorsque 'on considere un probléme de Riemann, avec un profil en densité comme suit :
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Densité A
Position

y

Dynamique d’un profil de densité mise en avant par [Daganzo, 1995]

Figure 1.9 : Profil de densité utilisé par [Daganzo, 1995]

Cela signifierait par exemple que les derniers véhicules situés en queue d’un peloton a larrét a
un feu tricolore reculeraient ! Cela est di a I'isotropie de la formule utilisée pour le modele.
Ce probleme a ensuite été corrigé dans les modéles proposés par [Aw et Rascle, 2000] ainsi que

[Zhang, 2002]. 11 est possible de dégager un formalisme commun des modéles de second ordre :

oK oKV
—4+===0

ot OX

oV oV 1 1 oK
4V —=—(V,(K)-V)-—C*(K)=—
- 6X’[(Ve())K()aX

Ou C correspond a la célérité caractéristique du trafic. Différentes expressions de cette célérité

ont été proposées :

Expression de C

Auteur(s)
[Payne, 1971] C(K)= w
T

C(K)=-K.P'(K)avec P(K) =a.K”
C(K) =KV, '(K)

[Aw et Rascle, 2000]

[Zhang, 2002]

[Jiang et al., 2002] | C(K)=—C,avecC,vitesse de propagation des perturbations

Tablean 3 : Différentes expressions pour la célérité caractéristique intervenant dans les modeles macroscopiques de second ordre

De méme 1 désigne un temps de réaction. Il est alors classique de prendre un temps de réaction
jugé identique pour chaque conducteur afin de pouvoir en donner une définition au sens

macroscopique de I’écoulement du trafic.
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Nous pouvons reconnaitre les « réles » de chacun des termes dans 'expression de I'accélération
particulaire, a savoir :

oV ov 1 1 oK

v =2 (L(K)-V)——CHK)=—
p 5 T(Ve( )=V) K ( )5
accélération relaxation anticipation

1
Le terme de relaxation —(V,(K)—V ) permet en outre d’expliquer la dispersion des points de
T

mesure autour du diagramme fondamental.

Sous forme non conservative, le systeme s’écrit grace a ’équation de Hamilton-Jacobi suivante :

0

QU —I—A(U)QU =1
at x| Lva0-v)
T
K \ K
Avec U :[V J et AU) = CZ}EK) v

11 est intéressant de retenir que 'information se propage dans le modéle a la vitesse des valeurs

propres de la matrice A (U). Ces deux valeurs propres valent ﬂ'je{l;z} =V £C(K).

1.2.3.3 Modele cellulaire

Nous nous arrétons sur le modele cellulaire proposé par [Daganzo, 1993]. Ce modéle reprend
I'idée de « cell transmission » (CT) des modeles a automates cellulaires. Pourtant, ce modele est basé
sur une loi macroscopique de type Lighthill-Whitham-Richards (LWR). Le modele proposé par
Daganzo s’appuie sur un diagramme fondamental linéaire par morceaux, de formulation :

Q(K(x,t))=min (V. K1) , Qu » WK, —K(X,1)}) pour 0<K(x,t) <K

Soit le diagramme fondamental suivant :

Débit Q(X,1)

Concentration

> K(xt)

K

max

Diagramme fondamental du modele « ce// transmission »
Figure 1.10 : Diagramme fondamental — [Daganzo, 1993)
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Le réseau est divisé en cellules de longueur égale a la distance parcourue par un véhicule a la
vitesse maximale (soit en condition fluide de trafic). Chaque cellule i contient au temps t, N;(t)

véhicules. Le nombre maximal de véhicules pouvant étre contenus par la cellule i est donné par

N, (t).

Yi() | Cellle (i) Vi (D)
Temps t Cellule (i — 1) > n.(t) ”| Cellule (i +1)
Temps t+1 Cellule (i)
n(t+1)

Organisation des cellules du « ce// transmission »

Figure 1.11 : Principe du « cell transmission » — [Daganzo, 1993]

La loi de transmission est alors donnée sous la forme d’une suite récursive sur les cellules par :
n; (t+D= n, )+ Yi t- Yin 9]
Ou Y, () représente le flux entrant dans la cellule i au temps i, donné par :

w

y,(t) =minLni_l ©.Q0.

[Ni<t)—ni(t)]J

Ce modele a été aussi bien testé dans le cas d’une portion d’autoroute que dans le cas d’un
réseau a plus grande échelle, avec diverses intersections.

1.2.3.4 Modeles cinétigues

Ces modeles ont été introduits afin de prendre en compte le caractere stochastique du trafic et
des flux. Ils sont basés sur une analogie avec les méthodes utilisées pour la théorie cinétique des gaz
de Boltzmann.

Le premier modele de ce type a été développé par Prigogine et Herman, dans [Prigogine et
Herman, 1971]. 1l s’agit d’un modele macroscopique qui se veut étre plus précis que le modele

LWR décrit précédemment. Ce modéle s’appuie sur une distribution des vitesses f(X,V,t). La
quantité T (X,V,t).dx.du décrit alors la quantité de véhicules contenus entre les positions X et

X+0X au tempst. Le modéle donne ainsi ’évolution de la densité des particules K(X,t) comme

une fonction du temps t, de la position d’une particule x et de sa vitesse v.
K(x,t).dx = J‘OM f(x,u,t).dx.du
La vitesse se définit comme le rapport du débit sur la concentration, soit :
J.(:w f(x,u,t).u.du
.[:O f(x,u,t).du

V=
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Le modele s’appuie sur une équation d’évolution de conservation pour f qui est du méme type
quune équation de Boltzmann. Le flux est modélisé en combinant un flux libre, un terme de
décélération ainsi qu’un terme de relaxation :

o0, f+vo,f=S5,(f)+R.(f)
—_— ——
accélération  relaxation
Le terme d’accélération S (f)est notamment donné par lintégration d’une loi de poursuite

basé sur I'idée que si un véhicule rattrape le véhicule le précédant directement, il aune probabilité P

de le dépasser si sa vitesse est supérieure :
Vﬂ"laX [ [ ]
S (H=(1- P(K)).jo (v'=v).f (v').dv

Ou Vmax est la vitesse maximale.

Ce terme d’accélération dépend logiquement de la probabilité de dépassement P qui est souvent

supposée dépendre linéairement de K :

K
P(K) =1-+—

max
Ou K max €St la densité maximale de véhicules dans I’état de congestion.
Le terme de relaxation R, () est donné par :

f—f,
T(K)

RK(f)=_

Ou f,est la distribution de la vitesse désirée, supposée de la forme :
f,(X,v,t) = K(X,1).F, (V)
Avec F;(V) une fonction indépendante de t et ot T est le temps de relaxation dépendant de K :

K
Kmax - K

Ce genre de modele plus couteux en termes de temps de calcul par comparaison au modele

T(K)=

LWR, est généralement peu utilisé. De nombreuses critiques ont été formulées du fait de la
difficulté¢ de déterminer des solutions analytiques ou encore de le calibrer et de le valider. Ces
critiques sont par exemple présentées dans [Nelson, 2008].

D’autres modeles cinétiques ont été développés par la suite dans le but d’améliorer le modele de
Prigogine et Herman. Il est possible de citer les travaux de [Helbing, 2001] ou encore de
[Hoogendoorn et Bovy, 2001]. Ces travaux se sont ainsi proposer d’inclure les effets des
changements de voies ou encore les hétérogénéités des véhicules.

Dans le cadre de ce travail de MASTER, relevons toutefois que les modeles cinétiques
proposent un cadre formel trés intéressant pour le passage du microscopique vers les équations
macroscopiques du trafic. Le lecteur est par exemple renvoyé a [Billot et al., 2010].
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1.3 Syntheése

Tout d’abord, rappelons que chaque modele a ses propres limites de représentation. En effet,
nous avons pu voir rapidement que chaque type de modéle a un domaine d’utilisation bien
particulier et il est tres difficile de pouvoir appliquer un modéle sur un domaine différent. Souvent
les résultats en sont décevants car le modeéle est inadapté. Pour illustrer ces propos, imaginons
qu’une personne souhaite décrire finement I’écoulement du trafic en un point particulier du réseau.
Son étude porte sur une section de 'ordre de quelques dizaines de metres et dure pendant quelques
minutes. Il semble tout a fait inadapté d’utiliser ici un modele macroscopique pout plusieurs
raisons : tout d’abord, il sera tres difficile de pouvoir juger de la pertinence d’indicateurs
macroscopiques comme la concentration (respectivement le débit) étant donné la longueur de la
section concernée (respectivement la période d’agrégation). D’autre part, la variabilité des
comportements individuels ne pourra pas étre correctement retranscrite du fait du faible nombre de
véhicules qui seront considérés.

Le travail de Bourrel [Bourrel, 2003] souligne I'importance des problemes d’échelle dans un
domaine comme la modélisation du trafic routier. En effet, avant de pouvoir réaliser une
quelconque étude portant sur le trafic routier, il est nécessaire de préciser les échelles spatiale et
temporelle de cette étude. Cela traduit en outre la volonté de I'expérimentateur d’observer plus ou
moins finement le réseau. Ce choix se fait parfois en fonction des moyens (données de mesure
préexistantes, moyens matériels de mesure...) dont dispose I'observateur mais principalement les
échelles s’adaptent selon les objectifs qui sont poursuivis.

Dans la partie qui suit, nous nous intéressons a montrer qu’il existe un lien mathématique
rigoureux entre les modeles microscopiques et les modeéles macroscopiques du premier ordre.
Tandis qu’il est classique de travailler avec la formulation hyperbolique des systémes de lois de
conservation en trafic, notre propos est ici d’utiliser ces équations sous leur forme dite d’Hamilton-
Jacobi. Cette technique nous permet ensuite d’introduire des concepts forts utiles comme les
solutions de viscosité pour les équations d’Hamilton-Jacobi. Les solutions de viscosité forment des
outils rendant possible en outre la démonstration de l'unicité de la solution et elles nous permettent
également d’exhiber une estimation d’erreur, ce qui est non trivial a comparer a 'approche classique
hyperbolique. Comme cela a été précédemment évoqué, cette partie a été exclusivement rédigée en

anglais.
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2 MATHEMATICAL PASSAGE FOR FIRST ORDER MODEL

2.1 Preliminaries

This part proposes a mathematical development with the goal to allow an asymptotic passage
between the traffic microscopic models and the macroscopic ones. Just before to start, it is
necessary to describe some differences with all above.

2.1.1 Notations

We would like to highlight that the notation of the vehicles index is now reversed. Until that
point, we have considered an axis from which the vehicle indexed “1” is preceded by the vehicle
indexed “i-1”. It is that order which is reversed, that is to say that the axis is now increasing.

The new notations are presented on the scheme just right down:

—>

n
I >

Veehicle (i-1) Vebicle (i) Vebicle (i+1) Vehicle (i+2)

Figure 2.1 : Vebicles order axis

This switch in the vehicles numbering sense could be the occasion for some discussions.
Indeed, the sense adopted until that point is right from the traffic physics. At a given spatial point,
the vehicles which succeed will be numbered in an increasing way. But in our study, we focus on a
pseudo continuum of vehicles which is observed form a macroscopic point of view. It is like an
observer steps back or zooms out for a successive time sets. In that way, regarding from the left to
the right, the order switch finds its justification. In a mathematical way, it is then easier to work
with such an axis because of the positive signs.

2.1.2 Considered microscopic models

In order to focus our study, we sought to propose a new classification of following microscopic
models. This classification is based on the general form of mathematical expressions of these
models. We have indeed noticed that the presented models put forward a law using either speed or
acceleration as a function depending on other variables like the headway, the relative speed, the
instantaneous speed of the leader and the one of the follower.
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Thus, we have extracted three models classes, completed with a forth category which is more or
less a particular case of the second one, for make easier its study. The justification of such a
classification by classes is proposed in annex of this work. The categories are presented in the table

just right down:

Code General expression Authot(s)

. Pipes, 1953 ;
(1) Xi (t) = F (Xi+1 (t) - Xi (t)) Folt)'bes 1958

Kometani et al., 1959 ;

o) (1) = F (X, (1) X (1), %, (1), %,,(D) Gipps, 1981 ;
Krauss, 1997.

Chandler et al., 1958 ;

) % (1) = F (X, () —x (D), % (1)) Gazis et al., 1961 ;
Newell, 1961.
Helly, 1961 ;
3) X () = F (X, (0) =% (), %, (1) =% (1), % (), %, (), X (1)) | Bando etal, 1995;
Treiber et al., 2000.

Tablean 4 : Studied microscopic models classes

We could remark that the simplest model has been developed in the mid of 50s that is to say at
the beginning of traffic engineering. The models proposed later integrate some new variables,

making more complex the general form of these models.

Model (3) seems not to be realistic: to obtain it, we have considerate Taylor expansions

according to time delay.

In our study, we have been limited by time, as a matter of fact that we only focus on the first
order model. We try to entirely describe and analyzed it. Then, we have tried to incorporate a non-
zero time delay in such a model. The aim of this part was to justify (or not) the assumption of the
Taylor expands made previously for the models classification. We finish by presenting some
preliminary results about second order models which will be developed later.

2.1.3 Hypothesis

Let's consider the first microscopic model equation previously referenced as (1), given by the

following ordinary differential equation:
dx; ,
35 & =K =F (X ()=%(s))

With i € Z. The variable X, (S) and the function F are respectfully the location and speed of i"

vehicle at a given time S > 0.
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More generally, we make the following assumptions:
(A1) Regularity
F is continuous

F is Lipschitz in S;(s) = x;,1(s) — x;(s)

(A2) Monotony

F is non — decreasing in S;(s) = x;41(s) — x;(s)

Moreover, we will simply assume that the initial data satisfies the assumption

(A3) Initial condition

1
X, satisfies 0 < X < (Xo)y < Ko with Ky =1
0

And Xy : R — R is Lipschitz.
The initial vehicles density is thus bounded. The gradient is invariant according to space and
time shifts.

(A4) Regularity
VieZ  x €CY([0,+))

Vi € Z, x; is Lipschitz continuous in t € [0,+)

2.1.4 Conservation of initial vehicles order

Lemma 2.1 (Formal comparison principle)

On a single lane road, the vehicles keep ordered according to their initial order, that is to say
there is no overtaking maneuver.

If
x;+1(0) = x;(0), VieEZ
Then
X1 () = x;(0), Vi EZ, vt>0
Proof (Formal)

Let's consider for any i € Z and t > 0, S;(t) = x;41(t) — x;(t) and min; S;(t) = m(t). Let's
suppose that M(t) is reached forl =1,. Then
m't) =S, (1) =%, O % O=FE;,)-F()
Under the assumption (A2) that F is a non-decreasing function, we obtained thatm'(t) > 0. So

m(t)=m(0)=>0

Remark 2.2: The function F represents the speed of the considered vehicle. It is not surprising

to choose the speed as a non-decreasing function of the headway distance. However, many recent
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studies have showed that there exists a cycle of hysteresis. In the case of first order model, the main

causes of hysteresis lap, for example time delay and leader vehicle speed, are not considered.

2.1.5 PDE for the microscopic model

Let's suppose that there exists a function X such as:
1 .
X (s)=—X*(ig,s) (1.2)
&

With & > O representing a scale factor andli the position index. The indexi € Zis a discrete

variable. In order to work with a pseudo continuum of vehicles, we define continuous variables
yeRandt e [O,T ] such asy =1l and t=¢&S. In this way, the function X “describes the

rescaled position of the vehicles.
So

% (S) zixg(ig,gs) < XAy, = g,xH (gj

Whetre LJ denotes the floor integer.

Proposition 2.3 (PDE solved by the microscopic first order model)
If X; given by (1.2) is a solution of (1.1), then X * solves formally the following equation:

X ((i+De,e8)— X* (ig,gs)j

&

oX*
ot

(y,t)= F[ (1.3)

Remark 2.4: The equation (1.3) is a first order Hamilton-Jacobi equation.

Proof of Proposition 2.3 (Formal)

We have
oX*® . 1 0X* . OX.

Xf= ig,&8)=— lg,£8) =—(S) =X (s
CT (1g,€9) P (Ig,&8) as() (s)

And
X((1+1)e,e8)— X (g, .
X1 (8) =X (s) = ( g) ( )=Xy

Thus

&

 i2,29) = F (3,(9)-X(5)) = F(

X?((i+De,e5)— X* (ie, gS)J

So
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2.2 Viscosity solution

For a more general introduction to viscosity solutions, the reader could refer to [Barles, 1994]
and above all, to the uset’s guide of [Crandall and al., 1992].

Let us mention that our result can been seen as one among many homogenization results for
Hamilton-Jacobi equations for which the literature is now huge. But homogenization could be
applied for other different models. For instance, we could mention that the homogenization
technique has been applied to the Frenkel-Kontorova model involving interactions with an infinite
number of particles. It has been studied in [Forcadel and al., 2011]. The Frenkel-Kontorova model
allows describing dislocation dynamics.

2.2.1 Definitions
Now, we introduce the definitions used along this part.
Definition 2.5 (Upper and lower semi-continuous envelopes)

For any functionX : R X [0,40) = R, upper and lower semi-continuous envelopes are
respectfully defined as:

X'y, t) = lim supX(@',t'
.0 ' tH-t) ( )

X.(y,t) = im infX(y',t'
0.0 ' tH-t) ( )

Moreover, we assume that:

X is upper semi continuous if and only if X = X"
X islower semi continuous if and only if X =X,

X iscontinuousif andonlyif X =X* =X,

Definition 2.6 (Viscosity solutions)

We say that a function X : R X [0,400) = R is a subsolution (resp. a supersolution) of (1.3)
on an open set {2 € R X [0, T) if its upper semi-continuous (resp. lower semi-continuous) function

is locally bounded and if for any (y, t) € Q and any test function ¢p € C1(R), we have:
b, t) < F(Xy)

(reSp- b, t) 2 F (Xy))

The function X* (resp. X,) is said to be a subsolution (resp. supersolution) on R X [0,T) if

X™ is a subsolution (resp. X, is a supersolution) on 2 € R X [0, T) and if moreover it satisfies:

X'(¥,0) < Xo(y) for yER

(TeSP- X*()’: 0) = XO(y) fOT yE€ R)
where the initial data X are assumed to be continuous.

A function X is said a viscosity solution of (1.3) if X* is a subsolution and X, is a supersolution.
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The first main property of this notion of solution is its stability when passing to the limit. Indeed,
we have

Proposition 2.7 (Stability of viscosity solutions)
Assume (A1) - (A2) and 0 < T < +00. Assume that (X®). is a sequence of subsolutions (resp.
supersolutions) of equation (1.3) on R X [0, T) satisfying (1.3), and let us set:
X(y,t) = lim sup* Xé(y,t) = lirrgl soup X', t)
£ -

o' tH-w.b)

resp. X(y,t) = limsinf* Xé(y,t) = lim inf X', t)
otH-.0

Then X is a subsolution (resp. X is a supersolution) of (1.3) on R X [0, T).

We skip the proof which is straightforward adaptation of the classical proof proposed in
[Barles, 1995].

The second main property is the following

Proposition 2.8 (Comparison principle)

Assume (A1) - (A2) — (A3). Assume that X and X are respectively a subsolution and a
supersolution of (1.3) on R X [0, T). Then we have X < X on R x [0, T).

We also need to localize the comparison principle:
Proposition 2.9 (Comparison principle on bounded sets)
Assume (A1) — (A2). Let us fix a point (¥, tp) € R X [0,T) and for any 7, R > 0, let us set
Qrr=o—1y0+7)X(to —R,to +R)
t A

to R T Qr,R
RI i
— >
r y

Yo
Figure 2.2 : Considered bounded set

Assume that X is a subsolution (resp. X is a supersolution) of (1.3) on the open set Qg € R X
[0,T). Then

X <X on Qg
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Where

0pQrr = ([yo =1 yo + 1] X {to —RH U ({yo — 7} X [to — R, to + R]U{y, + 1}
X [to — R, ty + R])

t A
t() F--F-—-——----- - apQr,R
K] ;
r | >
Yo Y

Figure 2.3 : Parabolic border of the bounded set

The third main property of viscosity solutions is the following:

Proposition 2.10 (Existence by Perron’s method)

Assume (Al) — (A2). Assume that X is a subsolution (tesp. X is a supersolution) of (1.3) on

R X [0, T) such that
X <X on Rx[0,T)
Let S the set of all supersolution X of (1.3) on R X [0, T) satisfying X < X. Let
Y(y,t) = inf{X(y,t) suchthat X € S}
Then Y, is a solution of (1.3) on R X [0, T) satisfying X < Y, < X.

We skip the proofs of Propositions 2.8, 2.9 and 2.10 which follow the classical method; see for
instance [Crandall and al., 1992].

Theorem 2.11 (Viscosity solution)
Assume that (A1), (A2) and (A3) are satisfied.

Let (x;);ez solution of (1.1) and the initial conditions given by:
1. .
%,(0) = £ Xo(GE)
Let us define
Xe(y,t) =€ (t)
=&Expyl=
g [t \e
(1) Let X be the unique solution of
X =F(x9)

X°(y,0) = X, (y)

Then we have
|€.x;(t/€) — X°(i€, )| < Cp.VE
Fori € Z,t € [0,T) and Cy > 0.
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(2) Let X be the unique solution of (1.3)
Then we have

X, ) = X°(y, )] < Cr.VE
Fory € R,t € [0,T) and C; > 0.

2.2.2 Uniqueness and comparison principle
Theorem 2.12 (Uniqueness)

We consider the equation defined by (1.3) completed by the initial data (xlp ) such as (A3) is

LEZ
respected, i.e. the gradient (xio )t is bounded.

If F satisfies (A0) then there exists a unique solution xio (t) of (1.1) and |xi(t) — xl-o (t)| <C.t.

Proof
Step 1: Reformulation of the problem in a Banach space
We have
% (t) = F(x341(0) — %))
Where F is a Lipschitz function such as:
3L >0: V(a,b) € R% |F(a) — F(b)| < L.|a— b|
Let
U= ((x)iez) € R
And we assume that we can find a function F such as
U=7FU)
Consider B € RZ such as:
B={UeR: (y—xP)<r7}
where (xio )ieZ are the initial data and r > 0 is the ball radius.
We have U : [0,T] = B where B is a Banach space equipped with its norm defined as:

Ul = suplx;]
i€Z

Step 2: F is Lipschitz
Then
IFU) = FWIl = sup |F;(U) = Fi(V)|
1

=sup |Fi(uip1 —w) — Fi(wipq — vyl
1
< L-Sl}p |(Uit1 — Vigr) — (U = V)
1
< 2L.sup |(U; = V)| = 2L.lU=V||
i

Note that F is also Lipschitz and its constant is such Lip(F) < 2L.
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Step 3: Contraction

We consider

U(t) = U(0) + fo t?-"(U(s))ds = (a(uw))

The function A is such as:

AUMD) - AV (D) = fot ds.(F(U(s)) - F(V(5)))

t
< [ ds.Lip@®).0© - vl
0
< T'Lip(T)'OSl:ET”U(t) -Vl
< a. sup [|[U(t) = V()|
0<t<T
We have just proved that:

sup [[A(U(®) —A(V®)]| < e sup [U®) V(@O
0<t<T 0<t<T

1
Lip(F)
then T.Lip(F) = a < 1. This condition on T implies that we have to wotk with a succession of
small time petiods such as [0, T], [T, 2T, etc...

If the tdme period T is small enough, for exampleT < with Lip(F) > 0,

Step 4: Conclusion
As A is a contracting function, according to the fixed point theorem in a Banach space, we

know that there exists a unique U € B such as U(t) = A(U(t)).

This closes the proof. ]

Theorem 2.13 (Comparison principle)
Considering (x;);ez and (¥;);ez two solutions of (1.1) such that x;(0) < y;(0), Vi € Z with

(x1)iez and (¥;)iez both satisfying assumption (A4) and Theorem 2.12. As (x;);ez and (Vi) ez ate
both Lipschitz, we can also consider that we have:

Xi(t) < xi(O) +C.t

yi(t) 2 y;(0) - C.t
With a constant € > 0 which is independent from i.

Then, under the assumptions (A1) and (A2), we have:
x(t) <y;(t), Vie€eZVtE>0

Proof (Comparison principle theorem)
Step 1: Setting

LetT > 0. We will suppose that the inequality stated in the Theorem 2.13 is false, trying to
highlighting a contradiction. Therefore, we consider that:

M = sup x;(t) —y;(t) > 0
i€Z
0<t<T
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We introduce another supremum, using a duplication of variables by penalizing. This one allows

considering that the index i and the time ¢ are not huge and their expansions are someway

bounded:

Mgy, = 5161%) x;(t) —y;(t) —a.i? — 7.t
L
0stsT
Whete ¢ > 0 andn > 0.

We assume that for @ and 7 small enough, we have:

M >M>0
an =7

Step 1.1: Proof of inequality M, > M /2
Actually, we have My, = Mg o — . T where we can assume thatn < M /4T.
We could bound M,  for certain @, recalling that
V§>0, 3(ists) EZX[0,T), M= |x;(ts) — yi,(ts)| =M —6
Thus, we have for any § > 0, the existence of (ig, t5) € Z X [0,T) such that
Mg = x;,(ts) — yig(ts) — a. (is)* = M — § — a. (i5)?

>3M <q = 1 (M 6)
Z— fora ao—(ia)z. 2

From which we find back the inequality, according to the one complied by n (n < M /4T):

My, = M
an — 2
Step 1.2:
Consider that My, is reached for i = iy and t = t,.
Then

M
Mgy = x;,(to) = ¥i, (te) — a. (ig)® — 1.ty = = >0

One can remark that t, > 0 because of the assumptions

M = sup x;(t) — y;(t) > 0 for t = 0 and x;(0) < y;(0), Vi € Z.
IEZ

Step 2: Obtaining inequalities
We now consider the following function:
@:[0,T) > R

t e x, (0 =y, () — @ (i)* = -t
As Mg is a supremum, we assume that ¢(t,) = 0, thus:

X, (te) = Vi, (te) —m =0

F (Xige1(ta) = %, (ta)) = F (¥ige1 (ta) = ¥i, (ta)) 2 1
We also have that:
May = i, (ta) = ¥i, (te) = @ (i)® = N-ta = Xir1(te) = Vigar(ta) — . (g + D = 1. Lo
Vig+1(ta) = ¥i, (te) + 2a. (ig) + @ = X;,44(t) — x;, (ta)
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Then
Lip(F). 121 + @l = F (%41 (te) = X1, (ta) ) = F (Vig1 (ta) = ¥1, (ta)) 21 > 0

Step 3: Proofof at. i, v 0

As
x;(t) <x;(0)+C.t
yi(t) 2 y;(0) - C.t
Thus
2CT = Mg, = M >0
' 2
2CT — a. (ig)? = x;, (to) — ¥i, (te) — @ (ig)?* — N.tg = %(0) — yo(0)
And
. (i4)? < 2CT = (%(0) = y5(0))
=C’
So

a.ligl <VC'.a
Step 4: Conclusion

Under the assumption a. i, = 0, we obtain a contradiction while
a—

0=n>0
SoM < 0andx;(t) < y;(t), Vi € ZVt > 0. n

Corollary 2.14 (Conservation of initial order)
Considering (x;);ez solution of (1.2) such that x;(0) < x;,1(0), with (x;);ez satisfying both
assumption (A4) and Theorem 2.12.

Then, under the assumptions (A1) and (A2), we have:

x;(t) < x;41 (1), Vi €EZVt>0
Proof
We consider x; and x;44 such as both atre solutions of (1.2) such as:

x;(0) < x;41(0), VieZ
with x; € C1(R), Vi € Z and (x;) ez Lipschitz.
And
[x;(t) — x;(0)] < C.¢, VieEZ

Applying the previous theorem for y; = X;41, the proof is direct. ]

Remark 2.15 This corollary is another faster mean to prove the conservation of vehicles initial

order; at all time, a given vehicle is positioned at a biggest abscissa than its following vehicle.
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Theorem 2.16 (Hamilton-Jacobi equation)
Considering that we satisfy the assumptions (A1), (A2) and (A3), there exists a unique solution
X© of the Hamilton-Jacobi equation given by:

X{ =F(X})

0 (1.4)
X" (y,0)=X,(y)
Proof: Hamilton-Jacobi equation

Step 1: Inequality between super and subsolutions
We assume that if X is a subsolution and X is a supersolution of (1.4), then X <X

X(y,t) <Xo(y) +C.t

In the same way, we assume that

X(,6) = Xo() = C.t

Tet T > 0.
IfM = sup X(y,t) — X(y,t) >0,
yER
0<t<T
Then
- lx —y|* |t—sl|? x2 n
M = X(x,t) —X(y,s) — _ —aZ - L ST 5
anes = Sup X(o8) =X(,8) == 25 Y7 TT—("72

0<t,s<T
Where a >0, 7 >0, e>0and § > 0.

As previously, we introduce another supremum using a duplication of variables by penalizing,.

Step 1: Inequality between super and subsolutions

M > M >0
anesd 2

for a and 1 small enough.

_yI2 o2 2
Express the penalization as p = % + % + a_g n %
Ma,n,e,a = )_((0;0) —X(0,0) — % =—C

And
Xo(x) _Xo(y) + Ct + C.S - p 2 Ma'nrgra

Letd = |x —y| and C' = 2CT + C;. We have C' = p — L.d in such a way that we obtain:

x2 |x—y[* |t—s|?

@ frmyP el

. —Ld<(’
2 2¢ 26 -
dZ
——=Ld<[(’
> d<C

Step 1.2: Viscosity inequalities
Step 1.2.1: Subsolution inequality

On one hand, we have:

x—y[* |t—s|? x2
| i +I | +a.z +—n =@(x,t)

— < . -_
X(,t) SMgpes + X(,s) + o 25 2 T—t
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The inequality is available when M 5, ¢ 5 is reached.

And thus, we obtain that @, < F(¢,) at the sup point.

n t—s X —y
<F
(T—t)2+ 5 = ( - +ax)

Step 1.2.2: Supersolution inequality

On the other hand, we have:
= lx—yl* t—s]? x2
)_((Yrs) = _Ma,n,s,(S + X(x,t) — e - 25 - a-z _m = —l/)(y,s)

And thus, we obtain that Y < F(l/)y).

t_SZF(x_y)

(=9}

Step 1.2.3: Difference

Making the difference between both supersolution and subsolution inequalities, we obtain that:

n n xX—y x—y
:ES(T_t)ZSF( +ax)—F( - )
< Lip(F).a|x|
The proof that a|x| - 0 is similar of what it was previously done for proving a. i, — 0.

Step 1.3: Conclusion
Two cases are thus possible: either £ = 0 or s = 0. Both cases are similar and we only focus on
one which is t = 0.
As
lx—yl*  lt=sl
2¢ * 26

<C

M —
0 <?< Mgpnes < X(x,0)—X(»,0)+C.s

X(x,0) = X(,0) < Xo(x) = Xo(y) < Lip(Xo). lx = y|
We know that:
Xo(x) = Xo(y) = 0(Ve +V5)
From where,
X<X
This first step is the main useful for the next demonstrations. To make the Hamilton-Jacobi

demonstration completed, there are two more steps to do. Both are well presented in [Barles, 1995]
and more particularly, the reader could refer at p.52 and following,.

Step 2: Barriers

Step 3: Existence by Perron’s method |
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2.2.3 Convergence and error estimation

Theorem 2.17 (Convergence to the viscosity solution)

Consider X© the unique solution of (1.4), checking the assumptions (A1), (A2) and (A3. If the

function X¢ is defined as

ie.

X% R X [0,40) > R

0.0 ey (3)

with (x;) ez solution of (1.1).

Then for all compact set K € R X [0, +0), X converges uniformly to X® on K when & - 0,

X = X000 (30 7530
Proof
Step 1: Obtaining barriers
Let C = ||F||s such that

lx; () —x;(0)| < C.t

We also consider

.E

m | ~+

£.X; (2) - e.xi(0)| <C.
So
|Xe(y =i, t) = XO(y = ie)| < C.t
Asie <y < (i + Deand [XO(ie) — X°(y)| < Lip(X®). €, we finally obtain that:
X2y, t) = X°(y)| < C.t + Lip(X°).¢
Step 2: Setting
Let the semi-relaxed limits defined as follows:
X(y,t) = lim sup* Xé(y,t) = lim sup X¢(y',t")
’ (y’,tg’;—?(y.t)
And
Xy, t) = lims inf* Xé(y,t) = lirgl_)%nf X', t)
OLtH-.0)
Step 3: Proof of subsolution of (1.4)
Step 3.1: Setting
As we have |X2(y, t) — X°(y)| < C.t + Lip(X?). &, we meet at the following initial condition:
X(y,0) < X°(y)
Consider a test function ¢ € Cl(]R x [0, +00)) which is defined as:

X<o¢

X = @ at (yo,ty) € R X [0,+x)

Let show that ¢; < F ((py) in (¥g, tg). In order to prove it by contradiction, we suppose that

©:(YVo,to) =0+ F ((py(yo, to)) with @ > 0.
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LetP = (y,t), Py = (Jo,tp) and the set Q,r(Py) defined as previously ie. Qpr(Py) =
(Yo =T, Yo + 1) X (to — R, to + R). Consider @(P) = @(P) + [P — Py|? such as {‘f’f — P

Py = Py
at Po.
X <@ in Qrr(Po)\{Po}
X=¢ at P,
In this way, we have My = sup X —@ =0and sup X — @ < —28 with § > 0.
Qr,R(Po) aQr,R(PO)

Step 3.2: Introduction of € > 0

Let consider

M, = sup X¢—¢
Qr,R(Po)

sup X¢—@p<-6
aQT‘,R(PO)

We want to prove that M, — My = 0.
€ -0

Step 3.3: Subsolution inequality

It is then possible to find a suite R, converging to Py such as:

X(Py) = lim sup X¢(R,)
Thus,

Me = X5(Re) = $(Re) —3 (X° = §)(Py) = 0

X—@ <M,

X - ¢ =M, at R, = (yg' ts) ¢ aQr,R(PO)

It is equivalent to write that
t ~ ~
expy () < 00,0 + M. = 00,0
el \&
() =+.00.0
G =Y
Considering that y, = €. (i + @) with a, € [0,1] and y = €.(i + @;) such that EJ =1

t
and 8—5 = T, we have:

x; (1) < %.(f)(s.i +eaget)=91)

~

&

(%@ =9 @1) for i=i; andt=—

As
%, (8) = F (1,41 (0) = x1,(0))

According to the previous inequality and to the non-decrease of function F, we have:

g <F [ 1 [
Elp = (l/)(ls + 'T) - l/)(lg,T))
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Step 3.4: Conclusion

By construction,

1
Y(i,7) = E.gﬁ(e.i +e.ag,E.T)
L it ) 4 e
=2 pleiteaset .
From which we deduce that:
N 1 N
¢t(y£v ts) <F E ((p(YS + ¢, ts) - (P(}’g; te)))

<F(py(&te)) with§ € [y, y +é]
Andas @ = @ at P,
¢ < F(py) at P,
But it is contradictory with @(Py) = 60 + F (goy(PO)) because of 6 > 0.

Step 4: Final conclusion
We show that if X is a supersolution and if X is a subsolution of equation (1.4), using the
previous comparison principle for (1.4) we obtain that X < X. The proofs of both assumptions are
available in the following paragraphs. However, we have by construction X >X.So,
X=X=X°
And finally, VX € R X [0, +0),
X2 = Xl 1m0) 7320

Theorem 2.18 (General error estimation)
If X¢ is a general solution of equation (1.4),

Then Vy € R, Vt € [0,T) we have |)?s(y, t) — Xy, t)l < Crve.

Corollary 2.19 (Particular error estimation)

If X¢ =¢. xlXJ (é) is a particular solution of equation (1.4),
&

Then Vy € R, Vt € [0,T) we have |Xé(y,t) — X°(y,t)| < Cpv/e.

Proof of Theorem 2.18
Step 0: Preliminary
Considering (1.1), we introduce x(,t) = x;(t) where we considerate a continuum of vehicles

which indices pass from { € Z toy € R. Thus,

ox
=000 = F(x(y + 1,0) = x(7,0)
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1f X¢€ which is defined as follows

X =exy )

Xewe = 0) = X (=-2]) = X509

Solves
0Xe Xe(y +t) —Xe(y, t)
t)=F
5 @D < -
Xe(y,t =0) = Xo(y)
Then
X5(v) < Xo(y) < X5(y) + & Lip(Xo)
And

Xe,t) < X§O) < X°(y,6) + &. Lip(Xo)
The aim of the proof is to show that |X£(y, t) — X°(y, t)l < Crve.
Let T > 0. Consider
M, = sup X¢(x,t) = X°(x,t) —nt >0
x€ER

0<t<T
And
Clx—yl? Je—s?2 ¥z

M
M = Xé — X0 o1 S
any.s x%;lz?na (x,t) ,s) 2y 25 a > T—1 > > >0

0<t,s<T
Where ¢ >0, 7 >0,y >0and § > 0.

Step 1: Obtaining barriers
Mn
My yys > - >0
for @ and 1 small enough.
lx-yI? | lt=s|?

2y+28

y2 n
+ «a. 5 + —r

We still express the penalization as p =
Manys = X(00) = X°(0,0) — 1. = =C
And
Xo(x)—-Xb(y)ﬁ-C.t%—C.S-—;)E:ﬂ4mnyﬁ

Letd = |x —y| and €™ = 2¢T + C®. We have CY > p —L.d in such a way that we
obtain:

n y?

lx =yl + |t —s/?

—+a. —Ld<c®
T—¢ %7 Y7o 26 =

dZ

——Ld<CW

2y

We then deduce that d = |x — y| < €@ from whete we obtain that
2 t —sl?
/4 +I al <Cc®

T—t 2 26
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Step 2: Viscosity inequalities
Step 2.1: Subsolution inequality

On one hand, we have:

Xe(x,t) <M + XO( s)+|x_y|2+|t_5|2+azz+L= (x,0)
)= HManys Vs 2y 26 2 Tr—¢ P

The inequality is available when My ¢ 5 is reached.

And thus, we obtain that ¢, < F(¢,) at the sup point.

n t—s (x—y)
<F
T-02 & ~\y

Step 2.2: Supersolution inequality

On the other hand, we have:

lx—yl? lt—sl> y2 7n
0 > £ — — — - —_—— -
X(y,8) = —Mgpys + X5(x, t) 2y 5 s T Y(,s)

And thus, we obtain that g < F (l,l)y)

t—s X —
>F<—ay+ yy)

Step 2.3: Difference

(2.13) — (2.14)
~teetir=r () (7o)

< Lip(F).aly|

The proof that a|y| = 0 is similar of what it was previously done for proving &. i, = 0.

Step 3: Distinction

If we choose to take% > Lip(F).aly|, then two cases are possible: eithert =0 ors = 0.

Both cases ate similar and we only focus on one which is t = 0.

As
x—yl* |t—s|?
lx — vl +| lsc
2y 26
M, |x —yI?
0<7<Ma,n,]/,5SXO(x)_XO(y)-l_C'S_T
. lx — y|?
SLLp(XO).lx—y|+C.|t—s|—T

<C.(Jy +V5+56)
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Step 4: Conclusion

We know that:

—~

lx—yl* lt=sl®> y2 7

M = XE(x, t) — X°(y,s) — o1
any.s = 34D (x,t) ) 2y 5 as —g
t=s
= sup X%(x,t) —X°( s)—aEZ_L
xE]]Ig ’ '’ 2 T—t
0<t<T
lx—yl*> lt—=sl> y2 g
< Xe(x, t) — X°(y,s) — - T ——
< Sup XD =X0s) = 25 Y2 TT-¢
0<t,s<T
<c'.(Jy +V¢)

From where,
x2 n ,
Xs(x,t) —Xo(y,S) < a.z _T——t+C (\/;'i'\/g)
T 2
<0 Lip(F) + C".(Jy +V0)
<T.Lip(F)+C'.y
<[C"+T.Lip(F)].y

Choosing y = /&, we find back the searched result. |

2.2.4 Transition to macroscopic variables

We take x the vehicle location for the macroscopic model, given as follows:
Definition 2.20

X=X(Y,t) (1.5)

We now consider the vehicles density noted K, defining the number of vehicles per unit length.
One can prove that the density is equal to:

K(x,t):xi (1.6)

y
Then, we can find the PDE solved by K:

Proposition 2.21 (PDE for the macroscopic first order model)

If the density K is defined as (1.6) with X the unique solution of (1.4), then K formally solves
Kt+(Q(K))X:O (1.7)

Where the function Q is such that Q(K) = K.F (%)
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Proof: formal

We assume that X (., t) is invertible and X ~1(., t) its reciprocal function, which leads to

K(x,t) = = (0,0 = 0 X7 (O
y

X, (1)
and
K (x,£) = 0,(0, X1 (., ) (%))
Let's calculate 0, X 1(., t)(x).
We differentiate x = X(y,t) = X(X~1(., t)(x), t) with respect to t, we get

X
X (DX =2t
X y
Combining (1.4), (1.6) and (1.8), we get that

1
0:X1(, () = —K(x, t)'F<K(x t))

If we note the function such Q(K) = K. F (%), then the previous result leads to

Ke(x,t) = 9, (—Q(K(x, 1))
Thus, we obtain that K; + (Q(K))x =0

Remark 2.22 This proof could be made more rigorous using viscosity solutions theory. Due to
lack of time, this work was not made in the presented work.

Remark 2.23 (1.7) is the conservative equation used in the LWR model. It desctibes the

K

conservation of cars number on a given section. It is one of the three equations used in
macroscopic models. The others are the definition of flow speed and the equilibrium equation on
the velocity. The equation on the flow speed noted is implicit here; it is hidden in the definition of

the flow Q (K) because if we note V(K) the flow speed, we have V(K) = F (l) = M
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2.3 Delayed first order model

In this part, we will focus on a delayed model. Considering the previous microscopic traffic
model at the first order, we introduce a time delay representing the necessary time for the driver to
take in account a modification in its leader driving behavior. This model equation is as follows:

% (t)=F(x,, (t-7)-x(t-7)), forallieZ, t>0

With T > 0 represents the time delay, supposed to be equal between every driver. As before, the

function F represents the speed function and it satisfies the previous assumptions (A1) and (A2).

2.3.1 Discussion

We first have worked on particular cases (see also the part “Simulations” which follows).
Indeed, the specificity of the homogenization method is that it applies on particles which keep
spatially ordered right to time variation. Introducing time delay in the first order model leads us to
consider if the initial vehicles order is kept all the time. The second reason for such a condition is
available may be the most evident. By hypothesis as the vehicles drive through a single lane road
and as there is no overtaking maneuver, the initial order should be conserved. If it is not, it means
that a vehicle could pass through its leader, that is to say there is a collision. So, we have to verify
this condition in order to be sure that the model avoids accident crashes.

In this way, we take a very simple model with a single vehicle running at the maximum speed
Vmayx during a time period of at least the time delay T amplitude. During this period, its headway is
high enough to consider no interaction with its leader. We also suppose that the leader vehicle has a
constant speed Vo which is strictly lower than the maximum speed and which could be null

0 < vy < Vmax-
Umax Vo

I —>
L L
1 1

Vebicle (i) Vebicle (i+1)

v

Figure 2.4 : Initial sitnation

We choose a simple follow-the-leader law F given by the equation:
(0 if Si(t) < dnin

. Si(t) — dim; .
xi(t) = : = Umax lf dmin < Si(t) < dmax
dmax - dmin

Umax if Si(t) > dmax
Considering the vatiable S;(t) = x;41(t — 1) — x;(t — 7)
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Speed

vmax

Headway

dmin dmax

Figure 2.5 : General form of the tested speed function

We then search to ensure that the follower doesn’t overtake its leader, for any timet > 0. A
first condition which comes to mind is that T < dyqx/Vmax- Indeed, the time delay has to be
lower than the time to cross the critical headway dy,qy at top speed Vp,q, for instance if the leader
brutally stops. We could remark that for our speed function, there exists a corresponding
macroscopic fundamental diagram considering that the density is the inverse of the headway. Thus,
the maximum flow that we could wait for is expressed as Qumax = Vimax- Kerit = Vmax/Amax- SO

the maximum value expected for T is less than Tper = 1/Qmqay. For the next steps, we consider
T

Tref
simplest notation 7 thereafter instead of 7, even if the time delay is normalized.

that the time delay is rescaled T := for working with a dimensionless number. We keep the

In the case of vy = 0, we consider a situation as:

We would like that x(t) < 0 = x3, Vt which can ensure that there is no collision. The
considerate situation is the worst case we can imagine for such a model because the relative speed is
at its maximum. First simulations give that for a time delay high enough the trajectory describes

some dumped oscillations around the position x5 = 0.

30

101 \/ dmin =5m

B
% 20 dmax =25m
o
a 30 — -1
Vmax = 30m.s
40 —
vy =0m.s™!
-50
T=1,2s
-60 -
70 : . : : .
-5 0 5 10 15 20
Time (s)

Figure 2.6 : Example of dumped oscillations

In that way, the speed function has to be strictly non-decreasing. This condition gives that we
can find a constant K > 0 such as x(t — 1) < K.x(t), Vt. We can also prove that for dp,i, <
S;i(t) < dpgx, we have X(t) = a — B.x(t — 1) with @, 8 > 0. Then,

x(t—1) < K.x(t)
¥t)=a—-pL.x(t—-1)=a—L.K.x(t)
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¥(t)=za—K'.x(t) with K'=8.K>0
From which we deduce that
x(t) = *(0) + a.t).e Kt >0
In this way, the position x(t) is a strict increasing function with respect to time t. Passing to the

limit for t = 400, we could formally prove that x(t) < 0 if t < 400 and if there exists a constant
K defined as above.

All of this proof is almost formal and we want to prove a strict comparison principle for such
models. This is done in the following part. We highlight a sufficient condition on T for considering
true the existence of a constant K defined such as x(t — 7) < K. x(t), Vt.

2.3.2 Comparison principle for ODEs with delay

We consider x;(t) solution of the previous system of ODEs (1.5) with delay T > 0. We also
assume that all x;(t) is defined for t € (—1, 0]. This condition allows considering the existence of
necessaty information about initial data, due to the time delay.

We also assume that F satisfies (which can always be done, up to rescale x; and t)

0<F'<l and FeC'(R)nL"(R) (1.10)

Proposition 3.1 (Strict comparison principle)

Assume (1.10), and that (x;); and (y;); satisfy (1.9). Let us define
di(t) = x;(t) — yi(t)

and let us assume that there exists a real p such that

0<p=<K,:= > with TSZ
and a constant § > 0 such that
0<o<d(s—7)<pd(s), forall ieZ, se(0,7) (1.11)
and
0<5<d(s—z)<pd(s), forall ieZ, z'€[0,z], se[r7] (1.12)

i) (Comparison) Then we have
d;(t) >0, forall i€Z, t=>0

ii) (Estimate) Moreover if

1-+vV1—-4r1

>K_ =
P 2T

then we have

0<di(s—1)<p.di(s) forall ieZ v €[0,1], s=17

Remark 3.2 Taking the limit § = 0, we can recover a (non strict) compatison principle.
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Formal proof of Proposition 3.1
Part 1: A priori estimate
We first assume that for some ty = 7 and 8, > 0 we have

0<g, <di(s—7)<pd(s) foral ieZ, se(0,7)

and

0<5tOSdi(s—z")Sdi(S), forall ieZ, T'G[O,z’], Se[r',to]

Notice that estimate (1.13) follows from (1.14) with §; = 6.
Notice also that (1.14) holds for t, = 7 with §;; = &, because of (1.12).

Notice that (1.13) and (1.14) imply in particular

0<6, <d;(s—7)< pd(s), forall ieZ, se(0,t,]
Step 1: ODE estimate
Let us set

a;(t) = Vi+1 =yt = 1)

Then we have for t > 0 and some &;(t) € R.

d;(t) = F(ai(t) —(djyq —d)(t - T)) - F(ai(t))

= F(&®).- {(dis1 — d) (¢ — D)}
< F(El(t)) di(t—1)
where we have used (1.10) for the last line.
We deduce from (1.15) and (1.14) that
d,(t)>-pd,(t), forall ieZ te[o,t]

Step 2: a prioti estimate on d;(t — T)

Forany 7’ € [0,7) and t € (7', ty), we have
t

di(t —7') — dy(t) = — f di(s)ds

t—1/

t
< p.f d;(s)ds
t

!
< ,02. 7', dl(t)
where we have used (1.106) in the second line, and (1.14) in the last line.

This shows that in particular that

dt-z)<p'd(t), foral ieZ, 1'€[0,7), te(rt,))
with
p'=1+p°r
Notice that if

p'<p

(1.13)

(1.14)

(1.15)

(1.16)

(1.17)

(1.18)

(1.19)
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then this implies in particular (1.14) (and even better). Notice that (1.18) is possible if
pit-p+1 <0

ie.
V1 —4rt 1
— and < -

p € KKl with Ky=14-—- Z

Part 2: propagation by continuity
We can simply call £, = T the first time such that (1.14) is not true for any time ty > €,. If

(1.19) is satisfied, then Step 2 shows that (1.14) has to be true for ty € [t,, t, + €] for some € > 0,
using the fact that the solutions are Lipschitz in time. Therefore, if T < % and p < K, then the

result ii) follows and i) also follows (up to increase p).
Finally, the results 1) and ii) follow also if T < % and p < K, just passing to the limit in 7 = ~
| |

and/or p — K. This ends the (formal, but almost rigorous) proof of the proposition.

Lemma 3.3 (Estimate from “initial data”)

Let us assume (x;); and (¥;); solve (1.9) and let us set

di(t) = x;(t) — ¥ (O)
We assume that
0<F<1

and for some 8, M, p>0
0<5 <di(s—7)<M, forall ieZ, se(0,7]

Then we have (1.11) and (1.12) with

§=6—-1
and
2
= —>1
’ 5 S—T(1+M)
5
for
5
T< i
14+ —=
*3

(1.20)

. 1 . .
Remark 3.4 Notice that for T < " small enough, we have p < K, and the strict comparison

principle (Proposition 3.1) applies.

Formal proof of Lemma 3.3
Step 1: first estimate

Then for t > 0 we have
1> F((xi+1 — xl-)(t - T)) = dl(t) = —F(al(t)) > -1
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which implies that for s € [0, 7]
§—1<di(s)< M +t=:M
This implies
0<6 <d(s—7)<pd,(s)<pM, forall ieZ, se(0,7)
with
- M

p == >1 for 1< §
6—1

Step 2: further estimate
Then in particular for s € [t’, 7], we deduce that

dis—t)+1" =2di(s) =di(s—1") -1
From (1.21), we deduce that

di(s—1") =

il O

Therefore, for s € [1', 7] with 7" € [0, T], we get in particular that

5
d;(s) = E—T > pldi(s—1)
with
v >p>1 for 1< 6
= = or =
=3 P S5
=—T
p
This implies (1.12) with
§:=6 —-1>0

and p given by the last equation. Then (1.21) implies (1.11).

Corollary 3.4 (Conservation of initial order)

(1.21)

Considering (x;);ez solution of (1.9) such that x;(0) < x;,1(0), with (x;);ez satisfying

assumption (A4). Let us define

Si(t) = xj41(8) — x;(£)

and let us assume that there exists a real p such that

1+vV1—-4t | 1
——— with 1<~

0<p<K,:=
p= At 2T 4

and a constant > 0 such that
0<0<S,(s—7)<pS,(s), forall ieZ, se(0,7)

and

0<0<S,(s—7)<pS,(s), forall ieZ, T'E[O,T], Se[r',r]

Then, we have:
x;(t) < x;441(0), Vi EZVt>0
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Proof
We consider x; and x;44 two solutions of (1.9) such as:

x;(0) < x;41(0), VieZ
with x; € C1(R), Vi € Z and (x;) ez Lipschitz.

Applying the Proposition 3.1 for y; = x;.1, the proof is direct. |

Remark 3.5 The conservation of vehicles order and more generally the existence of a
comparison principle allow us to believe in the possibility to extend the previous proofs of
existence, uniqueness and convergence for delayed first order models. Moreover, the error
estimation should be the same than for a zero time delay.

2.4 Opening to the second order model

Let's consider the second microscopic model equation, previously coded (2°) given by the
following partial differential equation:

% (0 = FOa, O =% 0, % (1) (1.22)

Proposition 3.4 Conservation of initial vehicles order

Firstly, we assume that vehicles keep their initial order, that is to say there is no overtaking
maneuver.

Let's consider a particular case given by:
75 (6) + (8) = Fo( xi41(8) — x:(D))
With T representing the reaction time of the vehicle driver such as T > 0.
And Fy: R - Ris a non-decreasing function defined as follows:
F(rna (0 = 50, 5(0) =~ (Fo i1 0~ 1.(0) ~ 1(0))
Proof
Let & (t) = x;(t) + 27 %;(t).

Consider now the couple (x;, ¢;) from which we have:

1
(xi(t) —Z(Ei(t) —x;(t))

|

. 1
kfi () = 2Fy (xi41(8) — x;(1)) — %;(8) = E(fi(t) —x;(t)) + 2 Fo(xi41 (1) — x;(t))

fl’ > X _ Xi fi .

Tet {71 , true for t = 0 and forVt > 0, such as g, and | £ | are solutions to the
$i > i ‘ §i

previous system of equations.

Consider

min (%() — x(0,&(0) ~ §(©®) = m(©)
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First case: the minimum m(t) is reached in X;; — x; fort =t 0.

Then
(&1 ~i0) = (%4~ %)
And
d 1, .
gt (B 7)) =5 ((Go-8) = (%= x,))
So

m'(t)= 0

Second case: the minimum m(t) is reached in E_l'o -¢&j, fort = t,.

d
m'(t) = a(fio - &)
1 -
- 27 ((fio - xio) - (Eio _fio)) + 2 (FO(fio+1 - J?io) - FO(xio+1_ xio))

We know that:
Fo(%iy+1 — %i,) — Fo(xig+1- xi,)

= (J: da.F} [( Xig+1- Xi) + a.((fioﬂ - xi41) — (% - xio))] >
x ((fioﬂ - Xigr1) — (% - xio))

Consider d;; = X;, — X;,.

According to the Rolle's Theorem, we can meet S such as:
1
F(; (S) = f da'Fé [( fio - Xio) +a .(fi0+1 - fio - Xi0+1— xio)]
0
Then

, 1 1 L a
m(t) = —5 m(t) +2—T di, + 2F; (S) . (diys1 — diy)

1 1 s
2 - m(t) +d;, Z—ZFO ()

Thus, under the assumption that

1 -
Z—T—ZF(;(S)ZO

we obtain that:
1
'(t) = -—m(t
m(t) = 2Tm( )

Finally,

m(t) = m(0).exp (— Z_tr) >0

Remark 4.1 The assumption 2—1T — 2F; (§) = 0 is also necessary to justify the initial Taylor

expands.
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3 ETUDE EN SIMULATION

Nous concentrons dans cette partie 'ensemble des essais numériques qui ont été réalisés dans le
but de mieux appréhender les problemes liés a la modélisation multi échelles du trafic routier. Ainsi,
en premiere pattie, nous nous proposons de comparer les résultats de simulation microscopiques et
macroscopiques tirés des données de mesures NGSIM. Ces données seront tout d’abord présentées
puis nous proposons un modele de poursuite microscopique a partir duquel nous essayons de

déduire un modele d’écoulement macroscopique du premier ordre.

Dans une seconde partie, nous proposons I’étude asymptotique des temps de retard tel que cela
a été présenté dans la partie précédente. Le but de cette simulation numérique est de pouvoir
déterminer les « zones » ou l'introduction d’un temps de réaction dans les modeles de poursuite ne
va pas générer de situations de collision. Sans pour autant étre une démonstration rigoureuse, nous
chercherons a mettre en évidence des contre-exemples dans les cas ou les conditions limites que

nous aurons mis en avant, ne seraient pas respectées.
3.1 Comparaison entre microscopique et macroscopique

3.1.1 Présentation des données

Dans le cadre de Iétude de cas, nous avons utilisé les données de mesures extraites de
Pexpérimentation américaine NGSIM (Next Generation Simulation). Ces données de mesures
proviennent d’une campagne de relevés effectués en 2005 sur I'autoroute Interstate 80 (I80) située a
Berkeley, en Californie.

Ce programme a été commandé par la Federal
HighWay Administration américaine (FHWA),
aupres de I'Université de Berkeley. Le but était de
mettre a disposition de lensemble de Ia
communauté scientifique, une base de données

importante de mesures microscopiques de trafic.

Ainsi, sutr I'I80, trois collectes de 15 minutes ont
été réalisées. Celles-ci se sont faites par captures
vidéo et subissent ensuite un traitement d’images
afin de les rendre numériquement exploitables.

Les données de mesures sont issues de plusieurs
caméras vidéo placées au sommet d’un immeuble,
en bordure de la section étudiée. Le principal
intérét de ce point de vue en hauteur réside dans la
possibilité de disposer a moindre mesure d’une
couverture relativement étendue. De plus, cela

Caméra de capture pour 'autoroute 180 . . .
P p permet de s’affranchir de certaines contraintes dans

Figure 3.1 : Systéme d’acquisition de mesure NGSIM le cas du traitement d’images, du fait que les

véhicules sont plus facilement identifiables.
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Présentation du site de mesure et de la section étudiée
Figure 3.2 : Photo aérienne du site de mesure NGSIM

Les données ont été recueillies au
moyen de sept caméras sur le site,
permettant de couvrir 'ensemble de
la section longue de 500 metres
environ. Comme illustré sur la figure
3.2

composée de 6 voies.

ci-contre, lautoroute  est

La voie de gauche est réservée aux

véhicules ayant au moins deux
personnes a bord (voie dites HOV
pour « High Occupancy Vehicles »).
Une rampe d’acces se situe au début
de la section et une rampe de sortie

de situe juste en aval de la section.

Les données de trafic auxquelles nous nous sommes intéressés sont issues de mesures effectuées

entre 17h00 et 17h15, le jour des relevés. Ces données sont données sous forme matricielle et sont

proposées comme suit :

Colonne Intitulé Unité
1 Identité véhicule -
2 Identité de la photo -
3 Nombre de photos -
4 Temps global Millisecondes
5 Position latérale locale Pieds
6 Position longitudinale locale Pieds
7 Position latérale globale Pieds
8 Position longitudinale globale Pieds
9 Longueur du véhicule Pieds
10 Largeur du véhicule Pieds
11 Classe de véhicule -
12 Vitesse Pieds/secondes
13 Accélération Pieds/secondes?
14 Numéro de voie -
15 Numéro du véhicule fader -
16 Numéro du véhicule suiveur -
17 Interdistance spatiale Pieds
18 Interdistance temporelle Secondes

Tablean 5 : Description des données contenues dans la base de données NGSIM
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3.1.2 Prétraitement des données

Afin de pouvoir utiliser de fagon convenable les données issues de la base NGSIM, il est
nécessaire de réaliser certains prétraitements de ces données. Comme il est possible de le voir sur le
tableau de description des données ci-dessus, plusieurs variables sont exprimées dans des unités
américaines et non conventionnelles. Il faut donc opérer une normalisation des valeurs dans les
unités du systéme international, a savoir passer les longueurs en metres et non en pieds et
également les vitesses et les accélérations en kilomeétres/heure et en kilomeétres/heure?. Nous
rappelons qu’un pied vaut 30,48 centimétres, soit 0,3048 métres.

Une fois cette étape de changement d’unités réalisée, il semble nécessaire de normaliser certaines
données comme le temps qui est établi ici en millisecondes et qui prend pour origine le 1e
janvier 1970. Nous raménerons donc les données a une origine des temps prise pour le temps
d’entrée du premier véhicule dans la section d’étude. Nous traduirons également ce temps en
secondes. Nous faisons de méme avec les positions des véhicules qui sont exprimées « localement »
(Porigine est alors prise pour entrée de la section, dans le sens de 'écoulement) et « globalement ».
Nous ne nous intéressons qu’aux positions longitudinales et non pas aux positions latérales, étant
donné que notre propos est uniquement le comportement en poursuite des véhicules, aux niveaux
microscopique et macroscopique.

Notre travail porte sur I’étude d’une seule voie particuliere. La sélection de cette voie doit
répondre a différents critéres. Notamment et comme exposé ci-dessus, nous ne nous intéressons
pas aux changements de voie. Nous souhaitons donc sélectionner une voie de circulation ou le
nombre de changements de voie est suffisamment restreint pour pouvoir le négliger. De plus, nous
faisons ’hypothése que notre trafic est uniquement composé de véhicules légers. La voie choisie
devra donc permettre cette approximation. Nous analysons donc voie par voie, ces variables-la
pour la période de mesure de 17h00-17h15.

Pourcentage de deux Pourcentage de Pourcentage de Pourcentage de
roues motorisées voitures (VL) camions (PL) changements de voie
Voie 1 5,0 91,4 3.6 7.7
Voie 2 0,1 99,4 0,4 272
Voie 3 0,1 86,7 13,2 45,5
Voie 4 0,1 97,3 2,7 53,6
Voie 5 0,1 97,3 2,6 60,5
Voie 6 0,1 97,8 2,1 05,4
Voie 7 0,3 98,9 0,8 22,5

Tablean 6 : QOnelgues statistiques ponr le choix de la voie d’étnde
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Ces statistiques descriptives font apparaitre que les caractéristiques de composition du trafic
sont relativement identiques entre voie. Nous distinguons ainsi une tres forte proportion de
véhicules légers, corroborant notre hypothése. En outre, seules trois voies ont un pourcentage de
changements de voie relativement faible (inférieur a 30 %). 11 s’agit des voies n°1, 2 et 7. La voie 7
est pourtant a exclure car il s’agit de la voie d’insertion. Elle est de longueur trop réduite (environ

une centaine de meétres) et ne permettra pas une bonne représentation macroscopique par la suite.

Nous ajoutons une ultime condition qui est celle de pouvoir observer des instabilités dans le
trafic avec par exemple la naissance d’ondes de sur-congestion. Quelques unes des trajectoires sont
disponibles en annexe D. Cette condition sur les instabilités permet de mettre a I’écart la voie 1,
c'est-a-dire la voie la plus a gauche puisque pour celle-ci, la représentation des trajectoires ne fait
apparaitre que peu d’instabilités. Notons que cette observation va dans le sens d’un lien entre
instabilités et changements de voie, qui ne sera pas étudié dans ce travail.

La voie réunissant nos criteres est donc la voie 2. C’est celle-ci que nous étudierons par la suite.
Durant la période de relevés, les trajectoires individuelles de 371 véhicules ont été enregistrées sur
cette voie. Par la suite, nous allons tenter de réaliser une modélisation microscopique puis une
mod¢lisation macroscopique de cet écoulement afin de mettre en évidence le besoin de cohérence
entre les deux échelles.

3.1.3 Modc¢le microscopique

A partir des données de mesure, nous nous intéressons au caractére microscopique du trafic.
Comme exposé en premiére partie du travail, il existe de nombreux modeles de trafic
microscopiques. Nous faisons le choix de ne nous intéresser quaux modeles de poursuite. De plus,
nous posons I’hypotheése que le comportement en poursuite d’un véhicule ne dépend que des

caractéristiques du véhicule le précédant immédiatement.

Nous nous contenterons de considérer un modele microscopique linéaire, exprimant

simplement la vitesse comme une fonction de I'inverse de l'interdistance. La vitesse est donnée par :
Smin
S

V,(t)=max| 0,V . .l1-
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Cela correspond au diagramme fondamental microscopique suivant (figure de droite) :

Vitesse Vitesse
A A
V
Vo max
Densité
- -
K i S in Interdistance
(a) Diagramme fondamental macroscopique (b) Diagramme fondamental microscopique

Figure 3.3 : Diagrammes fondamentanx pour la simulation

La loi de poursuite fait intervenir deux parameétres a déterminer que sont la vitesse maximale et
I'interdistance minimale. Ces deux parameétres seront a calibrer sur un premier peloton de véhicules

puis ils seront validés avec un second peloton, totalement différent du premier.

Nous choisissons d’isoler arbitrairement deux pelotons composés de 10 véhicules consécutifs.
La seule condition est de ne considérer des pelotons de véhicules pour lesquels il n’y a aucun
a I’aide de Plindice d’écart

changement de voie. Nous calibrons ensuite les valeurs deV__ etS, .

quadratique moyen ou RMSE (Roo? Mean Square Error). Nous obtenons ainsi que :
V.. =30ms " eS, = 6,8m

Soit les trajectoires suivantes :

500

450

400

W w
=] a
=] =]

Espace (métres)
N
a1
o
Espace (métres)

0 ” r r
0 20 40 60 80 100 120

¢ c c
140 160 180 0 10 20 30 40 50 60 70 80 920 100

Temps (secondes) Temps (secondes)
Peloton de calibrage Peloton de validation

Figure 3.4 : Simulation des trajectoires individuelles, d’apreés données NGSIM
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Nous remarquons que cette loi de vitesse donne des résultats relativement médiocres. Nous
pouvons nous interroger d’une part sur la qualité de la loi méme mais également sur le choix de
I'indicateur. Des études dont [Ciuffo et Punzo, 2010] ont montré la variabilité des parametres
optimaux vis-a-vis du choix du critére a utiliser.

Nous soulignons dors et déja quil serait souhaitable de pouvoir estimer le temps de réaction
critique des conducteurs. Le temps de réaction est extrémement variable entre chaque conducteur
et peut également dépendre de ’état méme de ce dernier. Cependant, nous faisons ’hypothése que
ce temps de réaction est identique entre chaque conducteur. Nous étudierons ultérieurement
I'introduction d’un tel temps de réaction.

3.1.4 Modcle macroscopique

Les modeles macroscopiques peuvent étre obtenus de deux différentes manieres. Ainsi, il est
possible soit d’utiliser directement les propriétés macroscopiques du trafic observées, soit de partir
des comportements microscopiques des véhicules et de les agréger pour en déduire le
comportement du flux a une plus grande échelle. Dans le premier cas, 'observation du trafic
mobilise des données comme le débit, la concentration ou encore la vitesse de flux. Ces données
sont alors intégrées dans un modele physique de type hydrodynamique, en prenant pour hypothese
que I’écoulement du trafic routier est similaire a celui d’un fluide. Le second cas se propose de batir
les caractéristiques globales du flot de véhicules a partir des observations des variables individuelles
de chacun de ces composants. Cette derniere possibilité sera celle développée pour la modélisation
macroscopique des données NGSIM.

Nous cherchons donc a agréger les données individuelles issues des mesures NGSIM. Pour cela,
nous considérons une discrétisation spatiale et temporelle de la section d’étude. Cette discrétisation
en cellules fait intervenir un pas de temps et un pas d’espace fixes. Nous souhaitons prendre ces pas

de telle sorte que l'information (c'est-a-dire 'avancée d’un véhicule) ne puisse pas patcourit plus
d’une cellule par pas de temps. En notantV__ la vitesse maximale de circulation, nous obtenons la
condition suivante :

& > Vmax

At

Etant donné que notre section d’étude a une longueur totale d’environ 500 meétres, nous nous
devons de prendre un pas de discrétisation spatiale suffisamment petit afin de considérer plusieurs
sections. Ce pas de temps ne doit cependant pas étre trop petit afin de conserver la cohérence du
niveau mactroscopique. Nous choisissons ainsi de prendre AX =50 M. Nous pouvons en déduire

une valeur acceptable du pas de discrétisation temporelle puisque graphiquement, nous pouvons

évaluer la vitesse libre de circulatioanax ~30ms'. Ainsi, nous prendrons At =18S.
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Nous choisissons la forme parabolique, initialement proposée par Greenshields (1935). Cette
forme est cohérente dans le cadre de notre étude, car nous avons choisi

K@®

vi(t)=max| 0,V .| 1- . Or, nous avons que Q,(X,t) =V, (X,t).K(X,1) ce qui nous

max

2
donne que Q,(X,t)=V__ . K(X,t)—M

Nous proposons donc le diagramme

max

fondamental suivant, avecV_ = 30ms™ etK = 0,2 véh.m™ .

I I
16 / -
14
12

1

0.8

Débit(véh/s)

0.6

0.4

0.2

0 0.02 0.04 0.06 0.08 0.1 012 0.14 0.16 0.18
Densité (v&h/m)

Figure 3.6 : Diagramme fondamental proposé pour la simulation macroscopique, d'aprés NGSIM

Dans notre simulation, nous avons choisi un découpage de la section d’étude en sous-sections
de longueur égale AX . Pour chacune de ces « cellules », nous déterminons une densité de véhicules.

Celle-ci est notée par Kin = Q(I.AX, N.At), concentration dans la cellule i de longueur AX , au temps

N.At ou At représente le pas de temps constant.

Nous y associons le schéma numérique classique donné par :
KinJrl — Kin + F(Kin» Kin+1)_ F(Kin—l’ Kin) _
At AX

At
KM =K ——.(F(K", K )-F(K! K
M=K (PR KD = F(KE KD)

0

i-1°
Avec F(K?, K{ ) =min( f°(K") , f°(K{)).
\ﬁ/_/
demande en entrée offre en sortie

Les fonctions de demande et d’offre sont déterminées a partir du diagramme fondamental et
elles sont données par les formules suivantes :
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Qe(Kin) s Si Kin < Kcrii ue
f D(Kin) — tiq
Qmax > Si Kin > Kcritique
Qmax ’ Si K|n+ < Kcrii ue
FO(KI) = o
Qe(Kin) > 81 Kirlrl > Kcritique

Le schéma numérique permet d’exprimer la conservation des véhicules au sein des sous-
sections. Dans notre travail, nous nous sommes heurtés au probléme des conditions de bord. En
effet, nous remarquons que la résolution du schéma numérique fait intervenir les informations
données par la cellule voisine de celle étudiée. Il est donc nécessaire de considérer les conditions
aux sous-sections extrémes (amont et aval) comme des données du probléme. Nous prendrons
donc les flux comme données pour le calcul. L’intérét de cette démarche est de pouvoir étudier

I’évolution de Q(X,1).

Il nous serait possible d’utiliser 'estimation d’erreur commise en utilisant un tel type de schéma
numérique. Cependant, cette simulation avait pour principal but de mettre en avant les difficultés a
réaliser un passage du microscopique au macroscopique de facon uniquement numérique, a partir

de données de mesure.

3.2 Etude du modé¢le premier ordre avec temps de retard

L’étude du passage mathématique entre modele microscopique et modeéle macroscopique nous a
amené a nous intéresser aux modeles de premier ordre permettant d’intégrer un temps de réaction
du conducteur. Cependant, comme nous I'avons abordé précédemment, ce temps de retard doit
respecter certaines conditions afin de s’assurer qu’au sens physique du trafic, nous n’obtenons pas
de cas de collision.

Nos études supplémentaires nous ont conduits a supposer que les conditions énoncées dans la
partie 2.3 n’étaient pas optimales. Aussi, nous nous proposons d’énoncer rapidement ici de
nouvelles conditions. Nous nous proposons ensuite de montrer par simulation Iexistence de
contre-exemples pour les cas ol ces conditions ne seraient pas respectées. Les résultats sont repris

au sein d’un tableau final.

3.2.1 Amélioration mathématique formelle
L’équation du modele est la suivante :
% (t)=F(x, (t-7)-x(t-7)), VieZ, t>0

Avec T > 0 qui représente le temps de réaction, supposé égal entre chaque conducteur. La

fonction F représentant la fonction de vitesse, satisfait aux hypothéses (A1) et (A2).

(1.23)
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Proposition (Principe de comparaison)
Supposons que nous disposons de (x;); et (¥;); satisfaisant 'équation (1.23). Nous définissons
di(t) = x; () — y;(t)
Nous supposons de plus la distance entre ces particules est strictement positive « dans le passé »
0<d.(s), pourtout ie€Z, se[-r,0) (1.24)
Et enfin nous supposons qu’il existe un réel A tel que

d.(s)>-A.d.(s), pourtout ieZ, se[-z,0) (1.25)

Etant donné ces hypotheses, nous obtenons alors que :
d;(t) >0, pourtout i€Z, t=0
Et également, nous avons que :

d;(s) > —A.d;(s) pourtout i€ Z, s=0

Preuve formelle de 1a Proposition
Partie 1: Estimation a priori
Etape 1: Encadrement de PODE
Nous avons pour 0 < t < t,
di(t) = F(xjp1(t — 1) —x;(t = 1)) = F(yi31(t — 1) — y:i(t — D))
Le théoréme des valeurs intermédiaires nous permet de supposer Iexistence de &;(t) € R tel

que nous ayons :
di(t) = F(§(1))-{(diy1 — d)(t — 1)}

Et en utilisant (1.24), nous obtenons que :

di(t) = —F(fi(t))- d;(t—1)

Nous en déduisons que :

d,(t)>—d,(t), pourtout ieZ, te[0,t,] (1.26)

Etape 2: Estimation de 1
Choisissons T’ € [—T,0) quelconque et t € (t',ty), nous avons alors d’aprés (1.25) et (1.26)
d;(t) > —.d;(t), pourtouti € Z
Nous avons donc en particulier que
d;i(t)
4 =

Et en intégrant entre t et t — T, nous obtenons
d;(t
In # =>—-AT
di(t — 1)

dl(t) = —e’“. dl(t)

-1

D’ou nous tirons que
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Et nous pouvons en tirer une condition sur la valeur de A afin de s’assurer de la possibilité de
propagation de la propriété précédente. Ainsi, nous devons avoir :

e’ <1 (1.27)

Partie 2: propagation par continuité
Nous pouvons simplement noter t, = T le premier temps a partir duquel la condition (1.20)
devient fausse pour tout ty > t,. Si (1.27) est satisfaite, alors I’étape 2 montre que (1.26) doit étre

vérifiée pour tout ty € [t,,t. + €] avec € > 0, en utilisant le fait que les solutions sont Lipschitz
en temps. Ainsi, nous obtenons le résultat. Cela clot la preuve formelle de la proposition. |

Remarque La condition e’ <2 permet d’obtenir une valeur théorique du temps de réaction
critique. Nous rappelons que le temps de réaction est considéré comme étant normalisé, du fait de

la normalisation de la fonction de vitesse F' de sorte a avoir les conditions 0 < F < 1 et également

0<F <1

Lemme (Valeur du temps critique)

Considérons I’équation (1.23) et supposons que la fonction F vérifie les conditions (A0) - (A1)
ainsi que 0 S F <1 et 0 < F' <1, ce qui peut étre obtenu par normalisation. Nous supposons
aussi vraies les conditions (1.24) et (1.25).

Alors, le temps de retard critique en-dessous duquel il est assuré qu’il n’y aura pas de cas de

.. 1 . . .
collision vaut Teritique = ~oue est la valeur de la fonction exponentielle en 1.

Preuve formelle
La conservation de I'ordre est garantie par la proposition précédente dans le cas ou nous avons
et < A Ainsi, nous introduisons la fonction suivante :
d(N) =elT -2
Nous étudions cette fonction dont la dérivée vaut ®'(1) = te

_ ()

lcritique -

AT 1 et qui s’annule en

. Ainsi, nous voulons avoir CD(/Icritique) = %(1 —In G)) <0.

. . 1
D’ot nous tirons que T < = = Teritique: ]

Les simulations numériques que nous avons conduites avaient alors pour but de chercher a

mettre  en  avant des  contre-exemples  lorsque T > Tepitigue €t /ou  que

. In(%
d;(s) = —A.d;(s) pourtout i €Z, s €[—1,0)avecd = @

3.2.2 Description du mode opératoire

Dans cette seconde partie de simulation numérique, nous nous sommes appuyés sur des cas
fictifs. Nous avons en outre repris le modele exposé en partie 2.3.1. qui est un modele relativement
simple. Nous complétons notre simulation avec des conditions initiales également simples. En effet

pour rappel, nous considérons un véhicule circulant a la vitesse maximale Vg, pendant une
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période temps initiale d’amplitude au moins égale a T le temps de réaction étudié. Nous supposons
par ailleurs que pour cette période de temps, linterdistance séparant le véhicule et son véhicule
leader est suffisamment importante pour considérer que ce dernier n’influence pas le
comportement de conduite du véhicule. Le véhicule leader est suppose appartenir a un peloton de
véhicules circulant a la vitesse Vg qui est prise strictement inférieure a la vitesse maximale (auquel

cas les véhicules n’interagiraient pas) mais qui peut prendre la valeur nulle : 0 < vy < Vpyqy.

—> —>
1 >

Véhicule considéré Peloton de véhicules

Figure 3.7 : Situation initiale de la simulation

La loi de poursuite F est alors donnée par 'équation suivante:

0 si Sl(t) < dmin

. Si(t) — dp; .
%(t) =F(S;(1)) = {ﬁvmax St dpin < Si(t) < dimax
max min
k17max si 5;(t) > dpax

En introduisant la variable S;(t) = x;,1(t — T) — x;(t — 7), 4 savoir 'interdistance.

Vitesse

vmax

Interdistance
dmin dmax

Figure 3.8 : Présentation de la loi de vitesse microscopique

Il est possible de déterminer des valeurs pout dpin et iy en considérant formellement les
caractéristiques macroscopiques de ’écoulement. En effet, nous admettons que la densité K peut
étre définie par linverse de l'interdistance. Aussi, la densité critique est donnée par linverse de
Pinterdistance d, 4, et la densité maximale est obtenue avec I'inverse de Pinterdistance dyyi,. Etant
donné que ne nous intéressons qu’a une seule vole, les nombreuses mesures de trafic permettent
d’avoir des ordres de grandeur concernant les densités critique et maximale. Nous avons donc opté
pour choisir nos parametres de telle sorte que :

Amin = 5m Keritique = 40 véh.km™!
=
dinax = 25m Kmax = 200 véh. km™

Ces parameétres sont indépendants de la vitesse maximale choisie.

Par ailleurs, nous pouvons remarquer que la loi de vitesse choisie précédemment permet
d’obtenir un diagramme fondamental (donc macroscopique) triangulaire.
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Notre démarche a ensuite été de travailler avec différentes valeurs de vitesse maximale et pour
chacun d’elles, différentes valeurs pour la vitesse du peloton de véhicules « leader ». Pour ce panel
de parameétres, nous avons cherché a déterminer le temps de retard critique pour lequel la situation
de collision est évitée. 1l s’agit d’une programmation numérique effectuée avec le logiciel MATLAB
et donc les principaux scripts sont disponibles en annexes de ce document.

La principale difficulté réside dans la détermination d’un horizon de temps suffisant afin de
tester si les trajectoires ne se croisent pas. En effet, si le test est restreint a un intervalle n’incluant
pas I'instant ou il y a collision, le programme considére quil n’y a pas de collision. L’idée est alors
de pouvoir chercher jusqua un certain temps pertinent. Les calculs permettent d’obtenir que le

temps maximal 2 considérer est de Pordre de grandeur de 1/4/In(z. e).

3.2.3 Récapitulatif des résultats

Comme indiqué précédemment, il est possible de distinguer a minima quatre cas de
« fonctionnements » pour le modele de premier ordre avec temps de retard. Ces zones se
déterminent selon la valeur du temps de réaction normalisé et de la valeur de la constante utilisée

Cela traduit une condition nécessaire a considérer sur les conditions initiales.

dans l'inégalité (1.25). Pour rappel, nous avons 4 =

Nous illustrons nos résultats avec le cas suivant, pour lequel nous avons considéré

— -1 1
Vmax = 30m.s

etvg =0m.s~
Nous avons précédé comme décrit ci-dessus avec un balayage systématique des valeurs de

temps de retard et nous avons déterminé les temps critiques pour chacune des conditions initiales.

_ -1
v, .. =30 m.s

-1
v, =0 m.s

L LT LN I I N N

| L A
0.2 0.4 06 0.8 1
1 T critique

Figure 3.9 : Déconpage du plan en zones de « fonctionnement » du modeéle premier ordre avec temps de retard
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Placons-nous dans la zone (1) ou nous respectons a la fois les conditions initiales respectent
(1.25) et ou le temps de réaction est plus petit que le temps de réaction critique. Dans ce cas-1a, la
preuve formelle nous permet de dire qu’il n’y a pas de situation ou l'ordre des véhicules ne serait

pas respecté. Les simulations n’ont pas permis de mettre a jour un contre-exemple.
0

_ -1
Vo =30 ms™ o4

_ -1
v, =0 m.s ol

TRANES A S 20RO RS S

Position (m)

r

. . |
02 015 -01 -0.05 0 005 01 015 02 0.25

0.7 I I

Time (s)

| ] -
0.2 0.4 0.6 0.8 1
1 T critique

Figure 3.10 : Wlustration du modéle premier ordre avec temps de retard pour la zone de « fonctionnement » (1)
Considérons maintenant la zone (2) ou nous ne respectons pas les conditions initiales données

par (1.25) mais ou le temps de réaction est plus petit que le temps de réaction critique. Les
simulations nous permettent de trouver un contre-exemple avec un cas ou il y a collision.

or
-1
oL Vo =30 m.s ol
8 02}
7 E oa
c
S
6r 3 0.4
o
& A=20
< 5r 05|
7=0,35
4+ 0.8}
3r O‘-704 O‘S 0[2 0’1 C; 0‘1 0‘2 O‘E
Time (s)
2_
1L
07 | B | o
0.2 0.4 0.6 0.8 1
1 "
— T critique
e

Figure 3.11 : Ulustration du modéle premier ordre avec temps de retard ponr la gone de « fonctionnement » (2)
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Etudions le cas de la zone (3) ou nous respectons a la fois les conditions initiales respectent
(1.25) et ou le temps de réaction est plus grand que le temps de réaction critique. Dans ce cas-la, la
preuve formelle nous permet de dire qu’il n’y a pas de situation ou lordre des véhicules ne serait
pas respecté. Les simulations n’ont pas permis de mettre 4 jour un contre-exemple avec par

exemple le temps de réaction normalisé pris égal 4 T = 0,9 et la vitesse Vpgy = 30 Mm.s™1, ou

encore vy = 0m.s™ 1,

Terminons cette étude avec la zone (4) pour laquelle nous ne respectons ni les conditions
initiales ni la condition sur le temps de réaction. Celui-ci est plus grand que le temps de réaction
critique. Dans ce cas-1a, les simulations nous ont permis de trouver des contre-exemples.

0.2r

ol
. . 02F
-1
ol . E Vo =30 m.s =
L ]
_ ~ 06}
sl . . v, =0ms™ 5
X : £ A=2
) - o AR
T+ g0 .
0.' - 1ol T = 0,7
6 .'!“ !
r. ’ -14F
(-< 57 H 17%,8 0‘6 0‘4 0,‘2 EJ 0‘2 0‘4 0‘6 '
T Time (s)
4+ il
i
3+ -
E L
ol S
W e 1 A=0,1
ok I ! _ 1ot 7=0,9
0.2 0.4 0.6 0.8 1
Y 12 0 2 . 5 3 0 2
. 1 T critique Time (s)
e

Figure 3.12 : Ilustration du modéle premier ordre avec temps de retard pour la gone de « fonctionnement » (3) et (4)

Les résultats sont reproduits dans le tableau récapitulatif suivant :

T< Tcritique T> Tcritique

Conditions initiales . . Possibilité de trouver des cas
A priori, pas d’accidents

respectées d’accidents
Conditions initiales non Possibilité de trouver des cas Possibilité de trouver des cas
respectées d’accidents d’accidents

Tablean 7 : Comportement du modéle avec temps de retard selon différents cas
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Cette simulation basée sur la détermination des temps de réaction critiques en fonction des
parameétres des modéles se base sur un type de modéle de loi de vitesse. 1l est possible de travailler
avec d’autres formes tout en vérifiant le respect des hypothéses sur la fonction de vitesse
(maximum borné et dérivée bornée). D’autre part, nous n’avons considérer quun seul jeu de
patameétres pour les interdistances caractéristiques (notées dpyipn et dpyay). Ces valeurs peuvent étre
discutées et il serait opportun de pouvoir les faire évoluer puisque ces valeurs interviennent dans le
calcul du temps de réaction normalisé.

Notons enfin qu’il aurait été intéressant de pouvoir réellement simuler le passage
microscopique-macroscopique a l'aide de la technique d’homogénéisation. Cette finalité sera
recherchée dans la poursuite du travail.
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3.3 Analyse du Travail

Ce travail avait pour premier but de mettre en avant les problemes d’échelles inhérents a la
modélisation du trafic routier. Cette démarche a eu pour intérét d’engager une réflexion sur la
cohérence entre les modeles d’écoulement microscopiques et macroscopiques puis de nous guider
dans notre résolution mathématique de ce passage microscopique-macroscopique. En effet, dans
un avenir plus ou moins proche, les véhicules auront la possibilité d’échanger des informations sur
les états de trafic, les uns avec les autres donc au niveau microscopique. Ces nouveaux systemes
peuvent avoir un impact non négligeable sur ’écoulement global du flot. Avec I'introduction de
systemes coopératifs capables de mettre en connexion plusieurs véhicules au niveau microscopique,
les caractéristiques macroscopiques du flux d’usagers peuvent étre modifiées. On patle alors de

dynamique émergente du trafic.

La notion d’émergence est née de la théorie systémique et de la modélisation multi-agents des
systemes complexes. Elle peut étre définie comme étant un phénoméne dynamique nouveau,
caractérisé par un effet observable au niveau macroscopique mais da a des interactions a un niveau
inférieur, souvent appelé niveau « microscopique ». De plus, la théorie des systemes complexes a
permis de souligner que 'analyse de la somme des « parties » ne suffisait pas pour comprendre le

comportement du « tout » global.

Malgré les objectifs initiaux de ce travail, il nous est possible de soulever certaines limites a celui-
ci, limites auxquelles nous tenterons de répondre en proposant des pistes d’amélioration pour les

travaux qui suivront.

3.3.1 Limites

Rappelons tout d’abord que la modélisation est une démarche scientifique ayant pour but de
mettre une réalité physique sous forme manipulable d’outils de description et de représentation. Les
modeles proposés et étudiés sont donc fondamentalement faux puisqu’ils ne permettent pas de
rendre compte précisément de la réalité. Cependant, ils nous sont fortement utiles afin de mieux
appréhender le fonctionnement complexe d’un phénomene. C’est notamment le cas en trafic ou les

modeles ne permettent pas de décrire précisément tous les aspects de I’écoulement.

Les problemes d’échelle ont été décrits auparavant dans certains écrits dont notamment
[Bourrel, 2003]. Ce travail souligne la difficulté de pouvoir donner catégoriquement une limite entre
les niveaux microscopique et macroscopique. Cela apparait notamment dans notre choix de
discrétisation lors de la simulation macroscopique. Nous nous sommes interrogés sur les ordres de
grandeur acceptables afin de pouvoir considérer un comportement macroscopique. 1l est par
ailleurs fort possible quun pas fixé a une cinquantaine de metres correspond davantage a une
échelle mésoscopique qu’a du macroscopique véritablement. En effet, I’étude semble davantage
porter sur des pelotons de véhicules que sur un flux réguliers d’automobiles. Cependant, la
discrétisation est limitée par les ordres de grandeur des mesures disponibles.

De la méme maniére, il est relativement difficile de catégoriser certains modeles : en effet, selon
Pexpression que 'on souhaite prendre d’un modele, il semble possible de « traduire » un méme

modele selon une version microscopique et une version macroscopique. Nous en avons exemple
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avec le modele LWR qui propose une version macroscopique du trafic mais qui permet aussi
d’écrire une discrétisation lagrangienne s’adaptant au niveau microscopique. Cette dualité est
heureusement valable et représente la motivation de notre démarche. 11 est peu évident de réaliser
une démarche inverse, en passant du microscopique au macroscopique. Cela demande dans notre
cas, lutilisation d’une certaine théorie mathématique.

Une autre limite relativement liée au temps disponible, est le fait que ce travail soit restreint a
I’étude de modeles sur une seule voie courante, unidirectionnelle. S’agissant d’un travail préliminaire
et préparant un projet de thése, nous nous sommes volontairement limités au cas le plus simple. 1l
est évident quaujourd’hui la modélisation se doit de se porter sur 'ensemble des réseaux et
notamment sur le difficile probléme de la modélisation des intersections ou encore le traitement des
sections multivoies. La difficulté pour notre méthode avec les équations d’Hamilton-Jacobi réside
dans la nécessité de maintenir les particules ordonnées ; cet ordre serait modifié si I'on considérait
des mouvements d’insertion ou de dépassement. Par ailleurs, la finalit¢ de notre travail étant
I'intégration des systemes intelligents de transport, il apparait que I'intérét de notre méthode porte

davantage sur des sections multivoies.

Nous pouvons également nous arréter sur les difficultés liées a 'exploitation des données
NGSIM. Nous pouvons recenser notamment Iincertitude sur le traitement des captures vidéo mais
aussi les incertitudes sur les valeurs d’interdistance, de vitesse et d’accélération qui sont déterminées
de maniere discrete. 11 serait opportun de pourvoir lisser ces différentes courbes, soit en opérant
une moyenne pondérée sur les plus proches voisins, soit en adoptant une autre démarche comme
par exemple I'utilisation de filtres.

3.3.2 Pistes d’amélioration

11 aurait été intéressant de travailler avec la méthode des débits cumulés lors de la simulation sur
des mesures de trafic du type de NGSIM. Cela permettrait en effet de « lisser » les caractéristiques
microscopiques et macroscopiques du trafic. En effet, notre méthode d’agrégation des données afin
d’en déduire les variables globale peut étre remise en question.

Ce travail de master sera poursuivi dans le cadre d’une these en co-encadrement avec
M. MONNEAU du CERMICS et M. LEBACQUE du GRETTIA. Celle-ci sera 'occasion
d’étendre Dapplication de I’homogénéisation au passage mathématique entre modeles
microscopiques et modéles macroscopiques du second ordre et d’ordres supérieurs. Un soin tout
particulier sera alors apporté a estimation des erreurs commises en passant d’une approche a une
autre et plus particulierement, du microscopique au macroscopique. Les erreurs engendrées
peuvent étre pergues comme une évaluation de la quantité d’informations perdues en acceptant de
passer des données individuelles aux données globales. Cette démarche d’estimation ira également
de pair avec une définition précise des domaines de validité des différents modeles exposés. Le but
recherché sera de déterminer si les modeles de second ordre voire d’ordre supérieur permettent
d’obtenir un passage mathématique avec une erreur plus faible que pour les modeéles de premier
ordre. Cela pourrait éventuellement mettre en avant I'intérét de 'un des modeles par rapport aux

autres.

En outre, nous n’avons que peu détailler les travaux qui avaient été menés jusqu’alors quant au
passage mathématique entre modeles microscopiques et modeles macroscopiques. 11 sera
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intéressant dans le développement ultérieur de ce travail de mieux expliciter les manques dans les
différents travaux accomplis pour le passage microscopique-macroscopique [Lattanzio et
Marcati, 1997], [Aw et Rascle, 2002], [Orosz, 2005], [Orosz, 2000]. Ceci servira a cibler précisément
nos zones d’actions afin de développer les connaissances en modélisation du trafic routier.

11 serait également intéressant de pouvoir appliquer cette méthode a I’analyse des modeles multi-
anticipatifs. I.’étude mathématique a été proposée dans [Forcadel et al. 2011] ou il est considéré une
dépendance selon un nombre infini de particules en amont et en aval. Dans le cas du trafic, il sera

opportun de se limiter a quelques véhicules Jaders.

3.3.3 Perspectives d’études

Ce travail trouvera une suite logique dans la modélisation des « nceuds» ou jonctions des
réseaux. En effet, le travail de these qui poursuivra le MASTER, examinera quelques exemples de
passage micro-macro dans le domaine du trafic véhiculaire. Il est intéressant de pouvoir
comprendre et d’analyser les phénomeénes en jeu au niveau des jonctions du réseau. Nous
représentons schématiquement ci-dessous, deux cas simples de ces nceuds avec un convergent et un
divergent. Ce sont classiquement les cas rencontrés en situation courante par les gestionnaires de
trafic.

(a) Schéma d'un convergent routier (b) Schéma d'un divergent rontier
Figure 3.13 : Ulustrations de denx cas simples et classiques de nauds de réseanx

Dans ces cas de travail, il existe actuellement quelques modeéles macroscopiques de trafic mais
seulement en nombre relativement réduit. Nous savons notamment caractériser certains de ces
modeles raisonnables. Mais il semble qu’il reste encore beaucoup a faire. Classiquement, le modeéle
LWR présenté précédemment peut étre appliqué a chaque branche du nceud mais il est difficile
d’expliquer la globalité du phénomene a I’échelle macroscopique. L'intérét est de pouvoir juger de
Peffet d’une régulation introduite au niveau de la jonction en termes de gains collectifs pour

I’écoulement du flux de véhicules.

A la lumiere des justifications menées en premicre partie de la these, il sera intéressant de
pouvoir utiliser les modeéles microscopiques prédisant les comportement de poursuite des véhicules
a la plus petite échelle pour pouvoir ensuite les agréger sous la forme d’un modéle de
comportement macroscopique. L’enjeu sera de ne pas perdre trop d’informations relatives aux

comportements des véhicules en opérant ce passage a ’échelle macroscopique.
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Enfin, comme nous I'avons exposé précédemment, nous chercherons a adapter notre méthode
afin de prendre en compte l'introduction de systemes coopératifs dans les transports. Devant la
nécessité de prévoir les évolutions des systemes utilisés dans le domaine des transports et étant
donné les promesses actuelles des systemes coopératifs, ’étude de I'impact de ces systémes sur
I’écoulement global du trafic nous parait primordiale. Les nouvelles applications pour le trafic
routier actuellement en phase de développement consistent a prendre de plus en plus en compte les
communications depuis et/ou vers les véhicules. Il s’agit 1a d’une des perspectives de ce sujet
micro-macro. Les modéles microscopiques permettent en effet de prendre naturellement en
compte ces communications. Il est donc tres important de développer dans le cadre de la these une
méthode pour agréger proprement ces systemes coopératifs microscopiques sous forme de modeles
macroscopiques qui permettront ainsi de déterminer globalement le comportement émergent du
trafic.

Il s’agira de connaitre, de comprendre et de pouvoir traiter les conséquences qu’aurait
lintroduction d’échanges d’informations entre véhicules au niveau microscopique, sur la fluidité du
trafic et DIécoulement du flot au niveau macroscopique. Comme nous I'avons abordé
précédemment, de nombreux phénomeénes macroscopiques trouvent leurs origines dans des
phénomeénes microscopiques. Il est ici question de pouvoir estimer les modifications
microscopiques potentiellement introduites par les systemes coopératifs et d’en déduire les
conséquences que cela pourrait avoir en termes de gestion du trafic. Il est possible de se poser la
question suivante: a limage du principe physique d’ « auto-organisation », quelles sont les
possibilités des systemes embarqués dans les véhicules au niveau microscopique afin
d’homogénéiser les caractéristiques du trafic global, a ’échelle macroscopique ?
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CONCLUSION

Ce travail a permis de réaliser un état de I'art des modeles d’écoulement couramment utilisés par
les acteurs du transport, a minima en France. Cette premicre étape a été trés importante afin de
pouvoir dégager les modeles les plus pertinents a étudier. Nous nous intéressons aux problemes
d’échelles inhérents a la simulation du trafic routier. Peu de logiciels de simulation permettent un
couplage entre I’échelle microscopique et I’échelle macroscopique. 1l est donc important d’assurer
une cohérence entre ces deux échelles. Certains auteurs ont alors développé le principe de
I’hybridation des modeles dans lesquels il est possible d’utiliser les modéles adéquats selon la
recherche de finesse souhaitée. Notre démarche développée ici, est différente puisque notre volonté
est de nous appuyer sur une technique d’homogénéisation. Celle-ci fait intervenir un facteur
d’échelle permettant de passer théoriquement de Iexpression d’'un modele microscopique de
poursuite a un modéle macroscopique d’écoulement. Le présent document est donc un premier pas
dans Panalyse et la réalisation de ce passage mathématique entre modeles microscopiques et

modeles macroscopiques avec une telle démarche d’homogénéisation.

L’idée de notre travail s’inspire de I'apparition des systemes coopératifs et elle réside dans le
concept d” « auto-organisation » des systemes complexes. Les systemes de transport intelligents et
plus particulierement les systémes coopératifs peuvent permettre dans les années a venir, une
véritable rupture dans les modes de gestion des infrastructures de transport routier. Ces systemes
qui peuvent emprunter différentes formes comme par exemple les systemes de géolocalisation et de
géoguidage fonctionnant en temps direct. Ce genre de systemes semble présenter un inconvénient
dans la mesure ou sans un controle homogénéisé des informations fournies aux usagers, dans le cas
d’une congestion intervenant sur un réseau routier maillé, tous les utilisateurs seraient amenés vers
un seul arc considéré comme ayant le cout minimal. Or cet arc pourrait avoir une capacité
insuffisante voire méme une structure géotechnique totalement inadaptées a un report de trafic de
catégorie différente (pourcentage de poids lourds et/ou débit plus importants). Il s’agit d’un
probleme type de la différence entre 'optimum individuel et Poptimum collectif (référence aux
modeles de Wardrop). Cela souligne 'importance de pouvoir comprendre I'échange d’informations
au niveau microscopique afin de pouvoir assurer une cohérence de ’écoulement du trafic a ’échelle
macroscopique d’un réseau urbain, prenant en compte le type de réseau et ses caractéristiques
(capacité, type d’usagers, dimensionnement originel de la structure de chaussée, environnement

urbain...).

Une des applications que pourrait avoir les systémes coopératifs, porte sur des missions de
sécurité. Dans ce cadre, les systéemes embarqués pourraient se révéler étre particulierement
intéressants dans une perspective de gestion de la sécurité des ouvrages d’art et notamment des
tunnels. Des systemes de dialogue de véhicule a véhicule (type V2V) permettraient de faire
« remonter » tres facilement l'information d’un accident dans 'ouvrage vers les usagers situés en
amont, qu’ils soient déja a l'intérieur du tunnel concerné ou en approche de celui-ci. Les systemes
d’alerte permettraient en outre d’indiquer les bonnes manceuvres a réaliser afin de ne pas aggraver la
situation, éviter un sur-accident, faciliter 'arrivée des services d’intervention et bien sir, permettre
de donner lalerte en premier lieu, d’indiquer précisément ’endroit ou se trouvent les véhicules
impactés et renseigner leur nombre.
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Ou encore, les systemes coopératifs pourraient aider a diminuer les interdistances minimales
entre les véhicules sans pour autant compromettre la sécurité des usagers. Cela aurait pour principal
effet de permettre une augmentation de la capacité d’écoulement de linfrastructure. En effet, il est
courant de constater que sur les voies rapides urbaines (et plus particulicrement sur les axes de la
région parisienne), le non-respect des distances minimales de sécurité est gage d’une certaine fluidité
du trafic. Mais avec l’assistance des systemes coopératifs qui permettraient de réduire le temps de
réaction du conducteur en prenant le pas dans le contréle du véhicule (systeme de freinage
d’urgence par exemple), les interdistances pourraient étre abaissées et adaptées dans ces cas-la. Cela
aurait pour impact une amélioration des conditions macroscopiques de I’écoulement du flot de
véhicules.
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LEXIQUE

BE : Bureau d’Etudes

CA : Collision Avoidance

CERMICS : Centre d’Enseignements et de Recherches en Mathématiques et Calcul Scientifique
CETE : Centre d’Etudes Techniques de 'Equipement

CT : Cell Transmission

DIR : Direction Interdépartementale des Routes

ENPC : Ecole Nationale des Ponts et Chaussées

EGT : Enquétes Globales de Transports

ENTPE : Ecole Nationale des Travaux Publics de I’Etat

GDV : Gestion Dynamique des Voies

GRETTIA : Génie des Réseaux de Transports Terrestres et Informatique Avancée

HPM : Heure de Pointe du Matin

HPS : Heure de Pointe du Soir

H]J : Hamilton-Jacobi

IFSTTAR : Institut Francais des Sciences et Technologies des Transports, de ’Aménagement et

des Réseaux
ITS : Intelligent Transport System
LICIT : Laboratoire d’Ingénierie, Circulation et Transports
LWR : Lighthill, Whitham et Richards
NGSIM : Next-Generation Simulation
O/D : Origine/Destination (matrice)
ODE : Ordinary Differential Equation
OVM : Optimal V'elocity Mode!
PCI : Péle de Compétence et d’Innovation
PDE : Partial Differential Equation
PGT : Plan de Gestion du Trafic
RDYV : Régulation Dynamique des Vitesses
SETRA : Service d’Etudes sur les Transports, les Routes et leurs Aménagements

ZELT : Zone Expérimentale et Laboratoire de Trafic
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Annexe A : discrétisation du modéle LWR
Annexe B : Problémes d’échelles en trafic
Annexe C : Justification des classes de modéles
Annexe D : Trajectoites NGSIM

Annexe E : Code programmation MATLAB
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ANNEXE A : DISCRETISATION DU MODELE LWR

Considérons I’équation LWR suivante :

Ki +Q.(K), =0

AvecQ,(K)=Kv(K) = K.\_/(éJ =Kwv(S).

Nous considérons alors une discrétisation du plan espace-temps, en espace d’un pas fixe AX et

en temps, d'un pas fixe At. Nous formons ainsi des «cellules » de pas AX qui séchangent de

l'information sous forme de véhicules tous les At .

Cellule (i-1) Cellule (i) Cellule (i+1)

» Sens de ’écoulement

»

Selon ce modele discret, nous avons 'approximation suivante :
K(i.AX , NAt) ~ KT

A partir de laquelle nous considérons le schéma numérique suivant :

flux entrant flux sortant
Kin+1 B Kin + (D(Kina Kin+1) _q)(Kin—U Kin) _
At AX

Dans lequel, nous introduisons alors les flux entrant et sortant de chaque cellule. Ces flux font

0

eux-mémes intervenir des fonctions d’offre et de demande. Ces deux fonctions ont été introduites
dans [Lebacque, 1996] :

n ny\_ _.: D n (0] n
q)(Kl ’Ki+1)_mln( f (K| ) s f (Ki+1))
H—/
fonction de demande fonction d'offre
La fonction de demande est définie comme étant le volume de trafic provenant de la cellule
directement en amont, et souhaitant s’écouler vers la cellule considérée. La fonction d’offre

représente quant a elle la quantité de véhicules pouvant étre accueillie sur cette cellule considérée. 11

est alors possible de montrer que les fonctions d’offre et de demande se définissent comme suit :

Qe(Kin) s Si K'n < Kcrii ue
f D(Kin) = "
Qmax ’ Si Kin > Kcritique
Qmax H Si Klrl < Kcrii ue
oK) = L
Qe(Kin) ’ si Kirl-l > Kcritique

Ces fonctions se déduisent graphiquement du diagramme fondamental, quelle que soit la forme

du DF considérée. Ce qui est illustré ci-apres.
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Q. mmmm-- . Fonction d'offre
max

K

critique

Fonction de demande

K

critique Qmax __________ '

K

critique
Fonctions d’offre et de demande

Figure 0.1 : Définition des fonctions d'offre et de demande [Iebacque, 1996]

Nous savons qu’a 'expression du schéma numérique, s’ajoute classiquement une condition de
type Courant-Friedrich-Levy (CFL) afin de s’assurer de la stabilité de celui-ci.

Nin — Nin—l
AX
linstant N.At . Cela s’apparente a la méthode des débits cumulés.

En supposant que Kin = ou Nin désigne l'indice de la voiture se trouvant en i.AX 2

Nous pouvons remarquer que le schéma s’écrit désormais sous la forme :

Nin+1 =F(N/, N, L ND)

i+l °

Ce schéma est monotone si V], —2 0 équivalent a une condition CFL du type :

]

1—At.sup|Qe '| >0.
Ainsi, nous obtenons que :

n+l n n n n
Ni Ni +min fD(Ni +1 Ni
At AX

=K K]

i+l

-N/, o, N
1 ’f 1 :0
AX ) ( )

Nous pouvons ainsi retrouver que N vérifie ’équation aux dérivées partielles suivantes :

N, +Q.(N,)=0
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ANNEXE B : PROBLEMES D’ECHELLES EN TRAFIC

Modélisation routiére

Généralités

Dans le cadre de la modélisation globale des déplacements sur un réseau routier, nous
distinguons classiquement deux types de modéles. Tout d’abord, nous trouvons les modeles dits
statiques qui sont généralement utilisés dans le cadre de la planification des transports et des
réseaux. Le modele principalement utilisé est le modéle a quatre étapes (génération, choix modal,
distribution et affectation. Distinctement, se trouvent les modeles dynamiques permettant de
décrire ’écoulement physique du trafic routier. Ces modeéles sont utilisés par les gestionnaires de
réseau dans le but de réguler le trafic sur leurs infrastructures (délestage, Gestion Dynamique des
Voies ou encore Régulation Dynamique des Vitesses). Notons que tandis que les modeles de
planification permettent la mise en place de méthodes sur le moyen et le long terme, les modeles

dynamiques ont pour but utilisation de moyens de gestion sur le court terme.

Enjeux du trafic en France

La gestion du trafic implique bien évidemment différents enjeux. L’'un d’eux est de pouvoir
déterminer les volumes de trafic selon le temps et Uespace. 11 s’agit de dimensionner les réseaux de
transport, de déterminer les stratégies de construction ou d’élargissement des voies de transport. La
situation actuelle incite désormais les décideurs publics a se tourner vers la gestion efficace des
réseaux existants plutot qu’a chercher a générer de nouvelles infrastructures.

Dans ce but, il est donc important de pouvoir proposer une gestion efficace des axes routiers.
Cette gestion a plusieurs facettes : la gestion en temps différé, quelle soit a priori ou a posteriori, ainsi
que la gestion en temps réel. Cette derniere se développe de plus en plus aujourd’hui. La régulation
dynamique peut étre définie comme étant un ensemble d’actions directives sur les flux de trafic
et/ou loffre routiere, en temps réel dans le but de maximiser ’écoulement et d’optimiser 'usage de
la voirie. La régulation dynamique a connu un fort développement grice a l'application des
technologies de I'information au systéme routier.

Logiciels de simulation

Nous présentons quelques uns des outils de simulation qui sont le plus couramment utilisés par

les utilisateurs de la simulation routiere en France.
Logiciels commerciaux

® lec logiciel AIMSUN a été développé peu avant le début des années 2000. Il est
désormais commercialisé par la société Transport Simulation Systems (TSS), abritée par
I'Université de Catalogne. Le modele de poursuite implémenté dans AIMSUN est basé
sur le modele de Gipps |[Gipps, 1981]. Plus exactement, le modele est un
développement du modele original, classiquement fondé autour dune composante
d’accélération (modélisant la volonté d’atteindre une vitesse désirée) et une composante
de décélération (traduisant la contrainte liée a la présence d’un véhicule /leader). La
spécificité du modele implémenté dans AIMSUN est dans lestimation de la

décélération du véhicule leader. Le lecteur trouvera de plus amples renseignements dans
[TSS, 2010].
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Développé et commercialisé par la société DYNALOGIC, le logiciel de simulation
microscopique et stochastique DYNASIM a pour objectif de modéliser aussi finement
que possible I’écoulement du trafic sur un réseau. Pour cela, une des idées de base du
modele est existence d’une zone d’influence entourant un véhicule, dans laquelle aucun
autre véhicule ne pénetre. Le modéle de poursuite sous-jacent a DYNASIM détermine
Paccélération d’un véhicule selon la vitesse de ce véhicule et I'interdistance le séparant
du véhicule le précédant. Le modele utilise 'équation de I'accélération suivante :

%(t+0,25) = C.(%, 1) -%®) + C,.(x,(O-x 1)~ BX1)~-L)

Avec L la longueur des véhicules, supposée fixe. Nous retrouvons trois parametres

C,, C, et B décrivant trois types d’accélération pour le véhicule i. Ce modéle est issu du modéle

linéaire de [Helly, 1961] qui pour rappel, est donné par :

%(t+T,) = Cp. (%, (0 =% (D) + Co.[ (%, (O =X (D) — @ = XD -7 %,O)]

Ou nous prenons T, =0,25, aa=Lety =0.

SITRA est un programme de simulation microscopique initialement développé a
PONERA (Office National d'Etudes et de Recherches Aéronautiques) puis
commercialisé par la société francaise SODIT, aujourd’hui disparue. Ce modele était
essentiellement destiné 2 la simulation en zone urbaine, et notamment a I’étude des
intersections et des carrefours. Le modele de poursuite utilisé par SITRA est également
le modele linéaire de Helly. Dans [Magne et al., 2000], les auteurs montrent que le
modele microscopique utilisé est cohérent avec un modéle macroscopique de trafic a
I’équilibre (mode¢le de premier ordre).

VISSIM est développé par la société allemande Planung Transport Verkehr (PTV). 11
est le descendant des programmes réalisés dans les années 1970 a I'Université de
Karlsruhe, dont par exemple [Wiedemann et al., 1974]. VISSIM est un logiciel de
simulation pour milieu urbain et interurbain. Il propose une simulation microscopique
du couple véhicule-conducteur basée sur une analyse psychophysique du comportement
de conduite. Ce type d’idées a été présenté brievement avec le modéle de Wiedemann.
Cette simulation est a la fois discrete et stochastique et s’effectue avec un pas de temps

pris égal a 1 seconde.

VISUM est également un logiciel développé et commercialisé par la société PTV.
Cependant, VISUM est un logiciel de simulation macroscopique qui se propose de
déterminer les temps de parcours sur un réseau d’infrastructures. Ce calcul est réalisé de
facon statique a partir des résultats d’affectation de la demande sur les branches du

réseau.

PARAMICS est une série d’outils pour la simulation microscopique du trafic, dont
PARAMICS Modeller constitue le noyau central. PARAMICS est susceptible de traiter
des réseaux dont la taille n’est a priori pas limitée. Le logiciel PARAMICS existe
conjointement sous deux versions paralleles : une version est développée par la société
Quadstone tandis que la seconde est détenue par la société SIAS. Initialement
développé au Centre de calcul de I'Universit¢é d’Edimbourg avant d’étre repris
indépendamment, et concurremment, par les sociétés SIAS (version souvent dite S-
PARAMICS) et Quadstone (version quelquefois dite Q-PARAMICS). Le modeéle
microscopique de poursuite de PARAMICS fait intervenir les notions d’interdistance
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désirée et d’interdistance cible. Afin de parvenir a atteindre ces valeurs a chaque instant,
le conducteur va alors accélérer ou décélérer [Duncan, 1997]. Ce modele méle a la fois
I'idée des modeles a distance de sécurité type Krauss ainsi que celle des modeles
psychophysiques type Wiedemann.

Enfin, citons le cas du logiciel TRANSMODELER développé des 2005 par la société
CALIPER. Celui-ci des modules de
macroscopique ainsi quune possibilité d’hybridation. Cette derniére possibilité se

propose simulation microscopique et

traduit pat la capacité de simuler de larges réseaux et puis plus finement un carrefour

particulier, avec un seul modéle.

Ces modeles commerciaux sont classés selon leur échelle de représentation ci-dessous :

Microscopique Mésoscopique Macroscopique
¢ AIMSUN
¢ ARCADY
¢ CORSIM DYNEV
¢ DRACULA
Emme/2
e DYNASIM Cube .
] OmniTRANS
e MATSIm DYNASMART OREMS
e Quadstone PARAMICS TRANSIMS
) TransCAD
e  SimTraffic TransModeler
e TransModeler
e TransModeler
e VISUM
e UAF
e VISSIM
e TRITONE

Logiciels de recherche

Le logiciel SYMUVIA est développé au Laboratoire d’Ingénierie, Circulation et
Transports (LICIT). SYMUVIA est basé sur un modéle macroscopique d’écoulement,
utilisant un diagramme fondamental triangulaire. Deux phases sont donc mises en avant
avec une phase fluide et une phase congestionnée durant laquelle la position du véhicule
est déduite de la position du véhicule leader. Le pas de temps est pris de telle sorte que
linformation de remontée de file d’un véhicule a Iautre, soit correctement prise en
compte. Le mode¢le incorpore également un modéle de changements de files, des
caractéristiques d’accélération bornée pour les véhicules ainsi que le comportement au
niveau des points singuliers.

MITSIM est le simulateur microscopique incorporé dans le logiciel de simulation
MITSIMLab, développé par le Massachussetts Institute of Technologies (MIT).
MITSIMLab inclut également un simulateur de gestion de la circulation utilisé pour la
simulation du controle du trafic et des systemes de guidage routier. Les données
d'entrée pour MITSIM sont classiquement des matrices O-D ; un modele de choix
probabiliste du trajet est ensuite utilisé pour déterminer le cheminement de chaque
véhicule individuel a chaque intersection du réseau. Un modéle de choix d’itinéraire
alternatif est également disponible dans lequel les véhicules sont affectés selon des
chemins spécifiés des le début de la simulation. MITSIM est congu pour étre utilisé
dans I’évaluation des systemes de gestion du trafic.
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e le modele dynamique de microsimulation DRACULA (Dynamic Route Assignment
Combining User Learning and microsimulAtion, Affectation dynamique des trajets combinant
l'apprentissage des utilisateurs et la microsimulation) a été développé a I'Université de
Leeds depuis 1993. C'est une nouvelle approche de modélisation de réseaux du trafic
routier, dans lequel 'accent est mis sur un couplage entre un modéle d’historique de
trafic et un modéle de poursuite microscopique. DRACULA permet de représenter
directement les choix de trajet des conducteurs a mesure que ces décisions évoluent en
fonction du temps. Cette dématche prend en compte la trajectoire spatio-temporelle du
véhicule leader, mais aussi la configuration du réseau et les régles de franchissement aux
intersections. Le modeéle propose donc une simulation dynamique de loffre et de la

demande.

e TFASTLANE est un outil logiciel développé par I'Université de Delft (Pays-Bas). 1l peut
étre utilisé pour la prévision a court terme de 'écoulement du trafic sur les autoroutes.
Le fonctionnement de FASTLANE se divise en deux parties. Tout d'abord, une
estimation de I'état actuel du trafic est réalisée. Ensuite, le programme actualise I’état de
trafic selon un certain scénario en accord avec Iétat de trafic précédent. Dans ce
logiciel, l'accent est tout particulietement mis sur la deuxiéme étape du programme, a

savoir la modélisation et la prédiction de I'écoulement du trafic.

Mise en perspective des attentes

En termes de besoins d’améliorations vis-a-vis de la modélisation et des problemes d’échelle, il
apparait que lors des études de trafic, les échelles microscopiques et macroscopiques sont
clairement dissociées. Cela est principalement da au fait que comme nous I'avons vu en premiere
partie de ce travail, les modeles utilisés aux niveaux microscopique et macroscopique sont distincts

les uns des autres et  priori, indépendants entre eux.

Les logiciels commerciaux permettent classiquement I’étude d’aménagement de carrefours,
d’échangeurs, de voies spécifiques aux transports collectifs... Mais ces derniers ne garantissent pas
de cohérence entre les échelles de modélisation. Ainsi, il est possible d'utiliser facilement les
matrices issues du modele statique dans 'outil dynamique mais il n'y a pas de remonté du modéle
dynamique vers le modéle statique, pour améliorer la précision du modeéle statique et notamment

pour représenter la congestion.

Une étude de trafic doit nécessairement débuter par un choix d’échelle ; en effet, la précision
choisie pour I’étude conditionne la finesse des données a obtenir, les temps de calculs nécessaires
mais aussi la précision finale des résultats. Devant la multiplicité des modeles, I'utilisateur doit
réaliser un choix en connaissant les spécificités de chacun de ses modeles, leurs domaines de
validité et les cas précis d’application. Le probléme de I’échelle est une difficulté récurrente dans le
domaine des transports. Afin de s’en affranchir, certains chercheurs ont proposé d’autres modeles
comme les modeles mésoscopiques, adoptant une échelle « intermédiaire ». Mais depuis une dizaine
d’années, le concept d’hybridation des modeéles s’est considérablement développé. Citons parmi
d’autres [Bourrel, 2003], [Mammar, 2000] et [Leclercq, 2007]. L’idée serait de pouvoir utiliser les
modeles microscopiques et macroscopiques au cas par cas, tout en assurant la cohérence des

démarches aux interfaces macro-micro et micro-macto.
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ANNEXE C : JUSTIFICATION DES CLASSES DE MODELES

Nous rappelons ici les formulations des différents modeles considérés et leur forme générale
approximante. Nous ne rentrons pas dans le détail de chacune des formules, ceci ayant été fait dans
la premiére partie de ce travail. En revanche, nous mettons en avant chacune des variables
intéressantes.

I.  Les modeles « premier ordre »

1. Modele de Pipes

L’expression du modele (ainsi que du modéle de Forbes dont la formulation est relativement
proche) est donnée par :

% () = 16,1 (M_ 1>

L
Nous nous proposons de 'approcher par la forme correspondante au modeéle (1) :

x(t) = F(xi+1(t) - xi(t))

2. Mode¢le de Forbes

II. Les modéles « second ordre »

1. Modéle de Kometani et al.
L’expression du modele est donnée par :
Xip1 () — x;(t) = . %112 () + B2t +T) +y. %t +T)+ S
Nous 'approchons de la forme générale suivante, qui sera assimilé au modéle (2) en considérant

un développement limité avec T suffisamment petit :

% (6 + 1) = F(x41(0) — x:(1), %141 (1))

2. Modéle de Newell

Ce modele est directement donné par 'expression générale du modele (2), en considérant un

développement limité avec T suffisamment petit :

% (6 + 1) = F(x41(0) — x:(D))
3. Modele de Gazis et al.
Ce modele peut étre intégré : nous supposons que X;(t) > 0, Vt et x;,1(t) — x;(t) > 0,Vt

X(t+1) Xi41 () — %;(¢)
%t + DI 7 [xea(0) — (O
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Notons par ailleurs que le modeéle de Chandler et al. est un cas particulier du premier avec
m =0 etl = 0. Nous ne consetverons alors uniquement que la forme généralisée proposée par

Gazis etal. Sim # 1 etl # 1, nous intégrons :

1  om-1 1
G+ o P TT @ —m@r Y
Soit
[%:(t + D] = K. [x;4,(0) — (O] + 6
m-1
Avec K = D)

D’ou nous tirons Pexpression générale du modele, a rapprocher du modéle (2°) en considérant

un développement limité avec T suffisamment petit :

% (t+7) = F(x41 () — x:(0))

4. Mode¢le de Gipps

Le modele est donné par 'expression suivante :

x,(t x,(t
%,(t + 1) =min|x,(t) + 2,5.a**. 7. (1 - L) Jo,ozs + L , bt

Vi,désirée i,désirée

. 2
+ \/(bimax.r)z — b"* {Z(xi+1(t) —x;(0) = §;) = %().T — ng:n_agt)}
i-1

Nous proposons de 'approcher de la forme générale suivante, correspondante au modele (2) :

% (t+ 1) = F(x41(0) — x:(0), %:(), %141 (1))

5. Mod¢le de Krauss
L’expression du modele est donnée par :
(xi2(®) = x:(0) = %,(0).T
b (0 = 10

max
b i

Xi(t+71) =%41(0) +

Nous I'approcherons avec la forme générale suivante, correspondante également au modele (2) :

% (t+ 1) = F(x41(0) — x;:(0), %:(), %111 (1))
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III.  Les modeles « ordre supérieur »

1. Mode¢le de Helly

L’expression du modele est donnée par :

%t + 1) = a1 (1) = %:(0) + B[ (i1 (®) — x;()) — (v + 6.5,(8) + 0. %(1))]

Nous proposons de I'approcher de la forme générale suivante, correspondante au modele (3) :

%1t + 1) = F(o41(0) — x;(), %111 () — %;:(6), %:(1), (1))

2. Mode¢le de Bando et al.

L’expression du modele est donnée par :

IO {ranh (x4 (6) - x,(0) = o) + tanh (5,)) — (0]

ﬂ&+ﬂ=m[

Nous proposons de I'approcher de la forme générale suivante, correspondante au modele (3) :

¥+ = F(xi+1(t) —x;(t), xi(t))

3. Modéle de Treiber et al.

L’expression du modéle est donnée par :
| . s 21
I C w6 [ So+xi(). T+ x;(0). Xig1(6) = X (6) |
550 = a '1_<"i(’f)) _ 2/aB |
| | Vo Xip1(t) — x;(2) j

Nous proposons de 'approcher de la forme générale suivante, correspondante au modele (3) :

%1(0) = F (2341 (8) = x;(6), %141 () — %, (1), %; (1))
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ANNEXE D : TRAJECTOIRES NGSIM




Nous présentons la distribution des vitesses et des interdistances pour la voie n°2.
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Figure 0.2 : Histogramme des vitesses, d’apres données

NGSIM

Vitesse relative (m/s)

22

Interdistance (m)

Vitesse relative en fonction de Pinterdistance
(véhicule n® 326, voie n°2, période 17h00 —
17h15)

L L

0 10 20 30 40 50 60 70 80

Histogramme des interdistances en metres (voie
n°2, période 17h00 — 17h15)

Figure 0.3 : Histogramme des interdistances (métres), d’apres
données NGSIM
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Figure 0.4 : Exemples de conrbes vitesse relative en _fonction de l'interdistance, d’apres données NGSIM
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ANNEXE E : CODE PROGRAMMATION MATLAB

1) Au niveau microscopique :

function F=Trajectoires (M, methode)

$fonction reproduisant les trajectoires individuelles des véhicules

F=[];

O=0OrdrePassage (M) ;

T=[1;

nO=length (0) ;

mesure=0(1,2);

Leader=M(1:0(1,2),:);

%$on initialise la matrice des mesures du véhicule leader

%seule la trajectoire réelle du premier véhicule sera conservée

figure
hold on

for i=2

:n0

SuiveurObserve=M (mesure+l:mesure+0 (i, 2),:);
$matrice du véhicule suiveur

for vmax=5:120
for Smin=2:50

SuiveurSimulee=TrajectoireSimulee (Leader, SuiveurObserve, vmax, Smin) ;
$on détermine la trajectoire du véhicule suiveur en

fonction des parametres : couple (vmax, Smin)

end

end

if strcmp (methode, 'RMSE')==

R=RMSE (SuiveurSimulee, SuiveurObserve) ;

%on détermine l'erreur quadratique moyenne
elseif strcmp (methode, "MANE')==

R=MANE (SuiveurSimulee, SuiveurObserve) ;

%on détermine l'erreur absolue moyenne
end

T=[T; [vmax, Smin, R] 1;

$fonction permettant d’indiquer 1’indice des
véhicules et le nombre de points de mesures pour chacun d’eux

%on enregistre au sein d'une méme matrice, les valeurs des

%erreurs obtenues pour chaque couple (vmax, Smin)
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[minimum, indiceligne]l=min(T(:,3));
$recherche 1'indice de ligne avec le couple (vmax, Smin) qui

permet le RMSE minimal

vmaxopt=T (indiceligne, 1) ;
Sminopt=T (indiceligne, 2);
F=[F; 0O(i,1), vmaxopt, Sminopt, minimum];

SuiveurSimulee=TrajectoireSimulee (Leader, SuiveurObserve, vmaxopt, Sminop

t);

end

%on trace sur un nouveau graphique, les trajectoires du leader et
%celles (simulée et observée) du véhicule suiveur

plot (Leader(:,4),Leader(:,6),'k");
plot (SuiveurObserve (:,4),SuiveurObserve (:,6), 'b");
plot (SuiveurSimulee(:,4),SuiveurSimulee(:,6),'x");

%on ré initialise les matrices de mesure

Leader=TrajectoireSimulee (Leader, SuiveurObserve, vmaxopt, Sminopt) ;
T=[1;

mesure=mesure+0 (i, 2) ;

function S=TrajectoireSimulee (L, SuiveurObserve,vmax, Smin)

%$temps en seconde

%$distance en metres

%L matrice de la trajectoire du véhicule leader

%S matrice de la trajectoire simulée du véhicule suiveur

[C,E]=tempscommun (L, SuiveurObserve) ;

S=SuiveurObserve (E(2,1) :E(2,2),:);

deltat=0.1;

for

end

i=2:1ength(S)
if S(1,19)==
vitesse=0;
else
vitesse=max (0, vmax* (1-Smin/S(1,19)));
end
S(i,6)=S(i-1,6)+vitesse*deltat/3.6;

94



2) Au niveau macroscopique :

function DensiteSimulee=SchemaGodunov (3S)

deltat=1;
deltax=50;

DensiteObservee=SchemaMacro (S,deltat) ;
DebitObserve=Debit (DensiteObservee,deltat);

[n,m]=size (DensiteObservee) ;
DensiteSimulee=zeros (n,m);
DensiteSimulee (1, :)=DensiteObservee (1, :);

for 1=2: (n-1)
for j=2:m
[Offrel, Demandel]=0ffreDemande (DensiteSimulee (i-
1,3),DensiteSimulee (i, j),DebitObserve (i-
1,73),DebitObserve (i, j),deltax);

[Offre2,Demande2]=0ffreDemande (DensiteSimulee (i, j),DensiteSimulee (i+1,

j),DebitObserve (i, j),DebitObserve (i+1l,]j),deltax);
fluxentrant=min (Demandel, Offrel);
fluxsortant=min (Demande2,O0ffre?2);
DensiteSimulee (i, j)=DensiteSimulee(i,j-1) -

deltat/deltax.* (fluxsortant-fluxentrant);

end
end

M4=980;
M6=520;
D=DensiteSimulee;

figure
image ('xdata', [0 M4], '"ydata', [0 M6], 'cdata',D);

J=max (max(D(:,:)));

colormap (jet (3J+1));

c=colorbar;

set(c, 'ytick',l:max(j)+1, 'yticklabel',num2str ((0O:max(j))."))

axis equal

set(gca, 'xlim', [0 M4],'ylim', [O

M6], 'xtick',0:30:M4, '"ytick',0:50:M6, "'xgrid','on', 'ygrid', 'on', 'layer',
"top');
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3) Détermination du temps de retard critique

function [m,M]=DelayTrajectory (vmax,v0,tau)

$fonction permettant de tracer la trajectoire d'un véhicule suivant
une loi de poursuite retardée (temps de retard tau), linéaire par
morceaux (nulle entre [0, dmin], linéaire croissante entre [dmin,
dmax] jusqu'a atteindre

vmax pour une interdistance >= dmax

$pendant la période [-tau, 0] le véhicule roule a la vitesse maximale
% (vmax) puis va décélérer car il prend en compte son prédécesseur qui
$circule a la vitesse v0, pouvant étre nulle (véhicule a l'arrét)
%$1'origine des temps est prise de telle sorte que l'interdistance soit
%égale a l'interdistance critique (dmax) pour laquelle la vitesse
devient inférieure a vmax

$parametres de la loi de poursuite
dmin=5;
dmax=25;

%$choix d'un pas de temps suffisamment faible
k=20;
deltat=tau/k;

%initialisation de la matrice contenant

%en premiere colonne l'abscisse x que le véhicule occupe au cours du
temps

%$en deuxieéme colonne, le vitesse du véhicule

%en troisieme colonne, le temps
A=-dmax-k*vmax*deltat:deltat*vmax:-dmax;

B(l:(k+1),1)=vmax;

C=-tau:deltat:0;

M=[A' B C'];

$insertion d'un test logique pour savoir si le véhicule percute ou non
son
$prédécesseur ; le test est initialisé pour une situation sans
accident
m="'0K";
for i=(k+2) :floor (20/deltat)

M(i,3)=M(i-1,3)+deltat;

M(i,1)=M(i-1,1)+M(i-1,2)*deltat; %schéma explicite du ler ordre
d'Euler

M(i,2)=max (0,min (vmax,vmax* (vO*M(i,3)-M(i-k,1)-dmin) / (dmax-
dmin)));

if M(1i,1)>=v0*M (i, 3)

m="'Accident';

end

end
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function T=TestDelayTrajectory2 (taumin, taumax)
$fonction permettant de tester différentes valeurs de temps de retard

afin

%$de déterminer le tau critique pour lequel on passe d'une situation

sans

%accident a une situation avec accident

%initialisation

pas=(taumax-taumin) /1000;

=01

figu

’

re

hold on
xlabel ('Tau critque', 'FontSize',12)
ylabel ('Lambda', "FontSize',12)

$Variation de la vitesse maximale (pour couvrir différents réseaux

%possibles : urbain, interurbain, autoroutier)
for vmax=10:40

end

$Variation de la vitesse du dernier véhicule du peloton précédant

for

end

v0=0:vmax

$Varaition du temps de réaction

for i=taumax:-pas:taumin
$Application de la fonction
n=DelayTrajectory (vmax,v0,1i);

$Test : cas d'accident ou non ?
if strcmp(n, "Accident')==1

m=1i;
end

end

$Enregistrement de la valeur du temps de réaction critique
M=T;

$Normalisation du tau critique

dmax=25;

dmin=5;

taucrit=m/ (vmax/ (dmax—-dmin)) ;

lambda=log (1/m) /m;

T=[M ; [taucrit lambdal] ];

$Tracé en 3D du temps critique afin de comparer pour tous les cas
$d'études (valeurs différentes de vmax et de vo)
plot (T(:,1),T(:,2));
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