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Nota3on	

• Bn	  is	  the	  unit	  ball	  in	  Rn	  
•  Sn	  	  is	  the	  boundary	  of	  	  Bn+1	  ,	  namely	  the	  unit	  sphere	  in	  Rn+1	  

	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  B1	  
	  

	  

	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  S0	



Conven3on:  All  func3ons  are  con3nuous	



Brouwer’s	  fixed	  point	  theorem	  (1912)	  
	  
	  
A	  funcGon	  f	  from	  a	  closed	  convex	  set	  
to	  itself	  has	  a	  fixed	  point.	  	  
	  
(namely	  x	  such	  that	  f(x)=x)	  
	  
	  



Borsuk’s	  theorem	  (1932)	  
	  
	  
A	  funcGon	  f	  from	  Sn	  to	  Rn	  has	  a	  point	  	  
x	  in	  Sn	  such	  that	  f(-‐x)=f(x)	  
	  
	  



n=1	  
On	  the	  equator	  there	  are	  two	  anGpodal	  points	  
with	  the	  same	  temperature.	  	  
n=2	  
On	  earth	  there	  are	  two	  anGpodal	  points	  with	  the	  
same	  temperature,	  and	  the	  same	  barometric	  
pressure.	  
	  

Examples:	



There	  is	  no	  f:	  Bn	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  Sn-‐1	  	  such	  that	  f(x)=x	  for	  every	  
x	  in	  Sn-‐1.	  
	  

Re-‐formula3ng  Brouwer	



	  	  
	  
	  There	  is	  no	  f:	  Sn	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  Sn-‐1	  	  such	  that	  
	  f(-‐x)=-‐f(x)	  for	  every	  x	  in	  Sn.	  
	  
(such	  a	  funcGon	  is	  called	  anGpodal)	  

Re-‐formula3ng  Borsuk	



Reformula3on  of  Borsuk:  
There  is  no  f:  Sn                      Sn-‐1    such  that  
  f(-‐x)=-‐f(x)  for  every  x  in  Sn.  
	Proof	  from	  Borsuk:	  	  
	  
Suppose	  that	  such	  a	  funcGon	  exists.	  Then	  	  
restricGng	  it	  to	  Sn-‐1	  yields	  a	  funcGon	  f:	  Sn-‐1	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  Sn-‐1	  	  
(in	  parGcular	  to	  Rn-‐1)	  with	  no	  anGpodal	  points	  
going	  to	  the	  same	  point.	  

	



  
  
Reformula3on  of  Borsuk:  
There  is  no  f:  Sn                      Sn-‐1    such  that  
  f(-‐x)=-‐f(x)  for  every  x  in  Sn.  
  
  
	

Proof	  of	  Borsuk	  from	  this	  version:	  	  
Suppose	  that	  Borsuk	  fails,	  namely	  there	  exists	  a	  
funcGon	  f:	  Sn	  	  	  	  	  	  	  Rn	  with	  no	  x	  in	  Sn	  saGsfying	  	  
f(-‐x)=f(x)	  
Let	  	  	  𝑔(𝑥)= 𝑓(𝑥)−𝑓(−𝑥)/||𝑓(𝑥)−𝑓(−𝑥)|| 	  
Then	  g:	  Sn	  	  	  	  	  	  	  Sn-‐1	  is	  anGpodal.	  	  
	



	  
• Brouwer:	  There	  is	  no	  f:	  Bn	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  Sn-‐1	  	  such	  that	  f(x)=x	  for	  every	  x	  in	  Sn-‐1	  
• Borsuk:	  	  	  	  There	  is	  no	  g:	  Sn	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  Sn-‐1	  	  such	  that	  
	  g(-‐x)=-‐g(x)	  for	  every	  x	  in	  Sn-‐1	  

• Assume	  that	  there	  is	  f	  as	  above.	  Compose	  it	  with	  a	  projecGon	  from	  Bn	  
to	  Sn	  and	  obtain	  a	  g	  as	  above.	  	  

Borsuk  is  stronger  than  Brouwer	



Brouwer’s  theorem  –  an  equivalent  version:  
KKM  (Knaster  –  Kuratowski  -‐    Mazurkewicz)  
	

	  
If	  	  	  	  	  	  𝐴↓𝑖 ,  𝑖=1…𝑛	  are	  closed	  sets	  (or,	  together,	  open	  sets)	  in	  𝑐𝑜𝑛𝑣(𝑣↓1 , 
𝑣↓2 ,…,   𝑣↓𝑛 ),	  and	  if	  for	  every	  subset	  J	  of	  [n]	  it	  is	  true	  that	  


⋃𝑗∈J↑▒𝐴↓𝑗 ⊆𝑐𝑜𝑛𝑣 ( 𝑣↓𝑗  𝑗∈𝐽} 	  	  

	  
	  	  (in  particular  𝑐𝑜𝑛𝑣(𝑣↓1 , 𝑣↓2 ,…,   𝑣↓𝑛 )= 𝐴↓1 ∪ 𝐴↓2 ∪…𝐴↓𝑛 )	  
Then	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  ⋂𝐴↓𝑗 ≠∅	



A  discrete  version  of  KKM  –  Sperner’s  lemma	



Sperner’s  lemma	

	  

	  	  If	  	  	  	  the	  verGces	  of	  a	  triangulaGon	  of  𝑐𝑜𝑛𝑣(𝑣↓1 , 𝑣↓2 ,…,   
𝑣↓𝑛 )	  are	  colored	  
	  1,	  2,	  …,n	  	  and	  if	  for	  every	  subset	  J	  of	  [n]	  it	  is	  true	  
that	  the	  verGces	  in  𝑐𝑜𝑛𝑣( 𝑣↓𝑗  𝑗∈𝐽} 	  	  are	  colored	  only	  
colors	  from	  J,	  then	  there	  is	  a	  mulGcolored	  
simplex.	  	  
	  


