
More  applica+ons  of  
connec+vity	



Warning	

	  
	  
	  
	  

𝜂(this	  talk)=1	



The  Meyer-‐Vietoris  inequali+es	


𝜂(𝐴)≥min(𝜂(𝐴∩𝐵),𝜂(𝐴∪𝐵))	  

	

Leopold	  Vietoris,	  1891	  -‐	  2002	



Applica+on:  the  Meshulam  game	

For	  a	  graph	  𝐺	  and	  an	  edge	  𝑒	  define	  𝐺¬𝑒=𝐺−𝑁(𝑒)	  
	  
	  

Theorem	  (Meshulam):	  
	  
	                                                𝜂(𝐼(𝐺))≥ min (𝜂(𝐼(𝐺−𝑒)),  𝜂(𝐼(𝐺¬𝑒))+1) 	  	  

	



Proof:        let  e=ab	

•  𝐼(𝐺−𝑒)=𝐼(𝐺)∪(𝐼(𝐺¬𝑒)∗𝑎𝑏)	  
•  (𝐼(𝐺¬𝑒)∗𝑎𝑏)∩𝐼(𝐺)=𝐼(𝐺¬𝑒)∗{𝑎,𝑏}	  
• 𝜂(𝐼(𝐺¬𝑒)∗{𝑎,𝑏})=𝜂(𝐼(𝐺¬𝑒))+1	  
• 𝜂(𝐴)≥min(𝜂(𝐴∩𝐵),𝜂(𝐴∪𝐵))	  
• 𝐴=𝐼(𝐺),  𝐵=	  𝐼(𝐺¬𝑒)∗𝑎𝑏	
• 𝜂(𝐼(𝐺))≥min(𝜂(𝐼(𝐺¬𝑒))+1,	  𝜂(𝐼(𝐺−𝑒))).	  

	



Coopera+ve  colorings	

	  	  	  	  Given	  graphs	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  on	  the	  same	  vertex	  set	  V,	  	  	  
	  
A	  cooperaIve	  coloring	  	  is	  a	  choice	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  
	  
	  
	  
such	  that	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  
	  
	  	  	  	  
	  
	  (If	  all	  graphs	  are	  the	  same	  graph	  G	  then	  this	  is	  ordinary	  k-‐coloring	  	  of	  G)	  	  	  	  	  	
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Example:	
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Theorem	  (A+Holzman+Howard+Spruessel)	

Three	  cycles	  on	  the	  same	  vertex	  set	  have	  a	  
cooperaIve	  coloring.	  	

In	  fact,	  by	  three	  sets	  of	  equal	  sizes	  (up	  to	  1)	



V1	



V1	

Choose	  a	  vertex	  from	   𝑉↓1   arbitrarily:	
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We	  have	  to	  
show:	



consists	  of	  paths	  
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3-‐par+te  hypergraphs  	

𝑉↓1 	  
	  
𝑉↓2 	  
	  
𝑉↓3 	



Ryser’s  conjecture,  r=3	

Theorem:	  In	  a	  3-‐parIte	  hypergraph	  𝜏≤2𝜈.	  
	  
𝜏  	  is	  the	  covering	  number,	  namely	  the	  minimal	  size	  of	  a	  set	  of	  verIces	  
that	  meets	  all	  edges,	  
	  
	  𝜈	  is	  the	  matching	  number	  –	  the	  largest	  size	  of	  a	  matching	  
	  
	  
	  

	  
	  

	



Idea:	

If	  all	  of	  𝑉↓1 	  can	  be	  matched,	  then	  𝜏=𝜈=|𝑉↓1 |.	  (Reason:	   𝑉↓1 	  is	  a	  cover)	  
	  
Reminder:	  If	  for	  every	  𝐴⊆ 𝑉↓1 	  we	  have	  𝜂(𝐼(𝐿(𝐾[𝐴])))≥|𝐴|	  then	  𝑉↓1 	  is	  matchable.	  
(𝐾[𝐴]	  is	  the	  set	  of	  pairs	  Konnected	  to	  𝐴.)	  
	  
So,	  If	   𝑉↓1 	  is	  not	  matchable,	  some	  subset	  of	   𝑉↓1 	  is	  connected	  to	  “few”	  pairs	  of	  
verIces	  in	   𝑉↓2 × 𝑉↓3 .	  
	  
DefiniIon:	  For	  a	  subset	  𝐴	  of	   𝑉↓1 	  let	  	  
	  

𝑑𝑒𝑓(𝐴)=|𝐴|−𝜂(𝐼(𝐿(𝐾[𝐴])))	  
	  
	  

	  
	  

	



Let	  

𝑑= max {𝑑𝑒𝑓(𝐴)∣𝐴⊆ 𝑉↓1 } 	  
	  
Theorem:	  𝜈≥|𝑉↓1 |−𝑑.	  
(follows	  by	  a	  deficiency	  argument)	  
	  
Let	  𝐴	  be	  the	  set	  for	  which	  𝑑𝑒𝑓(𝐴)=𝑑.	  Then	  𝜂(𝐼(𝐿(𝐾[𝐴])))=|𝐴|	  -‐d.	



ObservaIon:	  If	  𝐹	    is  a  bipartite  graph  then    𝜂(𝐼(𝐿(𝐹)))≥𝜈(𝐹)/2.	  
	  
(follows	  from	  the	  fact	  that	  𝜂(𝐼(𝐺))≥ 𝛾↑𝑖 (𝐺)))	  
	  
Since	  𝜂(𝐼(𝐿(𝐾[𝐴])))=|𝐴|	  -‐𝑑,	  
It	  follows	  that	  	  𝜈(𝐾[𝐴])≤2(|𝐴|−𝑑).	  
	  
By	  König’s	  theorem	  𝜏(𝐾[𝐴])=𝜈(𝐾[𝐴])≤2(|𝐴|−𝑑).	  
	  
Let	  𝐶	  be	  a	  cover	  of	  𝐾[𝐴],	  with	  |𝐶|≤2(|𝐴|−𝑑).	  
	



Let	  𝑇=𝐶∪(𝑉↓1 ∖𝐴)	  
	  
Clearly,	  𝐶  is	  a	  cover	  of	  the	  hypergraph	  (𝐶	  covers	  all	  triples	  not	  covered	  
by	   𝑉↓1 ∖𝐴).	  
	  
And	  	  
	  

|𝑇|=|𝐶|+|𝑉↓1 |−|𝐴|≤2(|𝐴|−𝑑)+|𝑉↓1 |−|𝐴|=�
|𝑉↓1 |+|𝐴|−2𝑑≤2(|𝑉↓1 |−𝑑)≤2𝜈.	



A  hard  proof  for  an  easy  theorem	

Theorem	  (Gallai):	  In	  a	  family	  𝐹	  of	  intervals	  on	  the	  real	  line	  𝜏=𝜈.	  
	  
Proof:	  Let	  𝜏𝜏(𝐹)=𝑘.	  We	  shall	  show	  that	  𝜈≥𝑘.  	  
	  
We	  may	  assume	  that	  the	  intervals	  are	  in	  (0,1).	  
	  
Every	  set	  of	  𝑘−1	  points	  in	  (0,1)	  corresponds	  to	  a	  point	  in	   Δ↓𝑘 ,	  	  the	  set	  
of	  points	  (𝑥↓1 , 𝑥↓2 ,…,   𝑥↓𝑘 )	  saIsfying	  ∑ 𝑥↓𝑖 =1.	  
	  
	



The  sets   𝐴↓𝑖   sa+sfy  the  condi+ons  of  KKM,  
hence  there  exists  a  point  𝑥 ∈⋂ 𝐴↓𝑖 .

	

The  𝑘  intervals  witnessing  the  fact  that  
     𝑥 ∈ 𝐴↓𝑖   are  disjoint,  proving  𝜈≥𝑘. 

	



d-‐intervals	

A	  d-‐interval	  is	  a	  union	  of	  d	  intervals.	  	  
	  
Theorem	  (Tardos	  –	  Kaiser):	  	  
In	  a	  family	  of	  d-‐intervals	  𝜏≤ 𝑑↑2 𝜈.	



The  KKMS(hapley)  theorem	

If	  the	  𝑘−dimensional	  simplex	  is	  covered	  by	  sets	  𝐴↓𝐼 ,	  𝐼⊆[𝑘+1]	  
so	  that	  𝑐𝑜𝑛𝑣𝑣↓𝑗  𝑗∈𝐽 ⊆⋃{ 𝐴↓𝐼 ∣𝐼⊆𝐽}	  for	  all	  𝐽⊆[𝑘+1]  then	  there	  exists	  a	  
family	  𝑇  of	  subsets	  of	  [𝑘+1]	  such	  that	  	  
	  
(a)  	  	  ⋂𝐴↓𝐽  𝐽∈𝑇 ≠∅,                                                        and	  	  
(b)  	  𝑇	  has	  a	  fracIonal	  matching.	  	




