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Théoréme de Bezout
Algorithme d’Euclide Etendu

Théoreme 1 (Identitt de Bezout) Soienta et b deux entiers relatifs ef leur PGCD
alors il existe deux entiers etv tels que :au + bv = d.

Théoreme 2 (Resolution d’uneéquation diophantienne) Soienta, b etc des entiers,
etd le PGCD deq etb, alors I'équationau + bv = ¢ admet des solutions entires si et
seulement st est un multiple de.

Théoreme 3 (Theoreme de Bezout)Soienta et b deux entiers relatifs non nulsa
et b sont premiers entre eux si, et seulement si, il existe detizren et v tels que
au—+bv =1.

Proposition 1 (Solutions multiples pouru etv) Il n’apas solution unique pouf, v),
mais une infiné (u + kb, v + ka) aveck € Z

Théoreme 4 (Theoreme de Gauss)Si un nombre: divise un produit de facteurs et si
a est premier avec I'un des deux facteurs aledivise le deuxime facteur.

L'algorithme d’Euclide permet de calculer le P.G.C.D. de deux entiers naturetd
tels quen > b . Il consiste a réitérer les manipulations suivantes :
* Effectuer la division euclidienne de parb. Soitr le reste.
* Remplacera parb etb parr. On ab > r d'aprés la définition de la division
euclidienne.
Le P.G.C.D. est le dernier reste non nul.
L'algorithme d’Euclide Etendu permet de calculer les coefficient®tv de Bezout.
ro:=byr_1:=a;u_9:=0;u_q:=1;v_9:=1;v_1 := adivb
k.= -1
Tant querk > 0 faire
Début
k:=k+1
Th—2 = qpTk—1+7k(avecqy = rp_odivry_ietry = rp_omodry_1)
Uk ‘= Uk—2 — xUE—1
Vg ‘= Vg—2 — Vg1
On alarelationr, = auy, + bu,

Fin
U = Uk—-19k
U = Vk—-14k



Exercice 1 [ Algorithme d’Euclide ]
e Appliquez 'algorithme d’Euclide pour trouver le ppcd de2ldt 84.

e Prouvez que I'algorithme d’Euclide donne bien le ppcd.

Exercice 2 [ Algorithme d’Euclide étendu ]

e Appliquez 'algorithme d’Euclide étendu pour trouveet v tels que

35u + 13v = 1.

e Prouvez que l'algorithme d’Euclide étendu donne bien teefficientsu etv de
Bezout.

Exercice 3 [ Theoreme de Gauss |
Démontrez le theoreme de Gauss.



