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Pour toute question pendant le TD, commencez par lire lemésde cours a la fin
de la feuille.

Exercice 1 [ Algorithmes de Brent et Floyd ]
1 A quoi servent ces deux algorithmes ?
2 Combien de valeurs est-il nécessaire de stocker en mépaand on utilise ces

deux algorithmes ?
3 Ecrire en pseudo-code I'algorithme de Brent.

Exercice 2 [ Calcul modulaire ]
Trouvez s'ils existent 1a¢” et le10¢ n tels que :
a)3" + 7" =0mod 13
b)3™ + (—4)" = 0 mod 13
c)n?+1=4mod7
d) 3" = n7" mod 13

Exercice 3 [ Theoreme des restes chinois (TRC) ]
a) Résoudre le systéeme suivant en utilisant le théoZme

c7z r = 2mod7
v "l * = 3mod38

b) Calculezr = 43 x 12 en utilisant le théoreme 4 avec la décomposition
ny = 5,712 = 9,713 =13.

Pour éviter de trop gros calculs, on vous dondgé x 11 = 495 et38 x 13 = 494.

Exercice 4 [ Applications du TRC ]
Résoudre les systemes suivants :

a)
r = z;mod4
r,x; €2, x = mgmodl15
r = xz3mod?7
b)
nel { 4" = 7mod9
1 2" = 3modl1l



Résune de cours

Arithm étique modulaire

Théoreme 1 (Petit tleoréeme de Fermat) Soit p un nombre premier, et un entier
verifiantz # 0 mod p, alorsz?~! = 1 mod p. En levant la seconde hypétse sup,
on obtient la formeequivalenter? = x mod p.

Le théoreme des restes chinois (TRC)

Le TRC est un outil fondamental pour ce que I'on appelle lewdamnodulaire.
Si I'on veut faire des calculs avec de grands entiers il expiisieurs méthodes dont
les deux les plus utilisées sont la numération positilars le calcul modulaire. Ce
dernier consiste a effectuer de nombreux petits calculdubeades nombres premiers
entre eux (souvent premiers tout simplement) et a recoargesésultat en utilisant
le TRC. Par exemple, si on veut multiplier deux entiers [ifssit et y, on choisitn
nombres premiers distincts tels que[ [ p; > zy, et on effectue la réduction deety
modulo chaque;, ce qui donne les nombres ety;. On multiplie alors, dan&/p;Z,
x; pary; ce qui donne; ; le TRC permet alors de reconstituere zy a partir des;
ainsi calculés. Mais ce n’est la qu’une application paitere du TRC.

Le TRC existe sous plusieurs formes.

Théoreme 2 [TRC pour dewélements.] Soient et m deux entiers premiers entre
eux. Soieny etz deux entiers quelconques ; alors le &yse

= ymodn

= zmodm
posde une solution unique moduten. Cette solution est do@e par la formule
(zun + yvm) mod mn
avecu etw le coefficients de Bezout respectifsrdet m.

Théoreme 3 (Theoreme de Bezout)Soientn etm deux entiersn etm sont premiers
entre eux si et seulement si il existe deux entiegsov tels que

un+vm =1

Théoreme 4 [TRC pourr elements.] Soientn;) r entiers premiers entre eux. Soient
(z;) r entiers quelconques ; alors le sgate

z = x; mod n;



pos&de une solution uniqgue modul$n;. Cette solution est tro@e en calculant la
suite

y1 = 1 modng

Yz = NQ(OQ(JZQ —yl) mod n2)+y1

Yys = Ng(Og(xg — yg) mod Tlg) + y2

Yr = NT(CT(:ET - yrfl) mod nr) + Yr—1

dans laquelleN; = ]‘[Kinj, les coefficientg’; vérifiant C; N; = 1 mod n;, étant
obtenus en appliquant I'algorithme d’Euclidgendua N; et n;. Dans ces condi-
tions, le nombrey,. obtenu comme le dernier de la suite, est I'unique soluti@nsd
lintervalle [0.. ] n;[, du systme de congruences.

Importance du TRC pour I'arithm étique modulaire. En raison de la correspondance
entre tout nombre de l'intervall®, [ [ n;[ et lesr-uplets de[0, ni[Xx... X [0,n,[, ON
dispose d’une arithmétique sur l'intervalle [ [ n;[ définie par les correspondances :

0~(0,...,0)
1~(1,...,1)
2 =~ (z mod ny, ..., (z mod n,.)

(z + y) mod Hm ~ ((z +y) mod nq, ..., ((x + y) mod n,)
(z — y) mod Hnl ~ ((z — y) mod nq, ..., ((x — y) mod n,)

(zy) mod Hni ~ ((zy) mod nq, ..., ((x — y) mod n,.)



