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RésuméDeux 
lasses de problèmes algorithmiques motivés par les réseaux sont étudiés dans 
ettethèse.Le premier problème étudié est d'estimer le nombre d'éléments distin
ts ou 
ardinalitéde très grands multi-ensembles en utilisant une mémoire auxiliaire très petite. Le nombred'appli
ations de 
ette question très simple est étonnamment important. On peut 
iter enparti
ulier la déte
tion de 
ertains types d'attaques dans les réseaux. Nous avons proposéde nouvelles familles d'algorithmes qui répondent à 
e problème. Elles ont été validées parl'analyse mathématique et à l'aide de simulations sur du tra�
 réel.Le se
ond problème est la 
on
eption de réseaux embarqués dans les satellites e�
a
es.Ces réseaux doivent d'une part pouvoir tolérer un 
ertain nombre de pannes de leurs 
om-posants et d'autre part être de petites tailles en raison de leur 
oût extrêmement élevé.Nous avons introduit un nouvelle 
lasse de réseaux et proposé des 
onstru
tions minimalespour de nombreux 
as.
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Abstra
tTwo 
lasses of algorithmi
 problems motivated by network themati
s are studied in thisthesis.The �rst problem is to estimate the number of distin
t elements or 
ardinality of verylarge multisets while using a very small amount of auxiliary memory. The number of appli-
ations of this very simple question is surprisingly important. In parti
ular, we may mentionthe dete
tion of some kinds of atta
k against networks. We proposed new families of algo-rithms to answer this problem. They are validated by mathemati
al analysis as well as bysimulations with real tra�
.The se
ond problem is the design of e�
ient on-board networks in satellites. On onehand these networks must be able to tolerate a given number of me
hani
al failures of their
omponents. On the other hand they should be of small sizes be
ause of their extremelyhigh 
ost. We introdu
ed a new 
lass of networks and proposed minimal 
onstru
tions inlots of 
ases.
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Chapitre 1Introdu
tionPrologue.PF - Comment 
onnaître le nombre d'éléments distin
ts n d'un ensemble enutilisant une mémoire 
onstante ?FG (Il parait que les réponses à l'aide d'une question sont toujours les meilleures.)- Comment pourrait-on, quand on lit un élément, savoir qu'on l'a déjà vu s'iln'est pas sto
ké en mémoire �
e qui implique une mémoire linéaire en n ?PF (Juste retour des 
hoses) - Je te donne une petite aide. Peut-on 
ompter lesimple nombre d'éléments sans qu'une mémoire de lnn bits �mémoire né
es-saire pour un simple 
ompteur� ne soit disponible ?FG - Super 
omme aide.PF - Il s'avère qu'un un petit algorithme très simple et très élégant proposépar Morris [Mor77℄ et analysé par Flajolet [Fla85℄ peut résoudre 
e problème.Le prin
ipe est le suivant : on initialise un 
ompteur K à 0. Quand on lit unélément on tire à pile ou fa
e de façon biaisée : on obtient pile ave
 probabilité
2−K et fa
e ave
 probabilité 1 − 2−K . On in
rémente le 
ompteur de un si ontombe sur pile, sinon on ne fait rien. Que se passe-t-il ? Intuitivement, il faut enmoyenne 1 
oup pour que le 
ompteur aille de 0 à 1, 2 
oups de 1 à 2, 4 
oups de
2 à 3 et don
 un état κ est atteint en 2κ−1 
oups. Un ensemble de n éléments nefait don
 avan
er le 
ompteur que d'en gros log2 n 
oups. L'algorithme retournedon
 2K 
omme estimée de la valeur de n. L'idée 
ru
iale à retenir i
i est quele 
hoix probabiliste de l'in
rément permet de répondre de façon appro
hée à laquestion en utilisant une mémoire très faible �La mémoire utilisée par l'algo-rithme n'est plus de log2 n, mais de log log n. Pour indi
ation log log 1025 ≈ 4et ainsi, ave
 une toute petite mémoire de quelques kilo bits, on peut 
ompterà peu près tout dans l'univers.PF - Alors peut-on 
ompter le nombre d'éléments distin
ts sans sto
ker les élé-ments ? 13



14 CHAPITRE 1. INTRODUCTIONFG (émerveillé) - Et vous qu'en pensez-vous ?Deux 
lasses de problèmes algorithmiques motivés par les réseaux sont étudiées dans
ette thèse. D'une part, la surveillan
e de réseaux met en jeu de grands ensembles de don-nées liés aux 
onnexions établies par les routeurs qu'il s'agit d'analyser quantitativement.Philippe Flajolet m'a introduit le problème et aidé au long de son étude. D'autre part,
ertains réseaux embarqués dans les satellites doivent pouvoir tolérer des pannes de leurs
omposants et il faut 
on
evoir de tels réseaux de petites tailles pour optimiser leur 
oût.Cette thématique m'a été expliquée par Jean-Claude Bermond et Stéphane Pérennes et m'amené à une 
ollaboration ave
 le projet Mas
otte de l'INRIA. Les deux problèmes ont unenature 
ombinatoire et ils font appel, entre autres, à des traitements probabilistes. Ils fontaussi une belle part à des études asymptotiques.1.1 Algorithmes probabilistes de 
omptage1.1.1 Aperçu du problème et 
ontexteUn multi-ensemble est un ensemble dans lequel les éléments peuvent être répétés. Sataille N est le nombre de ses éléments et sa 
ardinalité n est le nombre de ses élémentsdistin
ts. Le problème 
onsidéré i
i est de 
ompter le nombre d'éléments distin
ts de trèsgrands multi-ensembles. Ce problème est apparu dans les années 70 dans le 
ontexte desbases de données, dans le but d'optimiser di�érentes requêtes (union, interse
tion, insertion,tri). Le volume gigantesque des données ne permet pas l'utilisation des algorithmes exa
ts.En e�et, 
es algorithmes utilisent une mémoire linéaire en n : ils lisent les mots un par unet pour 
ha
un ils véri�ent dans un di
tionnaire �vide au départ� si le mot est présent. Sioui ils ne font rien et passent au mot suivant, si non ils rajoutent le mot dans le di
tionnaireet in
rémentent de un un 
ompteur.Dans les années 90, le problème a 
onnu une se
onde jeunesse ave
 le développementrapide de réseaux à très grandes 
apa
ités. Dans 
e 
ontexte, les éléments sont les paquetsqui arrivent à un routeur ou qui passent sur un lien internet. Un paquet appartient à une
onnexion identi�ée par un sous-ensemble des 
hamps de son en-tête (habituellement par le
ouple adresse IP de la sour
e, adresse IP de la destination). Compter le nombre d'élémentsdistin
ts revient i
i à 
ompter le nombre de 
onnexions a
tives sur le lien. Or il s'avère que
onnaître 
e nombre de 
onnexions à un nombre d'appli
ations étonnamment importantdans les domaines de la surveillan
e et de la sé
urité des réseaux (network monitoring1 andse
urity). C'est tout d'abord une information simple mais pertinente sur la nature du tra�
.En e�et, par exemple, un tra�
 généré essentiellement par des 
ourriels et des requêtes web1L'équivalent anglais de 
ertains termes sera quelques fois indiqué entre parenthèses quand 
elui-
i estd'un usage international 
ourant.



1.1. ALGORITHMES PROBABILISTES DE COMPTAGE 15est 
onstitué de 
onnexions de seulement quelques paquets. A l'opposé, un tra�
 pair-à-pair(peer-to-peer) 
omportera beau
oup de paquets mais peu de 
onnexions.Ensuite, 
ertains types d'attaques peuvent être déte
tés en étudiant l'évolution dunombre de 
onnexions. Lors d'une attaque par déni de servi
e (ou DoS atta
k pour De-nial of Servi
e atta
k), un virus, qui a infe
té de nombreuses ma
hines �jusqu'à plusieurs
entaines de milliers� lors d'une phase initiale de propagation, lan
e tout à 
oup une pluiede requêtes à partir de 
es ma
hines en dire
tion d'un serveur 
ible. Ce dernier ne peut pasfaire fa
e à 
et a�ux de demandes, se retrouve saturé et ne peut plus assurer son servi
enormal. Il ne reste souvent plus qu'à l'éteindre. Pour déte
ter 
e type d'attaques, il ne suf-�t pas de regarder les statistiques sur les paquets. En e�et l'augmentation du nombre de
onnexions, même brusque, pourrait être masqué par un fort tra�
. Il est plus e�
a
e d'utili-ser des statistiques sur le nombre de 
onnexions. Estan et Varghese, dans [EVF03℄, re
ensentainsi 
inq utilisations majeures de 
es statistiques : déte
ter des re
her
hes d'intrusion (ports
an), déte
ter les attaques par déni de servi
e, e�e
tuer des mesures générales, estimer lavitesse de propagation d'un ver et faire de la gestion de paquets (pa
ket s
heduling) à hautevitesse.Les réseaux 
÷urs (ba
kbone networks) sont aujourd'hui pour la plupart des réseauxoptiques syn
hrones dé
rits par le standard international SDH2 (pour Syn
hronous DigitalHierar
hy). Dans 
es réseaux, les liens entre routeurs sont des fais
eaux de �bres optiques
lassi�és selon leur 
apa
ité, des STM-0 (51,84 Mbps3) aux STM-256 (40 Gbps), qui 
om-men
ent à être déployés, en passant par les STM-64 (10 Gbps)4, qui sont utilisés abondam-ment. À 
es vitesses, même sto
ker les données devient problématique. Un disque dur d'unTera o
tet (To) est rempli en moins de 4 minutes et un paquet peut arriver toutes les 60nano se
ondes (ns) ne laissant que 150 instru
tions ma
hine à un pro
esseur très rapide de2,5 Giga Hertz (GHz) pour traiter 
haque paquet.Dans 
es 
onditions, les seuls algorithmes qui peuvent être utilisés ne doivent utiliserqu'une mémoire 
onstante et ne faire qu'une passe très simple sur les données. De plus, onne fait i
i pas d'hypothèses sur le tra�
 et en parti
ulier sur la stru
ture et le nombre desrépétitions, 
ontrairement à beau
oup de travaux où, par exemple, un tra�
 poissonnien estsupposé.L'idée 
ru
iale, développée en premier par Flajolet et Martin pour leur algorithme pion-ner Probabilisti
 Counting [FM83℄, est de relaxer le problème : pour de nombreusesutilisations algorithmiques, il n'est pas né
essaire de 
onnaître le nombre exa
t d'élémentsdistin
ts, mais une estimation ave
 une bonne pré
ision su�t. L'idée est ensuite d'utiliserdes estimées probabilistes qui ne dépendent que de n et pas du nombre de répétitions.De nombreux travaux ont été faits sur la gestion de requêtes appro
hées (approxi-mate query pro
essing) dans la 
ommunauté des bases de données (voir [Gib01℄, [GTK01℄,2Un autre standard est utilisé aux États-Unis et au Canada :SONET pour Syn
hronous Opti
al NET-works.3Unité de mesure du débit : Mbps pour Mega bit par se
onde et Gbps pour Giga bit par se
onde.4Les équivalents SONET sont OC-1, OC-768 et OC-192.



16 CHAPITRE 1. INTRODUCTION[CLKB04℄). Dans [WZT90℄ Whang, Zanden et Taylor ont introduit le Comptage linéaire(Linear Counting). Le prin
ipe est de répartir des valeurs ha
hées dans des boîtes (bu-
kets) et d'utiliser le nombre de boîtes remplies pour obtenir une estimée du nombre devaleurs lues. Mais la mémoire utilisée est i
i linéaire. Pour pouvoir étudier de très grandsensembles de données, Estan, Varghese et Fisk ont étendu 
e prin
ipe en proposant uneversion multi-é
helles dans leur algorithme Multiresolution Bitmap [EVF03℄. L'idéeest de ne garder qu'un petit nombre de fenêtres sur le bitmap entier. Leur estimée utilise
m mots de mémoire et a une erreur standard de 4.4/

√
m. L'é
hantillonnage est une autrefaçon d'estimer des 
ardinalités. L'idée est i
i de ne garder qu'une fra
tion des valeurs déjàlues. Cette fra
tion peut être 
hoisie dynamiquement de manière élégante 
omme dans l'al-gorithme d'É
hantillonnage adaptatif (Adaptive Sampling) de Wegner, qui a été dé
rit etanalysé par Flajolet dans [Fla97℄. La pré
ision de 
ette méthode est 1.20/

√
m. Gibbons pro-pose dans [Gib01℄ une autre appro
he, l'é
hantillonnage distin
t (Distin
t Sampling), pourpouvoir donner des réponses appro
hées à des questions variées en utilisant une fra
tion desdonnées d'une base de données. L'algorithme de 
omptage probabiliste (Probabilisti
 Coun-ting) de Flajolet et Martin (voir [FM83℄) utilise des motifs sur la représentation binaire denombres. Il a d'ex
ellentes propriétés statistiques ave
 une erreur pro
he de 0.78/

√
m. L'al-gorithme de Durand et Flajolet, LogLog Counting (voir [DF03℄), a la même idée de départmais utilise une observée di�érente. L'erreur standard est de 1.30/

√
m pour la premièreversion et de 1.05/

√
m pour la version Super-LogLog, mais les m 'mots' mémoires ont i
iune taille en log log n et non en log n. En�n dans [BYJK+02℄ les auteurs présentent troisalgorithmes pour 
ompter les éléments distin
ts. Le premier utilise le k−ième minimum.Les auteurs prouvent que 
et algorithme (ǫ, δ)−approxime n en utilisant une mémoire de

O(1/ǫ2 logm log(1/δ)) bits et un temps pro
esseur de O(log(1/ǫ) logm log(1/δ)) par élé-ment. Cet algorithme est le point de départ de notre étude. Notre appro
he généralise
ette idée en introduisant des familles d'estimateurs nouvelles et plus e�
a
es et donne uneanalyse pré
ise de 
elles-
i.1.1.2 Notre appro
he.Contrairement à la plupart des algorithmes existants [WZT90, FM83, DF03, EVF03℄qui s'intéressent à des propriétés de la représentation binaire de nombres, nous allons utiliserdes statistiques d'ordre.L'idée de départ est que le minimum M de n variables aléatoires tirées uniformémentdans l'intervalle réel [0,1℄ a pour espéran
e E[M ] = 1/(n + 1) (voir la Se
tion 2.1 pour le
al
ul et la Figure 2.1 pour une intuition géométrique). Le minimum donne don
 une idéedu nombre de valeurs qui ont été vues. Intuitivement, il a plus de 
han
e d'être petit si nest grand.Un multi-ensemble idéal de 
ardinalité n est un multi-ensemble 
onstitué de n réelstirés uniformément dans l'intervalle [0,1℄, répliqués arbitrairement et mélangés par unepermutation arbitraire. Le deuxième point 
ru
ial est que le minimum d'un multi-ensemble



1.1. ALGORITHMES PROBABILISTES DE COMPTAGE 17idéal peut être déterminé en une passe sur les éléments et qu'il ne dépend ni de leur ordre,ni du nombre des répétitions. C'est le minimum de l'ensemble sous-ja
ent.Le troisième point dé
isif est l'existen
e d'une fon
tion de ha
hage h qui simule untirage uniforme sur [0,1℄. Les valeurs ha
hées sont bien réparties sur l'intervalle et "ontl'air" indépendantes. Ce pseudo-aléa est largement su�sant en pratique (voir les études deKnuth [Knu98℄, et de la Se
tion 3.2.1 p. 66).Ces trois points donnent le prin
ipe d'un premier algorithme pour déterminer la 
ar-dinalité in
onnue n d'un multi-ensemble. On lit les éléments de notre multi-ensemble et,grâ
e à la fon
tion de ha
hage, on se ramène à un multi-ensemble idéal. Au 
ours de lale
ture, on a
tualise le minimum des valeurs ha
hées déjà vues. À la �n de la le
ture, onobtient une estimée de n en utilisant le minimum. Le point remarquable à retenir i
i estque l'utilisation d'une mémoire d'un seul nombre réel donne de l'information sur les n quel'on a vus.Quand le multi-ensemble a été lu en entier, nous disposons du minimum des valeursha
hées. Nous voulons maintenant une estimée de n et non de 1
n+1 . Le plus naturel seraitde prendre l'inverse de 
e minimum, mais il s'avère que 
et inverse a une espéran
e in�nie.Notre solution est d'obtenir une estimée indire
tement à partir de 
e minimum en 
ombinantdeux prin
ipes : au lieu de prendre le premier minimum, on utilise le deuxième, le troisièmeou le k−ième et, au lieu de prendre la seule fon
tion inverse, on la 
ombine ave
 des fon
tionssous-linéaires 
omme logarithme ou ra
ine 
arrée. On obtient ainsi, en Se
tion 2.1 p. 32,trois familles d'estimateurs de n : l'inverse du k−ième minimum, son logarithme et sa ra
ine
arrée.1.1.3 ContributionLa première partie de 
ette thèse, 
onstituée des trois premiers 
hapitres, porte surles algorithmes probabilistes de 
omptage de 
ardinalité. C'est une étude 
omplète d'al-gorithmes : de la 
on
eption, en passant par l'analyse mathématique et l'implémentationoptimisée, pour aboutir à la validation expérimentale et l'étude d'appli
ations pratiquesdans divers domaines. Si 
es di�érentes étapes ont un ordre naturel, il existe aussi un dia-logue fé
ond entre elles. Ainsi, par exemple, 
omme nous l'avons évoqué, 
'est l'analysemathématique de l'inverse du premier minimum qui nous a amené à introduire de nou-velles familles d'estimateurs. De même, 
'est le besoin pour 
ertaines appli
ations pratiquesd'avoir aussi une bonne pré
ision pour des ensembles pas trop grands (problème des petites
ardinalités) qui amène à regarder le 
omptage par 
ollisions (Se
tion 3.1).Dans le premier 
hapitre nous introduisons de nouvelles familles d'algorithmes pourestimer le nombre d'éléments distin
ts de très grands multi-ensembles (voir Figure 2.1.2p. 34). Ces estimateurs utilisent des statistiques d'ordres alors que la plupart des algo-rithmes 
onnus se basent sur des motifs de tableaux de bits. Ces algorithmes sont analysésmathématiquement. Il est prouvé (Théorème 1 p. 42) que leurs estimateurs ξ sont des esti-mateurs asymptotiquement non biaisés de n et leur pré
ision est exprimée par leur erreur
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omme √ξ/n. Ils atteignent une pré
ision de 1/
√
m en utilisant une mé-moire de m nombres �ottants, 
e qui les pla
ent dans la 
lasse des meilleurs algorithmes
onnus. Leur bou
le interne très simple leur donne un avantage en termes de temps d'exé-
ution Ces estimateurs ont été validés sur des �
hiers de di�érents types et de di�érentestailles.Dans le Chapitre 3, nous étudions pour l'un de 
es algorithmes, Min
ount*, le passagede la des
ription sur papier à une implémentation e�
a
e. Ce passage pose des problèmesnon seulement pratiques (
hoix de la fon
tion de ha
hage, é
rire un programme rapide,...),mais aussi théoriques. En e�et pour résoudre le problème des petites 
ardinalités, nousavons introduit en Se
tion 3.1 p. 52 de nouveaux estimateurs (Extended Hit Counting)qui sont analysés dans le Théorème 6 p. 59. À la �n de l'étude de la Se
tion 3.1.4, on disposed'un algorithme qui pour 
haque taille de �
hier, de quelques unités à plusieurs 
entainesde millions, 
hoisit un estimateur approprié qui donne le nombre d'éléments distin
ts n àquelques pour
ents près. (2% quand m = 210, en utilisant 3m �ottants de 32−bit, 
e qui
orrespond à 96kB, voir la Figure 3.4 p. 61.) L'introdu
tion du Extended Hit Coun-ting pour 
ertains taux λ := n/m, améliore la pré
ision d'un fa
teur pro
he de 4 �en
omparaison du Hit Counting 
lassique.Du point de vue pratique, nous expliquons en Se
tion 3.2 les di�érentes étapes quinous ont amené à une implémentation optimisée de l'algorithme. Ces étapes (
hoix de lastru
ture du programme, gestion des entrées sorties,...) ont permis de faire diminuer d'unfa
teur supérieur à 10 le temps d'exé
ution. L'implémentation a été 
hronométrée et validéeen Se
tion 3.2.3 sur des �
hiers de di�érents types. Elle n'est que 3 à 4 fois plus lente quela 
ommande unix 
at -t qui ne lit que les 
ara
tères de son entrée.On utilise 
ette implémentation pour simuler deux types d'appli
ations réseaux et bio-informatiques. En Se
tion 3.3, on regarde 
omment mettre en pla
e un système d'alerteautomatique d'attaques par déni de servi
e. En Se
tion 3.4, on a montré que les algorithmesprobabilistes de 
omptage peuvent être employés pour mesurer la 
orrélation des bases dedi�érentes zones du génome humain, voir la Figure 3.4 p. 79. Cela pourrait être utilisé, parexemple, pour déterminer en une passe très rapide 
ertaines lo
alisations possibles de zones
odantes.Le Chapitre 4 est le fruit d'une 
ollaboration ave
 Éri
 Fusy du projet ALGO de l'IN-RIA. On s'y intéresse au 
omptage de 
ardinalité dans le 
ontexte des �ux de données. Lesensembles étudiés ne sont plus �xes. Une requête typique est "
ombien d'éléments distin
tsdu �ux ont été vus dans la dernière fenêtre d'une heure ? " Or sur un lien de 
apa
ité 40Gbps, en supposant une taille moyenne de paquets de 300 o
tets, 60 milliards de paquetspeuvent arriver en une heure. La di�
ulté pour adapter les méthodes ave
 statistiquesd'ordre est que si on veut disposer du minimum pour 
haque fenêtre, il semble impossiblede sto
ker les valeurs qui peuvent devenir un minimum dans le futur. On présente un al-gorithme Sliding Min
ount. C'est une nouvelle méthode pour donner une estimation dunombre n de �ots a
tifs parmi les paquets d'un �ux de données dans une fenêtre 
oulissante.Il atteint une pré
ision relative de l'ordre de 1/

√
m en utilisant en gros une mémoire d'ordre
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24Fig. 1.1 � Un swit
h peut être dans quatre états di�érents.
m ln(n/m) mots, où n est une borne supérieure du nombre de �ots vus sur la fenêtre 
oulis-sante (Théorème 8 p. 88 Proposition 4 p. 91). Par exemple, une mémoire de seulement 64kBest su�sante pour maintenir une estimée d'une pré
ision de l'ordre de 4 pour
ents pourun �ux de plusieurs millions de �ots. Cet algorithme est validé par l'étude du tra�
 d'unrouteur passerelle de l'INRIA (Figures 4.7 p. 96 et Figures 4.8 p. 97). Mentionnons qu'il estaussi possible d'adapter les algorithmes probabilistes basés sur les motifs de bits (bitmappatterns) [DF03, FM83℄ aux fenêtre 
oulissantes. Le pro
édé est expliqué rapidement dansl'arti
le de Datar et al [DGIM02℄. Ils obtiennent le même ordre de 
omplexité que notrealgorithme, bien qu'ils ne donnent pas d'analyse détaillée. Par 
ontre, nous donnons uneanalyse poussée de la mémoire requise. Cela in
lut l'analyse de la mémoire maximale né-
essaire sur une très longue période de temps (Théorème 9 p. 92), une question importantesi l'on veut être sûr qu'il n'y ait pas de dépassement des 
apa
ités de la mémoire.1.2 Con
eption de réseaux embarqués tolérants aux pannesminimaux1.2.1 Aperçu du ProblèmeMotivation. Le se
ond problème a été posé originellement par la bran
he spatiale d'Al
atel.Les signaux arrivant à leurs satellites de télé
ommuni
ation au travers de ports doivent êtreampli�és avant de pouvoir être renvoyés en dire
tion de la terre. Les ports sont don
 reliésà des ampli�
ateurs. Mais 
es derniers s'usent et peuvent tomber en panne, alors que leservi
e de réparation Darty n'est pas assuré dans l'espa
e. Il faut don
 mettre un surplusd'ampli�
ateurs dans le satellite. Les ingénieurs estiment que, si le satellite est prévu pourune durée de vie de x années, les pannes ne dépasseront pas un nombre �xé noté k. Lesports sont reliés aux ampli�
ateurs au travers d'un réseau 
omposé de 
ommutateurs, quenous nommerons swit
hs dans la suite, 
onne
tés entre eux par des liens. Les swit
hs sontde gros objets 
ir
ulaires auxquels on peut 
onne
ter quatre liens et dont une partie peute�e
tuer une rotation permettant les di�érentes 
on�gurations de 
onnexions montrées enFigure 5.1. D'autre part le satellite tourne sur lui-même et à 
haque instant tous les portsne sont pas orientés de façon à pouvoir 
apter un signal. Un surplus de ports est don
 aussiné
essaire. Le problème est don
 de router p signaux d'un sous-ensemble des entrées versun sous-ensemble des sorties. Les 
hemins doivent être disjoints en arêtes. Construire des
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Fig. 1.2 � Réseau-(12, 4, 4) valide et minimum.
réseaux satisfaisant 
es propriétés n'est pas très di�
ile. Un réseau de permutation fait parexemple très bien l'a�aire. Mais les swit
hs, en plus d'être de gros bidules tournants, sonttrès 
oûteux à 
onstruire et forment une ma
hinerie très lourde. Or le poids du réseau estun élément déterminant du 
oût de lan
ement du satellite. Les ingénieurs et 
ommer
iauxd'Al
atel Spa
e estiment que le 
oût induit par un swit
h se 
hi�re en 
entaines de milliersd'euros. Dans 
es 
onditions le problème devient de 
on
evoir des réseaux tolérants auxpannes minimaux en nombre de swit
hs et é
onomiser ne serait-
e qu'un seul 
ommutateurvaut la peine. Les industries spatiales sont intéressées par la 
on
eption de tels réseaux pourdes valeurs spé
i�ques des paramètres. "On [Al
atel Spa
e℄ a un réseau-(20, 8, 5) ave
 50swit
hs. Est-
e que vous avez mieux ?" Cependant la théorie générale est intéressante enelle-même.Problème Nous 
onsidérons i
i des réseaux, 
'est-à-dire des graphes reliant des entréesà des sorties. On dé�nit en Se
tion 5.1 p. 104 un réseau-(p, λ, k) 
omme un graphe nonorienté 4-régulier ayant p + λ entrées et p + k sorties. Un réseau-(p, λ, k) est dit valide si,pour tout sous-ensemble E des entrées de taille p et pour tout sous-ensemble S des sortiesde même taille, il existe p 
hemins disjoints en arêtes reliant E à S. Le problème est dedéterminer N(p, λ, k) le nombre minimal de swit
hs d'un réseau-(p, λ, k) valide et de donnerdes 
onstru
tions de tels réseaux. Pour des raisons de symétrie, on suppose dans la suiteque λ ≤ k et on note n := p+ k.Les entrées du réseau 
orrespondent aux ports des satellites, les sorties aux ampli�
a-teurs et les n÷uds aux swit
hs. Les entrées sont représentées par des → dans les �gures,alors que les sorties le sont par des �. La Figure 1.2 montre un réseau-(12, 4, 4) valide.Ce réseau a 16 entrées et 16 sorties. Il tolère 4 pannes. Quels que soient les 4 sorties enpanne, on peut relier n'importe quel sous-ensemble de 12 entrées à des sorties valides. Il a20 swit
hs et est minimum.



1.2. RÉSEAUX TOLÉRANTS AUX PANNES MINIMAUX 211.2.2 Position de notre étudeSi le problème a un 
�té réjouissant de 
asse tête 
hinois ou de re
ette de 
uisine �Quelles sont les bonnes proportions d'entrées et de sorties ? Et si je rajoutais quelquesdoublons à un 
y
le hamiltonien ?�, il fait aussi appel à des notions importantes de théoriedes graphes �expansion, maille,...� et s'insère aussi dans une tradition ri
he d'analysede familles de réseaux 
lassiques. Cette étude doit ainsi être 
onsidérée dans l'esprit de lathéorie des super
on
entrateurs (super
on
entrators). Un 
on
entrateur-(p + λ, p) (
on
en-trator) [Val75℄ est un graphe orienté a
y
lique G = (V,E) ave
 p+λ n÷uds entrées désignéset p n÷uds sorties désignés (λ ≥ 0), tel que pour 
haque sous-ensemble de p n÷uds en-trées, il existe p 
hemins disjoints en arêtes (ou, selon le 
ontexte, disjoints en sommets)qui relient les entrées aux sorties. Un séle
teur (sele
tor), introduit pour la première foisdans [BDD02℄, est un réseau-(p, λ, 0) (k = 0). Une théorie générale des séle
teurs peut êtretrouvée dans [BPT℄, où plusieurs résultats sont obtenus pour de petites valeurs de λ. Unséle
teur peut être vu 
omme une version non orientée d'un 
on
entrateur-(p+λ, p). Un n-super
on
entrateur [Pip77℄ est un graphe orienté a
y
lique G = (V,E) ave
 n n÷uds entréesdésignés et n n÷uds sorties désignés, tel que, pour tout ensemble S de p ≤ n entrées et toutensemble T de p sorties, il existe p 
hemins disjoints en arêtes (ou disjoints en sommets,selon le 
ontexte) reliant S à T . Il existe une vaste théorie des super
on
entrateurs (Voirle travail pionner de Pippenger [Pip77℄ pour une introdu
tion, [AM84, AGM87, AC03℄ etS
höning [S
h06℄ pour des 
onstru
tions, et [BKP+81℄ pour les problèmes de 
omplexité).En 
e sens, les réseaux-(p, λ, k) généralisent le 
on
ept de séle
teurs de la même ma-nière que les super
on
entrateurs généralisent 
elui de 
on
entrateurs. Il est aussi 
lair que,prendre un super
on
entrateur (resp. un 
on
entrateur-(p + λ, p)) en oubliant les orienta-tions, pro
ure un réseau-(p, λ, k) valide pour n'importe quelle valeur de k = λ (resp. n'im-porte quel λ et k = 0). On peut ainsi essayer d'utiliser des super
on
entrateurs 
onnus pour
onstruire des réseaux embarqués e�
a
es, mais, et 
e n'est pas étonnant, 
ela ne donnegénéralement pas des réseaux minimaux. La di�éren
e majeure entre les super
on
entra-teurs et les réseaux valides généraux est que dans un réseau valide le nombre d'entrées et desorties qui peuvent tomber en panne est borné (dans notre 
as, étant donné une probabilitéde panne, pas plus de k pannes n'arriveront au 
ours de la durée de vie du satellite).Trouver un réseau minimal (un super
on
entrateur de faible densité ou ayant un nombreminimal de sommets) est un problème di�
ile et un domaine a
tif de re
her
he (voir lespapiers [AM84℄, [AGM87℄, [AC03℄ et la 
onstru
tion ré
ente de [S
h06℄). D'un point de vuealgorithmique, on peut montrer que le problème de tester si un graphe est un 
on
entrateur-
(p + λ, p) ou un super
on
entrateur est 
o-NP 
omplet. En fait, 
e sont des problèmes
omplets même quand ils sont réduits au 
as spé
ial important des graphes de taille linéairepar rapport au nombre d'entrées (voir [BKP+81℄). On peut montrer, ave
 le même typed'arguments, que le problème de dé
ider si un réseau-(p, λ, k) est valide ou non est 
oNP-
omplet, même réduit aux réseaux 4-réguliers.



22 CHAPITRE 1. INTRODUCTION1.2.3 Notre 
ontributionNous avons e�e
tué une formalisation d'un problème industriel pratique. Celui-
i a desappli
ations majeures, 
omme la 
on
eption des séries de satellites Eutelsat et Astra des-tinées aux transmissions télévisuelles et de vidéos et il 
onduit à des questions régulièresdestinées au groupe Mas
otte de l'INRIA. Cela nous a 
onduit a dé�nir une nouvelle famillede réseaux, les réseaux-(p, λ, k) (Se
tion 5.1 p. 104). Les te
hniques de re
her
hes de bornespour des réseaux valides minimaux in
luent, entre autres, l'utilisation de réseaux 
lassiques(réseaux de permutations, expandeurs,...) et des te
hniques d'analyse probabilistes.Dans le Chapitre 5, en 
ollaboration ave
 J.-C. Bermond et S. Pérennes, nous avonsintroduit un 
ritère simple qui 
ara
térise la validité des réseaux, le 
ritère de 
oupe (Pro-position 5 p. 105). Ce 
ritère est essentiel pour les preuves de bornes inférieures et pourprouver la validité des 
onstru
tions qui donnent des bornes supérieures. En e�et, il permetde montrer que 
ertains motifs sont interdits. Par exemple, on dé�nit un doublon 
ommeétant un swit
h ave
 une entrée et une sortie. Dès que k ≥ 3, trois doublons ne peuvent êtrereliés dire
tement puisque, en 
as de panne des trois sorties, les trois entrées ne pourraientêtre éva
uées par les trois arêtes sortantes. On étudie ainsi les motifs possibles entre di�é-rentes sortes de swit
hs et on en déduit des bornes inférieures pour N(p, λ, k). On prouvedes bornes inférieures sur le nombre de swit
hs pour de petites valeurs du nombre de pannes
k. On donne aussi des 
onstru
tions, et don
 des bornes supérieures pro
hes d'être mini-males pour k ≤ 8, voir la Figure 5.5 p. 109. En�n on donne une 
onstru
tion générale deréseaux valides pour n'importe quel λ et k.Le Chapitre 6 est le fruit d'une 
ollaboration ave
 Omid Amini, Florian Hu
, et StéphanePérennes du projet Mas
otte de l'INRIA. On s'y intéresse aux grands réseaux pour lesquels
n := p + k tend vers l'in�ni et k est assez grand. Nous donnons des bornes asymptotiqueslinéaires pourN(p, λ, k) pour de nombreux 
as. On rappelle que pour des raisons de symétrieon suppose λ ≤ k.Le problème s'avère très sensible à l'ordre de λ et k. Quand λ et k sont petits devant p,le problème se réduit à éviter 
ertaines 
on�gurations lo
ales interdites (voir Théorème 5p. 136). La 
onstru
tion de réseaux valides optimaux repose très fortement sur les ex-pandeurs. En utilisant 
es derniers, nous sommes 
apables de 
onstruire pour une 
lasseparti
ulière de réseaux, les réseaux simpli�és (pour la dé�nition voir la Se
tion 5.1 p. 104),des réseaux ave
 2n swit
hs dès que n est assez grand et k ≤ c1 log n pour une 
onstante c1(Se
tion 6.1.4). En Se
tion 6.3.3 nous donnons aussi une borne inférieure d'ordre 2n(1−ǫ(k))où ǫ(k) tend vers zéro quand k tend vers l'in�ni (mais k ≤ c1 log n n'est pas né
essaire).Ainsi, le problème est résolu dans le 
as asymptotique pour les réseaux simpli�és pour
k ≤ c1 log n.Pour les réseaux généraux, en utilisant des expandeurs bi-partie, nous obtenons uneborne supérieure en n + 3

4n quand k ≤ c2 log n pour une 
onstante c2. La borne inférieureobtenue est (n+ 2
3n)(1− ǫ(λ, k)), et nous 
onje
turons que n+ 3

4n doit être la vraie valeur.Nous donnons aussi une 
onstru
tion de séle
teurs (
as λ = 0) de taille n + n
2 , 
e qui
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e 
as aussi une borne inférieure serrée.Pour étendre 
es résultats pour des valeurs plus larges de k, nous dé�nissons en Se
-tion 6.2 p. 128 une propriété d'expansion lo
ale que nous appelons α−robustesse (voir [CRVW02,AHK99℄ pour des notions pro
hes). Intuitivement, l'α-robustesse d'un graphe G est une ver-sion lo
ale du fa
teur d'expansion. C'est l'entier maximal rα tel que pour tous les petitssous-ensembles le fa
teur d'expansion est α, mais pour les sous-ensembles plus-grands leurnombre d'arêtes sortantes est au moins rα. Pour nos 
onstru
tions, il est né
essaire quele graphe soit un expandeurs pour les petits sous-ensembles, mais pour les plus grands ona juste besoin d'une 
onnexité minimale 
onstante ave
 le reste du graphe. Il s'agit d'uneappro
he perpendi
ulaire à l'appro
he 
lassique. On �xe un fa
teur d'expansion et on sedemande jusqu'à quelle taille de sous-ensembles 
ette expansion est respe
tée. Cette notionest aussi intéressante en elle-même et 
ontient 
omme 
as parti
ulier plusieurs invariantsd'expansion 
omme la longueur de bi-se
tion et la 
onstante de Cheeger (voir [Chu97℄).Comme les graphes aléatoires sont de très bons expandeurs, on étudie leur α-robustesse.De 
ette façon, on généralise le résultat de Bollobàs sur le fa
teur d'expansion des graphesaléatoires 4-réguliers. À notre 
onnaissan
e, 
'est la première fois qu'est dé�ni et étudié
e nouveau 
on
ept d'expansion lo
ale. On 
al
ule la robustesse des graphes aléatoires 4-réguliers (Théorème 23 p. 130) qui mène à la 
onstru
tion d'un réseau−(p, λ, k) valide ave

3n swit
hs pour λ ≤ k ≤ n

7 (Théorème 4 p. 129).1.3 Travaux et publi
ationsListe des travaux publiés ou en 
oursLe Chapitre 2 présente la 
onstru
tion, l'analyse mathématique et la validation de nou-velles familles d'estimateurs probabilistes de 
ardinalité. Les résultats qui y sont exposésont fait l'objet de la publi
ation[Gir05℄ F. Giroire, Order Statisti
s and Estimating Cardinalities of MassiveDatasets. In Pro
eedings of Dis
rete Mathemati
s and Theoreti
al ComputerS
ien
e, 2005.Le 
hapitre 3 traite du passage d'un algorithme é
rit sur papier à l'obtention d'unevéritable implémentation. Di�érents thèmes et appli
ations y sont traités. En parti
ulier,le traitement des petites 
ardinalités en Se
tion 3.1 p. 52 a été publié dans[Gir06b℄ F. Giroire. Extended Hit Counting to Estimate Cardinality. To appearin Pro
eedings of WWW/Internet 2006, Mur
ia, Spain, o
tober 2006.Les appli
ations des algorithmes probabilistes de 
omptage de 
ardinalités au domainebiologique, présentées dans la Se
tion 3.4 p. 75, ont fait l'objet d'une 
ourte publi
ationprésentée sous forme de poster[Gir06a℄ F. Giroire. Dire
tions to use probabilisti
 algorithms for 
ardinality fordna analysis. In Pro
eedings of JOBIM, Bordeaux, Fran
e, july 2006.



24 CHAPITRE 1. INTRODUCTIONL'adaptation de nos algorithmes au 
ontexte des �ux de données est étudié dans leChapitre 4. Ces travaux vont faire l'objet d'un publi
ation[FG07℄ E. Fusy and F. Giroire. Estimating the number of A
tive Flows in aData Stream over a Sliding Window. In Pro
eedings of ANALCO, New Orleans,january 2007.Un résumé des résultats sur la 
on
eption de réseaux embarqués tolérants aux pannespeut être trouvé dans la publi
ation[ABG+06℄ O. Amini, J-C. Bermond, F. Giroire, F. Hu
, and S. Pérennes. De-sign of minimal fault tolerant networks : Asymptoti
 bounds. In Pro
eedings ofAlgoTel, Trégastel, Fran
e, 2006.Les 
onstru
tions présentées en Chapitre 5 font l'objet d'un arti
le en préparation[BGP06℄ J-C. Bermond, F. Giroire, et S. Pérennes. Design of minimal faulttolerant networks : Constru
tions.Les résultats du Chapitre 6 sur le 
as asymptotique seront publiés dans[AGHP06a℄ and [AGHP06b℄ O. Amini, F. Giroire, F. Hu
, et S. Pérennes. Mi-nimal sele
tors and fault tolerant networks.En 2002, à l'o

asion d'un stage de 6 mois au sein du groupe IP des laboratoires dere
her
he de Sprint5 (Burlingame, Californie), j'ai travaillé sur la prote
tion des réseauxba
kbones au niveau IP. Nous avons proposé un nouvel algorithme, qui utilise une méta-heuristique de re
her
he tabou, pour 
onstruire une topologie IP sur un réseau de �bresoptiques. Cette 
onstru
tion est optimale dans le sens où elle maximise la résistan
e auxpannes du réseau en minimisant le partage des �bres, tout en respe
tant les impératifs dedélai des opérateurs. En plus, l'algorithme prend en 
onsidération des 
ontraintes pratiques
omme le manque de longueurs d'onde disponibles ou les priorités entre di�érentes routes.Cette étude a 
onduit à la publi
ation suivante et à deux brevets pour Sprint dont je suisun 
o-auteur.[GNTD03℄ F. Giroire, A. Nu

i, N. Taft, and C. Diot. In
reasing the robustnessof ip ba
kbones in the absen
e of opti
al level prote
tion. In Pro
eedings of IEEEINFOCOM, San Fran
is
o, USA, april 2003.Method and Systems for Idenditying Optimal Mapping in a Network F. Giroire,A. Nu

i, N. Taft, and C. Diot. Filed on July 10, 2003. Sprint Do
ket Number#2315/SPRI.104359.Method and Systems for Correlating Pra
ti
al Constraints in a Network. F. Gi-roire, A. Nu

i, N. Taft, and C. Diot. Filed on July 10, 2003. Sprint Do
ketNumber #2315/SPRI.104360.5http://www.sprintlabs.
om/



1.3. TRAVAUX ET PUBLICATIONS 25En 2003, pendant mon master, j'ai travaillé ave
 Mireille Régnier sur des sujets de bio-informatique. Il y a quatre étapes prin
ipales pour séquen
er un génome : 
opier l'ADNplusieurs fois, la dé
ouper en petits mor
eaux, lire 
ha
un de 
es mor
eaux et re
onstituerla séquen
e de base. Une des di�
ultés majeure ren
ontrée au 
ours de la quatrième étapeest de distinguer les mor
eaux provenant des nombreuses zones répétées du génome. Nousavons proposé un nouvel algorithme pour séparer les répétitions, en utilisant une analyseà base de séries génératri
es. Les mêmes te
hniques peuvent être utilisées pour repérerles polymorphismes d'une seule base (SNPs) qui sont déterminants, par exemple, pour la
ompréhension des maladies génétiques.[Gir03℄ F. Giroire. Étude de problèmes 
ombinatoires liés à l'analyse du génome :Séquençage et polymorphisme. In Master Thesis, 2003.
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Chapitre 2Étude de familles d'estimateursmots-
lés : 
ardinalité, estimées, très grands multi-ensembles, statistiques d'ordre.Nous introduisons i
i une nouvelle 
lasse d'algorithmes pour estimer la 
ardinalité detrès grands multi-ensembles qui utilisent une mémoire 
onstante et ne font qu'unepasse sur les données. Cette 
lasse est 
onstruite à partir de statistiques d'ordre �etnon pas à partir de motifs de la représentation binaire de nombres 
omme la plupartdes algorithmes existants (Probabilisti
 Counting [FM83℄, LogLog Counting[DF03℄). Nous analysons trois familles d'estimateurs. Ils atteignent une erreur standardde 1
√

M
en utilisant M unités de mémoire, 
e qui les pla
e dans la même 
lasse que lesmeilleurs estimateurs 
onnus. Ils ont une bou
le interne très simple qui leur pro
ureun avantage en terme de vitesse d'exé
ution. Les algorithmes sont validés par l'analyseprobabiliste ainsi que par simulations et exé
utions sur des tra
es du tra�
 internet.Introdu
tionProblème et 
ontexte. Un multi-ensemble est un ensemble où un élément peut ap-paraître plusieurs fois. La 
ardinalité n d'un multi-ensemble est son nombre d'élémentsdistin
ts, alors que sa taille N est son nombre total d'éléments en in
luant les répétitions.Un problème important en informatique est d'estimer la 
ardinalité de multi-ensembles detrès grande tailles : par exemple, estimer le nombre de valeurs distin
tes prises par un at-tribut dans les entrées d'une base de données. Ce problème est apparu dans les années 80motivé par l'optimisation d'opérations algorithmiques 
lassiques sur les bases de données(union, interse
tion, tri. . . ). Comme les ensembles de données 
onsidérés ont en généralune taille N gigantesque, qui dépasse de beau
oup les 
apa
ités de la RAM, une 
onditionnaturelle est de traiter les données en une seule passe ave
 une bou
le très simple et ave
une mémoire auxiliaire très petite (
onstante ou logarithmique en N). Plus ré
emment, audébut des années 2000, le problème a pris une se
onde jeunesse ave
 le développement très29



30 CHAPITRE 2. ÉTUDE DE FAMILLES D'ESTIMATEURSrapide des réseaux internet, et ave
, de la né
essité d'en observer et surveiller le tra�
. Enparti
ulier il est très utile de 
onnaître le nombre de 
onnexions distin
tes auxquelles appar-tiennent les paquets IP qui transitent sur un lien. Mais les liens des réseaux 
÷ur (ba
kbonenetworks) ont pour 
ertains une 
apa
ité de 40 Gbps �STM-256 des réseaux optiques SDH.À 
es vitesses, le simple fait de sto
ker les données devient alors problématique, un disquedur de 1 TB étant rempli en moins de 4 minutes. Une étude sur les di�
ultés pour surveillerdes liens à très hautes vitesses peut être trouvée dans [IDGM01℄. Quelle est la premièreidée qui vient à l'esprit pour 
ompter le nombre de mots distin
ts d'un texte par exemple ?On peut garder en mémoire les mots déjà observés et véri�er, pour 
haque nouveau motlu, s'il a été ren
ontré auparavant. C'est le prin
ipe de tous les algorithmes de 
omptageexa
t qui utilisent des di
tionnaires plus ou moins performants pour sto
ker et re
her
herles mots. Ils utilisent une mémoire en O(n) et ont un temps d'exé
ution en O(N log n)�ou en O(N) en utilisant du ha
hage. Le point 
ru
ial, développé en premier par Flajo-let et Martin [FM83℄ dans leur algorithme Probabilisti
 Counting, est de relâ
her la
ontrainte de donner le nombre exa
t n de valeurs distin
tes. En e�et, pour les problèmesalgorithmiques, seule une estimée appro
hée de n ave
 une bonne pré
ision est souventné
essaire. L'idée est ensuite de 
onstruire des estimées probabilistes qui ne dépendent quedu nombre n de valeurs distin
tes et non de la multipli
ité des valeurs du multi-ensemble.L'algorithme pionnier Probabilisti
 Counting et le ré
ent LogLog Counting [DF03℄
onstruisent 
ette estimée en maintenant des tableaux de bits (bitmap patterns).De nombreux travaux ont été faits sur la gestion de requêtes appro
hées (approxi-mate query pro
essing) dans la 
ommunauté des bases de données (voir [Gib01℄, [GTK01℄,[CLKB04℄). Dans [WZT90℄ Whang, Zanden et Taylor ont introduit le Comptage linéaire(Linear Counting). Le prin
ipe est de répartir des valeurs ha
hées dans des boîtes (bu-
kets) et d'utiliser le nombre de boîtes remplies pour obtenir une estimée du nombre devaleurs lues. Mais la mémoire utilisée est i
i linéaire. Pour pouvoir étudier de très grandsensembles de données, Estan, Varghese et Fisk ont étendu 
e prin
ipe en proposant uneversion multi-é
helles dans leur algorithme Multiresolution Bitmap [EVF03℄. L'idéeest de ne garder qu'un petit nombre de fenêtres sur le bitmap entier. Leur estimée utilise
m mots de mémoire et a une erreur standard de 4.4/

√
m. L'é
hantillonnage est une autrefaçon d'estimer des 
ardinalités. L'idée est i
i de ne garder qu'une fra
tion des valeurs déjàlues. Cette fra
tion peut être 
hoisie dynamiquement de manière élégante 
omme dans l'al-gorithme d'É
hantillonnage adaptatif (Adaptive Sampling) de Wegner, qui a été dé
rit etanalysé par Flajolet dans [Fla97℄. La pré
ision de 
ette méthode est 1.20/

√
m. Gibbons pro-pose dans [Gib01℄ une autre appro
he, l'é
hantillonnage distin
t (Distin
t Sampling), pourpouvoir donner des réponses appro
hées à des questions variées en utilisant une fra
tion desdonnées d'une base de données. L'algorithme de 
omptage probabiliste (Probabilisti
 Coun-ting) de Flajolet et Martin (voir [FM83℄) utilise des motifs sur la représentation binaire denombres. Il a d'ex
ellentes propriétés statistiques ave
 une erreur pro
he de 0.78/

√
m. L'al-gorithme de Durand et Flajolet, LogLog Counting (voir [DF03℄), a la même idée de départmais utilise une observable di�érente. L'erreur standard est de 1.30/

√
m pour la première



31version et de 1.05/
√
m pour la version Super-LogLog, mais les m 'mots' mémoires ont i
iune taille en log log n et non en log n. En�n dans [BYJK+02℄ les auteurs présentent troisalgorithmes pour 
ompter les éléments distin
ts. Le premier utilise le k−ième minimum et
orrespond en gros à la Famille Inverse d'estimateurs. Les auteurs prouvent que 
et algo-rithme (ǫ, δ)−approxime n en utilisant une mémoire de O(1/ǫ2 logm log(1/δ)) bits et untemps pro
esseur de O(log(1/ǫ) logm log(1/δ)) par élément. Cet algorithme est le point dedépart de notre étude. Le présent 
hapitre généralise 
ette idée en introduisant des famillesd'estimateurs nouvelles et plus e�
a
es et donne une analyse pré
ise de 
elles-
i.Notre 
ontribution. Dans 
e 
hapitre, nous introduisons trois nouvelles familles d'al-gorithmes qui résolvent le problème d'estimer la 
ardinalité n d'un multi-ensemble en nefaisant qu'une passe sur les données en utilisant une mémoire 
onstante et en ne faisantau
une hypothèse sur la stru
ture des répétitions. La remarque de départ est que le mi-nimum de n variables aléatoires uniformes prenant leur valeur sur [0, 1] est en moyenneégal à 1

n+1 (voir la Se
tion 2.1 pour le 
al
ul et la Figure 2.1 pour une intuition géomé-trique). On est don
 
apable de se faire une idée de n à partir de 
ette unique valeur.De plus, un point 
ru
ial à observer est que le minimum n'est pas sensible à la stru
turedes répétitions, 
'est-à-dire que le minimum des valeurs d'un multi-ensemble est 
elui deson ensemble sous-ja
ent. Nos algorithmes ont une bou
le interne très simple �
haqueélément du multi-ensemble est lu, ha
hé uniformément vers [0, 1] et 
omparé au minimumdes valeurs ha
hées� et utilisent une mémoire 
onstante �un seul nombre �ottant étantné
essaire pour garder le minimum en mémoire. Quand le multi-ensemble a été lu en entier,nous disposons du minimum des valeurs ha
hées. Nous voulons maintenant une estimée de
n et non de 1

n+1 . Le plus naturel serait de prendre l'inverse de 
e minimum, mais il s'avèreque 
et inverse a une espéran
e in�nie. Notre solution est d'obtenir une estimée indire
te-ment à partir de 
e minimum en 
ombinant deux prin
ipes : au lieu de prendre le premierminimum, on utilise le deuxième, le troisième ou le k−ième et, au lieu de prendre la seulefon
tion inverse, on la 
ombine ave
 des fon
tions sous-linéaires 
omme logarithme ou ra-
ine 
arrée. On obtient ainsi, en Se
tion 2.1, trois familles d'estimateurs de n : l'inverse du
k−ième minimum, son logarithme et sa ra
ine 
arrée. Pour obtenir des estimées pré
ises, on
ouple 
es algorithmes ave
 un pro
essus de moyennage sto
hastique (sto
hasti
 averaging)introduit dans [FM83℄. Le moyennage sto
hastique 
onsiste à simuler l'e�et de m = 2bexpérien
es sur le multi-ensemble et ensuite à renvoyer la moyenne des observées sur les mexpérien
es � en e�et la moyenne arithmétique de m variables aléatoires indépendantes etde même loi a même espéran
e mais son erreur standard est divisée par √m. Nous prouvonsdans le Théorème 1 de la Se
tion 2.3 que les estimateurs sont bien asymptotiquement nonbiaisés �leur espéran
e est n� et nous donnons leur erreur standard. Un exemple typiqued'analyse est donné en Se
tion 2.2 �les autres 
al
uls peuvent être trouvés en annexe. Lesestimateurs sont ensuite 
omparés les uns ave
 les autres selon leur 
ompromis entre mé-moire et pré
ision dans Théorème 2. Nous montrons que l'on obtient de meilleures estiméesen appliquant la fon
tion logarithme, que la pré
ision est meilleure en utilisant le k−ièmeminimum ave
 k grand et qu'il existe, pour 
haque famille, un même 
ompromis optimal :



32 CHAPITRE 2. ÉTUDE DE FAMILLES D'ESTIMATEURSune erreur standard de 1√
M

en utilisant une mémoire de M nombres �ottants. On 
hoisit,à la �n de 
e 
hapitre, un algorithme Min
ount qui peut être 
onsidéré 
omme le pluse�
a
e des trois familles. Il sera étudié plus en détail dans le Chapitre 3. De plus nousproposons des validations expérimentales variées de nos algorithmes en Se
tion 2.4. Lessimulations montrent l'adéquation entre leur 
omportement et les prévisions de l'analyse.2.1 Trois familles d'estimateurs2.1.1 Dé�nitions et notations.Soit D notre domaine de données. Il représente, par exemple, l'ensemble des entiersnaturels, l'ensemble des mots de la langue française ou l'ensemble des 
onnexions possiblesentre deux ordinateurs sur internet. Étant donné un multi-ensemble M d'éléments de Dde taille N , le problème est d'estimer sa 
ardinalité, n, 
'est-à-dire son nombre d'élémentsdistin
ts.Pour 
e faire, on suppose à partir de maintenant que l'on dispose d'une fon
tion deha
hage h qui envoie un élément de D sur un nombre réel qui ressemble à un tirage aléatoireuniforme dans l'intervalle [0, 1]. Une dis
ussion sur 
ette fon
tion de ha
hage peut êtretrouvé dans la Se
tion 3.2.1.Unmulti-ensemble idéal de 
ardinalité n est une séquen
e de n valeurs distin
tes 
hoisiesuniformément dans [0, 1], répliquées de façon arbitraire et mélangées en appliquant unepermutation aléatoire. Les familles d'algorithmes présentées i
i prennent en entrée (input)un multi-ensemble idéal, I, 
onstruit en appliquant h à M. Leur sortie (output) est uneestimée de sa 
ardinalité.2.1.2 Constru
tion d'estimateurs basée sur le minimum M .Pour estimer le nombre d'éléments distin
ts d'un multi-ensemble idéal, I, nous 
onsi-dérons son minimum, M . La remarque importante i
i est que le minimum d'une séquen
ede nombres est trouvé en une passe unique sur les éléments et qu'il n'est pas sensible auxrépétitions. Il est su�sant pour 
haque nombre de le 
omparer au minimum sur les valeurspré
édentes. Voir un élément dix fois n'a au
un e�et sur 
e minimum. La densité du mini-mum de n variables aléatoires uniformes sur [0, 1] est P(M ∈ [x, x+ dx]) = n(1− x)n−1dx.Ainsi son espéran
e pour (n ≥ 1) est
E[M ] =

∫ 1

0
x · n(1− x)n−1dx =

1

n+ 1
.Frédéri
 Meunier m'a donné une expli
ation géométrique de 
e résultat. Pour n = 2, ontire deux réels h0 et h1 entre 0 et 1. Le 
ouple (h0, h1) 
orrespond à un point du 
arré unité(voir la Figure 2.1). Si h0 ≥ h1, le point est dans le triangle délimité par la diagonale. Enmoyenne le point se trouvera au bary
entre du triangle. Le minimum est h1 et il 
orrespond



2.1. TROIS FAMILLES D'ESTIMATEURS 33
0 1

1

h1

h0

G1/3

Fig. 2.1 � Intuition du fait que l'espéran
e du minimum de deux nombres réels tirés aléa-toirement de façon uniforme sur [0, 1] est 1/3.à l'ordonnée du bary
entre qui est à un tiers de la hauteur. On a don
 en moyenneM = 1/3.Si h0 ≤ h1, le raisonnement est symétrique. Cette appro
he se généralise à n'importe quelledimension (si n = 3, le bary
entre de la pyramide se situe à 1/4 de la hauteur).
M est en gros un estimateur de 1/n. A 
e stade, notre espoir est de pouvoir prendre

1/M 
omme estimateur de n.
E

[

1

M

]

=

∫ 1

0

1

x
· n(1− x)n−1dx = +∞Malheureusement l'intégrale est divergente en 0. Pour obtenir une estimée de n, nous utili-sons indire
tement le minimum M selon deux prin
ipes di�érents qui peuvent être 
ombi-nés :1. Au lieu de prendre 1/M 
omme estimateur, nous prenons f(1/M), ave
 f une fon
tionsous-linéaire de n. Le 
ara
tère sous-linéaire de la fon
tion aplatit les valeurs à l'origineet donne une espéran
e �nie. Les fon
tions utilisées i
i sont le logarithme (népérien)et la ra
ine 
arrée.2. Au lieu d'utiliser le premier minimum, nous utilisons le se
ond, troisième ou plusgénéralement le k−ième minimum. Ces minimums sont moins pro
hes de zéro, 
e quidonne aussi des espéran
es �nies.On obtient ainsi trois familles d'estimées, à savoir la Famille Inverse, la Famille Ra
ine
arrée et la Famille Logarithme. On parle de famille par
e qu'il existe un estimateur pour
haque valeur de k. La Figure 2.1.2 donne le pseudo-
ode d'algorithmes utilisant 
es famillesd'estimateurs.2.1.3 Simuler m expérien
es.La pré
ision des 
es algorithmes est donnée par l'erreur standard de leur estimateur ξ,notée SE[ξ] et dé�nie 
omme l'é
art type divisé par n. Dans le but d'avoir des estimateurs
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Algorithme de la Famille Inverse (F : multi-ensemble des valeurs ha
hées ; m)pour x ∈ F fairesi i−1

m ≤ x ≤ i
m fairea
tualiser les k minimums de la boîte i ave
 xrenvoyer ξ := (k − 1)
∑m

i=1
1

M
(k)
i


omme estimée de la 
ardinalité.Algorithme de la famille Ra
ine 
arrée (F : multi-ensemble des valeurs ha
hées ; m)pour x ∈ F fairesi i−1
m ≤ x ≤ i

m fairea
tualiser les k minimums de la boîte i ave
 xrenvoyer ξ := 1
“

1
(k−1)

+ m−1
(k−1)!2

Γ(k− 1
2
)2

”

(

∑m
i=1

1
q

M
(k)
i

)2 
omme estimée de la 
ardinalité.Algorithme de la Famille Logarithme (F : multi-ensemble des valeurs ha
hées ; m)pour x ∈ F fairesi i−1
m ≤ x ≤ i

m fairea
tualiser les k minimums de la boîte i ave
 xrenvoyer ξ := m ·
(

Γ(k− 1
m

)

Γ(k)

)−m
· e− 1

m

Pm
i=1 lnM

(k)
i 
omme estimée de la 
ardinalité.Fig. 2.2 � Pseudo-
ode des trois Familles d'Estimateurs.



2.2. LE LOGARITHME DU SECOND MINIMUM 35plus pré
is, nous utilisons le pro
édé de moyennage sto
hastique introduit par P. Flajoletet Martin dans [FM83℄. L'idée de départ est que la moyenne arithmétique de m variablesaléatoires indépendantes de même loi, d'espéran
e µ et d'é
art type σ, a même espéran
e
µ mais son é
art type est σ/√m. Ainsi, utiliser la moyenne arithmétique, notée M, surplusieurs expérien
es similaires permet d'augmenter fortement la pré
ision des algorithmes.Faire m expérien
es indépendantes né
essite d'utiliser m fon
tions de ha
hage di�é-rentes. Ha
her tous les éléments m fois prend beau
oup de temps et 
onstruire m fon
tionsde ha
hage vraiment indépendantes né
essite un peu de travail. Pour 
ontourner 
es di�-
ultés, nous simulons 
es m expérien
es. Le prin
ipe est de répartir les valeurs ha
hées entre
m boîtes (bu
kets) di�érentes. Il su�t de diviser l'intervalle [0, 1] en m sous-intervalles detaille 1/m. Une valeur ha
hée x tombe dans la i−ème boîte si i−1

m ≤ x < i
m . Pour 
ha
unedes boîtes (i allant de 1 à m), les algorithmes gardent en mémoire pendant l'exé
ution le

k−ième minimum, noté M (k)
i dans l'analyse. A la �n, ils les utilisent pour 
onstruire m es-timées. Ensuite il s'agit de prendre leur moyenne arithmétiqueM := 1/m

∑m
i=1 f(1/M

(k)
i ).Et en�n d'inverser 
ette dernière pour obtenir un estimateur asymptotiquement non biaiséde n. L'analyse d'un des estimateurs est donnée en Se
tion 2.2 
omme exemple.2.2 Le logarithme du se
ond minimumNous présentons i
i l'analyse 
omplète de l'estimateur de la Famille Logarithme 
onstruità partir du se
ond minimum. Celui-
i a été 
hoisi par
e qu'il montre les di�
ultés typiquesqui sont ren
ontrées et en parti
ulier l'apparition d'un biais qui doit être 
orrigé pourobtenir une estimée asymptotiquement non biaisée. Cette se
tion présente don
 les étapesde 
onstru
tion d'un estimateur et la preuve de la proposition suivante (qui est une partiedu Théorème 1 p. 42)Proposition 1 1. L'estimée renvoyée par l'algorithme de la famille logarithme 
onstruitave
 le se
ond minimum dé�ni par

ξ := m · Γ
(

2− 1

m

)−m
· e 1

m
(ln(1/M

(2)
1 )+...+ln(1/M

(2)
m )) (2.1)est asymptotiquement non biaisée, au sens où

E[ξ] ∼
n→∞

n. (2.2)2. Son erreur standard, dé�nie 
omme 1
n

√

V(ξ), satisfait
SE[ξ] ∼

√

Γ

(

2− 1

m

)−2m

Γ

(

2− 2

m

)m

− 1,m ≥ 2. (2.3)



36 CHAPITRE 2. ÉTUDE DE FAMILLES D'ESTIMATEURS2.2.1 Petit préliminaire : les fon
tions spé
iales.Les 
al
uls d'espéran
e et de varian
e utilisent fortement 
ertaines fon
tions spé
iales
omme, en parti
ulier, la fon
tion Gamma dé�nie par
Γ(z) :=

∫ ∞

0
tz−1e−tdtet la fon
tion Beta d'Euler dé�nie par

B(α, β) :=

∫ 1

0
tα−1(1− t)β−1dt.Ces deux fon
tions et leurs dérivées sont intimement liées. Ainsi

B(α, β) =
Γ(α)Γ(β)

Γ(α+ β)
,et

d

dα
B(α, β) = B(α, β)(ψ(α) − ψ(α, β)),où ψ est la dérivée logarithmique de la fon
tion Gamma appelée aussi fon
tion digamma etdé�nie par
ψ(z) =

d

dz
ln Γ(z) =

Γ′(z)
Γ(z)

.

ψ est liée à la somme harmonique Hn :=
∑n

1 1/n par
ψ(n) = Hn−1 − γ,où γ est la 
onstante d'Euler dé�nie 
omme limn→∞(Hn − lnn).La dérivée de la fon
tion ψ notée ψ′ et appelée fon
tion trigamma est aussi utilisée. Unede ses propriétés intéressantes est que

ψ′(z) =

∞
∑

0

1

(z + n)2
.On peut en parti
ulier 
al
uler ψ′(1) = π2/6.2.2.2 Cal
uls de l'espéran
e et de la varian
eNous avons vu en Se
tion 2.1 que l'inverse du premier minimum a une espéran
e in�nie.L'inverse du se
ond minimum a aussi une espéran
e in�nie. Mais, en prenant le logarithmede l'inverse, on obtient des intégrales 
onvergentes. Les 
al
uls d'espéran
e et de varian
esont un préliminaire à la 
onstru
tion de l'estimateur. En e�et il donne une indi
ation que
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onstruit ave
 
ette fon
tion a une espéran
e et une varian
e �nie et il donneune fon
tion inverse à utiliser pour 
onstruire l'estimée ξ.Les 
al
uls utilisent les fon
tions spé
iales dé�nies plus haut. Plus pré
isément, on iden-ti�e i
i la forme intégrale de la dérivée de la fon
tion Beta d'Euler ave
 son expression ave
des fon
tions digamma. La densité du deuxième minimum est 1
n(n−1)x(1 − x)n−2dx. Don
nous avons :

E[ln 1
M (2) ] = n(n− 1)

∫ 1
0 (ln 1

x)x(1− x)n−2dx

= n(n− 1)
∫ 1
0 (lnx)(1 − x)n−1dx− n(n− 1)

∫ 1
0 lnx(1− x)n−2dx

= n(n− 1)dBdα (1, n)− n(n− 1)dBdα (1, n − 1)

= n(n− 1) (− γ
n −

ψ(n+1)
n )− n(n− 1)(− γ

n−1 −
ψ(n)
n−1 )

= Hn − 1Les 
al
uls pour obtenir la varian
e sont similaires à 
e
i près que 
'est la se
onde dérivéede l'intégrale B qui est utilisée. On obtient V[ln 1
M (2) ] = π2

6 − 1− ψ′(n+ 1).2.2.3 Lemmes de déterminisationLes lemmes de déterminisation de 
ette se
tion permettent de se ramener au 
adre del'hypothèse simpli�
atri
e où un même nombre de valeurs ha
hées tombe dans 
haque boîte.En e�et ils montrent que l'on y obtient les mêmes résultats asymptotiques que quand lesnombres de valeurs ha
hées suivent des multinomiales. La preuve de 
es lemmes est uneappli
ation de la méthode de Lapla
e exposée en Annexe (Se
tion .1 p. 144). L'idée est demontrer que les termes qui 
ontribuent asymptotiquement à la somme Sn se trouvent tousdans un domaine 
entral que l'on sait étudier.Les di�érents estimateurs prennent la forme d'une fon
tion g de f des m minimums Mi,ave
 f pouvant être le logarithme ou la ra
ine 
arrée par exemple. L'obtention d'estimateursnon biaisés et de leur erreur standard implique des 
al
uls d'espéran
es au 
ours desquelson est 
onfronté à des expressions de la forme :
E[g(f(M1), · · · , g(f(Mt))] =

∑

reps

Prep × E
rep donne

[g(f(M1), · · · , g(f(Mt))]Quand la répartition est �xée les Mi deviennent indépendants et on a
E

{rep donne}
[g(f(M1), · · · , g(f(Mt))] = g( E

N1=n1

[f(M1)], · · · , E
Nt=nt

[f(Mt)])Remarquez que les E
Ni=ni

[f(M1)] ont déjà été 
al
ulés. D'autre part
Prep = P{N1=n1,··· ,Nm=nm} =

1

mn

(

n

n1, · · · , nm

)

,
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 ( n
n1,··· ,nm

)

:= n!
n1!···nm! le 
oe�
ient multinomial qui 
orrespond aux nombres de façonsde répartir n objets distin
ts dans m boîtes ave
 n1 objets dans la première, n2 dans ladeuxième et ainsi de suite. On se retrouve don
 dans tous nos 
al
uls ave
 des formules dela forme

∑

n1+···+nm=n

1

mn

(

n

n1, · · · , nm

)

fn1 · · · fnm.Les lemmes de déterminisation montrent que sous 
ertaines hypothèses pour les fi, 
ettesomme est équivalente à (fn/m)m.Remarquez que les fi proviennent des espéran
es d'estimateurs ou d'estimateurs au
arrée. Ce sont don
 des fon
tions pro
hes souvent d'être linéaires ou polynomiales en n.Elles sont don
 à variation lente au sens de la dé�nition suivante.Dé�nition 1 (Fon
tions à variation lente) Une fon
tion f de n est à variation lentes'il existe une fon
tion ǫ telle que ǫ(n)→ 0 quand n→∞ et si, pour tous j ≤ √n lnn,
fn+j = fn(1 +O(ǫ(n))). (2.4)Lemme 1 (Déterminisation des répartitions aléatoires) Soit f une fon
tion de n1. à 
roissan
e au plus polynomiale et2. à variation lente (au sens de la Dé�nition 1).Alors, pour m �xé, si

Sn :=
∑

n1+···+nm=n

1

mn

(

n

n1, · · · , nm

)

fn1 · · · fnm, (2.5)on obtient
Sn = (fn/m)m(1 +O(ǫ(n))). (2.6)Preuve Dans la suite, on note de façon abbrégée M{ni} le multinomial M(n1,...,nm) :=

( n
n1,··· ,nm

).Dé�nition du Domaine Central. On dé�nit tout d'abord un domaine 
entral (DC)autour de (n/m, · · · , n/m) où le multinomial est maximum. Une répartition est à l'intérieurdu DC si, pour tout i,
n

m
−
√

n

m
ln
n

m
≤ ni ≤

n

m
+

√

n

m
ln
n

m
.Si une répartition n'appartient pas au DC, on dit qu'elle est dans la périphérie (P).



2.2. LE LOGARITHME DU SECOND MINIMUM 39Étude préliminaire de la somme des multinomiaux (M{ni}). On montre que
∑

P

1
mn

(

n
n1,··· ,nm

)

→
n→∞

0
∑

DC

1
mn

( n
n1,··· ,nm

)

→
n→∞

1Il su�t de prouver la première formule, vu que l'on passe de l'une à l'autre en utilisant
∑

n1+···+nm=n

1

mn

(

n

n1, · · · , nm

)

= 1.Pour 
e faire, on majore d'abord M{ni} pour une répartition (n1, · · · , nm) quel
onque de P,puis on obtient une majoration de la somme re
her
hée en multipliant par le nombre totalde répartitions.Dans la suite, on note ni := n/m+ αi. Remarquez que ∑αi = 0. On a
1
mnM{ni} = 1

mn
n!

Qm
i=0(

n
m

+αi)!

∼
n→∞

1
mn

nn
Qm

i=1(
n
m

+αi)
( n

m +αi)
·

√
2πn

Qm
i=1

√
2π( n

m
+αi)

∼
n→∞

nn

mn( n
m

)mn/m+
P

ai

1
Qm

i=1(1+
m
n
αi)

( n
m +αi)

·
√

2π
√
n√

2π
m√ n

m

m Qm
i=1

√
1+ m

n
αi
.Soient A :=

∏m
i=1(1 + m

n αi)
ni et B :=

∏m
i=1

√

1 + m
n αi. Comme αi ≤ n, B tend vers une
onstante de n. On a

A ∼
n→∞

∏

exp[mn αi(
n
m + αi)]

∼
n→∞

exp[
∑

αi +
∑ m

n α
2
i ] = exp[

∑ m
n α

2
i ].Pour une répartition de la périphérie, il existe au moins un αi tel que α2

i ≥ n
m(ln n

m)2. D'où
A ≥ exp[(ln

n

m
)2].Et

1
mnM{ni} ≤ C · √n−(m−1) · exp[−(ln n

m)2].Le nombre total de répartitions est n(n− 1) · · · (n−m+ 1) ∼ nm. D'où
∑

P

1

mn
M{ni} ≤ C1n

m+1
2 × e−C2(lnn)2 →

n→∞
0.Cela 
on
lut notre étude préliminaire.Étude de Sn sur le domaine 
entral. On 
her
he à trouver un équivalent à Sn ave


Sn :=
∑

n1+···+nm=n

1

mn

(

n

n1, · · · , nm

)

fn1 · · · fnm.
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Sn =

∑

DC

+
∑

P

.Comme f est à variation lente, il existe ǫ(n/m) tel que ǫ(n/m) →
n→∞

0 et
∀j ≤

√

n

m
ln
n

m
, fn/m+j = fn/m(1 +O(ǫ(n/m))).D'où

∑

DC

=
∑

P

li=0,|li|≤
√
n/m ln(n/m)

1
mn

( n
n/m+l1,··· ,n/m+lm

)

(fn/m)m(1 +O(ǫ(n/m)))m

= (fn/m)m(1 +O(ǫ(n/m)))m
∑

DC

1
mn

(

n
n/m+l1,··· ,n/m+lm

)

= (fn/m)m(1 +O(ǫ(n/m)))
∑

DC

M{ni}

∼
n→∞

(fn/m)m(1 +O(ǫ(n/m)))Étude de Sn sur la Périphérie. Comme f est à 
roissan
e au plus polynomiale, il existe
a tel que fn ≤ na, d'où

∑

P
=

∑

P

1
mn

( n
n1,··· ,nm

)

fn1 · · · fnm

≤ (na)m
∑

P

1
mn

( n
n1,··· ,nm

)

≤ (na)m
∑

P
M{ni}

≤ nb expC(lnn)2

→
n→∞

0On a don

Sn =

∑

DC

+
∑

P

= (fn/m)m(1 +O(ǫ(n/m))).Ce lemme peut être fa
ilement étendu aux 
as où on a une expression polynomiale (depolyn�me g) de t (quel
onque et plus de m exa
tement) fon
tions di�érentes (f
(1)
n1 · · · f (t)

nt )(et non plus identiques). Ces généralisations sont utilisées pour la 
onstru
tion d'estimateursnon biaisés des autres familles et en parti
ulier de 
eux de la famille ra
ine 
arrée, enSe
tion 2.3.2. La variante la plus générale estLemme 2 (Variante du lemme de déterminisation) Soient f (1), · · · , f (t) t fon
tionsdi�érentes à variation lente et à 
roissan
e au plus polynomiale et g un polyn�me. Alors,pour m �xé, si
Sn :=

∑

n1+···+nm=n

1

mn

(

n

n1, · · · , nm

)

g(f (1)
n1
· · · f (t)

nt
),
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Sn = g(f

(1)
n/m · · · f

(t)
n/m)(1 +O(ǫ(n))),ave
 ε(n) →

n→∞
0.2.2.4 Constru
tion d'un estimateur non biaisé et évaluation de son erreurstandard.On utilise la moyenne arithmétique M de m expérien
es pour 
onstruire des estiméespré
ises. M a même espéran
e que ln 1

M (2) , 
'est-à-dire g(n) = Hn − 1. La Proposition 1montre que l'on peut l'inverser en utilisant g−1(x) = ex+1. On prouve i
i la proposition.La preuve suit deux étapes. Dans la première partie, nous 
onsidérons une simpli�
ationdu problème. On suppose que le même nombre de valeurs ha
hées tombe dans 
haque boîte.Cette hypothèse est appelée hypothèse d'équirépartition. Les variables aléatoires M (k)
i sontalors indépendantes et de même loi. Dans une se
onde partie de la preuve, nous montrerons,à l'aide du Lemme 1 de la Se
tion 2.2.3, que l'on obtient les mêmes résultats asymptotiquessans 
ette hypothèse.Première étape de la preuve.

E[eM] = E[e

1
m

(ln 1

M
(2)
1

+···+ln 1

M
(2)
m

)

] = E[(M (2))−
1
m ]m

= [
∫ 1
0 x

− 1
m
n
m( nm − 1)x (1− x) n

m
−2dx]m

= [n(n−m)
m2 B(2− 1

m ,
n
m − 1)]m

= [ n
n−1Γ(2− 1

m)
Γ( n

m
)

Γ( n
m
− 1

m
)
]mPour n grand, on obtient E[eM] ∼

n→∞
Γ(2 − 1

m)m · nm . L'expression 1
mΓ(2 − 1

m)m apparaît
omme biais. Nous avons ainsi E[ξ] ∼
n→∞

n. ξ est un estimateur non biaisé de n.Des 
al
uls similaires donnent
E[e2M] ∼

n→∞
n2 · Γ(2− 2

m
)m. (2.7)Prouvant le se
ond point de la proposition.Se
onde étape de la preuve. On retire maintenant l'l'hypothèse d'équirépartition. Lesnombres Ni ne sont plus identiques mais suivent une loi multinomiale. Ainsi P{N1=n1,··· ,Nm=nm} =

1
mn

(

n
n1,··· ,nm

). Cela introduit deux di�
ultés : les M (2)
i ne sont plus indépendantes et n'ontplus la même espéran
e.Le fa
teur prin
ipal de l'estimée ξ devient

E[eM] = E

[

e

1
m

(ln 1

M
(2)
1

+···+ln 1

M
(2)
m

)
]

=
∑répartitionsPrép × Erép �xee[(M (2)

1 )−1/m · · · (M (2)
m )−1/m](2.8)



42 CHAPITRE 2. ÉTUDE DE FAMILLES D'ESTIMATEURSL'espéran
e est la somme sur toutes les répartitions possibles des valeurs ha
hées dansles boîtes, 
'est-à-dire sur toutes les valeurs de Ni. Quand une répartition est donnée, les
M

(2)
i sont indépendants et
E[eM] =

∑

n1+···+nm=n

1

mn

(

n

n1, · · · , nm

)

E
N1=n1

[(M
(2)
1 )−1/m] · · · E

Nm=nm

[(M (2)
m )−1/m] (2.9)Or en Se
tion 2.2 on a vu que E[(M

(2)
1 )−1/m]N1=n1 = Γ(2 − 1/m) n1

n1−1
Γ(n1/m)

Γ(n1/m−1/m) . Sa
roissan
e est en O(n1+1/n). Elle est don
 à variation lente au sens de la Dé�nition 1 de laSe
tion 2.2.3. Le Lemme 1 s'applique. Nous avons don
 :
E[eM] =

(

E
N1=n/m

[(M
(2)
1 )−1/m]

)m

(1 +O(ǫ(n))). (2.10)Cette formule donne le même équivalent asymptotique qu'ave
 l'hypothèse d'équiréparti-tion. La même méthode permet le 
al
ul de l'erreur standard. Ainsi, dans le 
as général, onpeut utiliser le même estimateur et il a asymptotiquement la même erreur standard. Cela�nit la preuve de la Proposition 1. �2.3 Analyse des trois familles d'estimateurs.Les résultats pour les trois familles d'estimateurs sont présentés dans le Théorème 1,
omparés dans le Théorème 2. On propose aussi un meilleur estimé.2.3.1 Résumé.On étudie i
i les trois familles d'estimées inverse, ra
ine 
arrée et logarithme du k−ièmeminimum. Les étapes de l'analyse sont les mêmes que pour le logarithme du se
ond minimumdans la 2.2 et les preuves sont omises i
i. Les résultats sont présentés dans le Théorème 1.Certains résultats sont donnés pour m grands (mais petit devant n).Théorème 1 Considérons les trois familles suivantes d'algorithmes1, la famille inverse,2, la famille ra
ine 
arrée,3, la famille logarithme,appliquée à un multi-ensemble idéal de 
ardinalité in
onnue n.



2.3. ANALYSE DES TROIS FAMILLES D'ESTIMATEURS. 431. Les estimées renvoyées par les trois familles d'algorithmes, ξ1, ξ2, ξ3, dé�nis respe
ti-vement par
ξ1 := (k − 1)

m
∑

i=1

1

M
(k)
i

, (2.11)
ξ2 :=

1
(

1
(k−1)!Γ(k − 1) + m−1

(k−1)!2
Γ(k − 1

2 )2
)





m
∑

i=1

1
√

M
(k)
i





2 et (2.12)
ξ3 := m ·

(

Γ(k − 1
m)

Γ(k)

)−m

· e− 1
m

Pm
i=1 lnM

(k)
i , (2.13)sont asymptotiquement non biaisées dans le sens où, pour i = 1, 2, 3

E[ξi] ∼
n→∞

n. (2.14)2. Leur erreur standard, dé�nie par 1
n

√

V(ξi), satisfait
SE[ξ1] ∼

n→∞
1√
k − 2

· 1√
m
, (2.15)

SE[ξ2] ∼
n→∞

2√
m

√

√

√

√

1

k − 1

(

Γ(k)

Γ(k − 1
2)

)2

− 1,m grand, (2.16)
SE[ξ3] ∼

n→∞

√

ψ′(k) · 1√
m
,m grand, (2.17)où Γ et ψ′ sont les fon
tions Gamma et trigamma d'Euler dé�nies en Se
tion 2.2.1 p. 36.2.3.2 Analyse de la famille ra
ine 
arréeOn donne i
i la preuve du Théorème 1 pour la famille ra
ine 
arrée. Elle suit les étapesde la 
onstru
tion de l'estimateur présentée en exemple en Se
tion 2.2, mais est i
i donnéede façon plus ra

our
ie. On peut étendre les preuves de 
ette se
tion pour n'importe quellepuissan
e entière.Cal
uls de l'espéran
e et de la varian
eOn e�e
tue tout d'abord le petit 
al
ul préliminaire de E[ 1

(M (k))α ]. La densité du k−ièmeminimum est
P(M (k) ∈ [x, x+ dx]) = k

(

n

k

)

xk−1(1− x)n−kdx.
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 nous avons :
E[ 1

(M (k))α ] = k
(n
k

) ∫ 1
0

1
xαxk−1(1− x)n−kdx = k

(n
k

)

B(k − α, n− k + 1)

= k
(n
k

)Γ(k−α)Γ(n−k+1)
Γ(n+1−α) = Γ(k−α)

(k−1)!
Γ(n+1)

Γ(n+1−α)

∼
n→∞

Γ(k−α)
(k−1)! n

α.L'espéran
e et la varian
e dé
oulent dire
tement :
E[ 1√

M (k)
] ∼

n→∞
Γ(k− 1

2
)

(k−1)!

√
n

V[ 1√
M (k)

] ∼
n→∞

(Γ(k−1)
(k−1)! − (

Γ(k− 1
2
)

(k−1)! )2)nConstru
tion d'une estimée non biaisée et évaluation de son erreur standard.On utilise la moyenne arithmétique M de m expérien
es pour 
onstruire des estiméespré
ises.M a même espéran
e que 1√
M (k)

, 
'est-à-dire g(n) =
Γ(k− 1

2
)

(k−1)!

√
n. La Proposition 2montre que l'on peut l'inverser en utilisant g−1(x) = x2.Proposition 2 1. L'estimée renvoyée par l'algorithme de la famille ra
ine 
arrée dé�nipar

ξ :=
1

(

1
(k−1)!Γ(k − 1) + m−1

(k−1)!2
Γ(k − 1

2)2
)





m
∑

i=1

1
√

M
(k)
i





2 (2.18)est asymptotiquement non biaisé au sens où
E[ξ] ∼

n→∞
n. (2.19)2. Son erreur standard, dé�nie 
omme 1

n

√

V(ξ), satisfait
SE[ξ] ∼

n→∞
2√
m

√

√

√

√

1

k − 1

(

Γ(k)

Γ(k − 1
2)

)2

− 1,m grand. (2.20)Preuve. La preuve suit deux étapes. Dans la première partie, nous 
onsidérons unesimpli�
ation du problème. On suppose que le même nombre de valeurs ha
hées tombedans 
haque boîte. Cette hypothèse est appelée hypothèse d'équirépartition. Les variablesaléatoires M (k)
i sont alors indépendantes et de même lois. Dans une se
onde partie de lapreuve, nous montrerons, à l'aide du Lemme 1 de la Se
tion 2.2.3, que l'on obtient lesmêmes résultats asymptotiques sans 
ette hypothèse.



2.3. ANALYSE DES TROIS FAMILLES D'ESTIMATEURS. 45Première étape de la preuve. Par linéarité et par
e que les M (k)
i sont iid, on a :

E[M2] = E[( 1
q

M
(k)
1

+ . . .+ 1√
M

(k)
m

)2]

= E[
∑m

i=1
1

M
(k)
i

+
∑

1≤i<j≤m
2

q

(M
(k)
i )

q

(M
(k)
j )

]

= mE

[

1
M (k)

]

+ 2
(

m
2

)

E

[

1√
M (k)

]2

∼
n→∞

n
(

m 1
(k−1)!Γ(k − 1) + 2

(m
2

)

1
(k−1)!

2
Γ(k − 1

2 )2
)L'expression (m 1

(k−1)!Γ(k − 1) + 2
(m

2

)

1
(k−1)!

2
Γ(k − 1

2)2
) apparaît 
omme biais. Nous avonsainsi E[ξ] ∼

n→∞
n. ξ est un estimateur non biaisé de n. Remarquez que pour m grand

ξ ∼
m→∞

1
m2

(

Γ(k)

Γ(k− 1
2
)

)2
M2.On s'attaque maintenant à l'erreur standard de ξ et don
 tout d'abord à E[M4].

M4 = ( 1
q

M
(k)
1

+ . . .+ 1√
M

(k)
m

)4

=
∑m

i=1
1

(M
(k)
i )2

+
∑

1≤i<j≤m
8

q

(M
(k)
i )3

q

(M
(k)
j )

+
∑

1≤i<j≤m
6

M
(k)
i M

(k)
j

+
∑

1≤i<j<l≤m
36

M
(k)
i

q

(M
(k)
j )

q

(M
(k)
l )

+
∑

1≤i<j<l<o≤m
24

q

(M
(k)
i )

q

(M
(k)
j )

q

(M
(k)
l )

q

(M
(k)
o )D'où vient le 36 par exemple ? Quand on a 
hoisit les i, j, l, il faut 
hoisir le minimum répété(3 possibilités) et son empla
ement ((42) possibilités). Le nombre de façons de 
hoisir i, j, lpar exemple sera ensuite (m3 ). Par linéarité et par
e que les M (k)

i sont iid, on a (on rappelleque E[ 1
(M (k))α ] ∼

n→∞
Γ(k−α)
(k−1)! n

α)
E[M4] = mE

[

1
(M (k))2

]

+ 8
(m

2

)

E

[

1√
(M (k))

3

]

E

[

1√
(M (k))

]

+ 6
(m

2

)

E

[

1
M (k)

]2

+36
(m

3

)

E

[

1
M (k)

]

E

[

1√
(M (k))

]2

+ 24
(m

4

)

E

[

1√
(M (k))

]4

∼
n→∞

n2
(

m 1
(k−1)!Γ(k − 2) + 8

(m
2

)

1
(k−1)!

2
Γ(k − 3

2)Γ(k − 1
2) + 6

(m
2

)

1
(k−1)!

2
Γ(k − 1)2

+36
(

m
3

)

1
(k−1)!

3
Γ(k − 1)Γ(k − 1

2)2 + 24
(

m
4

)

1
(k−1)!

4
Γ(k − 1

2)4
)

.Quand m est grand (mais plus petit que n),
E[M4] ∼

m,n→∞

(

m(m− 1)(m− 2)(m− 3)
(

Γ(k− 1
2
)

Γ(k)

)4

+6m(m− 1)(m − 2)
(

Γ(k− 1
2
)

Γ(k)

)3

+ o(m3)

)
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∼
m,n→∞

(

m4
(

Γ(k− 1
2
)

Γ(k)
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(

Γ(k− 1
2
)

Γ(k)
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− 6m3
(

Γ(k− 1
2
)

Γ(k)

)4

+ o(m3)

)

· n2.



46 CHAPITRE 2. ÉTUDE DE FAMILLES D'ESTIMATEURSD'autre part
E[M2]2 ∼

n→∞
n2

(

m
k−1 +m(m− 1)

(

Γ(k− 1
2
)

Γ(k)

)2
)2
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(
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2
)
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2
)
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2
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2
)
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+ o(m3)

)

.D'où
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m,n→∞
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)
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2
)
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(

Γ(k− 1
2
)

Γ(k)
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)
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(
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3
(

Γ(k− 1
2
)

Γ(k)

)2

− 4m3
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4m3
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Γ(k− 1
2
)

Γ(k)

)2
(

1
k−1 −

(

Γ(k− 1
2
)

Γ(k)

)2
)

.En tenant 
ompte du biais, 1
m2 ( Γ(k)

Γ(k− 1
2
)
)2 pour m et n grands, on obtient

SE[ξ] ∼
m,n→∞

2√
m

√

1
k−1

(

Γ(k)

Γ(k− 1
2
)

)2
− 1.Si on développe maintenant en 1/k quand k grand (mais plus petit que m), on obtient

SE[ξ]2 ∼
m,n→∞

4
m

(

( 1
k + 1

k2 + o( 1
k2 ))(k − 3

4 + o(1)) − 1
)

∼
m,n→∞

4
m

(

1− 3
4k + 1

k + o( 1
k )− 1

)

SE[ξ] ∼
k,m,n→∞

1√
km
.Se
onde étape de la preuve. On retire maintenant l'hypothèse d'équirépartition. Lesnombres Ni ne sont plus identiques mais suivent une loi multinomiale. Ainsi

P{N1=n1,··· ,Nm=nm} = 1
mn

( n
n1,··· ,nm

). Cela introduit deux di�
ultés : les M (k)
i ne sont plusindépendantes et n'ont plus la même espéran
e. Le fa
teur prin
ipal de l'estimée ξ devient

E[M2] = E[( 1
q

M
(k)
1

+ . . . + 1√
M

(k)
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)2]

=
∑m
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(k)
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(k)
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]ave
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q
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(k)
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] =
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Prep × E

rep fixee
[ 1

q

(M
(k)
i )

q

(M
(k)
j )

].
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e est la somme sur toutes les répartitions possibles des valeurs ha
hées dans lesboîtes, 
'est-à-dire sur toutes les valeurs de Ni. Quand une répartion des données est �xée,les Mi sont indépendants et
E[ 1

q

(M
(k)
i )

q

(M
(k)
j )

] =
∑

n1+···+nm=n

1
mn

( n
n1,··· ,nm

)

E
Ni=ni

[ 1
q

(M
(k)
i )

] E
Nj=nj

[ 1
q

(M
(k)
j )

].Or on a vu pré
édemment que E[ 1
q

M
(k)
i

]Ni=ni ∼
ni→∞

Γ(k− 1
2
)

(k−1)!

√
ni. Sa 
roissan
e est en O(

√
n).Elle est don
 à variation lente au sens de la Dé�nition 1 de la Se
tion 2.2.3. La variante dulemme de déterminisation (Lemme 2) s'applique. Nous avons don
 :

E[ 1
q

(M
(k)
i )

q

(M
(k)
j )

] = 1
(k−1)!

2
Γ(k − 1

2)2(1 +O(ǫ(n)))

E[M2] = n
(

m 1
(k−1)!Γ(k − 1) + 2

(m
2

)

1
(k−1)!

2
Γ(k − 1

2)2
)

(1 +O(ǫ(n))).Cette formule donne le même équivalent asymptotique qu'ave
 l'hypothèse d'équiréparti-tion. La même méthode permet le 
al
ul de l'erreur standard. On y utilise les autres va-riantes du lemme de déterminisation, typiquement pour obtenir des équivalent de formules
omme
E[ 1

M
(k)
i

q

(M
(k)
j )

q

(M
(k)
l )

] =
∑

n1+···+nm=n

1
mn

( n
n1,··· ,nm
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E
Ni=ni

[ 1

(M
(k)
i )

] E
Nj=nj

[ 1
q

(M
(k)
j )

] E
Nl=nl

[ 1
q

(M
(k)
l )

]

= E[ 1

(M
(k)
i )

]E[ 1
q

(M
(k)
j )

]2(1 +O(ǫ(n))).Ainsi, dans le 
as général, on peut utiliser le même estimateur et il a asymptotiquement lamême erreur standard. Cela �nit la preuve de la Proposition 2. �2.3.3 Comparaison.On détermine i
i le degré de performan
e des algorithmes les uns par rapport aux autres.Comme les estimateurs ne font tous qu'une seule passe sur les données, on ne 
onsidère pasi
i leur temps d'exé
ution mais leur pré
ision et la mémoire M qu'ils utilisent. Celle-
i
orrespond prin
ipalement aux nombres �ottants utilisés par les algorithmes pour sto
kerles minimums (la mémoire auxiliaire, pour les bou
les ou les variables temporaires est
onsidérée 
omme négligeable). On a don
 pour un algorithme utilisant le ke minimum
M = km. De manière à faire une 
omparaison juste, nos regardons pour 
haque algorithmeson 
ompromis entre la mémoire et la pré
ision. Ainsi pour 
haque famille d'algorithmes,on se demande quelle pré
ision il peut atteindre si on se permet une mémoire �xe à utiliser.Dé�nition 2 (Pré
ision à mémoire 
onstante) La pré
ision à mémoire 
onstante d'uneestimée ξ, PCM (ξ), est son erreur standard exprimée en fon
tion de la mémoire qu'il utilise,
M = km.



48 CHAPITRE 2. ÉTUDE DE FAMILLES D'ESTIMATEURSThéorème 2 1. Les pré
isions à mémoire 
onstante des trois familles d'estimées sont
PCM (ξ1) :=

√

k

k − 2

1

M
(2.21)

PCM (ξ2) :=
2√
M

√

√

√

√

k

k − 1

(

Γ(k)

Γ(k − 1
2 )

)2

− 1 (2.22)
PCM (ξ3) :=

√

kψ′(k)
1

M
, (2.23)où Γ et ψ′ sont les fon
tions Gamma et trigamma d'Euler dé�nies en Se
tion 2.2.1p. 36.2. Pour tout k,

PCM (ξ3) ≤ PCM (ξ2) ≤ PCM (ξ1). (2.24)3. La Pré
ision à mémoire 
onstante est une fon
tion dé
roissante de k pour les troisfamilles.4. Quand k tend vers l'in�ni, on a
PCM (ξi)i=1,2,3 →

k→∞
1√
M

(2.25)Théorème 2 présente la pré
ision à mémoire 
onstante des trois familles d'estimateurs.Quatre prin
ipaux résultats peuvent en être extraits.Premier résultat. Comme l'exprime le point 2, on obtient de meilleures estimées enutilisant des fon
tions sous-linéaires, 
omme la ra
ine 
arrée ou le logarithme. Par exemple,dans le 
as du troisième minimum (k = 3), PCM (ξ1) = 1.73/
√
M , PCM (ξ2) = 1.26/

√
Mand PCM (ξ3) = 1.09/

√
M .Deuxième résultat. Comme l'exprime le point 3, la pré
ision à mémoire 
onstantequand on utilise le k−ième minimum est 
roissante ave
 k pour 
ha
une des trois familles.Par exemple, dans le 
as de la Famille Logarithme, les pré
isions pour les premier, deuxièmeet troisième minimums sont respe
tivement 1.28, 1.13 and 1.09. Notez que, si l'on s'attendaitbien à 
e que l'erreur standard diminue quand k augmente vu que plus de mémoire estutilisé, le fait que 
e soit aussi vrai à mémoire 
onstante est plus inattendu.Troisième résultat. Comme l'exprime le point 4, il existe pour 
ha
une des familles un
ompromis optimale entre la pré
ision et la mémoire : un erreur standard de 1/

√
M pour unemémoire de M nombres �ottants. Remarquez que 
ela implique, que si la pré
ision gagnéeen utilisant la fon
tion logarithme est très importante pour des petits k, elle diminue quand

k augmente.Quatrième résultat : meilleure estimée. L'e�
a
ité optimale est atteinte rapide-ment. En e�et la 
onstante pour l'estimée de la Famille Logarithme 
onstruite ave
 le troi-sième minimum est 1.09. Dans la suite, nous 
onsidérons 
ette estimée 
omme la meilleure
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m 4 8 16 32 64 128 256 512 1024

%th 50 35.4 25 17.7 12.5 8.8 6.25 4.4 3.1
1

M (3) Random 53.2 33.5 25.9 17.9 14.3 9.4 6.1 4.3 3.0

Ind− 230m 31.0 32.9 10.4 1.9 10.5 9.4 1.4 0.3 0.05
Auck − 9M 10.3 4.0 5.1 10.0 2.8 3.9 1.7 1.8 3.0

%th 36.3 25.7 18.1 12.8 9.1 6.4 4.5 3.2 2.3
1√
M (3)

Random 38.4 26.5 18.0 13.4 9.0 6.2 4.6 3.1 2.1

Ind− 230m 27.9 18.0 5.9 1.9 10.7 11.4 2.3 0.5 0.15
Auck − 9M 10.6 4.7 2.1 4.7 5.2 0.08 0.3 2.1 2.9

%th 34.0 23.1 16.0 11.2 7.9 5.6 3.9 2.8 2.0
ln 1

M (3) Random 34.9 22.3 16.0 11.8 8.0 5.5 4.0 2.6 1.9

Ind− 230m 25.8 3.5 1.3 4.9 10.6 12.2 3.2 1.2 0.3
Auck − 9M 10.7 6.1 0.2 0.6 6.2 2.7 0.6 2.7 2.9Fig. 2.3 � Résultats des simulationset nous l'utilisons pour 
onstruire un algorithme e�
a
e et optimisé, Min
ount dans leChapitre 3. Remarquez que le fait que l'e�
a
ité optimale soit atteinte rapidement pourla famille logarithme implique que l'étude d'autres familles d'algorithmes 
onstruites ave
des fon
tions plus fortement sous-linéaires, 
omme par exemple ln2, ne pro
urerait pas degains pratiques dé
isifs en terme de pré
ision à mémoire 
onstante.2.4 Validation des estimateurs2.4.1 Les donnéesNous avons validé l'analyse des trois familles d'algorithmes par de très nombreusessimulations sur des �
hiers de di�érentes natures et de di�érentes tailles. Un aperçu deleurs résultats est donné en Figure 4.6. Les �
hiers utilisés i
i sont Random, Ind-230 andAu
k-9M. Les deux derniers 
orrespondent à des tra
es a

essibles sur le site internet dugroupe d'analyse de réseaux du NLANR (the NLANR Measurement and Network AnalysisGroup, http://moat.nlanr.net). Une tra
e est la séquen
e des en-têtes (anonymisés ounon) de tous les paquets qui passent sur un lien internet pendant une période de tempsdéterminée. Notre analyse 
onsiste à estimer le nombre de 
onnexions distin
tes, identi-�ées par un 
ouple d'adresses IP �adresse de la sour
e - adresse de la destination� pour
haque tra
e. La plupart des réseaux 
÷ur d'internet (ba
kbone networks) sont des réseauxoptiques syn
hrones (Syn
hronous Opti
al NETworks (SONET)). Dans 
es réseaux utili-sant des �bres optiques les liens sont 
lassés selon leur 
apa
ité, des OC-1 (51,84 Mbps) auxOC-192 (10 Gbps) (utilisés extensivement) et OC-768 (40 Gbps) (premières mises en pla
e).Ind-230m a été enregistrée sur un lien OC-3 d'un POP de l'Indiana (États-Unis) pendant



50 CHAPITRE 2. ÉTUDE DE FAMILLES D'ESTIMATEURSune fenêtre d'une minute trente ; Au
k-9M a été enregistrée à l'université d'Au
kland (Nou-velle Zélande) pendant une fenêtre de quinze minutes. 4 322 835 paquets 
orrespondant à230 292 
onnexions distin
tes sont passés sur le lien de l'Indiana et 13 846 690 paquets pour9 083 474 
onnexions pour le lien d'Au
kland. Le troisième jeu de données, identi�é parRandom, 
orrespond à des résultats moyens de simulations ave
 500 �
hiers. Cha
un de 
es�
hiers est 
onstitué de 10000 entiers tirés au hasard entre 0 et 232 − 1. Nous estimons i
ile nombre d'entiers distin
ts de 
es �
hiers. Dans le tableau de la Figure 4.6 
haque ligne�à l'ex
eption de %th� 
orrespond aux résultats sur la donnée indiquée.2.4.2 Proto
ole et RésultatsLes estimateurs de 
ha
une des trois familles ont été utilisés sur 
es données. Le ta-bleau de la Figure 4.6 montre des résultats typiques pour les estimées 
onstruits ave
 letroisième minimum. Les trois blo
s horizontaux 
orrespondent 
ha
un aux résultats pourl'estimée d'une famille. Chaque estimateur a été exé
uté sur 
haque �
hier plusieurs foisave
 di�érents nombres d'expérien
es simulées (les nombres de boîtes varient de m = 4 à
m = 1024). Ainsi les 
olonnes 
orrespondent à des pré
isions di�érentes des algorithmes. Unnombre du tableau est la di�éren
e �exprimée en pour
entage� entre l'estimée donnée parl'algorithme et la valeur exa
te. Ainsi, par exemple, l'estimée du nombre de 
onnexions dis-tin
tes de Ind-230 quand m = 8 est 306 058. La valeur exa
te est 230 292. La pré
ision est
((306058−230292)/230292)×100 = 32, 9%. Les lignes référen
ées par%th indiquent l'erreurstandard attendue selon la théorie. Par exemple, pour m = 256, le nombre de 
onnexions aété évalué ave
 des pré
isions respe
tives de 1, 4%, 2, 3% et 3, 2% quand l'erreur standardest 6, 25%, 4, 5% et 3, 9%. Le troisième jeu de données, Random, qui 
orrespond à des ré-sultats moyens sur 500 �
hiers, valide les pré
isions données dans le Théorème 1. En e�et,les résultats sont pro
hes de 
eux attendus selon la théorie. Par exemple pour m = 32,nous observons 17, 9, 13, 1 et 11, 8 pour les trois familles à 
omparer aux 17, 7, 12, 8 et 11, 2attendus. Cela valide les algorithmes. Le régime asymptotique est atteint rapidement.



Chapitre 3Min
ount : Ingénieriealgorithmique, Optimisation,Appli
ationsmots-
lés : implémentation, optimisation, appli
ations, tra�
 internet, ADN, 
omptage par
ollision.Dans le 
hapitre pré
édent, ont été introduites trois familles d'estimateurs de la 
ardi-nalité de multi-ensembles. Les di�érents estimateurs ont été analysés et 
omparés entreeux. L'un deux a été 
hoisi 
omme le "meilleur". Ce 
hapitre est le passage pour 
elui-
ide la théorie à un véritable algorithme implémenté et performant, Min
ount*.Les problèmes ren
ontrés sont d'ordre pratique �
hoix de la fon
tion de ha
hage, op-timisation de la gestion des entrées/sorties, stru
ture du 
ode�, mais aussi théorique.En e�et pour résoudre le problème des petites 
ardinalités, nous avons introduit enSe
tion 3.1 p. 52 de nouveaux estimateurs (Extended Hit Counting) qui sont ana-lysés dans le Théorème 6. zone de transition, 
hoix entre eux À la �n de l'étude de laSe
tion 3.1.4, on dispose d'un algorithme qui pour 
haque taille de �
hier, de quelquesunités à plusieurs 
entaines de millions, 
hoisit un estimateur approprié qui donne lenombre d'éléments distin
ts n à quelques pour
ents près. (2% quand m = 210, en uti-lisant 3m �ottants de 32−bit, 
e qui 
orrespond à 96kB, voir la Figure 3.4 p. 61.)L'introdu
tion du Extended Hit Counting pour 
ertains taux λ := n/m, améliorela pré
ision d'un fa
teur pro
he de 4 �en 
omparaison du Hit Counting 
lassique.Du point de vue pratique, nous expliquons en Se
tion 3.2 les di�érentes étapes quinous ont amené à une implémentation optimisée de l'algorithme. Ces étapes (
hoix dela stru
ture du programme, gestion des entrées sorties,...) ont permis de faire diminuerd'un fa
teur supérieur à 10 le temps d'exé
ution. L'implémentation a été 
hronométréeet validée en Se
tion 3.2.3 sur des �
hiers de di�érents types. Elle n'est que 3 à 4 foisplus lente que la 
ommande unix 
at -t qui ne lit juste que les 
ara
tères de son51



52 CHAPITRE 3. MINCOUNTentrée.On utilise 
ette implémentation pour simuler deux types d'appli
ations réseaux etbio-informatiques. En Se
tion 3.3, on regarde 
omment mettre en pla
e un systèmed'alerte automatique d'attaques par déni de servi
e. En Se
tion 3.4, on a montré queles algorithmes probabilistes de 
omptage peuvent être employés pour mesurer la 
or-rélation des bases de di�érentes zones du génome humain, voir la Figure 3.4 p. 79. Celapourrait être utilisé, par exemple, pour déterminer en une passe très rapide 
ertaineslo
alisations possibles de zones 
odantes.3.1 Comptage par Collisions et Problème des petites 
ardi-nalités.3.1.1 Introdu
tionDans le 
hapitre pré
édent, une famille entière d'estimateurs du nombre d'éléments dis-tin
ts d'un multi-ensemble �
onstruits à partir de la valeur ha
hée minimale des élémentsdu multi-ensemble� a été introduite. L'idée est que le k−ième minimum des valeurs d'unmulti-ensemble idéal ne dépend pas de la stru
ture des répétitions des données, ni de leurordre d'apparition. Il donne don
 une indi
ation sur le nombre n de valeurs distin
tes dumulti-ensemble (en gros, le minimum de n réels tirés uniformément et indépendammentdans [0, 1] a plus de 
han
es d'être petit si n est grand). Le prin
ipe est don
 de 
onstruireune observée à partir du k−ième minimum, et, pour obtenir une estimée pré
ise de n, dela 
ombiner ave
 un pro
édé de moyennage sto
hastique, 
omme introduit dans [FM83℄.Le moyennage sto
hastique revient à simuler l'e�et de de m = 2b expérien
es sur le multi-ensemble en répartissant les éléments entre m boites (bu
kets). L'algorithme 
onstruit alorsune estimée pré
ise du nombre de valeurs distin
tes en moyennant les observées 
onstruitesà partir du k−ième minimum de 
haque boite. La meilleure estimée de 
ette famille, Min-
ount*, est dé�ni pour k = 3 et a un très bon 
ompromis entre mémoire et pré
ision.Néanmoins, un problème apparaît quand le nombre de valeurs distin
tes du multi-ensembleest petit : 
ertaines boites peuvent re
evoir moins de trois valeurs, et don
 ne pas avoirde troisième minimum. L'estimée de Min
ount* ne peut pas être 
al
ulée dans 
e 
as.Une solution, Trun
ated Min
ount*, est de ne moyenner que sur les boites pleines.Néanmoins 
ette estimée n'est pré
ise que quand peu de boites sont vides.On introduit dans 
ette se
tion, une nouvelle méthode pour gérer 
e problème des petites
ardinalités. C'est une extension du 
omptage par 
ollisions, Hit Counting, introduit parWhang, Vander-Zandem et Taylor dans [WZT90℄. L'idée est d'utiliser l'information 
onte-nue dans le nombre de boites vides. Pour 
haque boite, on 
onnaît le nombre exa
t ded'éléments tombés dedans si 
elui-
i est plus petit que k, un petit entier �xé, sinon on saitqu'il y est tombé au moins k éléments �k est 3 dans le 
as duMin
ount*. Cette informa-tion supplémentaire nous permet de 
onstruire k estimées di�érentes, Hj, ave
 0 ≤ j < k,du nombre n d'éléments, en utilisant les nombres Xj de boites ave
 au plus j éléments.
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as k = 0 
orrespond au Hit Counting 
lassique. En Se
tion 3.1.3, nous 
onstrui-sons les estimées Hj du Extended Hit Counting. Nous les analysons : nous montronsqu'elles sont asymptotiquement non biaisées et donnons leur pré
ision (Théorème 5). EnSe
tion 3.1.4, nous 
ombinons les estimées du Extended Hit Counting et de Trun-
ated Min
ount* pour pouvoir gérer des multi-ensembles de toutes les 
ardinalités. Leproblème i
i est d'utiliser l'estimée la plus pré
ise pour 
haque 
ardinalité, 
'est-à-dire, pluspré
isément, pour 
haque taux de remplissage λ := n/m. L'analyse montre (voir la Se
-tion 3.1.4), que, en 
hoisissant l'estimée adaptée, l'algorithme atteint une erreur relative dequelques pour
ents quel que soit λ, tout en n'utilisant que quelques dizaines de kilobits demémoire auxiliaire (2% quand m = 210, en utilisant 3m �ottants de 32−bit, 
e qui 
orres-pond à 96kB, voir les Figure 3.4 et 3.8). L'introdu
tion du Extended Hit Countingpour 
ertains taux λ, améliore la pré
ision d'un fa
teur pro
he de 4 �en 
omparaison duHit Counting 
lassique. De plus, nous donnons des validations expérimentales de nosestimées en Se
tion 3.1.6. Les résultats des simulations sont en adéquation ave
 la théorie.3.1.2 PréliminairesL'algorithme Min
ount*On rappelle i
i brièvement les prin
ipes de l'algorithme Min
ount*, qui estime lenombre n de valeurs distin
tes dans un multi-ensemble ave
 un bon 
ompromis entre lamémoire utilisée et la pré
ision, le résumé en pseudo-
ode 
i-dessous. L'algorithme utiliseune fon
tion de ha
hage h qui envoie un élément sur un réel qui "a l'air" uniformémentdistribué sur [0, 1]. Pour obtenir une estimée pré
ise, les valeurs ha
hées sont distribuéesentre m boites (pro
édé de moyennage sto
hastique). Les premiers, deuxième et troisièmesminimums de 
haque boite sont gardés en mémoire. �ainsi, la mémoire utilisée par l'algo-rithme est de 3m nombres �ottants. Quand tous les éléments ont été lus, il 
onstruit uneestimée pré
ise à partir des troisièmes minimums des boites.Algorithme Min
ount* (ave
 m = 2b boites)Input : (p1, . . . , pN ) un ensemble d'éléments ;Initialiser (M
(1)
1 ,M

(2)
1 ,M

(3)
1 ), . . . , (M

(1)
m ,M

(2)
m ,M

(3)
m ) à 0pour i de 1 à N

ui ← h(pi) ; [ha
her pi vers une valeur réelle de [0, 1]℄
j ← entier 
orrespondant aux b premiers bits de ui ;
ũi ← 2bui − ⌈2bui⌉ ; [ũi est ui tronqué de ses b premiers bits℄
(M

(1)
j ,M

(2)
j ,M

(3)
j )← min(M

(1)
j ,M

(2)
j ,M

(3)
j , ũi) ; [a
tualiser les minimums℄renvoyer ξ := m

(

Γ(3−1/m)
2

)−m
exp

(

1
m(ln(M

(3)
1 ) + . . .+ ln(M

(3)
m )
)
omme estimée du nombre d'éléments distin
ts.



54 CHAPITRE 3. MINCOUNTThéorème 3 Soit I un multi-ensemble idéal de 
ardinalité n. Soit m = 2b le nombre deboites utilisés par l'algorithme. Pour 1 ≤ j ≤ m, soitM (3)
j le troisième minimum des valeursdirigées vers la boite d'indi
e j. Alors, en notant Γ la fon
tion Gamma d'Euler, la quantité

ξ := m

(

Γ(3− 1/m)

2

)−m
exp

(

1

m
(ln(M

(3)
1 ) + . . .+ ln(M (3)

m )

) (3.1)peut être 
al
ulée en utilisant une mémoire de 3m mots et est une estimée pré
ise de la
ardinalité de I, dans le sens où :� il est asymptotiquement non biaisé, 
'est-à-dire, E(ξ) ∼
n→∞

n.� Sa pré
ision relative, dé�nie 
omme √V(ξ)/E(ξ), est d'environ 0.63/
√
m.Trun
ated Min
ount*est utilisé quand 
ertaines boites �en nombre V� n'ont pas detroisième minimum et l'erreur standard de 
et estimée, ξ∗t , satisfait

σ[ξ∗t ]
n

∼
n→∞

0.63√
m− V .Hit Counting 
lassiqueCe paragraphe présente les grandes lignes de l'algorithme proposé par Whang, Vander-Zandem et Taylor dans [WZT90℄ basé sur le 
omptage par 
ollisions. On dispose d'untableau dem bits, noté T , et d'une fon
tion de ha
hage h qui envoie un élément sur un entierentre 0 et m− 1 selon la distribution uniforme. Le prin
ipe est de ha
her le multi-ensemblevers le tableau de bits. Au départ de l'algorithme, toutes les entrées sont initialisées à 0.Ensuite, pour 
haque élément x de l'ensemble, le tableau de bit est mis à jour en donnant lavaleur 1 à l'entrée h(x). À la �n, une entrée i est égale à 1, s'il existe un x tel que h(x) = i,et sinon elle vaut 0. Remarquez que l'état du tableau à la �n de l'algorithme ne dépendque de l'ensemble sous-ja
ent des éléments distin
ts et non des répétitions possibles. Pourobtenir une estimée de n, la 
ardinalité (in
onnue) de 
et ensemble, l'idée est alors d'utiliserl'information donnée par le nombre d'entrées vides du tableau.3.1.3 Extended Hit CountingLe 
omptage par 
ollisions généralisé se situe dans le même 
ontexte que le 
omptagepar 
ollisions 
lassique : n boules sont lan
ées au hasard dans m urnes. Mais l'informationdisponible est plus pré
ise : pour 
haque urne, on 
onnaît le nombre exa
t de boules qui yont atterri si 
elui-
i est plus petit que k, un petit entier �xé, et, sinon, on sait qu'il y en a euau moins k Ce surplus d'information permet de 
onstruire plusieurs estimateurs di�érents,

Hj, ave
 j < k, du nombre de boules lan
ées n à partir des nombres, Xj , de boites ave
 auplus j éléments �Une remarque : pour simpli�er l'analyse, on ne dé�nit pas Xj 
omme lenombre de boites ave
 exa
tement j éléments. On obtient ainsi des fon
tions monotones de
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n que l'on peut inverser�. Notez que le 
as j = 0 
orrespond au 
omptage par 
ollisions
lassique. Dans 
ette se
tion, on analyse les Hj, on montre que 
e sont des estimateursasymptotiquement non biaisés de n et on donne leur pré
ision (Théorème 5). Les résultatssont exprimés en fon
tion des espéran
es et varian
es des Xj 
al
ulées 
i-dessous.Analyse du nombre Xj de boites ave
 au plus j élémentsSéries Génératri
es Exponentielles (SGE) des Xk. La variable z marque les boules.Une urne remplie ave
 r boules se marque zr

r! . La SGE pour une urne est don
 1 + z +
z2/2+ · · ·+ zr/r!+ · · · = ez. Les urnes remplies ave
 au plus k boules sont marquées par lavariable u. La SGE devient ez − (1 + z + · · ·+ zk/k!) + u(1 + z + · · ·+ zk/k!). On obtientensuite fa
ilement la SGE pour m urnes :

Fk(z, u) :=
∑

α allo
, r=|α|
uY(α)zr = (ez + (u− 1)(1 + z + · · ·+ zk/k!))mEspéran
e de Xk. On peut obtenir l'espéran
e d'une variable aléatoire à partir de sa SérieGénératri
e Exponentielle :

E[Xk] =
n![zn]duFk(z, u)|u=1

n![zn]Fk(z, 1)
,ave
 duf(u) la dérivée partielle de f par rapport à u. Or le dénominateur n![zn]Fk(z, 1)vaut (ez)m. C'est le nombre d'allo
ations possibles de n boules dans m urnes, 
'est-à-dire

mn. Le numérateur satisfait
duFk(z, u) = m(1 + z + · · · + zk/k!)(ez + (u− 1)(1 + z + · · ·+ zk/k!))m−1

duFk(z, u)|u=1 = m(1 + z + · · · + zk/k!)e(m−1)z

n![zn]duFk(z, u)|u=1 = m
∑k

i=0[z
n−k]n!

k!e
(m−1)zD'où

E[Xk] = m
(m− 1)n

mn

k
∑

i=0

(

n

k

)

1

(m− 1)k
.Quand n et m tendent vers l'in�ni ave
 n/m = λ, on a

E[Xk] ∼ me−λ
k
∑

i=0

λi

i!
.Varian
e de Xk. On obtient aussi la varian
e à partir de la SGE :

E[X 2
k ] =

n![zn]d2
uF (z, u)|u=1

n![zn]F (z, u)|u=1
+
n![zn]duF (z, u)|u=1

n![zn]F (z, u)|u=1
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Fig. 3.1 � Inversion et erreur standard.
d2
uFk(z, u) = m(m− 1)(1 + z + · · ·+ zk/k!)2

(ez + (u− 1)(1 + z + · · ·+ zk/k!))m−2

d2
uF1(z, u)|u=1 = m(m− 1)(1 + z + · · ·+ zk/k!)2e(m−2)z

(1 + z + · · ·+ zk/k!)2 =
∑k

r=0
zr

r!

∑r
i=0

(r
i

)

+
∑2k

r=k+1
zr

r!

∑k
i=r−k

(r
i

)

n![zn]d2
uF1(z, u)|u=1 = m(m− 1)

[

∑k
r=0

(

n
r

)

2r(m− 2)n−r+
∑2k

r=k+1

(n
r

)

(m− 2)n−r
∑k

i=r−k
(r
i

)

]La varian
e dé
oule dire
tement de V[Xk] = E[X 2
k ]− E[Xk]2.Distribution limite gaussienne de Xk. Pour obtenir la distribution limite de la variable

Xk, il faut étudier l'asymptotique de sa fon
tion 
ara
téristique, n![zn]F (z, u)/mn. On doitdon
 étudier l'asymptotique de [zn]F (z, u) pour tout u �xé. On suppose i
i aussi que n et
m sont grands ave
 n/m égal au rapport �xe λ. En utilisant la méthode du 
ol (saddlepoint method) [FS, VIII.3℄ (la méthode peut être appliquée 
ar F (z, u) est exprimé sousla forme d'une puissan
e de m et satisfait don
 de bonnes propriétés de 
on
entration), onpeut montrer que la fon
tion 
ara
téristique de Xk, 
entrée et normalisée, 
onverge vers
e−x

2 1
2 . Cela assure que la distribution de Xk est asymptotiquement E[Xk] + σ[Xk]Ġ, où Gsuit une loi standard gaussienne.Constru
tion des estimateurs HjLes estimateurs Hj du nombre de boules lan
ées n 
onstruits à partir des nombres Xjde 
ases remplies ave
 au plus j éléments sont analysés dans le Théorème 5. L'idée pourla 
onstru
tion est que, pour 
ertains types de variables aléatoires X ave
 E[X ] = f(n), onobtient très simplement une estimée de n en utilisant l'inverse fon
tionnel de f , 
ar on a

E[f−1(X )] = n. Le théorème d'inversion de l'espéran
e (Théorème 4), illustré en �gure 3.1,pré
ise des 
onditions su�santes pour de telles variables aléatoires.Théorème 4 (Théorème d'inversion de l'espéran
e) Soit X (n), notre observée, unevariable aléatoire d'espéran
e µ(n) et d'é
art type σ(n). On suppose que



3.1. COMPTAGE PAR COLLISIONS ET PROBLÈME DES PETITES CARDINALITÉS.571. X (n) ∼
n→∞

µ(n) + σ(n)G, ave
 G une gaussienne standard, et que2. σ(n) est petit devant µ(n), i. e. σ(n) = o(µ(n)) quand n→∞.On a alors µ−1(X(n)) est un estimateur non biaisé de n, 
'est-à-dire E[µ−1(X(n))] ∼
n→∞

n,d'é
art type donné par
σ[µ−1(X(n))] ∼

n→∞
1

µ′(n)σ(n).Preuve. On �xe n = n0 et on s'intéresse à l'inverse de l'espéran
e µ en X (n0) :
µ−1(X (n0)) = µ−1(µ(n0) + σ(n0)G)Comme σ(n0) et don
 σ(n0)G sont supposés petits devant µ(n0), on peut e�e
tuer undéveloppement de Taylor en µ(n0). On obtient

µ−1(X (n0)) = n0 + (µ−1)′(µ(n0))σ(n0)G+O(σ(n0)
2G2) = n0 +

σ(n0)G

µ′(n0)
+O(σ(n0)

2G2).

� Dans le 
adre du Comptage par 
ollision, les observées Xj suivent une distribution limitegaussienne. Leurs espéran
es sont en m, ainsi que leurs varian
es, 
e qui donne des é
arts-types en √m. On peut don
 appliquer le théorème pré
édent pour obtenir les estimateurs
Hj.Théorème 5 (Estimateurs du Comptage par Collisions généralisé) Soit Xj le nombred'urnes où sont tombées au plus j éléments. On dé�nit f(n) := En[Xj ] et g(n) := Vn[Xj ] (lesformules sont données pré
édemment). Soient Hj (j < k) les variables aléatoires dé�niespar

Hj := f−1(Xj).Les Hj sont des estimateurs non biaisés de n, 
'est-à-dire E[Hj] ∼
n→∞

n, et leurs é
arts-typessont donnés par
σ(Hj) ∼

n→∞
1

f ′(n)

√

g(n).3.1.4 Appli
ation à Min
ount*Dans 
ette se
tion, on introduit un algorithme qui est 
apable de traiter des multi-ensembles de toutes 
ardinalités. L'idée est de 
ombiner les estimées de Extended HitCounting et de Trun
ated Min
ount* et de 
hoisir le plus pré
is pour 
haque 
ardina-lité. En lisant les éléments d'un �
hier (de 
ardinalité in
onnue n), l'algorithmeMin
ount*
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Fig. 3.2 � Espéran
es et Varian
es de X0, X1 et X2 (m = 1024).garde en mémoire les trois premiers minimums des valeurs ha
hées pour pouvoir à la �nutiliser le troisième minimum. Le Théorème 6 
onstruit les trois estimées du ExtendedHit Counting qui 
orrespondent, H0, H1, H2, et donne leur pré
ision en fon
tion dutaux de remplissage λ := n/m. L'analyse montre (voir la Se
tion 3.1.4) que, en 
hoisissantle meilleur estimateur �en fon
tion d'un λ0 déterminé selon une heuristique très simple�,l'algorithme atteint une erreur relative de quelques pour
ents pour tout λ (2% pour m = 210,voir la Figure 3.4). L'introdu
tion du Extended Hit Counting améliore, pour 
ertainstaux λ, la pré
ision par un fa
teur pro
he de 4 �en 
omparaison du Hit Counting 
las-sique.Les estimateursLemme 3 (Espéran
es et varian
es de X0, X1 et X2) Quand n et m tendent vers l'in-�ni ave
 n/m = λ,1. les espéran
es des nombres de boites ave
 au plus 0, 1 ou 2 éléments sont données par
E[X0] ∼

n→∞
me−λ

E[X1] ∼
n→∞

me−λ(1 + λ)

E[X2] ∼
n→∞

me−λ(1 + λ+ λ2/2);



3.1. COMPTAGE PAR COLLISIONS ET PROBLÈME DES PETITES CARDINALITÉS.592. les varian
es des nombres de boites ave
 au plus 0, 1 ou 2 éléments sont données par
V[X0] ∼

n→∞
m(e−λ − e−2λ(1 + λ))

V[X1] ∼
n→∞

m(e−λ(1 + λ)− e−2λ(1 + 2λ+ λ2 + λ3))

V[X2] ∼
n→∞

m(e−λ(1 + λ+ 1/2λ2)−
e−2λ(1 + 2λ+ 2λ2 + λ3 + 1/4λ4 + 1/4λ5)).On peut voir 
es fon
tions en �gure 3.2.Preuve Les espéran
es s'obtiennent dire
tement. Pour les varian
es on a par exemple

V[Y1] = m(m− 1) (m−2)n

mn

(

1 + n
m−2 + n(n−1)

(m−2)2

)

+ m (m−1)n

mn

(

1 + n
m−1

)

− m2 (m−1)2n

m2n

(

1 + n
m−1

)2Pour les 
al
uls asymptotiques, on rempla
e n par λm et on développe tous les termes àl'ordre 2 (1/m2). Ainsi, par exemple
m2 (m−1)2n

m2n

(

1 + n
m−1

)2
= m2(1− 1/m)2λm

(

1 + λ
(1−1/m)

)2

= m2
(

e−2λ − exp−2λ λ2

λm + o
(

1
m2

)

)

(

1 + λ(1 + 1/m+ o
(

1
m2

)

)
)2

= m2 exp−2λ
(

(1− λ
m + o

(

1
m2

)

)(1 + 2λ+ λ2 + 2 λ
m + 2λ

2

m + o
(

1
m2

)

)
)

= m2 exp−2λ
(

1 + 2λ+ λ2 + λ
m − λ3

m + o
(

1
m2

)

)On obtient les résultats ave
 des 
al
uls similaires. �Théorème 6 (Estimateurs du Extended Hit Counting pour Min
ount*) H0,
H1 et H2, dé�nis en suivant le Théorème 5, sont des estimateurs non biaisés de n et leursé
arts-types sont donnés par

σ(H0) ∼
n→∞

1
e−λ

√

m(e−λ − e−2λ(1 + λ)) ∼
n→∞

√

m(eλ − λ− 1),

σ(H1) ∼
n→∞

1
e−λ(1+λ)

√

m(e−λ(1 + λ)− e−2λ(1 + 2λ+ λ2 + λ3)),

σ(H2) ∼
n→∞

1
e−λ(1+λ+λ2/2)

(m(e−λ(1 + λ+ 1/2λ2)−
e−2λ(1 + 2λ+ 2λ2 + λ3 + 1/4λ4 + 1/4λ5)))1/2.
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λ 2 4 6 8 10

σ(H0)/n 0.131 0.220 0.415 0.852 1.855
σ(H1)/n 0.071 0.106 0.176 0.316 0.614
σ(H2)/n 0.062 0.066 0.100 0.164 0.287

λ 2 4 6 8 10
σ(H0)/n 0.065 0.110 0.207 0.426 0.927
σ(H1)/n 0.036 0.053 0.088 0.158 0.307
σ(H2)/n 0.031 0.033 0.050 0.082 0.143

m = 26 m = 28

λ 2 4 6 8 10
σ(H0)/n 0.033 0.055 0.104 0.213 0.464
σ(H1)/n 0.018 0.026 0.044 0.079 0.153
σ(H2)/n 0.016 0.016 0.025 0.041 0.072

λ 2 4 6 8 10
σ(H0)/n 0.016 0.028 0.052 0.106 0.232
σ(H1)/n 0.009 0.013 0.022 0.040 0.077
σ(H2)/n 0.008 0.008 0.013 0.020 0.036

m = 210 m = 212Fig. 3.3 � Erreur standard des estimées du Extended Hit Counting pour m =
6, 8, 10, 12.Plage d'utilisation des estimateursOn a don
 maintenant quatre estimateurs à notre disposition : les trois du 
omptagepar 
ollision généralisé, H0, H1, H2, et Min
ount*tronqué, ξ∗t , qui se 
onfond ave
 Min-
ount*dès que toutes les boites sont remplies. Il s'agit maintenant, pour 
haque taux deremplissage λ = n/m, d'utiliser l'estimateur le plus pré
is. Pour λ 
roissant, 
'est-à-dire,à m �xé, pour un nombre d'éléments n 
roissant à estimer, les estimateurs les plus pré
issont d'abord H0, puis H1, H2 et en�n ξ∗t . Pour obtenir les valeurs de transition entre lesdi�érentes estimées, on résout des équations du type V[H0] = V[H1]. L'algorithme doitutiliser- l'estimée H0 pour λ entre 0 et λ01 ≈ 0.77, ave
 λ01 solution de V[H0] = V[H1] ;- l'estimée H1 pour λ entre λ01 et λ12 ≈ 1.74 ;- l'estimée H2 entre λ12 et λ2∗ ave
 λ2∗ solution de V[H2] = V[ξ∗t ] �
elle-
i dépend de

m, voir le tableau 
i-dessous
log2m 0 2 4 6 8 10 20

λ2∗ 7.1 5.5 5.2 5.2 5.2 5.2 5.2- et ensuite l'estimée ξ∗t du Trun
ated Min
ount*.La Figure 3.4 montre que pour m = 210, en utilisant le meilleur estimateur, l'algorithmeatteint une erreur standard d'environ 2% pour tout λ (regarder l'enveloppe inférieure des
ourbes). L'introdu
tion du Extended Hit Counting donne une estimée plus pré
isepour de plus grands λ (voir la Figure 3.3). Par exemple, pour λ = 6, si nous avions utiliséle Hit Counting 
lassique, nous aurions obtenu une erreur relative de 5.5% pour m = 210(σ(H0)/n = 0.055). En 
omparaison, l'erreur relative de H2 est de seulement 1.4%. Dans
e 
as, l'introdu
tion du Extended Hit Counting a amélioré la pré
ision par un fa
teurpro
he de 4.Quelques 
onsidérations d'ingénierie algorithmiqueChoix de l'estimateur en pratique Le problème vient i
i du fait que l'estimateur doitêtre 
hoisi en fon
tion de λ = n/m alors que 
elui-
i est in
onnu (n doit être estimé). Le
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lambda=n/mFig. 3.4 � Erreurs standard données par la théorie des estimées du Extended Hit Coun-ting H0 (bleu) H1 (rouge) H2 (vert) et du Trun
ated Min
ount* (jaune) en fon
tiondu taux de remplissage λ := n/m pour m = 210.
hoix de l'estimée par l'algorithme, en pratique, est fait en suivant une heuristique trèssimple. Si toutes les boites ont un troisième minimum, on utilise Min
ount*. Sinon, leprin
ipe est de 
al
uler un λ0, qui donne un premier ordre de grandeur de la valeur réellede λ. Ce λ0 est ensuite utilisé pour 
hoisir une estimée. La Figure 3.4 donne les erreursstandard des quatre estimées pour m = 210. On voit que H2 donne un bon λ0, sauf pourles petites valeurs de λ. H0, au 
ontraire, donne une bon λ0 pour les petites valeurs. L'idéeest don
 de 
al
uler les estimées H0 et H2. Si elles ont des valeurs très di�érentes et que H0donne un λ plus petit que 2, on utilise H0 pour obtenir un λ0, sinon on utilise H2. Cetteheuristique mar
he très bien pour les appli
ations pratiques.Cal
ul des estimées en pratique H0, H1 et H2 sont dé�nies impli
itement 
ommeinverses de fon
tions 
onnues. L'algorithme les 
al
ule numériquement par di
hotomie (Ils'arrête quand la pré
ision de l'inversion dépasse les 1/1000e).Conditions d'appli
ation du théorème d'inversion de l'espéran
e pour di�é-rentes valeurs de m Le théorème de 
onstru
tion des estimateurs H ne s'applique quesi σ[X ] est petit devant E[X ]. Comme σ[X ] est en √m et E[X ] en m, les estimateurs sontbons pour m asymptotique. Qu'en est-il pour di�érentes valeurs de m ? (Voir la Figure 3.5pour m = 210.) Le tableau suivant donne le rapport E[X ]/σ[X ] limite de 
haque estimateursur sa plage d'utilisation pour m allant de 4 à 212.
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log2m 2 4 6 8 10 12

E[X0]/σ[X0](λ = 0.77) 3.20 6.41 12.81 25.63 51.26 102.51

E[X1]/σ[X1](λ = 1.74) 3.25 6.51 13.02 26.04 52.07 104.15

E[X2]/σ[X2](λ = 5.2) 0.83 1.67 3.34 6.67 13.35 26.69Les estimateurs sont rapidement bons : dès que m dépasse 256 les trois estimateurs peuventêtre utilisés.
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lambda=n/mFig. 3.5 � Comparaison de E[X ] et de σ(X ) pour m = 210.3.1.5 Un petit détour par le problème des grandes 
ardinalitésL'algorithme de 
omptage, Min
ount*, utilise une fon
tion de ha
hage de l'espa
e deséléments du multi-ensemble étudié vers l'intervalle réel [0, 1]. Cette fon
tion de ha
hage est
hoisie de façon à "bien répartir" les valeurs ha
hées sur l'intervalle et à ne pas générer tropde 
ollisions (sur le 
hoix de la fon
tion de ha
hage, voir la Se
tion 3.2.1). Néanmoins, l'al-gorithme de 
omptage est 
onçu pour pouvoir traiter des multi-ensembles de très grandes
ardinalités, qui peuvent avoir jusqu'à quelques milliards d'éléments distin
ts. Ainsi, quandle nombre de valeurs distin
tes n'est plus négligeable devant la taille de l'espa
e des valeursha
hées, aussi bonne soit la fon
tion de ha
hage et même pour une fon
tion idéale, les 
ol-lisions deviennent inévitables. Pour un programme C, si les valeurs ha
hées sont sto
kéessur un unsigned int de taille 32 bits, le nombre de valeurs ha
hées possibles est 232 ≈ 4milliards. Dans 
e 
as pré
is les 
ollisions seront nombreuses pour des �
hiers de plusieurs
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he) du Extended Hit Counting H0 (jaune), H1 (vert), H2(rouge) et de Trun
ated Min
ount* (bleu) et leur erreur standard (droite) pour des si-mulations sur des �
hiers de di�érentes 
ardinalités 
orrespondant à des taux de remplissage
λ := n/m de 0 à 15 pour m = 128.
entaines de millions d'éléments distin
ts. On appelle 
e
i le Problème des grandes Cardina-lités. On a vu en Se
tion 3.1.3 que l'on peut estimer le nombre de 
ollisions en fon
tion de la
ardinalité n des multi-ensembles. On se sert ensuite de 
ette information pour 
orriger lesestimées. Si µ est le nombre de valeurs ha
hées possibles et X le nombre estimé de valeursha
hées atteintes à la �n de l'algorithme, on a

E[X] ∼
n→∞

µ(1− e−λ),ave
 λ := n/µ. Remarquez que quand n = µ, E[X] = (1 − 1/e)µ ≈ 0.65µ. On est à 35%d'erreur. On obtient un mé
anisme de pré
ision en inversant
n∗ := µ ln

1

1−X/µ.Durand montre dans sa thèse [Dur04℄ que l'on peut ainsi estimer pré
isément la 
ardinalitéde �
hiers ayant jusqu'à ≈ 10µ éléments distin
ts.3.1.6 ValidationLes estimateurs du 
omptage par 
ollision, H0, H1, H2 et Trun
ated Min
ount* ontété implémentés en Maple et en C (les 
odes sont disponibles en annexe...). De nombreusessimulations ont été e�e
tuées pour di�érentes pré
isions des estimées �qui 
orrespondent
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lFig. 3.7 � Erreur standard expérimentale (en pour
ents) des estimées du Extended HitCounting H0 (jaune) H1 (vert) H2 (rouge) et de Trun
ated Min
ount* (bleu) pourdes simulations ave
 des �
hiers de di�érentes 
ardinalités qui 
orrespondent à des tauxde remplissage λ := n/m de 0 à 10. Des résultats sont présentés pour m = 28 (en haut àgau
he), m = 210 (haut droite), m = 212 (bas gau
he) and m = 214 (bas droite).
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es simulées variant de m = 1 à m = 214. Pour 
haque valeurde m, on a utilisé des �
hiers 
omptant de 0 à 15m éléments distin
ts �λ variant de 0 à
15. La Figure 3.6 montre un exemple de simulations Maple pour m = 128. Chaque point
orrespond à une moyenne de dix simulations indépendantes. La Figure 3.7 résume dessimulations e�e
tuées ave
 notre programme C pour di�érentes valeurs de m.Le graphique de gau
he de la Figure 3.6 présente les estimées données par les quatreestimateurs pour des �
hiers de taille allant de 0 à 15m. On 
onstate que les estimateurs duHit Counting H0, H1, H2 ont le même 
omportement ave
 un petit dé
alage : ils estimentbien n sur une première plage (jusqu'à environ λ = 4, 6, 8). Puis ils deviennent très mauvais.Par 
ontre l'estimateur tronqué a un 
omportement inverse ave
 une transition vers λ = 6.L'existen
e d'une diagonale 
ontinue montre que l'on dispose, sur 
haque plage d'utilisationde notre programme, d'un bon estimateur de n, quel que soit le nombre d'éléments distin
tà estimer (i. e. pour tout λ).Le graphique de droite de la Figure 3.6 et la Figure 3.7 montrent les erreurs standarddes estimées. On observe bien que H1, H2 et ξ∗t sont très mauvais pour les petites valeurset que H0 est don
 le bon estimateur pour les plus petits �
hiers. Les zones de transitionoù un estimateur devient le meilleur sont pro
hes de 
e que la théorie prévoit : vers λ = 1,l'erreur standard de H1 devient plus petite que 
elle de H0 ; vers λ = 2, H2 devient leplus pré
is ; en�n, quand λ ≥ 5, il faut utiliser ξ∗t . On 
onstate aussi que l'on a bien pour
haque λ un estimateur d'une pré
ision de quelques pour
ents, d'autant plus pré
is que mest grand : environ 4% pour m = 28, 2% pour m = 210, 1% pour m = 212 et 0.5% pour
m = 214.Pour étudier les transitions de l'algorithme entre les di�érents estimateurs, on a modi�éun peu l'implémentation pour qu'elle nous donne des estimées au 
ours de la le
ture du�
hier. On montre ainsi en Figure 3.8 Gau
he l'erreur standard de l'estimée tous les 10 000éléments lus pour un �
hier de 500 millions d'entiers di�érents (m = 210). L'erreur standardreste bien autour de l'erreur théorique attendue de 2%. La Figure 3.8 Droite est une loupesur le début de l'exé
ution. Les transitions entre les 4 estimateurs y sont visibles. Ainsi,autour de la m-ième valeur (m = 1024), on voit très 
lairement le passage de H0 à H1.
H2 prend le relai vers la 2000-ième valeur puis Trun
ated Min
ount*vers la 7000-ième.L'erreur standard reste autour de 2%.À la �n de l'étude, on dispose d'un algorithme qui, pour 
haque taille de �
hier, peut
hoisir un estimateur approprié qui donne le nombre d'éléments distin
ts n à quelquespour
ents près.3.2 Implémentation de l'algorithme Min
ount*Les algorithmes 
onstruits à partir de statistiques d'ordre sont parmi les algorithmesles plus rapides pour estimer la 
ardinalité. Non seulement ils ne font qu'une passe sur lesdonnées, mais 
ette passe est en plus très rapide (voir Se
tion 3.2.2). C'est un avantage
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Fig. 3.8 � Le graphique de gau
he donne l'erreur standard des estimées données par l'algo-rithme au 
ours de la le
ture d'un �
hier de 500 millions d'entiers distin
ts pour m = 210.Celui de droite est une loupe sur les 10 000 premiers éléments. On y voit les transitions del'algorithme entre les 4 estimateurs.
ru
ial dans le 
ontexte de l'analyse en-ligne du tra�
 internet où un routeur dispose deseulement quelques dizaines d'instru
tions ma
hine pour traiter un paquet. Nous avonse�e
tué une implémentation optimisée de l'algorithme Min
ount* dont les prin
ipes sontexposés su

in
tement en Se
tion 3.2.3. Nous avons mesuré ses temps d'exé
ution sur des�
hiers de di�érents types et di�érentes tailles (voir la Figure 3.11). L'implémentations'avère très rapide : elle n'est que 3 à 4 fois plus lente que la 
ommande 
at -t qui lit justeles 
ara
tères de son entrée . Mais tout d'abord, la question de la fon
tion de ha
hage estdis
utée en Se
tion 3.2.1.3.2.1 Choix de la Fon
tion de Ha
hageContraintes pour la fon
tion de ha
hageOn a vu que l'algorithme Min
ount* repose très fortement sur l'existen
e d'une fon
-tion de ha
hage. Nos analyses sont faites pour un multi-ensemble idéal 
onstruit de lamanière suivante : tirer aléatoirement n réels uniformément sur l'intervalle [0, 1]. Les du-pliquer et les mélanger de façon arbitraire. La fon
tion de ha
hage assure le passage dumulti-ensemble "réel" au multi-ensemble idéal.Comme un ordinateur ne peut traiter que des ensembles �nis, le tirage d'un nombre surl'intervalle réel [0, 1] s'e�e
tue en 
hoisissant un nombre entier x entre 0 et H, ave
 H lenombre de valeurs ha
hées possibles. On divise ensuite x par H pour se ramener entre 0 et
1. Le 
omportement de la fon
tion de ha
hage doit se rappro
her de 
elui d'un tirage
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ulier, il faut :- une bonne répartition sur tout l'ensemble des valeurs ha
hées possibles et- pas plus, pas moins de 
ollisions que lors d'un tirage uniforme.La fon
tion de ha
hage doit être rapide. Des liens de 
apa
ité 40Gbps sont déployés dansles réseaux (liens OC-748 des réseaux SONET). En supposant une taille moyenne de paquetsde 300 o
tets, un paquet peut arriver toutes les 300 · 8/4 · 1010 = 60 nanose
ondes. Pour unpro
esseur de 4 GigaHertz, 
ela ne donne que 60·10−9 ·109 = 240 instru
tions ma
hine pourtraiter un paquet. Un routeur doit faire son travail 
lassique (router les paquets...) en plusde la bou
le interne de l'algorithme 
e qui ne donne que quelques dizaines d'instru
tionsma
hine pour la fon
tion de ha
hage.Dis
ussion sur les familles de fon
tions de ha
hageFon
tions de ha
hage 
ongruentielles linéaires. On peut obtenir une fon
tion deha
hage très simplement. Si X est le nombre à ha
her, on renvoie H(x) dé�nit 
omme suit
h(X) := aX + b mod m.Pour un bon 
hoix des 
oe�
ients a, c etm, le résultat aura de bonnes propriétés statistiques[Knu98℄.LFSR. Un registre à dé
alage à rétroa
tion linéaire ou LFSR (pour Linear Feedba
k ShiftRegister) binaire de longueur L est un dispositif 
omposé d'un registre à dé
alage 
onte-nant L bits (st, · · · , st+L+1) et d'une fon
tion de rétroa
tion linéaire. Un 
haîne binaire

(e0, · · · , et, · · · ) est 
onne
tée en entrée. À 
haque top d'horloge, le bit de droite st 
onsti-tue la sortie du LFSR et les autres bits sont dé
alés d'une position vers la droite. Le nouveaubit st+2 pla
é dans la 
ellule de gau
he du registre est donné par une fon
tion linéaire desbits du registre et du bit en entrée :
stL = c1st+L−1 + c2st+L−2 + · · ·+ cLst + etoù les 
oe�
ients de rétroa
tion (ci)1≤i≤L sont des éléments de F2. Ils dé�nissent un poly-n�me de rétroa
tion P :
P (X) := 1 + c1X + c2X

2 + · · · + cLX
L.Pour un bon 
hoix du polyn�me de rétroa
tion (primitif, 
'est-à-dire irrédu
tible et d'ordre

2L−1) les suites produites par le LFSR pour les di�érentes entrées ont de bonnes propriétésstatistiques (grandes périodes, peu de 
ollisions) [Gol82℄, [LN83, VIII℄.Fon
tions de ha
hage 
ryptographiques. Les fon
tions de ha
hage 
ryptographiquessont utilisées très 
ouramment par
e qu'elles rendent possibles des mé
anismes d'authenti�-
ation par mot de passe sans sto
kage de 
e dernier. Un algorithme de ha
hage est 
onsidéré
omme 
ryptographique si les 
onditions suivantes sont remplies :
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ile de trouver le 
ontenu du message à partir de la signature (attaquesur la première préimage) ;- à partir d'un message donné et de sa signature, il est très di�
ile de générer un autremessage qui donne la même signature (attaque sur la se
onde préimage)- il est très di�
ile de trouver deux messages aléatoires qui donnent la même signature(résistan
e aux 
ollisions).Par très di�
ile, on entend "te
hniquement impossible" que 
e soit au niveau algorithmiqueou matériel. Certaines fon
tions de ha
hage 
ryptographiques 
lassiques 
omme sha1 ou md5sont implémentées dans les bibliothèques standard des systèmes d'exploitation.Dis
ussion. Les fon
tions de ha
hage 
ongruentielles sont simples, mais elles utilisent desopérations 
oûteuses en temps de 
al
ul : des multipli
ations modulaires. Si la taille del'entrée à ha
her est plus grande que le modulo, il faut la ha
her par petits bouts, 
e quiva né
essiter plusieurs opérations.Les fon
tions de ha
hage 
ryptographiques ont tous les avantages (robustes, peu de
ollision,...) mais elles sont plus lentes. En e�et, 
ertaines de leurs propriétés ne sont pasrequises dans le 
ontexte des algorithmes probabilistes de 
omptage, 
omme, par exemple,les di�
ultés pour inverser le ha
hage.Les LFSR permettent d'avoir dire
tement des valeurs ha
hées sur 32 bits pour des taillesd'entrées quel
onques. Elles ne font que des opérations binaires très simples (XOR) 
e quiles rend très rapides. On peut de plus e�e
tuer des dé
alages de plusieurs bits d'un 
oupen utilisant des masques. De plus elles sont modulables au sens suivant : en 
hoisissantle nombre de dé
alages à vide que l'on fait après avoir lu tous les bits de l'entrée, onpeut e�e
tuer un 
hoix entre le temps d'exé
ution et la "bonne" répartition des valeursha
hées. On a don
 utilisé 
e type de fon
tions de ha
hage. En parti
ulier pour l'étude destemps d'exé
ution de la Se
tion 3.2.3 on s'est servi d'un LFSR de polyn�me de rétroa
tion
P (X) = 1 + X13 + X33. Son implémentation optimisée a été par Cédri
 Lauradoux duProjet Codes de l'INRIA (http://www-ro
q.inria.fr/
odes/LFSR/).Cependant pour des multi-ensembles très stru
turés et de 
ardinalités très grandes,elles peuvent ren
ontrer quelques problèmes de répartition et de 
ollisions. Dans 
es 
as là,malgré le sur
oût en temps d'exé
ution, il est 
onseillé d'avoir re
ours à une fon
tion deha
hage 
ryptographique 
omme md4 (qui est un peu plus rapide que sha1).3.2.2 Bou
le interne très simpleÀ la vitesse de 10 Gbps, si on suppose une taille moyenne de paquets de 300 bytes [FDL+01℄,un nouveau paquet arrive toutes les 240 ns �voir [IDGM01℄ pour une étude sur la sur-veillan
e des liens internet de très grandes 
apa
ités Même si l'on ignore le temps signi�
antde transfert des données du liens vers le pro
esseur, 
ela ne donne que 595 instru
tions ma-
hines à un pro
esseur parmi les plus rapides de 2.5 GHz pour traiter un paquet. Ce nombreest même réduit à 150 instru
tions pour les nouvelles vitesses qui atteignent 40 Gbps. Letemps d'exé
ution des algorithmes est don
 
ru
ial non seulement pour leur e�
a
ité mais
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héeSI h < M (2)SI h < M

M (2) = M
M = hSINON M (2) = hFig. 3.9 � Bou
le interne pour k = 2.aussi pour leur simple faisabilité. L'algorithme Min
ount est 
omposé prin
ipalementd'une bou
le interne très simple qui maintient les k premiers minimums des valeurs ha
héesdu multi-ensemble, voir la Figure 3.2.2 pour k = 2. On appelle 
oût d'une exé
ution d'unalgorithme le nombre d'instru
tions élémentaires (i
i le nombre de 
omparaisons et d'a�e
-tations) e�e
tuées. On parle de 
oût moyen d'un algorithme pour désigner l'espéran
e du
oût sur toutes les exé
utions possibles.Proposition 3 Soit k un entier �xé. Le 
oût moyen pour trouver le k−ième minimumparmi n variables aléatoires uniformes sur [0, 1] est

En[Cost] =
n→∞

n+ o(n). (3.2)En e�et, quand on traite une valeur ha
hée de la séquen
e, il y a s
hématiquement deux
as. Soit 
ette valeur est plus grande que le k−ième minimum et on n'a besoin de fairequ'une seule 
omparaison. Soit 
ette valeur est plus petite et on doit alors faire quelques
omparaisons de plus pour trouver son rang parmi les k premiers minimums et quelquesa�e
tations pour a
tualiser les minimums. On montre fa
ilement qu'asymptotiquement lenombre de fois où 
ette a
tualisation est faite est négligeable �ainsi, pour k = 1, la proba-bilité que la t-ième valeur soit un nouveau minimum est 1/(t+ 1) 
e qui donne un nombremoyen d'a
tualisation du minimum de Hn+1 ∼
n→∞

lnn. Le 
oût moyen du traitement d'unevaleur ha
hée est don
 une 
omparaison.Dans le 
as d'un multi-ensemble de taille N et de 
ardinalité n, un résultat de 
omplexitépré
is ne peut être énon
é en raison de l'absen
e d'hypothèses sur la nature et le nombredes répétitions qui peuvent être quel
onques. Néanmoins, le 
oût moyen de l'algorithmeMin
ount, dans l'esprit est de EN [Cost] =
N→∞

N + o(N). On peut le 
omparer ave

elui d'autres algorithmes. Par exemple, la bou
le interne des algorithmes Probabilisti
Counting [FM83℄ et LogLog Counting [DF03℄, au lieu d'e�e
tuer une 
omparaisonde la valeur ha
hée ave
 le minimum temporaire, doit trouver le premier 1 d'une séquen
ein�nie de bits aléatoires. Cette opération 
e fait en moyenne ave
 3 instru
tions au lieude seulement 1. Cela donne un avantage en terme de temps d'exé
ution à l'algorithmeMin
ount.
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hiers tests Taille (Mo) Nb d'éléments Éléments distin
ts Naturehamlet.txt 0.164 32865 5044 Texte anglaisTAU.ip 9.9 677801 10569 Logs de routeurspsd-superfamily.xml 11 186700 19615 Séq protéiniquea

ess log 
ut 26 829224 101398 Logs d'a

èspsd-author.xml 170 5668287 112226 Séq protéiniquepsd-uid.xml 80 1949416 1195343 Séq protéiniquepsd-
ut.xml 681 23073127 4052131 Séq protéiniquealeatoire.dat 50 5000000 4993301 Nombres aléatoiresau
k.ip 242 13856690 9083474 Logs de routeurs100millions.dat 848 100000000 100000000 Texte stru
turéFig. 3.10 � Jeux de données de di�érentes natures et di�érentes tailles.3.2.3 Temps d'exé
ution et ValidationOptimisation du programmeOn a é
rit une première implémentation en C de l'algorithme Min
ount*. Nous avonsréussi à diviser par 10 le temps d'exé
ution de 
ette implémentation. Très su

in
tement,les étapes prin
ipales de l'optimisation ont été les suivantes.- L'analyse des temps d'exé
ution des di�érentes parties du programme. L'idée est deregarder à l'aide de l'utilitaire... quelles sont les fon
tions appelées un grand nombrede fois pendant l'exé
ution et 
elles qui utilisent un grand pour
entage du temps pourpouvoir 
on
entrer 
es e�orts dessus.- Le 
hoix de la stru
ture du programme. Dans les parties 
ru
iales du programme,on a essayé de limiter au maximum les appels de fon
tions et l'emploi de tests etd'e�e
tuer 
eux-
i en amont. Par exemple, la 
opie en plusieurs exemplaires du 
ode,si elle alourdit le 
ode, permet de limiter le nombre de tests.- Un temps non négligeable est utilisé par le programme pour la gestion des entréessorties. On s'est inspiré du 
ode de la 
ommande unix 
at qui lit son entrée et l'a�
heen sortie. Rempla
er une le
ture ligne par ligne à l'aide de fon
tions haut niveau
omme s
anf, par la le
ture à l'aide d'un grand bu�er ave
 write a permis un grandgain de temps.Jeux de données.Pour valider l'algorithme Min
ount* de nombreuses simulations ont été e�e
tuéesen utilisant des �
hiers de di�érents types et et de di�érentes tailles. Un aperçu en estdonné dans la Figure 3.10. Les �
hiers tests "psd" sont extraits d'une base de données deSéquen
e protéiniques. Elle est mise à disposition du publi
 par le groupe base de donnée de



3.3. APPLICATIONS AU TRAFIC INTERNET 71l'Université de Washington (http://www.
s.washington.edu/resear
h/xmldatasets/).La base de donnée est sous format XML. On en a extrait trois attributs : l'identi�ant desprotéines 
on
ernées (<uid>), les auteurs qui les ont analysées (<author>) et une partiede leur 
lassi�
ation (<superfamily>). "TAU.ip" et "Au
k.ip" sont des tra
es de routeursdisponible sur le site internet du groupe NLANR (NLANR Measurement and NetworkAnalysis http://moat.nlanr.net). Les tra
es sont des séquen
es d'en-têtes de paquetsanonymisés. "TAU.ip" a été re
ueillie sur un lien OC-3 du MegaPoP de l'université deTel Aviv pendant une période d'une minute trente ; "Au
k.ip" à l'université d'Au
klandpour une fenêtre de temps de 15 minutes. Notre analyse 
onsiste à estimer le nombrede 
onnexions distin
tes identi�ées par la paire adresse IP sour
e, adresse IP destination."a

ess log 
ut" sont des logs d'a

ès de ma
hines du 
ampus de Ro
quen
ourt de l'INRIA."hamlet.txt" est le texte du livre de Shakespeare. "aleatoire.dat" est un multi-ensemblede 5 millions d'entiers tirés uniformément entre 0 et 232, dont 4 993 301 sont distin
ts."100M.dat" est la liste de 100 millions d'entiers 
onsé
utifs. C'est un ensemble stru
turédont l'intérêt est de pouvoir tester les bonnes propriétés d'aléa de l'algorithme.Timings.On étudie i
i les temps d'exé
ution d'une implémentation optimisée de l'algorithmeMin
ount* pour traiter les di�érents jeux de données. On utilise les 
ommandes shellsuivantes 
omme référen
es de temps d'exé
ution : 
at qui lit le �
hier sans traiter les don-nées ; 
at -T qui lit le �
hier et a�
he �I pour les tabulations ; w
 -l qui a�
he le nombrede lignes du �
hier ; w
 -w qui a�
he le nombre de mots du �
hier ; sort -u | w
 qui donnele nombre de lignes di�érentes du �
hier. Le tableau du haut de la Figure 3.11 montre lestemps d'exé
ution en se
ondes sur les �
hiers de notre jeux de données. L'algorithme ne metque quelques se
ondes pour donner une estimation de la 
ardinalité de �
hiers de quelquesmillions d'éléments. Par exemple, il met 4.8 se
ondes pour la tra
e au
k.ip qui a 13 millionsd'éléments dont 9 millions sont distin
ts. Cela 
orrespond à un débit de 53 Megabits parse
onde ou de 3 millions d'éléments par se
onde. Le tableau du bas de la Figure 3.11 donne
es débits et e�e
tue les ratios entre le temps d'exé
ution deMin
ount* et les 
ommandesunix. L'algorithme n'est que 3 à 4 fois plus lent que la 
ommande 
at -T qui rempla
ejuste les tabulations de son entrée par �I. Ces résultats sont validés par la Figure 3.12 quimontre que la pré
ision de l'algorithme lors des exé
utions 
hronométrées est pro
he de
elle attendue par la théorie donnée par la se
onde ligne du tableau.3.3 Appli
ations au Tra�
 InternetL'introdu
tion de notre algorithme est motivée par le traitement de multi-ensemblesde données très grands 
omme, en parti
ulier, l'analyse en ligne du tra�
 internet. Dans
e 
ontexte, les éléments du multi-ensemble sont les paquets. Chaque paquet appartientà une 
onnexion. Compter le nombre d'éléments distin
ts revient à donner le nombre de
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Fi
hiers tests 
at 
at -T w
 -l w
 -w ../min
ount sort -u | w
hamlet.txt 0. 0. 0. 0. 0. 0.23TAU.ip 0.01 0.05 0.02 0.27 0.20 15.psd-superfamily.xml 0.01 0.06 0.01 0.30 0.17 10.a

ess log 
ut 0.03 0.13 0.04 0.71 0.43 35.psd-author.xml 0.17 0.90 0.28 4.59 2.94 251.psd-uid.xml 0.07 0.41 0.12 2.16 1.29 80.psd-
ut.xml 0.59 3.90 1.27 18.7 11.7 821.3aleatoire.dat 0.04 0.32 0.14 1.38 1.11 56.au
k.ip 0.21 1.41 0.53 6.9 4.6 303100M.dat 1.2 6.0 3.22 29.3 21.7 684Fi
hiers test Débit (Mo/s) Débit (Me/s) M
/
at -T M
/w
 -l w
 -w/M
hamlet.txt - - - - -TAU.ip 50. 3.4 4.0 10. 1.4psd-superfamily.xml 65. 3.4 4.0 10. 1.4a

ess log 
ut 60. 1.9 3.3 11. 1.7psd-author.xml 58. 1.9 3.3 10. 1.6psd-uid.xml 62. 1.5 3.1 11. 1.7psd-
ut.xml 58. 2.0 3.0 9.2 1.63aleatoire.dat 45. 4.5 3.5 7.9 1.2au
k.ip 53. 3.0 3.2 8.6 1.5100M.txt 39.1 4.6 3.6 6.7 1.35Fig. 3.11 � Le tableau du haut donne les temps d'exé
ution en se
onde de l'implémentationde Min
ount* sur les �
hiers du jeu de données. Le tableau du bas donne les débits
orrespondant en millions d'o
tets par se
onde (Mo/s) et en millions d'éléments par se
(Me/s). Il donne aussi les ratios des timings entre Min
ount* et les 
ommandes unix.



3.3. APPLICATIONS AU TRAFIC INTERNET 73Nombre de boites 1 4 16 64 256 1024 4096Err Std théorique (%) - 34. 16. 7.9 3.9 1.9 1.0hamlet.txt 48. 34. 16. 7.9 3.9 1.9 1.0TAU.ip 38. 19. 0.9 0.9 0.6 0.80 0.7psd-superfamily.xml 38 38 10 7.4 0.8 1.9 1.7a

ess log 
ut 26. 13. 14. 12. 6.5 0.9 0.1psd-author.xml 70. 42. 22. 8.0 0.2 0.3 0.9psd-uid.xml 22. 52. 1.1 1. 3.8 0.3 0.2psd-
ut.xml 61.0 10. 11. 11. 4.8 2.2 1.03aleatoire.dat 30. 12. 26. 3.2 2.3 1.8 1.1au
k.ip 36. 22. 0.9 4.4 2.6 2.7 1.5100M.dat 64.8 3.8 20.8 5.2 4.3 3.4 2.3Fig. 3.12 � Erreur standard de l'estimée deMin
ount* lors des exé
utions 
hronométrées.
onnexions. Pour diverses raisons (plani�
ation et 
on
eption du réseau, tari�
ation dutra�
, informations pour les 
lients, étude des proto
oles de routage, déte
tion de tra�
anormal, étude de la 
omposition du tra�
 (pier to pier ou 
ourriels)), il est 
ru
ial pourles opérateurs de 
es réseaux de 
onnaître les 
ara
téristiques du tra�
 dont, en parti
ulierle nombre de 
onnexions a
tives sur les liens. Cette information sert aussi à déte
ter desattaques sur les serveurs, 
omme les attaques par déni de servi
e (DoS atta
ks) et par ports
ans, au 
ours desquelles un nombre anormal de 
onnexions distin
tes sont ouvertes au
ours d'une période de temps très 
ourte, voir l'étude détaillée d'Estan et Varghese [EVF03℄.La plupart des réseaux 
÷urs (ba
kbone networks) qui existent aujourd'hui sont desréseaux optiques de grande 
apa
ité (Syn
hronous Opti
al NETworks (SONET)). Leursliens sont des �bres optiques 
lassi�ées selon leur 
apa
ité d'OC-1 (51.84 Mbps) en passantOC-192 (10 Gbps) (très largement répandu) à OC-768 (40 Gbps) (dont la mise en servi
e
ommen
e). À 
es vitesses, le simple fait de sto
ker les données devient alors problématique,un disque dur de 1 TB étant rempli en moins de 4 minutes. Une étude sur les di�
ultéspour surveiller des liens à très hautes vitesses peut être trouvée dans [IDGM01℄.L'algorithme Min
ount permet de faire une analyse très rapide (voir 3.2.2) de telsensembles de données. On a déjà vu en Se
tion 2.4 une première étude de grandes tra
esde plusieurs millions de paquets pour valider les estimateurs qui montre que l'algorithmeest e�
a
e pour estimer le nombre de 
onnexions a
tives de très grands multi-ensembles àquelques pour
ents près. On peut voir aussi Se
tion 4.4 une analyse du tra�
 internet d'unrouteur passerelle de l'INRIA qui 
orrespond au tra�
 agrégé de l'a
tivité de 400 ma
hines(Figures 4.7 et 4.8). Cette analyse montre 
omment utiliser l'algorithme pour faire de ladéte
tion d'attaques par déni de servi
e (Denial of Servi
e atta
k), au 
ours desquellesles ma
hines infe
tées essaient d'ouvrir un très grand nombre de 
onnexions vers 
ertaines
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Fig. 3.13 � Pi
 de 
onnexions du à la propagation du vers Code Rougedestinations pour en perturber le fon
tionnement. Dans la se
tion suivante, on étudie desjeux de tra
e pour mesurer l'impa
t de la propagation du ver Code Rouge sur le tra�
internet.3.3.1 Code Rouge attaqueUn groupe d'analyse de réseaux, le NLANR Measurement and Network Analysis Group(http://moat.nlanr.net) a réalisé pendant quelques années des mesures quotidiennes detra�
 sur 
ertains liens internet. Nous avons analysé leurs tra
es de la journée du 19 juillet2001 au 
ours de laquelle le vers Code Rouge a 
ommen
é à se répandre dans le réseaumondial. Ce vers n'avait pas été 
onçu pour in�iger beau
oup de dégâts, mais pour sepropager très rapidement. Plus de 359 000 ordinateurs ont été infe
tés en moins de 14heures et, au plus fort de la propagation, plus de 2 000 nouvelles ma
hines étaient tou
héestoutes les minutes. On a 
onsidéré trois ensembles de tra
es : une, référen
ée par Ind,re
ueillie dans le MegaPOP de l'université de l'Indiana, une autre, FXW, au 
entre FIXWest de la NASA à Ames (EU) et une dernière, TAU, à l'université de Tel Aviv. Les tra
esdonnent le tra�
 sur une période de 1 minute 30 toutes les trois heures. Nous avons utilisél'algorithme Min
ount* pour estimer ave
 une pré
ision de 4 % (m = 256) le nombre de
onnexions a
tives qui utilisent les trois liens pendant 
es durées. Les résultats sont montrésen Figure 3.13. C'est bien sûr une première analyse un peu grossière ; il faudrait des tra
esplus longues, plus rappro
hées et plus nombreuses (non disponibles sur le site internet) pourfaire une analyse 
omplète de la propagation du vers. Néanmoins nous sommes 
apables dedéte
ter le 
hangement d'a
tivité du réseau 
ausé par les ma
hines tou
hées. On remarqueune augmentation très nette du nombre de 
onnexions a
tives à partir de 15 heures. La
harge habituelle du lien Ind semble se situer autour de 35 000 
onnexions (33 800 à6 heures). Vers minuit, le lien atteint un pi
 de 
harge sept fois supérieure de 246 500
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onnexions. Même observation pour TAU et FXW qui ont des tra�
s respe
tifs de 7,600 and9,800 
onnexions à 15 heures et gèrent un maximum à minuit de 32 700 et 55 900 
onnexions.Ainsi, en utilisant l'algorithme Min
ount*, on est 
apable de déte
ter des augmentationsinhabituelles du tra�
 qui peuvent être le signe d'une attaque lan
ées vers 
ertains routeurs.On peut de plus donner des indi
ations sur l'intensité et la propagation de l'attaque dans
ertaines parties du réseau. Le tout en utilisant une petite mémoire auxiliaire 
onstante.3.4 Appli
ations bio-informatiquesMots 
lés : algorithmes probabilistes, 
ardinalité, 
orrélation de l'ADN d'un génome, ré-gions 
odantes.
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Fig. 3.14 � Nombre de sous-mots di�érents de taille 1 à 30 dans l'ADN du 
hromosome 20.L'analyse de séquen
es, l'une des bran
hes de la bio-informatique, 
onsiste à étudierles statistiques de motifs présents dans des séquen
es biologiques 
omme l'ADN ou l'ARNd'organismes vivants. L'idée i
i est d'utiliser les propriétés de vitesse des algorithmes pro-babilistes de 
omptage pour faire de l'analyse de séquen
es sur de très grandes masses dedonnées biologiques. On indique i
i quelques dire
tions pour utiliser 
es algorithmes pouranalyser le génome.3.4.1 Introdu
tionLes algorithmes de 
omptage pour la 
ardinalité permettent d'estimer le nombre de motsdistin
ts de très grands multi-ensembles. Les meilleurs sont très rapides (seulement quelques



76 CHAPITRE 3. MINCOUNTdizaines d'instru
tions ma
hines par élément), pré
is, et utilisent une mémoire 
onstante(erreur relative de c√
M

tout en utilisant M unités de mémoire) à 
omparer ave
 la mémoirelinéaire utilisée par les algorithmes exa
ts. Ainsi, ils permettent de réaliser de nombreusesexpérien
es en quelques minutes et en utilisant quelques Kilo O
tets, qui seraient impossibleà faire ave
 leurs équivalents exa
ts. Ils sont utiliser typiquement pour des appli
ations dansles domaines des bases de données [CLKB04℄ ou des réseaux [EVF03℄ [IDGM01℄.On utilise i
i 
es algorithmes pour analyser la 
orrélation des bases du génome humain.La 
orrélation est mesurée par le nombre de sous-mots distin
ts de taille �xée k (dix bases,par exemple) présents dans un bout d'ADN de taille N . L'idée est qu'une séquen
e ave
 peude sous-mots est plus 
orrélée qu'une séquen
e de même longueur ave
 plus de sous-motsdistin
ts. On introduit trois angles d'études :- Tous les mots possibles (4k sous-mots de taille k) sont-ils présents dans le génome,ou, au 
ontraire, de nombreux motifs sont-ils interdits ?- Le génome est-il homogène, ou 
ertaines parties sont-elles plus 
orrélées que d'autres ?Dans 
e dernier 
as, est-il possible de re
onnaître �ou du moins d'avoir des indi
ations�, de façon rapide, des régions de di�érentes natures, 
omme des zones de répétitions,des régions 
odantes ou non 
odantes ?- Quel est la fréquen
e d'apparition de sous-mots distin
t dans le génome, quand on le
onsidère 
omme une séquen
e lue à partir du "début" ? Comment se distingue-t-ellede 
elle de textes aléatoires générés par une sour
e de Bernoulli ou de Markov ?On a obtenu de premiers résultats sur un séquençage du génome humain. On a utiliséMin
ount* qui estime le nombre d'éléments distin
ts de textes de plusieurs milliardsd'éléments ave
 une pré
ision de 2% en utilisant une mémoire auxiliaire de seulement 12Ko.Grâ
e à sa bou
le interne très simple, l'algorithme est de l'ordre de seulement 5 fois pluslent que la 
ommande unix w
 qui ne 
ompte que le nombre de mots distin
ts ou non. Ainsi,par exemple, estimer le nombre de sous-mots distin
ts de taille k parmi les 62 millions (resp.
3 milliards) de sous-mots du 
hromosome 20 (resp. du génome humain) ne lui prend que
12 se
ondes (resp. 10 minutes).3.4.2 Motifs interdits ?La Figure 3.14 donne les estimées du nombre de sous-mots distin
ts de taille k variantde 1 à 30 dans l'ADN du 
hromosome 20 (62 millions de paires de bases) 
omparées ave
 lenombre de sous-mots possibles de taille k, 4k, sur un alphabet de quatre lettres (représentéeen pointillés). La 
ourbe se divise en trois phases. La première partie de la 
ourbe suitexa
tement la la fon
tion 4l. Ainsi tous les sous-mots de taille inférieure ou égale à 11 sontprésents dans le 
hromosome 20. Ensuite, la 
ourbe s'éloigne de 4k. Pour des longueursallant de 12 à 17, la 
roissan
e reste exponentielle, mais 
ertains motifs ne sont pas présents.Dans la dernière phase, 
orrespondant aux longueurs de 18 à 30, la 
roissan
e est trèslégère (presque 
onstante) de 54 à 59 millions, à 
omparer ave
 les 62 millions de sous-mots du 
hromosome. La 
on
lusion est qu'au
un motif ne semble interdit. Néanmoins, ils



3.4. APPLICATIONS BIO-INFORMATIQUES 77n'apparaissent pas tous ave
 la même fréquen
e.3.4.3 Régions plus ou moins 
orréléesLa Figure 3.4 présente une étude multi-é
helles de la 
orrélation des 3 milliards de pairesde bases d'un ADN de génome humain. Trois é
helles sont introduites. Elles 
orrespondentà trois dé
oupes du génome en 10, 100 ou 1000 piè
es de 300M , 30M ou 3M de paires debases. Pour 
ha
une de 
es piè
es, on donne une estimée du nombre de sous-mots distin
tsde taille 13. La taille 13 a été 
hoisie en fon
tion des di�érentes tailles de piè
es (413 ≈ 70millions). À 
haque é
helle, des régions ave
 di�érentes 
orrélations des bases apparaissent
lairement.3.4.4 Fréquen
e d'apparition des motifsOn étudie la fréquen
e d'apparition des motifs dans l'ADN du 
hromosome 20. Pourdes tailles 6 (haut gau
he), 8 (haut droite), 10 (bas gau
he) et 12 (bas droite), la Figure 3.4donne le nombre de sous-mots distin
ts vus après avoir lu x bases, x allant de 1 au 
hro-mosome entier. Ces nombres sont 
omparés à l'espéran
e théorique pour un texte aléatoirede même taille généré par une sour
e de Bernoulli. Elle peut être approximée (voir [RR00℄)par E[X(n)] ≈ σq
(

1− 1
σq

)n−q+1 ≈ σq exp(−λ). Les simulations montrent que la fréquen
ed'arrivée des motifs est plus petite dans l'ADN, indiquant que une 
orrélation de l'ADN,et donnent une mesure de 
ette di�éren
e.Du travail est en 
ours pour 
ha
une des appro
hes. Il faudrait par exemple 
omparer leszones qui ont des 
orrélations spé
i�ques ave
 
ertains empla
ements 
onnus de régions
odantes ou 
omparer les nombres de sous-mots distin
ts ave
 
eux générés par des sour
esmarkoviennes.
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Chapitre 4Estimer le nombre de �ots a
tifs dansun �ux de données sur une fenêtre
oulissanteCe travail a été réalisé en 
ollaboration ave
 Éri
 Fusy du Projet ALGO de l'INRIARo
quen
ourt.mots-
lés : �ots a
tifs, fenêtre 
oulissante, �ux de données, tra
es du tra�
 internet.Un nouvel algorithme est introduit pour estimer le nombre de �ots (ou 
onne
tions) dis-tin
ts dans un �ux de données. L'algorithme maintient une estimée pré
ise du nombrede �ots distin
ts sur une fenêtre 
oulissante. Il est fa
ile à implémenter, se parallélisee�
a
ement, et a un très bon 
ompromis entre la mémoire auxiliaire et la pré
isionde l'estimée : une pré
ision relative de l'ordre de 1/
√
m né
essite en gros une mémoired'ordre m ln(n/m) mots, où n est une borne supérieure du nombre de �ots vus surla fenêtre 
oulissante. Par exemple, une mémoire de seulement 64kB est su�santepour maintenir une estimée d'une pré
ision de l'ordre de 4 pour
ents pour un �ux deplusieurs millions de �ots. L'algorithme a été validé par simulations et par expérimen-tations sur du tra�
 réel. Il s'avère très e�
a
e pour observer le tra�
 et déte
ter desattaques.Introdu
tionDans la dernière dé
ennie, le problème de 
ompter les éléments distin
ts d'un multi-ensemble est apparu être une opération 
ru
iale dans le 
ontexte des �ux de données (datastreams). Les éléments d'un �ux de données di�èrent de 
eux d'une base de donnée en 
e
i81



82 CHAPITRE 4. SLIDING MINCOUNTqu'ils ont un timestamp qui indique leur date d'arrivée. Typiquement les éléments sont despaquets, 
haque paquet appartenant à un �ot (�ow) �aussi appelé 
onnexion� identi�épar l'adresse de la sour
e et l'adresse de la destination. Dans 
e 
ontexte les paquets sontles éléments du multi-ensemble et les �ots en sont les éléments distin
ts. Estimer le nombrede �ots distin
ts d'un �ux de données a de nombreuses appli
ations dans l'étude et lasurveillan
e des réseaux. En e�et, 
'est tout d'abord une première information statistiquesur le tra�
 simple mais pertinente qui indique si le tra�
 a beau
oup plus de paquetsque de �ots �typique quand de grands �
hiers sont télé
hargés� ou si les nombres de�ots et de paquets sont 
omparables �typique pour un tra�
 
onstitué en majorité de
ourriels. Mais 
ette information sert aussi à déte
ter des attaques sur les serveurs, 
ommeles attaques par déni de servi
e (DoS atta
ks) et par port s
ans, au 
ours desquelles unnombre anormal de 
onnexions distin
tes sont ouvertes au 
ours d'une période de tempstrès 
ourte, voir l'étude détaillée d'Estan et Varghese [EVF03℄. À titre d'exemple, le systèmeFlowS
an [Plo00℄ 
ompte le nombre de �ots distin
ts sur 
ertains tra�
s (en utilisant unalgorithme non optimisé) pour déte
ter de telles attaques. Dans le 
ontexte des �ux dedonnées, le multi-ensemble à traiter n'est pas �xe (
ontrairement au 
as des appli
ationspour les bases de données) mais évolue au 
ours du temps en ayant un nouvel élément à
haque arrivée d'un paquet et en perdant les éléments qui sont périmés. Pour 
ette raison,le problème doit être résolu pour une fenêtre 
oulissante de taille W , W étant l'intervallede temps au bout duquel un paquet est périmé. Pré
isément, on doit pouvoir être 
apablede répondre, à 
haque instant t, à une requête de la forme "Quel est le nombre appro
hé de�ots distin
ts du tra�
 sur les dernières w unités de temps (w ≤W ) ?". Remarquez que lesalgorithmes "statiques" pré
édents ([FM83, DF03, EVF03, Gir05℄) ne peuvent répondre àde telles requêtes : ils devraient être lan
és au temps t−w jusqu'au temps t, 
e qui voudraitdire qu'il faudrait savoir à l'avan
e qu'il y aura un requête w unités de temps plus tard.Dans 
et arti
le, on développe un algorithme e�
a
e, appelé Sliding Min
ount, pourrésoudre le problème d'estimer la 
ardinalité d'un multi-ensemble sur une fenêtre 
oulis-sante. Notre algorithme est 
onstruit à partir de l'algorithme "statistique", Min
ount, oùl'estimée est basé sur la valeur ha
hée minimale des éléments. L'idée est de maintenir uneliste de valeurs qui pourraient devenir le minimum d'une fenêtre dans le futur. En parti-
ulier, le minimum 
ourant sur [t − W, t] est toujours dans la liste au temps t, de façonà 
e que le minimum puisse être 
al
ulé a posteriori. La liste, appelée LFPM (pour Listedes Minimums Possibles Futurs), est très simple à maintenir et est étonnamment 
ourte :l'analyse pré
ise de l'exé
ution 
omplète de l'algorithme (Théorème 9 de la Se
tion 4.3.1)montre que sa taille est logarithmique en le nombre maximal de �ots distin
ts vu sur lafenêtre de temps. Mentionnons qu'il est aussi possible d'adapter les algorithmes probabi-listes basés sur les motifs de bits (bitmap patterns) [DF03, FM83℄ aux fenêtre 
oulissantes.Le pro
édé est expliqué rapidement dans l'arti
le de Datar et al [DGIM02℄. Ils obtiennentle même ordre de 
omplexité que notre algorithme, bien qu'ils ne donnent pas d'analysedétaillée. Par 
ontre, nous donnons une analyse poussée de la mémoire requise. Cela in
lutl'analyse de la mémoire maximale né
essaire sur une très longue période de temps, une



4.1. PRÉLIMINAIRES 83question importante si l'on veut être sûr qu'il n'y ait pas de dépassement des 
apa
ités dela mémoire.En plus, nous fournissons des validations expérimentales variées de notre algorithme.Des simulations ave
 du tra�
 idéal montrent un bon a

ord entre le 
omportement del'algorithme et 
e qui est prévu par l'analyse. En n'utilisant seulement que 64kB de mémoire,Sliding Min
ount réussit à estimer le nombre de �ots distin
ts d'un �ux de données de 5millions d'éléments pour une fenêtre 
oulissante d'un million d'éléments ave
 de l'ordre de
4%. Des observations sur du tra�
 réel révèlent que Sliding Min
ount peut surveiller sansproblème un tra�
 d'un débit de plusieurs millions de paquets par se
onde en temps réel.Sur les tra
es d'un jour entier (
ontenant 150 millions de paquets), l'algorithme déte
tedes pi
s du nombre de 
onnexions qui sont invisibles en regardant juste le nombre depaquets. C'est d'un intérêt primordial pour déte
ter les attaques par déni de servi
e quigénèrent beau
oup de 
onnexions pour peu de paquets. Une déte
tion automatique du tra�
inhabituel peut fa
ilement être mise en pla
e en dé
len
hant une alarme quand l'estiméede Sliding Min
ount dépasse, par exemple, un 
ertain seuil.4.1 PréliminairesDans 
ette se
tion, on rappelle rapidement les prin
ipes de l'algorithme Min
ount,présenté dans les 
hapitres pré
édents, qui estime la 
ardinalité d'un multi-ensemble �xé.Comme notre algorithme Sliding Min
ount �présenté en Se
tion 4.2� opère sur les�ux de données (data streams), nous utiliserons dans la suite les terminologies de paquets(éléments du multi-ensemble) et de �ots (éléments distin
ts du multi-ensemble), qui sontdé�nis 
i-dessous.4.1.1 Dé�nitionsUn paquet 
onsiste en un en-tête (header), 
ontenant des 
hamps (d'en-tête), et un 
orps(body), 
ontenant les informations transportées. Un �ot (�ow) est identi�é par un ensemblede 
hamps d'en-tête. Un tel identi�ant, appelé 
on
isément �owID, est typiquement unepaire <sour
e IP, destination IP>, mais peut être aussi de la forme <sour
e IP et port,destination IP et port> si on prend en 
ompte les informations sur les ports (par exemple,pour déte
ter les attaques par port s
ans). Deux paquets sont dit appartenir à un même�ot s'ils ont le même FlowID.Pour la suite, on supposera avoir à notre disposition une fon
tion de ha
hage h qui envoieun FlowID sur une valeur réelle qui "a l'air" distribuée uniformément sur 0, 1. Remarquezque les l premiers bits du développement binaire d'une telle valeur réelle forment uneséquen
e aléatoire uniforme de l bits indépendants. Ainsi, 
e qu'on utilise en pratique estune "bonne" fon
tion de ha
hage (
'est-à-dire une fon
tion appro
hant l'aléatoire parfait)envoyant un FlowID sur une séquen
e de l bits qui semble être une séquen
e aléatoireuniforme de bits et telle que la probabilité d'une 
ollision est négligeable. Cela signi�e que
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2l doit être bien plus grand que le nombre de �ots distin
ts à estimer. Pour la plupart desappli
ations, le nombre de �ots a
tifs sur une fenêtre est de l'ordre de quelques millionset il est su�sant de ha
her vers des mots de 32 bits. L'hypothèse d'existen
e de bonnesfon
tions de ha
hage est justi�ée en pratique (voir l'étude de la Se
tion 3.2.1).Soit S = (p1, . . . , pN ) un ensemble de paquets et soit n le nombre de �ots distin
ts dans
S. Sous les hypothèses sur la fon
tion de ha
hage et en ne faisant au
une hypothèse surla nature du tra�
, on peut 
onsidérer l'ensemble (h(p1), . . . , h(pN )) des valeurs ha
hées
omme 
onstruit à partir de n valeurs réelles prise uniformément au hasard dans [0, 1],puis répliquées et permutées arbitrairement. On appelle multi-ensemble idéal un tel multi-ensemble. Ainsi,Estimer le nombre de �ots distin
ts dans un ensemble de paquets sans faire au
unehypothèse sur le tra�
 revient à estimer la 
ardinalité d'un multi-ensemble idéal.4.1.2 L'algorithme Min
ountNous rappelons i
i les prin
ipes de l'algorithme probabiliste introduit dans les 
hapitrespré
édents, Min
ount, qui estime le nombre de valeurs distin
tes d'un multi-ensembleidéal ave
 un bon 
ompromis entre la mémoire et la pré
ision. L'idée est que le minimumdes valeur d'un multi-ensemble idéal ne dépend pas de la stru
ture des répétitions desdonnées ni de leur ordre d'apparition et qu'il donne une indi
ation du nombre n des valeursdistin
tes du multi-ensemble (intuitivement, le minimum de n réels 
hoisis uniformément etindépendamment dans [0, 1] a de bonnes 
han
es d'être petit si n est grand). Le prin
ipe estdon
 de 
onstruire une observable basée sur le minimum et de la 
ombiner ave
 un pro
essusde moyennage sto
hastique, 
omme introduit dans [FM83℄, de façon à obtenir une estiméepré
ise de n. Le moyennage sto
hastique 
onsiste à simuler l'e�et de m = 2b expérien
essur le multi-ensemble et à prendre une moyenne des estimées sur les m expérien
es. Les bpremiers bits d'une valeur x du multi-ensemble sont utilisés pour dirigé x vers une des mboites (
elle dont l'indi
e i, é
rit en base binaire, 
orrespond aux b bits), et la valeur dirigéedans la boite est la valeur originale x tronquée de 
es b premiers bits (ainsi 
ette valeur estaussi uniforme dans [0, 1]). L'algorithme 
onstruit alors une estimée pré
ise du nombre devaleurs distin
tes à partir des minimums des boites �voir la Figure 4.1 pour un résumé enpseudo-
ode.Théorème 7 (Giroire [Gir05℄) Soit I un multi-ensemble idéal et soit n sa 
ardinalité.Soit m = 2b le nombre de boites utilisées par l'estimée. Pour 1 ≤ j ≤ m, soit M (j) leminimum des valeurs dirigée vers la boite d'indi
e j. Alors, si on note Γ la fon
tion Gammad'Euler, la quantité

ξ := mΓ(2− 1/m)−m exp

(

1

m
(ln(M (1)) + . . .+ ln(M (m))

) (4.1)peut être 
al
ulée en utilisant une mémoire de m mots et est une estimée de la 
ardinalitéde I dans le sens où :
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Algorithm MinCount (with m = 2b buckets)
Input: (p1, . . . , pN ) a set of packets;
Initialize M (1), . . . ,M (m) to 0;
for i from 1 to N

ui ← h(pi); [hash pi to a real value in [0, 1]]
j ← integer corresponding to the first b bits of ui;
ũi ← 2bui − ⌊2

bui⌋; [ ũi is ui truncated of its first b bits]
M (j) ← min(M (j), ũi);

return ξ := mΓ(2− 1/m)−m exp
(

1
m

∑m

j=1 ln(M (j)
)

as estimate of the number of distinct flowsFig. 4.1 � Pseudo-
ode de l'algorithme MinCount.� Il est asymptotiquement non biaisé, 
'est-à-dire que E(ξ) ∼
n→∞

n.� Sa pré
ision relative, dé�nie 
omme √V(ξ)/E(ξ), est d'environ 1.3/
√
m.4.2 Présentation de l'algorithme Sliding Min
ount4.2.1 Introdu
tionNous avons vu dans la se
tion pré
édente que le nombre de �ots distin
ts dans unensemble �xé de paquets peut être estimé pré
isément ave
 une petite mémoire auxiliaireen utilisant une estimée 
onstruite à partir des minimums des valeurs ha
hées de m boites.Dans 
ette se
tion nous nous inspirons de 
ette idée pour estimer le nombre de �ots distin
tsdans une fenêtre 
oulissante. Ce que nous 
onsidérons i
i n'est plus un ensemble �xe dedonnées (data set) 
omme en Se
tion 4.1.2, mais un �ux de données (data stream). Un �uxde données est une séquen
e in�nie de paquets. De plus, 
haque paquet a un timestampindiquant sa date d'arrivée (les timestamps sont en parti
ulier donnés dans les tra
es derouteurs). Ainsi, en utilisant une fon
tion de ha
hage h 
omme en Se
tion 4.1.2, un �ux dedonnées peut être formalisé 
omme une séquen
e in�nie < tk,Hk >k≥1, où tk est le tempsd'arrivée et Hk est la valeur ha
hée du k−ième paquet arrivé (ainsi tk est 
roissant). Nousidenti�ons le k−ième paquet ave
 le 
ouple < tk,Hk >. Pour maintenir une estimée surune fenêtre 
oulissante, nous utilisons aussi un pro
essus de moyennage sto
hastique : les bpremiers bits de Hk sont utilisés pour diriger le k−ième paquet dans une des m = 2b boites,et le paquet dirigé vers la boite devient < tk,H

′
k > où H ′

k est dérivé de Hk en tronquantses b premiers bits. Ce pro
essus partitionne le �ux de données < tk,Hk > en m �ux dedonnées, un pour 
haque boite. Si nous sommes 
apable de maintenir le minimum dans
haque boite, nous serons aussi 
apable de 
al
uler l'estimée du Théorème 7 sur une fenêtre
oulissante. En 
onséquen
e, le problème prin
ipal à résoudre est de maintenir le minimumd'un �ux de nombres réels sur une fenêtre 
oulissante.



86 CHAPITRE 4. SLIDING MINCOUNT4.2.2 Maintenir le minimum sur une fenêtre 
oulissanteLe problème de maintenir le minimum des valeurs d'un �ux de données < tk,Hk > surune fenêtre 
oulissante peut être énon
é de la façon suivante : étant donné un paramètre
W de fenêtre maximale, trouver un pro
essus tel que le minimum des valeurs du �ux surla fenêtre [t− w, t] peut être trouvé à tout temps t et pour n'importe quel w ≤W .La solution que nous proposons est de maintenir une liste de paquets qui peuvent devenirun minimum dans une fenêtre future. Après avoir terminé une première version de 
e travail,nous avons appris qu'une solution similaire est brièvement indiquée dans un arti
le deDatar et al [DGIM02℄, mais sans au
une analyse. Nous donnons présentation plus détailléedu pro
édé, ave
 une terminologie spé
i�que, et nous analysons la mémoire né
essaire enSe
tion 4.3.Au temps t, nous 
onsidérons l'ensemble de paquets du �ux qui sont dans la fenêtre
[t−w, t]. Nous dé�nissons le paquet minimum de la fenêtre 
omme le dernier paquet arrivéparmi 
eux dont la valeur ha
hée réalise le minimum sur [t − w, t]. Un minimum futurpossible �abrégé en FPM pour Future Possible Minimum� de la fenêtre [t− w, t] est unpaquet qui pourrait devenir le paquet minimum d'une fenêtre future, si on ne fait au
unehypothèse sur le tra�
 futur. La liste qui 
ontient tous les minimums futurs possibles de lafenêtre [t−w, t] est appelée LFPM�pour Liste de FPM. En parti
ulier, le paquet minimumde la fenêtre [t − w, t] est dans sa LFPM. Observez que pour deux paquets de [t − w, t],
< tk,Hk > et < tk′ ,Hk′ >, le paquet < tk,Hk > ne peut devenir un paquet minimum dansle futur si tk < tk′ et Hk ≥ Hk′ . En e�et, dans le futur, toute fenêtre 
ontenant < tk,Hk >
ontiendra aussi < tk′,Hk′ > et ainsi < tk′,Hk′ > empê
he < tk,Hk > de devenir unpaquet minimum. Ainsi un FPM < tk,Hk > doit être tel qu'au
un paquet < tk′ ,Hk′ >arrivé après lui ne véri�e Hk′ ≤ Hk ; 
'est-à-dire qu'un FPM doit être un re
ord minimumstri
t (stri
t minimum re
ord) de la liste de paquets de la fenêtre prise dans le sens inversedu sens 
hronologique. Ré
iproquement, si un paquet < tk,Hk > est un tel re
ord minimumen sens 
hronologique inverse sur [t− w, t] et si au
un paquet n'arrive plus après le temps
t, alors le paquet < tk,Hk > est le paquet minimum au temps tk +W . En 
onséquen
e, onobtient la 
ara
térisation suivante pour la LFPM, voir Figure 4.2 :Fait 1 La LFPM 
ontient les re
ords minimums stri
ts de la liste de paquets sur [t−W, t]pris dans le sens opposé du sens 
hronologique.En parti
ulier, les éléments de la LFPM sont stri
tement 
roissants de la gau
he vers ladroite, voir Figure 4.2.Fait 2 Si la LFPM peut être maintenue pour une fenêtre 
oulissante de longueur W , alorsà toute date t et pour n'importe quel w ≤ W , le paquet minimum de la fenêtre [t − w, t]peut être extrait de la LFPM : 
'est le paquet le plus an
ien 
ontenu dans la LPFM dont letimestamp est plus grand que t− w.
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tt−w

1

0 Fig. 4.2 � LFPM et re
ords minimaux.Le Fait 1 et le Fait 2 rendent possible d'obtenir une bou
le interne très simple pourmaintenir la LFPM sur une fenêtre 
oulissante de longueurW . La bou
le interne est donnéeen Figure 4.3 : quand un paquet arrive, les paquets trop an
iens sont e�a
és à l'Étape 2,et les paquets qui ne sont plus des FPM (en raison de l'arrivée du n−ième paquet) sonte�a
és à l'étape 3. En 
onséquen
e de quoi, on voit fa
ilement que l'invariant suivant est
onservé à 
haque arrivée de paquets :Fait 3 La liste maintenue par la bou
le interne de la Figure 4.3 est la LFPM.En�n, les Faits 2 et 3 assurent que notre bou
le interne donne une solution au problèmede maintenir le minimum sur une fenêtre 
oulissante, formulé au début de la Se
tion 4.2.2.De plus, notre solution est optimale dans le sens où, pour maintenir le minimum sans faired'hypothèse sur le tra�
, on doit avoir tous les FPM de [t−W, t] en mémoire à tout moment
t. En e�et, si un des FPM < Hk, tk > manque au temps t et si le tra�
 est vide après 
etemps t, alors < Hk, tk > sera l'unique paquet réalisant le minimum un petit peu avant letemps tk +W .Le très joli résultat que nous prouvons en Se
tion 4.3 est que la taille de la liste estétonnamment 
ourte : à n'importe quel temps t, elle est en ordre logarithmique du nombrede valeurs distin
tes sur [t−W, t]. En plus, la longueur de la LFPM ne �u
tue presque passur de très longues période de temps.4.2.3 L'algorithme Sliding Min
ountL'algorithme Sliding Min
ount, donné en Figure 4.4, 
ombine simplement la méthodepour maintenir le minimum d'un �ux de données sur une fenêtre 
oulissante ave
 le pro
édéde moyennage sto
hastique utilisé par Min
ount. m = 2b boites sont utilisées et on divisele �ux de données en m �ux, en fon
tion des b premiers bits de la valeur ha
hée du paquet.



88 CHAPITRE 4. SLIDING MINCOUNT
while(true) do

1) Read packet (Hk, tk).
2) Delete the packets (Hi, ti) of L

with ti < tk − W .
3) Delete the packets (Hi, ti) of L

with Hi ≥ Hk.
4) Add (Hk, tk) at the end of L.

end doFig. 4.3 � La bou
le qui met à jour la LFPM.
INTERNAL LOOP:

L1 ← ∅ . . . L2b ← ∅ [m = 2b]
while(true) do

1) Read packet (Hk, tk).
2) j ← first b bits of Hk

3) Truncate Hk of its first b bits
4) Delete the packets (Hi, ti) of Lj

with ti < tk −W .
5) Delete the packets (Hi, ti) of Lj

with Hi ≥ Hk.
6) Add (Hk, tk) at the end of Lj .

end do

REQUEST:

Input: “what is approximately the
number of distinct flows in the last
w units of time ?”
Answer:

for j from 1 to m do
M (j) ← leftmost hashed value of Lj

with timestamp larger than t− w

end for

ξ ← mΓ(2−
1

m
)−m exp

(

1

m

m
∑

j=1

ln(M (j))

)

return ξFig. 4.4 � L'algorithme Sliding Min
ountPour 
haque boite, on garde en mémoire le minimum sur la fenêtre 
oulissante de taille
W en maintenant la LFPM asso
iée à la boite, grâ
e à la bou
le interne de la Figure 4.3.Ensuite, quand il y a une requête au temps t demandant une estimée du nombre de �otsdistin
ts dans les dernières w unités de temps (ave
 w ≤W ), il su�t simplement d'extrairele minimum des LFPM sur [t−w, t] pour 
haque boite. Ce
i est fait en suivant la méthodeindiquée dans le Fait 2, à savoir en prenant le plus an
ien paquet dont le timestamp est plusgrand que t − w dans la LFPM de 
haque boite. À partir de 
es minimums, on 
al
ule lamême estimée que 
elle de Min
ount. Ainsi, l'estimée retournée est exa
tement la mêmeque 
elle qui aurait été obtenue en lançant a priori l'algorithme Min
ount de t− w à t.Ainsi il a exa
tement la même pré
ision, 
omme résumé dans le Théorème 8.Théorème 8 (Pré
ision de Sliding Min
ount) Pour n'importe quelle requête de-mandant le nombre de �ots distin
ts sur les w unités de temps (ave
 w ≤ W ), l'estimée ξ
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ount a une pré
ision relative SE(ξ)/E(ξ) d'environ
≈ 1.3√

m
.Par exemple, prendre m = 210 donne des estimées ave
 une pré
ision d'environ 4 pour
ents.4.2.4 DistributivitéUne 
ara
téristique de Sliding Min
ount (
omme des algorithmes "statiques" pré-
édents [FM83, DF03, Gir05℄) est d'être très bien adapté à la parallélisation. En e�et, sile �ux de données à mesurer est réparti entre plusieurs routeurs, 
haque routeur maintientses propres LFPM à partir des paquets qu'il reçoit. Ensuite, pour répondre à une requêtesur le nombre de �ots distin
ts du tra�
 total, 
haque routeur extrait les valeurs ha
héesminimales de ses propres LFPM et les envoie à un 
al
ulateur 
entral qui 
al
ule l'estimée.Une telle situation est ren
ontrée très souvent en pratique. Par exemple, dans les réseauxba
kbone, la quantité de tra�
 est beau
oup trop importante pour être 
on
entrée sur uneseule ma
hine et, ainsi, les paquets arrivant à un point de présen
e (PoP) sont distribuésentre plusieurs routeurs.4.2.5 Compter le nombre de paquets sur une fenêtre 
oulissanteDonner le nombre de paquets dans un ensemble donné est dire
t en utilisant un simple
ompteur. Cependant, la question devient plus 
ompliquée sur une fenêtre 
oulissante, 
aril faut garder en mémoire le temps d'arrivée des paquets. Ave
 un léger 
hangement deSliding Min
ount, il est possible d'estimer le nombre de paquets d'un �ux de donnéessur une fenêtre 
oulissante : au lieu de ha
her les identi�
ateurs des �ots �les adresses IPde sour
es et destinations�, il su�t de ha
her les timestamps des paquets. Comme 
haquetimestamp est unique, l'algorithme ainsi modi�é estime maintenant le nombre de paquetsde la fenêtre 
oulissante.4.3 Analyse de l' algorithmeComme la pré
ision de Sliding Min
ount est la même que 
elle deMin
ount, le pro-blème prin
ipal reste d'analyser sa mémoire. La mémoire utilisée par Sliding Min
ountest 
onstituée des m LFPM (une par boite). Nous analysons d'abord en Se
tion 4.3.1 ladistribution de probabilité de la mémoire à un temps t �xé. Un se
ond question importante,analysée en Se
tion 4.3.2, est l'évolution de la taille des LFPM au 
ours du temps. En par-ti
ulier, il apparaît pratique pour l'implémentation d'utiliser des tableaux pour sto
ker lesLFPM en lieu et pla
e de listes. Pour dé
ider quelle taille de tableaux est su�sante pour



90 CHAPITRE 4. SLIDING MINCOUNTéviter un dépassement des 
apa
ités de la mémoire, il est 
ru
ial d'avoir une idée de la dis-tribution du maximum des tailles des LFPM sur un longue période de temps (par exempleune semaine ou même une année).4.3.1 Étude de la mémoire requise à un temps t �xéNous 
ommençons l'analyse par étudier la taille d'une seule LFPM.Lemme 4 (Les répétitions n'ont pas d'impa
t sur la LFPM) Étant donnée une fe-nêtre [t−W, t], la LFPM est identique à 
elle 
onstruite en appliquant la bou
le interne dela Figure 4.3 sur les seuls paquets arrivés en dernier de 
haque �ot.Preuve Tous les paquets d'un �ot sont ha
hés sur la même valeur. En 
onséquen
e, unpaquet qui n'est pas le dernier de sa 
onnexion ne peut pas être un re
ord minimum stri
tpour la liste des paquets 
onsidérée en ordre inverse de l'ordre 
hronologique. �Lemme 5 (Équivalen
e ave
 les permutations aléatoires) Pour un temps t �xé, soit
n le nombre de �ots distin
ts sur la fenêtre 
ourante [t −W, t]. Alors, la distribution deprobabilité de la taille de la LFPM est la même que la distribution du nombre de re
ordsminimum dans une permutation aléatoire de taille n.Preuve Le fait que la LFPM est la même que 
elle 
onstruite ave
 n variables aléatoiresi.i.d. uniformes sur [0, 1] provient du Corollaire 4 et de l'hypothèse de hasard parfait pourla fon
tion de ha
hage. �Lemme 6 (Taille d'une seule LFPM) Soit Ln la variable aléatoire donnant la tailled'une seule LFPM au temps t, sa
hant que le nombre de �ots distin
ts sur [t −W, t] estégal à n. Alors la distribution de Ln satisfait

E[Ln] = Hn, avec Hn le nombre harmonique, Hn =

n
∑

k=1

1

k
∼

n→∞
ln(n). (4.2)

V[Ln] = Hn −
n
∑

k=1

1

k2
∼

n→∞
ln(n), (4.3)Asymptotiquement en n, Ln est une loi gaussienne d'espéran
e lnn et de varian
e lnn,
'est-à-dire

Ln =
n→∞

ln(n) +
√

ln(n)Z, où Z ∈ N (0, 1). (4.4)



4.3. ANALYSE DE L' ALGORITHME 91Preuve Le Lemme 5 assures que la distribution de Ln est la même que la distribution dunombre Xn de re
ords minimums dans une permutation aléatoire de taille n. L'analyse de
Xn est une problème 
lassique en 
ombinatoire, étudié en premier par Gon
harov, voir [FS,II.6,IX.5℄ : une solution 
on
ise est obtenue à partir de la forme 
lose de la fon
tion 
ara
té-ristique f(u) =

∑

k P(Xn = k)uk de Xn, f(u) = 1
n!u(u+1) . . . (u+n−1). L'espéran
e et lavarian
e sont ensuite extraites en utilisant E(Xn) = f ′(1) et V(Xn) = f ′′(1)+f ′(1)−f ′(1)2.La distribution asymptotique gaussienne est obtenue en normalisant Xn autour de samoyenne par un fa
teur 
ontra
tant de √V(Xn) et en prouvant que la fon
tion 
ara
-téristique normalisée 
onverge vers un loi gaussienne standard. �À partir de l'étude de la taille d'une seule LFPM, nous pouvons analyser la mémoirené
essaire à Sliding Min
ount qui est la somme des tailles des LFPM des m boites.Lemme 7 (Taille totale des m LFPM) Soit Ltot
n la variable aléatoire donnant, au temps

t, les sommes des tailles des m LFPM (une pour 
haque boite), sa
hant que le nombre de�ots distin
ts sur [t−W, t] est égal à n. Alors la distribution de Ltot
n satisfait

E[Ltot
n ] ∼

n→∞
mH⌊n/m⌋ ∼

n→∞
m ln(n/m), (4.5)

V[Ltot
n ] ∼

n→∞
m ln(n/m), (4.6)Asymptotiquement en n, Ltot

n est une loi gaussienne d'espéran
e m ln(n/m) et de varian
e
m ln(n/m), 
'est-à-dire,

Ltot
n =

n→∞
m ln(n/m) +

√

m ln(n/m)Z, où Z ∈ N (0, 1). (4.7)Preuve Asymptotiquement en n, le nombre de �ots tombant dans 
ha
une des m boitesest égal à n/m, à des �u
tuations d'ordre √n/m près. Ainsi, les 
al
uls sont en
ore vrais(et beau
oup plus simples) si l'on énon
e que, au premier ordre, le nombre de �ots distin
tstombant dans 
haque boite est égal à ⌊n/m⌋. Dans 
e modèle de 
al
ul d'équirépartition,
Ltot
n est la somme de m variables aléatoires i.i.d. qui sont 
ha
une la taille d'une LFPM
onstruite ave
 ⌊n/m⌋ valeurs distin
tes. Selon le Lemme 6, la distribution de la tailled'une telle LFPM est, asymptotiquement en n, égale à ln(n/m) +

√

ln(n/m)Z, où Z estune loi normale gaussienne. Ainsi la distribution de Ltot est, asymptotiquement en n, égaleà m ln(n/m) +
√

ln(n/m)
∑m

i=1 Zi, où les Zi sont m lois normales gaussienne i.i.d.. En�n,il est 
onnu que la somme de m lois normales gaussiennes i.i.d. a la même distribution que√
mZ, où Z est une loi normale gaussienne. �Proposition 4 (Mémoire à un temps t �xé) Soit nmax le nombre maximal de �ots dis-tin
ts qui peuvent être observé sur une fenêtre de longueur W . Alors, au temps t, la mémoireutilisée par Sliding Min
ount est de l'ordre de m ln(n/m) (log2(nmax/m) + log2(W )), où

m = 2b est le nombre de boites utilisées par Sliding Min
ount et n est le nombre de �otsdistin
ts sur la fenêtre [t−W, t].



92 CHAPITRE 4. SLIDING MINCOUNTPreuve Premièrement, le Lemme 7 assure que la somme des longueurs des LFPM est del'ordre de m ln(n/m). Chaque élément d'une LFPM est un paquet représenté par une valeurha
hée tronquée de 
es b premiers bits. Comme nous l'avons vu en Se
tion 4.1.2, la fon
tionde ha
hage doit envoyer l'identi�
ateur de �ot sur une 
haîne binaire de taille un peu plusgrande que log2(nmax) de manière à éviter les 
ollisions. De plus, 
omme les paquets sortentde la fenêtre après W unités de temps, les timestamps peuvent être sto
kés sur log2(W )bits. �4.3.2 Étude de la mémoire maximale né
essaire pour un temps d'exé
u-tion longDans 
ette se
tion, nous étudions le maximum de la taille totale Ltot des LFPM pourun une exé
ution longue de Sliding Min
ount. En e�et, même si Ltot est petit pourun temps �xé �de l'ordre de m ln(n/m)� il pourrait arriver, après un temps d'exé
utionlong, que Ltot aie un très fort pi
. Comme nous supposons avoir à notre disposition unemémoire auxiliaire limitée, une telle situation en dépasserait les 
apa
ités. Nous allonsprouver maintenant qu'une telle situation ne peut arriver. Ce qui se passe est que Ltot
hange de valeur très rapidement en quelques paquets, mais 
es �u
tuations sont petites etrestent petites même au 
ours d'une exé
ution très longue de Sliding Min
ount.Théorème 9 (Mémoire pour une exé
ution 
omplète) Soit nmax une borne supérieuredu nombre de �ots distin
ts observés sur une fenêtre de longueurW . Appliquons la bou
le in-terne de Sliding Min
ount sur un �ux de données long mais �ni, de S paquets (S >> 1).Alors la valeur maximale prise par la somme Ltot des tailles des m LFPMs est de l'ordred'au plus
m ln(nmax/m) +

√

m ln(nmax/m)2 ln(S).Ave
 très forte probabilité, elle ne dépassera jamais 
ette valeur que de quelques unités.En 
onséquen
e, la mémoire maximale utilisée par Sliding Min
ount sur son exé
u-tion 
omplète est, au plus, de l'ordre de
(

m ln(nmax/m) +
√

m ln(nmax/m)2 ln(S)
)

(log2(nmax/m) + log2(W )) .Preuve La Proposition 7 assure que, à 
haque arrivée d'un paquet < Hk, tk >, la distri-bution de la somme des tailles des m LFPM est pro
he de la distribution de ln(n/m) +
√

m ln(n/m)Z, où n est le nombre de �ots distin
ts dans [tk −W, tk] et Z est une loi nor-male. Comme il y a S paquets dans les �ux de données, majorer le maximum de Ltot surle �ux de donnée revient à majorer le maximum de S lois normales. Cela est réalisé enutilisant le fait que la queue de distribution d'une loi normale dé
roît très vite : pour x ≥ 1,
P(Z ≥ x) ≤ e−x

2/2. Ainsi, pour S lois normales N1, . . . , NS , nous avons la formule simple
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P (max(Z1, . . . , ZS) ≥ x) = P ((Z1 ≥ x) ∪ . . . ∪ (ZS ≥ x))

≤ S · P(Z ≥ x) ≤ Se−x2/2.En 
onséquen
e, la probabilité que le maximum est plus grand que x dé
roît très vite vers
0 quand x dépasse √2 ln(S). �Comme nous le voyons i
i, la �u
tuation maximale sur un �ux de données 
omplet de Spaquets est seulement √2 lnS fois la �u
tuation typique pour un temps t �xé, de l'ordre de
√

m ln(n/m). Comme la fon
tion S → √2 lnS 
roît extrêmement lentement, la �u
tuationmaximale sur la taille totale des LFPM sera petite même pour des exé
utions très longues.Par exemple, un temps d'exé
ution de plusieurs années au lieu d'une heure aura très peud'e�et sur la taille maximale de la mémoire auxiliaire utilisée par Sliding Min
ount.4.4 Validation et Expérimentations sur du tra�
 réel4.4.1 Validation par simulationsPour 
ommen
er, nous validons Sliding Min
ount à l'aide d'un tra�
 idéal : lespaquets ont un taux d'arrivée 
onstant et appartiennent tous à des 
onnexions di�érentes.Nous simulons un �ux de données de 5 millions de paquets et, tous les 100 paquets lus, nousdemandons une estimée du nombre de �ots distin
ts vus sur une fenêtre de 1 M de paquets.La Figure 4.5 (gau
he) montre 
es estimées et la Figure 4.5 (droite) la mémoire utiliséepar l'algorithme (
orrespondant au nombre total d'éléments dans les LFPM). L'algorithmeestime le nombre de 
onnexions sans biais et l'erreur standard expérimentale reste dans lesbornes attendues de 4% (pour m = 210) ave
 quelques ex
ursions vers 6%. Même remarquepour la taille des LFPM. Observez que l'évolution de la mémoire a plus d'à-
oups que 
elle del'estimée. En e�et, les LFPM sont modi�ées à l'arrivée de 
haque paquet, alors que l'estiméeest modi�ée seulement quand la valeur ha
hée minimale 
hange. Les résultats des tableauxde la Figure 4.6 
orrespondent à des simulations pour di�érentes valeurs de m (nombre deboites) ave
 deux di�érentes tailles de fenêtre (100 000 paquets pour la �gure de gau
heet 1 M de paquets pour la �gure de droite). Ils montrent une bonne adéquation entre le
omportement de l'algorithme et 
e que l'analyse prédit. Ltot, la moyenne de la taille totaledes LFPM pendant l'exé
ution, est très pro
he de son espéran
e mH⌊n/m⌋. Lmax, la valeurmaximale de la taille totale des LFPM pendant l'exé
ution, est très pro
he de sa valeurmoyenne, validant bien le fait qu'un temps d'exé
ution très long n'a que très peu d'e�etsur la mémoire auxiliaire maximale utilisée par Sliding Min
ount. Nous voyons aussique l'erreur standard expérimentale (Stderr) est pro
he de son espéran
e (≈ 1.3/
√
m). Elledé
roît d'un fa
teur 2 quand on utilise 4 fois plus de mémoire, 
omme prédit par l'analyse.L'algorithme réussit à estimer le nombre de 
onnexions à 4 pour
ents près en utilisantseulement 64kB (les LFPM ont moins de 8 000 éléments ave
 un timestamp de 32 bits etune valeur ha
hée de 32 bits également).
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Fig. 4.5 � Comportement de Sliding Min
ount au 
ours d'une simulation sur un tra�
idéal de 5 millions d'éléments, ave
 une fenêtre d'un million déléments. La �gure de gau
hemontre l'estimée donnée toutes les se
ondes par Sliding Min
ount. La �gure de droitedonne la mémoire utilisée par l'algorithme pendant l'exé
ution (m = 210).
log2m 4 6 8 10

mH⌊n/m⌋ 149 508 1676 5288

Ltot 148.9 507 1676 5293

Lmax 199 605 1815 5503

1.3/
√
m 0.32 0.16 0.08 0.04

StdErr 0.32 0.14 0.09 0.03

log2m 4 6 8 10

mH⌊n/m⌋ 186 655 2265 7641

Ltot 185.9 653.5 2264 7648

Lmax 245 752 2430 7933

1.3/
√
m 0.35 0.16 0.08 0.04

StdErr 0.35 0.15 0.07 0.04Fig. 4.6 � Mémoire moyenne et pré
ision de Sliding Min
ount pour un �ux de donnéesde tra�
 idéal de 5 millions de paquets, ave
 une fenêtre de 100 milles 
onnexions (droite)et d'un millions de 
onnexions (gau
he) pour di�érents nombres m de boites.4.4.2 Analyse de Tra�
Nous avons enregistré les tra
es des paquets arrivant à un routeur d'entrée (gate rou-ter) du 
ampus de l'INRIA Ro
quen
ourt. Cela 
orrespond au tra�
 agrégé de l'a
tivité de400 ordinateurs qui voit passer typiquement 150 millions de paquets par jour. L'analyse dedeux tra
es est présentée i
i : la Tra
e A 
orrespond au tra�
 du lundi 3 avril (2006) et laTra
e B à 
elui du diman
he 2 avril. L'algorithme est très rapide : 
es tra
es journalièressont traitées en trois minutes ave
 un pro
esseur de 1 GHz (1M de paquets par se
onde)ave
 une implémentation même pas optimisée. Ainsi, il ne ren
ontrerait au
un problèmepour l'observation en temps réel de tels tra�
s. La Figure 4.7 montre les estimées données
haque se
onde par Sliding Min
ount pour trois fenêtres di�érentes : une heure (bas),dix minutes (milieu) et une minute (haut). Ave
 la fenêtre 
oulissante d'une heure, nousvoyons que le tra�
 de lundi (gau
he) a une forme très di�érente du tra�
 de diman
he
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apable de distinguer des pi
s d'a
tivité 
orrespondant aux sauve-gardes automatiques de données pendant la nuit (à 2h et 6h30 pour la Tra
e A) ainsi qu'auxhoraires de travail. Grâ
e à la fenêtre 
oulissante d'une minute, nous 
onstatons que 
esévolutions 
orrespondent en fait à des pi
s très forts à l'é
helle de la minute.La Figure 4.8 
ompare le nombre de 
onnexions distin
tes (Figure 4.8 gau
he) et lenombre de paquets (Figure 4.8 droite) pour nos trois fenêtres 
oulissantes de une heure(haut), dix minutes (milieu) et une minute (bas) sur la Tra
e A �voir la Se
tion 4.2.5pour la méthodologie pour estimer la nombre de paquets. Le nombre de paquets pendantune heure varie entre 3 millions et 12 millions et en moyenne une 
onnexion a 30 paquets.Remarquez que le nombre de 
onnexions peut augmenter très fortement pendant que lenombre de paquets reste lui presque 
onstant (par exemple, 
onsidérez le tra�
 entre lesse
ondes 20,000 et 28,000). Cela 
on�rme que pouvoir 
ompter le nombre de 
onnexions dis-tin
tes donne des informations d'une nature di�érente que 
ompter le nombre de paquets.Comme énon
é en introdu
tion, 
ela a des appli
ations importantes pour la surveillan
e desréseaux �par exemple, pour la déte
tion d'attaque par déni de servi
e (denial of servi
eatta
ks).Remer
iement Les auteurs voudraient remer
ier Philippe Flajolet pour des dis
ussionsintéressantes et instru
tives, ainsi que Denis Joiret and André Balsa pour leur aide pré
ieusepour obtenir les tra
es du tra�
 INRIA.
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Fig. 4.7 � Estimées du nombre de �ots distin
ts données toutes les se
ondes par SlidingMin
ount sur la Tra
e A (lundi 3 avril) (Gau
he) et sur la Tra
e B (diman
he 2 avril)(Droite) pour des fenêtres 
oulissantes de une heure (Haut), dix minutes (Milieu) et uneminute (Bas).
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Fig. 4.8 � Comparaison entre le nombre de 
onnexions distin
tes (Gau
he) et le nombre depaquets (Droite), pour des fenêtres 
oulissantes de une heure (Haut), dix minutes (Milieu)et une minute (Bas).
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Chapitre 5Con
eption de Réseaux Tolérants auxPannes Minimaux : Problème etConstru
tions
Ce travail a été réalisé en 
ollaboration ave
 Jean-Claude Bermond et Stéphane Pérennesdu Projet MASCOTTE de l'INRIA Sophia Antipolis.mots-
lés : réseaux tolérants aux pannes, réseaux de 
ommutation (swit
hing networks),routage, redondan
e TWTA, permutations, 
onne
tivité, 
hemins disjoints.
Ce 
hapitre traite de la 
on
eption de réseaux embarqués dans des satellites (appelésaussi Traveling wave tube Ampli�ers (TWTA)). Ces réseaux doivent 
onne
ter lessignaux arrivant sur 
ertains des ports du satellites à des ampli�
ateurs, même en 
asde panne de 
ertains d'entre eux. Ils sont 
onstruits à partir de swit
hs très 
oûteux.En raison des 
oûts de lan
ement, le but est de don
 de trouver des réseaux−(p, λ, k)valides ave
 un nombre minimal de sommets. Un réseau−(p, λ, k) est un graphe non-orienté ave
 p + λ entrées, p + k sorties et des sommets internes de degré quatre.Un réseau−(p, λ, k) est valide si, pour tous 
hoix de p entrées et p sorties, il existe p
hemins disjoints en arêtes reliant les entrées aux sorties. Dans 
e 
hapitre, on présenteformellement le problème, donne des 
onditions de validité et présente des méthodespour 
onstruire des réseaux valides pro
hes de minimaux pour de petites valeurs desparamètres �alors que le 
hapitre suivant présentera des 
onstru
tions asymptotiques.101
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1
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1 1

24

3

24Fig. 5.1 � Un swit
h peut être dans quatre états di�érents.Introdu
tionMotivation. Le problème, i
i, est la 
on
eption de réseaux embarqués dans des satellites(appelés aussi Traveling Wave Tube Ampli�ers) e�
a
es. Il a été posé à l'origine par labran
he espa
e d'Al
atel (Al
atel Spa
e Industry) pour des satellites destinés aux trans-missions télévisuelles et de vidéos � 
omme les séries Eutelsat et Astra � ainsi qu'à desappli
ations privées. Les signaux arrivant à un satellite de télé
ommuni
ation à traversdes ports doivent être routés vers des ampli�
ateurs à l'aide d'un réseau embarqué. Unepremière 
ontrainte � pour des raisons d'ingénérie industrielle � est que 
e réseau doitêtre 
onstruit ave
 des 
ommutateurs ou swit
hs à quatre liens qui peuvent réaliser les
onne
tions montrées en Figure 5.1. Remarquez que deux signaux ne peuvent pas se 
roiserau travers d'un swit
h. Néanmoins, 
omme les ampli�
ateurs 
ibles sont identiques, il estéquivalent de se 
roiser ou de s'éviter et on peut faire 
omme si toutes les 
onnexions étaientpossibles. D'autres 
ontraintes apparaissent. D'une part les ampli�
ateurs peuvent tomberen panne pendant le temps de vie du satellite et ne peuvent pas être réparés. D'autre part,
omme le satellite est en rotation sur lui-même, tous les ports et ampli�
ateurs ne sont pasbien orientés à 
haque instant et ne sont don
 pas disponibles. Pour 
es raisons, on a besoinde plus de ports et d'ampli�
ateurs que de signaux à router.On peut fa
ilement 
onstruire des réseaux répondant à 
es 
ontraintes en utilisant deuxséle
teurs de n'importe quel degré �xé. (Pour une étude sur les séle
teurs, voir [DH00℄ oule travail pionnier de Pippenger [Pip77℄). Cependant, 
omme le lan
ement de satellites estextrêmement 
oûteux, il est 
ru
ial de minimiser le poids physique des réseaux, 
'est-à-dire,pour nous, de minimiser leur nombre de swit
hs. De plus, 
omme les swit
hs sont aussi très
oûteux à 
onstruire, en é
onomiser même un vaut la peine. Les industries spatiales sontintéressées par la 
on
eption de tels réseaux pour des valeurs spé
i�ques des paramètres.Cependant la théorie générale est intéressante en elle-même.Problème. Nous 
onsidérons i
i des réseaux, 
'est-à-dire des graphes reliant des entrées(inputs) à des sorties (outputs) et où les sommets représentent les swit
hs. Nous dé�nissonsun réseau−(p, λ, k) 
omme un réseau ave
 p+λ entrées et p+k sorties. Un réseau−(p, λ, k)est dit valide, si, pour tout 
hoix de p entrées et de p sorties, il existe p 
hemins disjointsen arêtes reliant toutes les entrées 
hoisies à toutes les sorties 
hoisies. Pour des raisons desymétrie, nous supposerons dans la suite que k ≥ λ et nous noterons n := p+ k.Les entrées sont représentées dans les �gures par des �è
hes (→) et de petites boites
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Fig. 5.2 � Un réseau−(3, 1, 1) valide.(�). Un exemple de réseau−(3, 1, 1) valide est donné en Figure 5.2. En e�et pour toutes les
on�gurations des entrées utilisées et des sorties en panne, les trois entrées utilisées peuventêtre redirigées vers les sorties valides. D'autres exemples sont présentés en Figure 5.5.Remarquez que trouver un réseau minimal est un problème di�
ile : le nombre deréseaux possibles 
roît exponentiellement et le simple fait de vouloir tester la validité d'unréseau donné est di�
ile. En e�et, si nous �xons les entrées et les sorties valides, testerla validité se réduit à un problème de �ots, mais le nombre de 
hoix possibles pour lesentrées et les sorties 
roît exponentiellement 
omme nous sommes en présen
e de 
oe�
ientsbinomiaux. Néanmoins, le problème est dans Co-NP, 
omme il su�t d'exhiber une mauvaise
oupe pour prouver qu'un réseau n'est pas valide. Et, en fait, dé
ider si un réseau−(p, λ, k)donné est valide est un problème Co-NP 
omplet, voir [BKP+81℄ and [Tap95℄ (rédu
tionau problème de trouver une 
lique de taille donnée - variation de leur preuve, nous pouvonssupposer que le degré maximum des graphes utilisés est quatre).Nous étudions le 
as où les swit
hs du réseau ont degré quatre (bien que la théoriepeut être généralisée pour n'importe quel degré) 
e qui est d'un intérêt primordial pour lesappli
ations. Le problème est de trouver N(p, λ, k), le nombre minimum de swit
hs d'unréseau−(p, λ, k) valide et de donner des 
onstru
tions de tels réseaux.Dans le 
as spé
i�que où λ = k, on peut 
on
evoir des réseaux ave
 une propriétéparti
ulière : 
haque swit
h relié à un port est aussi relié à un ampli�
ateur. En pratique,quand un port et un ampli�
ateur relié à un même swit
h sont tous les deux valides, onroute l'un sur l'autre. Cela minimise la longueur des signaux et évite les interféren
es.Ces réseaux sont appelés réseaux simpli�és. Observez que dans 
ette 
on�guration, 
haqueswit
h est relié soit à deux swit
hs soit à quatre.Contexte. Quand λ = 0, 
'est-à-dire que toutes les entrées sont utilisées, un réseau valideest appelé séle
teur. Ce 
as a été étudié par exemple dans [BDD02℄. Une théorie généraledes séle
teurs peut être trouvée dans [BPT℄ où plusieurs résultats sont obtenus pour depetites valeurs de k. Par exemple, il est prouvé que N(p, 0, 4) = ⌈5p4 ⌉.Dans [BDH+03℄ et [DHMP05℄ le 
as des séle
teurs ave
 des swit
hs de degré 2k > 4est 
onsidéré. Dans [BHT06℄ les auteurs étudient une variante des séle
teurs où quelquessignaux sont prioritaires et doivent être envoyés à des ampli�
ateurs o�rant une meilleure
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e. Dans [BD02℄ les auteurs regardent le 
as où tous les ampli�
ateurs sontdi�érents et pour lequel une entrée donnée doit être routée sur la sortie qui lui est dédiée,
e problème étant relié aux réseaux de permutations.Notre travail. On a formalisé le nouveau problème dans lequel les entrées ne sont pastoutes utilisées, trouvé un 
ritère de 
oupe qui 
ara
térise la validité des réseaux et in-troduit des méthodes pour prouver des bornes sur les nombres de sommets minimaux desréseaux−(p, λ, k). Rappelons que, pour des raisons de symétrie, on suppose que k ≥ λ.Dans la Se
tion 5.2, on présente des méthodes pour 
onstruire des réseaux valides pro
hesde minimaux pour de petites valeurs de k (1 ≤ k ≤ 8) pour le problème général et leproblème simpli�é. En Se
tion 5.3, on présente une méthode générale pour 
onstruire desréseaux pour tout k et tout λ.5.1 Formalisation et Théorème de Constru
tionDans 
ette se
tion, nous dé�nissons le problème de 
on
eption (design problem) deréseaux de façon plus formelle et nous introduisons des notations utilisées tout au long de
e travail. Nous énonçons un 
ritère de 
oupe (Proposition 5) : 
elui-
i est fondamentalpar
e qu'il 
ara
térise la validité des réseaux−(p, λ, k). Il est utilisé de façon intensive pourprouver que des réseaux sont valides. En Se
tions 5.2 et 6.3 nous l'utilisons aussi pourdéte
ter des motifs interdits 
e qui nous amène à des bornes inférieures pour le nombre deswit
hs des réseaux valides.5.1.1 Problème de Con
eption de Réseaux−(p, λ, k)Notations. Étant donnée une fon
tion f , nous dé�nissons f(A) :=
∑

a∈A f(a) pour toutensemble �ni A. Pour un sous-ensemble W de sommets d'un graphe G = (V,E), nous no-tons ∆(W ) l'ensemble des arêtes reliant W et W = V \W , δ(W ) la 
ardinalité de ∆(W ),et Γ(W ) l'ensemble des sommets de W adja
ents à un sommet de W . Plus généralement,nous utilisons la 
onvention que, si un ensemble est désigné par une lettre majus
ule, lalettre minus
ule 
orrespondante notera sa 
ardinalité.Réseaux−(p, λ, k) et Réseaux−(p, λ, k) valides. Un réseau−(p, λ, k) est un triplet N =
{(V,E), i, o} où (V,E) est un graphe et i, o sont des fon
tions entières positives dé�niessur V appelées fon
tions d'entrées (input fun
tion) et de sorties (output fun
tion) et quisont telles que pour tout v ∈ V , i(v) + o(v) + deg(v) = 4. Le nombre total d'entrées est
i(V ) = Σv∈V i(v) = p + λ, et le nombre total de sorties est o(V ) = Σv∈V o(v) = p + k. Unréseau peut être vu 
omme un graphe où tous les sommets ont degré 4, et où les feuilles sontles entrées et les sorties. Une fon
tion de sorties non en panne (non-faulty output fun
tion)est une fon
tion o′ dé�nie sur V telle que o′(v) ≤ o(v) pour tout v ∈ V et o′(V ) = p. Unefon
tion d'entrées utilisées (used input fun
tion) est une fon
tion i′ dé�nie sur V telle que
i′(v) ≤ i(v) pour tout v ∈ V et i′(V ) = p. Un réseau−(p, λ, k) est dit valide si pour toute
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tion de sorties non en panne o′ et pour toute fon
tion d'entrées utilisées, il existe p
hemins disjoints en arêtes dans G tel que 
haque sommet v ∈ V est le sommet initial de
i′(v) 
hemins et le sommet terminal de o′(v) 
hemins.Problème de Con
eption de Réseaux (Design Problem). Soit N(p, λ, k) le nombreminimal de swit
hs d'un réseau−(p, λ, k) valide. Le Problème de Con
eption de Réseaux
onsiste à déterminer N(p, λ, k) et à 
onstruire un réseau−(p, λ, k) minimum, ou du moinsun réseau−(p, λ, k) valide ave
 un nombre de sommets pro
he de la valeur optimale. Nousintroduisons aussi une variante du problème : 
onsidérons des réseaux ave
 p + λ swit
hsreliés 
ha
un à exa
tement une entrée et une sortie (nous appelons de tels swit
hs des dou-blons) et ave
 k − λ swit
hes ave
 seulement une sortie. Trouver de tels réseaux validesest le Problème de Con
eption de Réseaux Simpli�é. Les réseaux de 
ette sorte sont parti-
ulièrement bon pour les appli
ations pratiques. En e�et ils ont un pro
essus de routagesimpli�é, ils minimisent la longueur des 
hemins et les interféren
es entre signaux.5.1.2 Ex
ès, Validité et Critère de Coupe.Nous montrons que pour véri�er si un réseau est valide, au lieu de résoudre un problèmede �ot pour 
haque 
on�guration possible de pannes de sorties et d'entrées utilisées, il estsu�sant de regarder une mesure invariante des sous-ensembles du réseau, l'ex
ès, dé�ni
omme suit.Dé�nition 3 (Ex
ès ε(W ), Ex
ès en Entrées εi(W ), Ex
ès en Sorties εo(W )) Soit unréseau−(p, λ, k) et un de ses sous-ensembles de sommets W ⊂ V . L'ex
ès en entrées de West dé�ni 
omme

εi(W ) := δ(W ) + o(W )−min(k, o(W )) −min(i(W ), p).L'ex
ès en sorties de W est dé�ni 
omme
εo(W ) := δ(W ) + i(W )−min(λ, i(W )) −min(o(W ), p).Par défaut, on note ε(W ) := εi(W ).Proposition 5 (Critère de Coupe) Un réseau−(p, λ, k) est valide si et seulement si,pour tout sous-ensemble W ⊂ V l'ex
ès de W satisfait, ε(W ) ≥ 0.L'intuition est que les signaux arrivant dans W (en nombre au plus min(i(W ), p)) doiventêtre routés soit vers les sorties valides de W (en nombre au moins o(W ) − min(k, o(W )))soit vers les liens menant en dehors (en nombre δ(W )). La preuve formelle, omise i
i, seréduit à un problème de �ot (supply/demand �ow problem). Remarquez que, pour le 
ritèrede 
oupe, il est su�sant de 
onsidérer seulement les sous-ensembles W 
onnexes qui ont deplus un 
omplémentaire W 
onnexe (Cela provient de la sous-modularité de ε).



106 CHAPITRE 5. RÉSEAUX TOLÉRANTS AUX PANNES MINIMAUX
Fig. 5.3 � Réseaux symétriques (2, 0, 2) et (2, 2, 0) valides.Lemme 8 Soit un réseau−(p, λ, k) et un de ses sous-ensembles W ∈ V . On a εo(W ) =

εi(W ).Preuve Comme δ(W ) = δ(W ), o(W ) = p+ k − o(W ), i(W ) = p+ λ− i(W ),
εo(W ) = δ(W ) + p+ λ− i(W )−min(λ, p + λ− i(W ))−min(p+ k − o(W ), p)

= δ(W ) + p+ λ− i(W )− (λ− i(W ) + min(i(W ), p))− (p − o(W ) + min(k, o(w)))
= δ(W ) + o(W )−min(k, o(w)) −min(i(W ), p) = εi(W ).Proposition 6 (Critères de Coupe et Symétrie) Un réseau−(p, λ, k) est valide si etseulement si une des propositions suivantes est vraie.1. Pour tout W , εi(W ) ≥ 0.2. Pour tout W , εo(W ) ≥ 0.3. Pour tout W , ave
 o(W ) ≤ ⌈p+k2 ⌉ et i(W ) ≤ ⌈p+λ2 ⌉, εi(W ) ≥ 0 ET εo(W ) ≥ 0.4. Le réseau est un réseau simpli�é et pour tout W , ave
 |W | ≤ ⌈n/2⌉, εi(W ) ≥ 0 OU

εo(W ) ≥ 0.Preuve La preuve est dire
te ave
 la Proposition 5 et le Lemme 8.Proposition 7 (Critères de Coupe et Connexité) Pour tous les 
ritères de la Propo-sition 6, il est su�sant de ne 
onsidérer que les sous-ensembles W 
onnexes qui ont des
omplémentaires W 
onnexes.Preuve Si un W a un ex
ès négatif, une de ses 
omposantes 
onnexes a aussi un ex
èsnégatif. Si W a un ex
ès négatif, W a un ex
ès négatif en sorties, et don
 une de ses
omposantes 
onnexes aussi.5.1.3 Théorèmes Généraux de Constru
tionThéorème 10 Le problème est symétrique en entrée et sorties. C'est-à-dire N (p, λ, k) =
N (p, k, λ)
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(p
,k

)−

sele
tor(p, λ)−sele
tor
Fig. 5.4 � Un réseau−(p, λ, k) 
onstruit ave
 deux séle
teurs en séries.Preuve Dès qu'on a un réseau−(p, λ, k), on a immédiatement un réseau−(p, k, λ) quirésulte de l'inversion des entrées et des sorties (voir l'exemple de la Figure 5.3). Sa validitéest donnée par la Proposition 6.Théorème 11 Un réseau−(p, λ, k) valide R est 
onstruit à partir d'un réseau−(p, k, k)valide R′ en lui enlevant k − λ entrées.Preuve Comme iR(W ) ≤ iR′(W ), εR(W ) ≥ εR′(W ), 
e qui �nit la preuve.Liens ave
 les réseaux−(p, k) ou séle
teurs−(p, k). Les réseaux−(p, λ, k) pour les-quels toutes les entrées sont utilisées (λ = 0) ont été étudiés dans [BPT℄ et [Hav06a℄ et sontappelés réseaux−(p, k) ou séle
teurs−(p, k). On a

N(p, 0, k) = N(p, k, 0) = N(p, k). (5.1)Théorème 12
N(p, λ, k) ≤ N(p, λ) +N(p, k)

N(p, λ, k) ≤ O(p+ k)Preuve La preuve est 
onstru
tive. On peut 
onstruire un réseau−(p, λ, k) valide à partirde deux séle
teurs valides, un séle
teur−(p, λ) et un séle
teur−(p, k) 
omme indiqué enFigure 5.4. L'idée est d'utiliser le premier séle
teur à l'envers en remplaçant ses p + λsorties par nos entrées. Ensuite, on relie les entrées des deux séle
teurs. Les sorties duse
ond séle
teur 
orrespondent à nos sorties. Tout sous-ensemble des entrées de taille ppeut être routé vers les p liens 
entraux par le premier séle
teur. Le se
ond route 
es liensvers n'importe quel sous-ensemble de nos sorties. Le réseau est don
 valide. De tels réseauxsont nommés réseaux−(p, λ, k) 2séle
teurs (Dé�nition 4).Comme [BPT℄ et [Hav06a℄ prouvent que le nombre minimal de swit
hs d'un séle
teur−(p, k)est linéaire, on obtient le même résultat pour les réseaux−(p, λ, k).
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teurs) Un réseaux−(p, λ, k) 2séle
teur est 
onstruitave
 un séle
teur−(p, λ) et un séle
teur−(p, k) en série.5.2 Constru
tions pour les petits 
asOn suppose i
i que 1 ≤ λ ≤ k (voir le Théorème 10 et l'Équation 5.1). Nous présentonstout d'abord des résultats pour p = 1, 2 � dans la suite, on supposera p ≥ 3. On présentedes méthodes pour 
onstruire des réseaux valides et pro
hes de minimaux pour 1 ≤ k ≤ 8.Les preuves sont pour la plupart omises i
i, mais la preuve de validité des réseaux−(p, λ, k)généraux dé�nis en Se
tion 5.3 est donnée 
omme exemple typique. La Figure 5.6 résumeles 
onstru
tions présentées.5.2.1 Dé�nitions préliminaires.Soit R un réseau−(p, λ, k). On rappelle que n := p+ k.Dé�nition 5 (Doublons, R-Swit
hes) Un doublon de R est un sommet ave
 i(v) =
o(v) = 1. Un R-swit
h est un sommet qui n'est pas un doublon.Dé�nition 6 (Arêtes de types E0, E1 et E2) On 
onstruit un graphe G asso
ié à R.Ces sommets sont les R-swit
hes de R. Ces arêtes sont de trois sortes, E0, E1 et E2 :les arêtes de R entre deux R-swit
hes, les arêtes 
orrespondant dans R à un 
hemin delongueur deux ave
 un doublon au milieu et 
elle 
orrespondant à un 
hemin de longueurtrois ave
 deux doublons au milieu. (le 
ritère de 
oupe montre que 
e sont les seules arêtespossibles pour un réseau valide).5.2.2 Méthode pour 
onstruire des réseaux minimaux valides pour p =

1, 2 et λ ≤ k. Quand p = 1, nous 
onstruisons un réseau ave
 2 swit
hs ave
 3 entrées ou 3 sorties etun nombre maximal de swit
hs ave
 deux entrées ou sorties tous reliés en une ligne, 
ommemontré en Figure 5.7. Quand p = 2, nous 
onstruisons un réseau ave
 un nombre maximalde swit
hs ave
 2 entrées ou sorties 
onne
tés en 
er
le, 
omme montré en Figure 5.7.Théorème 13 N(1, λ, k) = ⌈λ+k
2 ⌉ et N(2, λ, k) = ⌈λ+k

2 ⌉+ 1Preuve Ces réseaux, qui ont 
es nombres de swit
hs, sont valides. Quand p = 1, soit Wun sous-ensemble 
onnexe de V (voir la Proposition 7 pour le 
hoix de W ). δ(W ) ≥ 1, don

ε(W ) ≥ 1+ o(W )−min(o(W ), k)−1 ≥ 0. Le 
ritère de 
oupe �nit la preuve. Quand p = 2,
δ(W ) ≥ 2, don
 ε(W ) ≥ 2 + o(W )−min(o(W ), k) − 2 ≥ 0.
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A : Réseaux−(p, 2, 1) et (p, 2, 2) valides et minimaux.

B : 4réseau−(12, 4, 4)

C : 6réseau−(24, 6, 6) D : réseau−(34, 6, 6) valide
Link with a doublon

Simple Link

(edge of kind E1)
E : 8réseau−(4, 8, 8)Fig. 5.5 � Constru
tions pour de petits k
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k,λ Réseaux Taille Minimalité ?
k = 1, 2 2réseaux n minimal
k = 3, 4 4réseaux n+ n

4 minimal
k = 5, 6 6réseaux n+ n

2 minimal (réseaux simpli�és)
k = 7, 8 8réseaux n+ 7n

12 minimal (réseaux simpli�és)pour tout k et λ réseaux généraux dis
ussion en Se
tion 5.3Fig. 5.6 � Résumé des 
onstru
tions.
Fig. 5.7 � Réseau−(1, λ, k) et −(2, λ, k) valides et minimaux.Ces réseaux sont minimaux. Quand p = 1, le réseau est minimal par
e que un réseauvalide doit être 
onnexe. Quand p = 2, si on enlève un sommet, on obtient un sommet vave
 deux entrées et une sortie (ou deux sorties et une entrée). ε({v}) = 1+ 1− 1− 2 = −1(εo({v}) = −1) et le réseau ne serait pas valide.5.2.3 Méthode pour 
onstruire des réseaux minimaux valides pour k =

1, 2, 2réseau.Un 2réseau est 
onstruit ave
 λ doublons et k − λ sommets ave
 une sortie 
onne
tésen 
er
le, 
omme montré en Figure 5.5 A.Théorème 14 N(p, λ, k) = p+ 2Preuve Les 2réseaux sont valides. Soit W ∈ V . δ(W ) = 2. Soit o(w) ≤ k. On a ε(W ) =
2 −min(p, i(W )). Comme i(W ) ≤ o(W ) ≤ k ≤ 2, ε(W ) ≥ 0, et le 
ritère de 
oupe �nit lapreuve.Les 2réseaux sont minimaux. Si on enlève un sommet, on obtient un sommet ave

i(v) = 1 et o(v) = 2. Considérons le sous-ensemble W 
onstitué de 
e swit
h εo(W ) =
1 + 1− 1− 2 = −1. Ce réseau ne serait don
 pas valide.5.2.4 Méthode pour 
onstruire des réseaux minimaux valides pour k ≤

3, 4, 4réseau.Un 4réseau est 
onstruit ave
 des blo
s fait d'un sommet sans entrées ni sorties et dequatre doublons sur deux arêtes de type E2. Un blo
 est 
onne
té à deux autres blo
s
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omme montré dans le 4réseau−(16, 4, 4) de la Figure 5.5 B. Chaqueblo
 a 5 sommets, 4 entrées et 4 sorties sauf un blo
 ou deux si (p+k) mod 4 6= 0 or (p+λ)
mod 4 6= 0. Le nombre de sommets d'une 4réseau−(p, λ, k) est

n+
n

4
+ c′4 − c,ave
 c′4 = ⌈n mod 4

4 ⌉ et c = ⌊k−λ2 ⌋ (
omme le nombre de sommets est n + ⌈n4 ⌉ − c). c′4 ≤ 1et c ≤ 2.Théorème 15 Les 4réseaux sont valides.Théorème 16 Les 4réseaux sont minimaux. C'est-à-dire
N(p, λ, k) ≥ n+

n

4
− c′′4 ,ave
 c′′4 = k−λ

2 +k−λ
8 . Remarquez que la di�éren
e entre le nombre de swit
hs d'un réseau−(p, λ, k)et la borne inférieure est au plus 1 (c′4 − c+ c′′4 ≤ 1− ⌊k−λ2 ⌋+ k−λ

2 + k−λ
8 ≤ 2).5.2.5 Méthode pour 
onstruire des réseaux minimaux valides pour k ≤

5, 6, 6réseaux.Un 6réseau est 
onstruit ave
 des blo
s fait de 3 swit
hs 
onne
tés en 
er
le, 
ha
und'entre eux étant 
onne
té à deux doublons sur une arête de type E2. Un blo
 est 
onne
téà deux autres blo
s identiques en série 
omme montré dans le 6réseau−(24, 6, 6) de laFigure 5.5 C. Chaque blo
 a 9 sommets, 6 entrées et 6 sorties sauf un ou deux blo
s si
(p+ k) mod 4 6= 0 ou (p+λ) mod 4 6= 0. Le nombre de swit
hs d'un 6réseau−(p, λ, k) est

n+
n

2
+ c′6 − c,ave
 c′6 = 3⌈n mod 6

6 ⌉ et c = ⌊k−λ2 ⌋ (
omme le nombre de swit
hs est n+ 3⌈n6 ⌉ − c). c′6 ≤ 3et c ≤ 2.Théorème 17 Les 6réseaux sont valides.Théorème 18 Les 6réseaux sont minimaux pour le Problème de Con
eption Simpli�é.C'est-à-dire
N ′(p, λ, k) ≥ n+

n

2
− c′′6 ,ave
 c′′6 = k−λ

2 +k−λ
4 . Remarquez que la di�éren
e entre le nombre de swit
hs d'un 6réseau−(p, λ, k)et la borne inférieure est au plus 4.
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eption Générale, nous prouvons
N(p, λ, k) ≥ n+

3n

8
− c′′,ave
 c′′ = k−λ

2 + 3(k−λ)
16 .Nous avons aussi trouvé une autre famille de réseaux valides ave
 le même nombre deswit
hs. Des sommets sans entrées ni sorties sont reliés en grille sur une sphère ave
 desarêtes de type E1, 
omme montré sur la Figure 5.5 D.5.2.6 Méthode pour 
onstruire des réseaux minimaux valides pour k =

7, 8, 8réseaux.Un 8réseau est 
onstruit ave
 n doublons, n4 sommets dans N4 et n
3 sommets dans N3.Les sommets dans N4 et N3 n'ont ni entrées ni de sorties. Un sommet dans N4 est reliéà quatre sommets dans N3 par une arête de type E1 (voir la Dé�nition 6). Un sommetdans N3 est relié à trois sommets dans N4 par une arête de type E1 et à un sommet de N3par une arête de E0. N3 est divisé en quatre groupes ave
 la 
ondition que deux sommetsreliés par une arête de E0 sont dans le même groupe. Chaque sommet dans N4 est relié auxquatre groupes 
omme montré dans le 8réseau−(4, 8, 8) ave
 19 sommets de la Figure 5.5E. Le nombre de swit
hs d'un 8réseau−(p, λ, k) est

n+
7n

12
+ c′8 − c.ave
 c′8 = 7⌈n mod 12

12 ⌉ et c = ⌊k−λ2 ⌋ (
omme le nombre de swit
hs est n+7⌈ n12⌉− c). c′8 ≤ 7et c ≤ 2.Théorème 20 Les 8réseaux sont valides.Théorème 21 Les 8réseaux sont minimaux pour le Problème de Con
eption Simpli�é oùles arêtes de type E2 sont interdites. C'est-à-dire
N ′(p, λ, k) ≥ n+

7n

12
− c′′8 ,ave
 c′′8 = k−λ

2 + 7(k−λ)
24 . Remarquez que la di�éren
e entre le nombre de swit
hs d'un8réseau−(p, λ, k) et la borne inférieure est au plus 8.5.3 Constru
tions pour tout k et λ. Réseaux−(p, λ, k) Géné-rauxNous présentons i
i les Réseaux−(p, λ, k) Généraux (voir la Dé�nition 9). Leurs taillessont pro
hes d'être minimales pour les petits k (voir la Remarque 1). Ils sont 
onstruits àpartie des ν−boites introduites dans la Dé�nition 8.
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Fig. 5.8 � Un 4-boite minimale.5.3.1 Préliminaires : ν−boites et réseaux de ν-permutationLa propriété dé
isive des ν−boites est exprimée dans le Lemme 9.Dé�nition 7 (ν−graphe) Un ν−graphe (ν ≥ 2) est une paire (G, l) où G = (V,E) estun graphe simple orienté et l une fon
tion positive dé�nie sur V telle que l(V ) = 2n et quepour tout sommet v, l(v) + deg(v) = 4.Dé�nition 8 (ν−boite) Une ν−boite est un ν−graphe tel que pour toute fon
tion entière

i dé�nie sur V ave
 0 ≤ i ≤ l et i(V ) = n, il existe n 
hemins disjoints en arêtes tels quetout sommet v est le début de i(v) 
hemins et la �n de l(v)− i(v) 
hemins.Lemme 9 Dans une ν−boite, pour tout sous-ensemble X ⊆ V , on a
|Γ(X)| ≥ min(l(X), l(X̄)).Preuve La preuve se réduit à un problème de �ot et peut être trouvée dans [Ser04℄.Proposition 8 Un réseau de ν−permutation est une ν−boite.Les preuves des propriétés des ν−boites sont omises i
i. Il existe des 
onstru
tionsasymptotiques linéaires pour les ν−boites. Cependant, pour de petites valeurs de ν, au
une
onstru
tion de ν−boites plus petites que le réseau de permutations 
orrespondant n'a ététrouvée. Pour ν ≤ 6, il a même été prouvé que les réseaux de permutations sont optimaux.Les réseaux de permutations AS-Waksman ont été étudiés et prouvés minimaux dans pourdes réseaux de permutations dans [BD99℄ et [BD02℄. Pour 
es raisons, nous avons 
hoisiles réseaux de permutations AS-Waksman pour nos ν−boites pour de petits k. À titred'exemple, une 4−boite minimale peut être vue en Figure 5.8.
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⌈

k
2

⌉ edges E2

⌈

k
2

⌉

−box
⌈

k
2

⌉

−box ⌈

k
2

⌉

−box

Fig. 5.9 � S
héma des réseaux−(p, λ, k) généraux.5.3.2 Réseaux−(p, λ, k) GénérauxDé�nition 9 (Réseaux−(p, λ, k) Généraux) Un réseau−(p, λ, k) général (voir la Figure 5.9)est 
onstruit à partir de ⌈p+kk ⌉ ⌈k2⌉−boites 
onne
tées en 
er
le. Ces boites sont reliées par- un nombre maximum, ⌊p+λ2

⌋, d'arêtes de type E2,- 1 arête de type E1 si p+ λ est impair et 0 sinon,- ⌊k−λ2

⌋ arêtes ave
 un sommet ave
 deux sorties (arêtes de type E′
2),- 1 arête ave
 un sommet ave
 une sortie (arête de type E′

1), si k − λ est impair et 0sinon.- le reste de type E0

(

⌈

k
2

⌉

⌈

p+k
k

⌉

− e2 − e1 − e′2 − e′1
).Lemme 10 Le nombre de swit
hs d'un réseau−(p, λ, k) général est

n+
Bmin(⌈k2⌉)

2⌈k2⌉
n+ c′g − c,ave
 Bmin(ν) le nombre de sommets d'une ν−boite minimale, ave
 c′g = Bmin⌈n mod 2⌈k

2
⌉

2⌈k
2
⌉ ⌉et c = ⌊k−λ2 ⌋.Remarque 1 Les tailles des réseaux−(p, λ, k) généraux pour de petits k qui utilisent desréseaux de permutations AS-Waksman pour leur ⌈k2⌉−boites sont indiquées en Figure 5.10.Les réseaux−(p, λ, k) généraux sont pro
hes d'être minimaux pour les petits k (À 
omparerave
 les réseaux de la Se
tion 5.2).
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k 3, 4 5, 6 7, 8 9, 10 13, 14

Size n+ n
4 n+ n

2 n+ 5n
8 n+ 8n

10 2nFig. 5.10 � Tailles des réseaux−(p, λ, k) généraux pour de petits k.
k/2 edges

WW

k/2 edges k/2 edges

k/2 edges

k/2-box k/2-box

Fig. 5.11 � Intuition de la preuve de validité des réseaux généraux.Proposition 9 Un Réseau−(p, λ, k) Général est un réseau−(p, λ, k) valide.L'intuition de la preuve est donnée en Figure 5.11. QuandW 
ontient des boites entières,
δ(W ) = k. Sinon, on utilise la propriété des boites donnée par le Lemme 9 pour montrerque δ(W ) ne peut pas être plus petit.PreuveOn prouve d'abord que quand k = λ le réseau−(p, k, k) général est valide. On utiliseensuite le Théorème 11 pour 
onstruire à partir de lui, un réseau−(p, λ, k) général validequand λ ≤ k, 
e qui �nit la preuve. Remarquez que le réseau−(p, k, k) général est un réseausimpli�é.Dé�nissons tout d'abord quelques notations. Un niveau d'un boite Bi, on note- ei (resp. fi) le nombre d'arêtes de type E2 reliant un swit
h dans Bi ∩ W (resp.

Bi∩W ) et un swit
h dans (Bi−1∩W )∪ (Bi+1∩W ) (resp. (Bi−1∩W )∪ (Bi+1∩W )).- e′i (resp. f ′i) le nombre d'arêtes de type E2 reliant un swit
h dans Bi ∩ W (resp.
Bi∩W ) et un swit
h dans (Bi−1∩W )∪ (Bi+1∩W ) (resp. (Bi−1∩W )∪ (Bi+1∩W )).- δboxi := δ(W ∩Bi,W ∩Bi)- δi := δ(W ∩Bi,W ). Remarquez que

δi = e′i + δboxi
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W

ei

e′i

fi

f ′i

δboxi

W

Fig. 5.12 � Boite Bi.Pour le réseau entier, on a
2e2(W ) =

∑

i ei
e′2(W ) =

∑

i e
′
i

δ(W ) =
∑

i δiDans 
e 
ontexte, le Lemme 9 donne
δboxi ≥ min(ei + e′i, fi + f ′i).Soit W un sous-ensemble de swit
hs du réseau−(p, k, k) général. On distingue deux 
as� k ≤ o(W ) ≤ n− k. Comme i
i i(W ) = o(W ), on a aussi i(W ) = o(W ) ≤ n − k = p.D'où

ε(W ) ≥ δ(W ) − k.Considérons l'ensemble B de toutes les boites Bi tel que
ei + e′i ≤ fi + f ′i .S'il n'existe pas, on utilise W à la pla
e de W . On distingue deux 
as� B 
ontient toutes les boites. Pour 
haque boite Bi, le Lemme 9 donne
δi ≥ e′i + (ei + e′i),

δ(W ) ≥ 2e2(W ) + 2e′2(W ) ≥ o(W ).Dans 
e 
as o(W ) ≥ k, d'où ε(W ) ≥ 0. Si nous travaillions sur W , on 
on
lut enutilisant o(W ) ≤ n− k, qui donne o(W ) ≥ k).
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essairement distin
tes) qui satisfont
{

ej + e′j ≥ fj + f ′j et ej+1 + e′j+1 ≤ fj+1 + f ′j+1

ek + e′k ≥ fk + f ′k et ek−1 + e′k−1 ≤ fk−1 + f ′k−1Le Lemme 9 donne
{

δj + δj+1 ≥ (e′j + e′j+1) + (fj + f ′j) + (ej+1 + e′j+1)

δk + δk−1 ≥ (e′k + e′k−1) + (fk + f ′k) + (ek−1 + e′k−1)Remarquez que pour toutes les boites Bi, fi + ei+1 + e′i + e′j+1 ≥ ⌈k/2⌉, 
e quidonne
δ(W ) ≥ k.� o(W ) ≤ k or o(W ) ≥ n − k. Pour la 
larté de la preuve, nous ne présentons i
i quela preuve pour la 
as p + k = 0 mod k. Toutes les boites sont don
 identiques ave
seulement des arêtes E2. La preuve 
omplète suit les mêmes idées.Par symétrie, selon la Proposition 6, nous sommes autorisés à ne 
onsidérer que lepremier 
as

ε(W ) ≥ δ(W )−min(i(W ), p) ≥ δ(W )− o(W ).Considérons une boite Bi. Si ei+ e′i ≤ fi+ f ′i , le Lemme 9 donne δi ≥ e′i+ (ei + e′i) et
δ(W ) ≥ 2e2(W ) + 2e′2(W ) ≥ o(W )Sinon le Lemme 9 donne δi ≥ e′i + (fi+ f ′i). Il faut maintenant partitionner les arêtes

e′i selon leur nombre de doublons dans W : e′i(0), e′i(1), e′i(2). Comme 2ei + 2e′i(2) +
e′i(1) ≤ o(W ) ≤ k et ei + e′i(2) + e′i(1) + e′i(0) + fi + f ′i = k (nombre d'arêtes d'uneboite), on a

fi + f ′i ≥ ei + e′i(2)− e′i(0).D'où
δi ≥ e′i + ei + e′i(2)− e′i(0) = ei + 2e′i(2) + e′i(1).En 
onsidérant toutes les boites, on 
on
lut que
δ(W ) ≥ 2e2(W ) + 2e′2(2)(W ) + e′2(1)(W ) = o(W ).
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Chapitre 6Séle
teurs Minimaux et RéseauxTolérants aux Pannes : CasAsymptotiqueCe travail a été réalisé en 
ollaboration ave
 Omid Amini, Florian Hu
 et StéphanePérennes du Projet MASCOTTE de l'INRIA Sophia Antipolis.mots-
lés : séle
teurs, super-séle
teurs, réseaux tolérants aux pannes, swit
hing networks,routage, expandeurs, 
onne
tivité, 
hemins disjoints.
Un réseau−(p, λ, k) est un graphe non-orienté ave
 p + λ entrées, p+ k sorties et dessommets internes de degré quatre. Un réseau−(p, λ, k) est valide si, pour tous 
hoixde p entrées et p sorties, il existe p 
hemins disjoints en arêtes reliant les entrées auxsorties. Dans le 
as parti
ulier où λ = 0, un réseau−(p, λ, k) est déjà 
onnu sous le nomde séle
teur (sele
tor). Nous souhaitons déterminer N(p, λ, k), le nombre minimal den÷uds dans un réseau−(p, λ, k) valide. Pour 
e faire, nous donnons i
i des 
onditions devalidité desquelles se déduisent des bornes inférieures pour N(p, λ, k). Nous présentonsaussi des 
onstru
tions, et don
 des bornes supérieures, basées sur les expandeurs. Leproblème est très sensible aux ordres de λ et k. Par exemple, quand λ et k sont petitsdevant p, le problème se réduit à éviter 
ertaines 
on�gurations lo
ales interdites. Pourdes valeurs plus grandes de λ et k, le problème est de trouver des graphes ave
 unebonne propriété d'expansion pour les petits ensembles. Cela nous amène à introduire unnouveau paramètre appelé robustesse. Nous donnons des bornes asymptotiques serréespour N(p, λ, k) pour de nombreux 
as. 119



120 CHAPITRE 6. RÉSEAUX ASYMPTOTIQUESIntrodu
tionContexte. Cette étude doit être 
onsidérée dans l'esprit de la théorie 
lassique des super-
on
entrateurs (super
on
entrators). Un 
on
entrateur-(p + λ, p) (
on
entrator) [Val75℄ estun graphe orienté a
y
lique G = (V,E) ave
 p+λ n÷uds entrées désignés et p n÷uds sortiesdésignés (λ ≥ 0), tel que pour 
haque sous-ensemble de p n÷uds entrées, il existe p 
heminsdisjoints en arêtes (ou, selon le 
ontexte, disjoints en sommets) qui relient les entrées auxsorties. Un séle
teur (sele
tor), introduit pour la première fois dans [BDD02℄, est un réseau-
(p, λ, 0) (k = 0). Une théorie générale des séle
teurs peut être trouvée dans [BPT℄, où plu-sieurs résultats sont obtenus pour de petites valeurs de λ. Un séle
teur peut être vu 
ommeune version non orientée d'un 
on
entrateur-(p+λ, p). Un n-super
on
entrateur [Pip77℄ estun graphe orienté a
y
lique G = (V,E) ave
 n n÷uds entrées désignés et n n÷uds sortiesdésignés, tel que, pour tout ensemble S de p ≤ n entrées et tout ensemble T de p sorties,il existe p 
hemins disjoints en arêtes (ou disjoints en sommets, selon le 
ontexte) reliant Sà T . Il existe une vaste théorie des super
on
entrateurs (Voir le travail pionner de Pippen-ger [Pip77℄ pour une introdu
tion, [AM84, AGM87, AC03℄ et S
höning [S
h06℄ pour des
onstru
tions, et [BKP+81℄ pour les problèmes de 
omplexité).En 
e sens, les réseaux-(p, λ, k) généralisent le 
on
ept de séle
teurs de la même ma-nière que les super
on
entrateurs généralisent 
elui de 
on
entrateurs. Il est aussi 
lair que,prendre un super
on
entrateur (resp. un 
on
entrateur-(p + λ, p)) en oubliant les orienta-tions, pro
ure un réseau-(p, λ, k) valide pour n'importe quelle valeur de k = λ (resp. n'im-porte quel λ et k = 0). On peut ainsi essayer d'utiliser des super
on
entrateurs 
onnus pour
onstruire des réseaux embarqués e�
a
es, mais, et 
e n'est pas étonnant, 
ela ne donnegénéralement pas des réseaux minimaux. La di�éren
e majeure entre les super
on
entra-teurs et les réseaux valides généraux est que dans un réseau valide le nombre d'entrées et desorties qui peuvent tomber en panne est borné (dans notre 
as, étant donné une probabilitéde panne, pas plus de k pannes n'arriveront au 
ours de la durée de vie du satellite). Trouverun réseau minimal (un super
on
entrateur de faible densité ou ayant un nombre minimal desommets) est un problème di�
ile et un domaine a
tif de re
her
he (voir les papiers [AM84℄,[AGM87℄, [AC03℄ et la 
onstru
tion ré
ente de [S
h06℄). D'un point de vue algorithmique,on peut montrer que le problème de tester si un graphe est un 
on
entrateur-(p + λ, p) ouun super
on
entrateur est 
o-NP 
omplet. En fait, 
e sont des problèmes 
omplets mêmequand ils sont réduits au 
as spé
ial important des graphes de taille linéaire par rapportau nombre d'entrées (voir [BKP+81℄). On peut montrer, ave
 le même type d'arguments,que le problème de dé
ider si un réseau-(p, λ, k) est valide ou non est 
oNP-
omplet, mêmeréduit aux réseaux 4-réguliers.Résultats. Nous sommes intéressés dans 
e 
hapitre par les grands réseaux, pour lesquels
n = p+ k tend vers l'in�ni et k est assez grand.La 
onstru
tion de réseaux valides optimaux repose très fortement sur les expandeurs.En utilisant 
es derniers, nous sommes 
apables de 
onstruire des réseaux simpli�és ave
 2nswit
hs dès que n est assez grand et k ≤ c1 log n pour une 
onstante c1 (Se
tion 6.1.4). En



6.1. BORNES SUPÉRIEURES : LE PROBLÈME DE CONCEPTION DE RÉSEAUX121Se
tion 6.3.3 nous donnons aussi une borne inférieure d'ordre 2n(1− ǫ(k)) où ǫ(k) tend verszéro quand k tend vers l'in�ni (mais k ≤ c1 log n n'est pas né
essaire). Ainsi, le problèmeest résolu dans le 
as asymptotique pour les réseaux simpli�és pour k ≤ c1 log n.Pour les réseaux généraux, en utilisant des expandeurs bi-partie, nous obtenons uneborne supérieure en n + 3
4n quand k ≤ c2 log n pour une 
onstante c2. La borne inférieureobtenue est (n+ 2

3n)(1− ǫ(λ, k)), et nous 
onje
turons que n+ 3
4n doit être la vraie valeur.Nous donnons aussi une 
onstru
tion de séle
teurs (
as λ = 0) de taille n + n

2 , 
e quinous donne dans 
e 
as aussi une borne inférieure serrée.Pour étendre 
es résultats pour des valeurs plus larges de k, nous dé�nissons une pro-priété d'expansion lo
ale que nous appelons α−robustesse (voir [CRVW02, AHK99℄ pourdes notions pro
hes). Intuitivement, l'α-robustesse d'un graphe G est une version lo
ale dufa
teur d'expansion. C'est l'entier maximal rα tel que pour tous les petits sous-ensemblesle fa
teur d'expansion est α, mais pour les sous-ensembles plus-grands leur nombre d'arêtessortantes est au moins rα. Pour nos 
onstru
tions, il est né
essaire que le graphe soit unexpandeurs pour les petits sous-ensembles, mais pour les plus grands on a juste besoin d'une
onne
tivité minimale 
onstante ave
 le reste du graphe. Cette notion est aussi intéressanteen elle-même et 
ontient 
omme 
as parti
ulier plusieurs invariants d'expansion 
ommela longueur de bi-se
tion et la 
onstante de Cheeger (voir [Chu97℄). Comme les graphesaléatoires sont de très bons expandeurs, on étudie leur α-robustesse. De 
ette façon, on gé-néralise le résultat de Bollobàs sur le fa
teur d'expansion des graphes aléatoires 4-réguliers.À notre 
onnaissan
e, 
'est la première fois qu'est dé�ni et étudié 
e nouveau 
on
ept d'ex-pansion lo
ale. En l'utilisant, nous présentons i
i une 
onstru
tion d'un réseau−(p, λ, k)valide ave
 3n swit
hs pour λ ≤ k ≤ n
7 .6.1 Bornes supérieures : le Problème de Con
eption de Ré-seauxDans 
ette se
tion, nous présentons trois 
onstru
tions ave
 2n, n+ 3

4n et n+ n
2 swit
hsrespe
tivement pour le problème de 
on
eption simpli�é, le problème de 
on
eption général(n'importe quel λ) et pour le problème de 
on
eption général quand λ = 0. Toutes 
es
onstru
tions sont valides pour k ≤ c · log n (où c est une 
onstante dépendant seulement dufa
teur d'expansion des graphes 3 et 4−réguliers). Mais tout d'abord, 
ertaines preuves debornes supérieures et inférieures �voir la Se
tion 6.1.3 et la Se
tion 6.3.1� sont simpli�éesgrâ
e à l'utilisation de la notion de graphe asso
ié d'un réseau introduite dans la se
tionsuivante.6.1.1 Graphe Asso
ié.Les sommets D ∈ V de degré 2 ave
 i(D) = o(D) = 1 jouent un r�le important. Nousles appelons doublons. Un swit
h qui n'est pas un doublon est appelé un R-swit
h.



122 CHAPITRE 6. RÉSEAUX ASYMPTOTIQUESRemarquez que pour k ≥ 3 il n'existe pas de 
hemins 
omprenant 3 doublons ou plus
onsé
utifs. En e�et si nous 
onsidérons l'ensemble W qui 
onsiste en 
es doublons, nousavons δ(W ) = 2 et o(W ) = i(W ) ≥ 3. Le 
ritère de 
oupe donnerait une 
ontradi
tion.SoitN un réseau−(p, λ, k). Nous 
onstruisons le graphe R asso
ié à N . Ses sommets sontles R−swit
hes de N . En 
onséquen
e les arêtes de R sont de trois sortes, respe
tivement
E0, E1 et E2 : les arêtes de N entre deux R−swit
hes, les arêtes 
orrespondant dans N àun 
hemin de longueur 2 ave
 un doublon au milieu et 
eux 
orrespondant à un 
hemin delongueur 3 ave
 deux doublons au milieu.6.1.2 ExpandeursUn expandeur (voir [DH00℄ ou [Mur03℄ pour une étude générale) est un graphe peu densefortement 
onne
té (highly 
onne
ted sparse graph). Ils sont utilisés dans des domainesvariés de l'informatique et des mathématiques : par exemple pour 
ertaines 
onstru
tionsde 
odes 
orre
teurs d'erreurs ave
 des algorithmes de 
odage et dé
odage très e�
a
es, pourla déterminisation (derandomization) d'algorithmes probabilistes, pour la 
onstru
tion degroupes �niment engendrés qui ne peuvent pas être plongés uniformément dans un espa
e deHilbert, . . .mais ils ont aussi des appli
ations dans des domaines reliés dire
tement au sujetde 
e 
hapitre 
omme la 
on
eption de réseaux super-e�
a
es expli
ites ou la 
onstru
tionexpli
ite de graphes ave
 une grande maille (longueur du plus petit 
y
le).Nous présentons i
i 
ertains résultats 
onnus sur les expandeurs qui seront utilisés dansles preuves des Se
tions 6.1.4, 6.1.5 et 6.1.6. Un expandeur se dé�nit formellement 
ommesuit : un (n, r, c)-E-expandeur est un graphe �ni r−régulier G = (V,E) ave
 n sommets telque pour tout ensemble A de sommets de G ave
 |A| ≤ |V |/2 nous avons

δ(A) ≥ c|A|.Les graphes de Ramanujan sont des exemples très 
onnus d'expandeurs (pour plus sur lesgraphes de Ramanujan voir [Mor94℄). Des 
onstru
tions expli
ites de graphes de Ramanujansont 
onnues pour r de la forme r = q+1, ave
 q une puissan
e première (en parti
ulier pour
r = 3 et r = 4 d'intérêt dire
t dans notre 
as). Plus pré
isément il existe des 
onstru
tionsexpli
ites d'une famille in�nie Gi = (Vi, Ei) de graphes de Ramanujan telle que |Vi| →

i→∞
∞ave
 un fa
teur d'expansion

c ≥ 1− 4(r − 1)

r2
.Cela donne c ≥ 1

4 pour les graphes 4−réguliers et c ≥ 1
9 pour les graphes 3−réguliers. Lamaille des graphes de 
ette famille satisfait :

g(Gi) ≥
2

3
logq |Vi|Il existe aussi une famille Hi = (Wi, Fi) de graphe de Ramanujan bi-partie de maille :

g(Hi) ≥
4

3
logq |Wi|.



6.1. BORNES SUPÉRIEURES : LE PROBLÈME DE CONCEPTION DE RÉSEAUX123Des arguments probabilistes montrent l'existen
e de graphes bi-partie ou non, ave
 lesmêmes propriétés pour la maille et même un meilleur fa
teur d'expansion pour toute grandetaille (order) de réseaux (et pas seulement pour les valeurs spé
i�ques de 
es deux familles).Pour les graphes 4−réguliers, des expandeurs ave

c ≥ 11

25existent (voir [Bol88℄).6.1.3 Critère de Coupe pour le Graphe Asso
iéPour simpli�er les preuves de validité des Se
tions 6.1.4, 6.1.5 et 6.1.6, on travailledire
tement sur le graphe asso
ié R du réseau−(p, λ, k) N = ((V,E), i, o). Cela signi�e pluspré
isément que, quand on applique le 
ritère de 
oupe pour N , il est en fait su�sant dene 
onsidérer que les sous-ensembles de R.Nous introduisons une autre notion d'ex
ès, ε′, dé�nie pour tout W ⊂ V 
omme
ε′(W ) := δ(W ) + o(W ) − min(k, o(W )) − i(W ). Notez que ε′(W ) ≤ ε(W ). On a ainsique, si pour tout W ⊂ V , ε′(W ) ≥ 0, alors le réseau est valide. Mais l'équivalen
e estperdue. La propriété utile de ε′ est que, pour tout doublon D, ε′(W ∪ {D}) ≤ ε′(W ). Ilest ainsi su�sant de ne véri�er le 
ritère de 
oupe que pour les sous-ensembles W de N
omprenant un ensemble de R−swit
hes ainsi que tous les doublons des arêtes qui leur sontin
identes de types E1 et E2.6.1.4 Problème de Con
eption Simpli�é - Borne Supérieure en 2nDans 
ette se
tion, nous utilisons l'existen
e des expandeurs présentés en Se
tion 6.1.2pour 
onstruire des réseaux−(p, λ, k) valides ave
 2n = 2(p+k) pour n grand et k ≤ c1 log n(c1 ne dépendant seulement du fa
teur d'expansion des expandeurs 4−réguliers, c1 = 1

6quand on utilise des graphes de Ramanujan expli
ites). De plus nous montrons en Se
tion 6.3une borne inférieure du même ordre pour le problème de 
on
eption simpli�é.Théorème 1 Soit n = p+ k, k ≤ 1
6 log n, pour n assez grand, nous avons :
N(p, k, k) ≤ 2nPreuve Les résultats sur les expandeurs exposés en Se
tion 6.1.2 énon
ent l'existen
e de

(n, 4, c = 1
4)−E-expandeurs, G = (V,E), de maille g, g ≥ 2

3 log n. Soit k ≤ c ·g et p = n−k.Il est bien 
onnu que, dans un graphe 4−régulier, il existe une famille de 
y
les disjointsen sommets qui 
ouvre tous les sommets de G. Nous appelons 
ette famille F et ajoutons
n nouveaux sommets dans le graphe en dé
oupant 
haque arête de F en deux arêtes. Nous



124 CHAPITRE 6. RÉSEAUX ASYMPTOTIQUESajoutons une entrée et une sortie sur 
haque nouveau sommet, 
réant ainsi un doublon.Nous avons maintenant un réseau−(p, k, k), N , ave
 2n swit
hs.Prouvons maintenant que 
e réseau est valide. Nous utilisons le 
ritère de 
oupe sur R,qui est exa
tement G dans 
e 
as. Remarquez tout d'abord que le réseau est symétrique enentrées et sorties et que, pour tout sous-ensemble W ⊂ V , i(W ) = o(W ). Ainsi nous avons
ε′(W ) = δ(W ) −min(k, o(W )).En outre, notez que si un réseau est symétrique, il est su�sant de véri�er le 
ritère de 
oupesur les seuls sous-ensembles W tels que |W | ≤ |V |/2 (pour plus de détails sur les variantesdu 
ritère de 
oupe, voir la Se
tion 5.1.2).- Si |W | ≥ k

c , alors, par la propriété d'expansion, il y a au moins k arêtes reliant W et
W , et don
 ε′(W ) ≥ 0.- Dans le 
as 
ontraire, si |W | < k

c ≤ g, nous avons |W | < g et W est alors a
y
lique.Il y a au plus |W | − 1 arêtes à l'intérieur de W et, 
omme G est 4−régulier, nousavons δ(W ) ≥ 2|W |+ 2. Soit eF (W ) le nombre d'arêtes de F in
idente à un sommetde W . Par 
onstru
tion o(W ) = eF (W ). Comme tous les 
y
les de F sont disjoints,
eF (W ) ≤ 2|W |. Don
 δ(W ) ≥ eF (W ) = o(W ), 
'est-à-dire ε′(W ) ≥ 0.Le réseau−(p, k, k) est valide.On peut 
onstruire des réseaux−(p, λ, k) ave
 λ ≤ k en enlevant k − λ entrées.6.1.5 Problème de Con
eption Général - Borne supérieure en n + 3

4
nDans 
ette se
tion, nous 
onstruisons des réseaux−(p, k, k) généraux pour n grand et

k ≤ c2 log n (où c2 ne dépend que du fa
teur d'expansion des expandeurs 3−réguliers). Onen déduira aussi i
i des réseaux−(p, λ, k) pour tout λ ≤ k en enlevant k − λ entrées. LeThéorème 2 donne une borne supérieure en n + 3/4n pour 
es réseaux. Les 
onstru
tionssont basées sur des expandeurs 3−réguliers bi-partie.De�finition 1 Deux arêtes sont à distan
e d si tout 
hemin qui les 
ontient toutes les deuxest de longueur au moins d+ 2. Un sommet est à distan
e d d'une arête si tout 
hemin quiles 
ontient tous les deux est de longueur au moins d+ 1.Lemme 1 Soit F un graphe bi-partie 3−régulier G = (V1 ∪ V2, E) de grande maille (g =
Θ(log |V1|)) qui est un (2|V1|, 3, c)-E-expandeur et supposons que 2k ≤ cg. Soit F un en-semble d'arêtes marquées de façon à 
e que toutes soient à distan
e au moins 3. Le réseau
N , obtenu à partir de G en ajoutant un doublon sur 
haque arête de F , une entrée sur
haque sommet de V1 et une sortie sur 
haque sommet de V2, est un réseau valide.PreuveNous utilisons i
i le 
ritère de 
oupe sur le graphe asso
ié 
omme expliqué en Se
-tion 6.1.3. Comme la 
onstru
tion est symétrique en entrées et sorties, il su�t de ne 
onsi-dérer que les sous-ensembles W ∈ V 
onnexes tels que |W | ≤ ⌈ |V |

2 ⌉. Le 
ritère de 
oupe se
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ε′(W ) = δ(W ) + o(W )−min(o(W ), k) − i(W ) ≥ 0.Nous distinguons maintenant deux 
as pour W .� 
as 1 : |W | ≤ 2k
c ≤ gComme o(W )−min(o(W ), k) ≥ 0, nous avons

ε′(W ) ≥ δ(W )− i(W ).Ainsi il est su�sant de montrer que δ(W ) ≥ i(W ). Comme |W | ≤ g, il n'y a pasde 
y
les à l'intérieur de W et don
 il y a |W | − 1 arêtes dedans ; G est 3−régulier,don
 δ(W ) = |W | + 2. De plus, i(W ) = v1(W ) + d, don
 nous devons prouver que
v2(W ) + 2 ≥ d.Considérons un doublon D in
ident à W et son arête asso
iée e(D) = (v1(D), v2(D))ave
 v1(D) ∈ V1 et v2(D) ∈ V2. Si v2(D) ∈W , on asso
ieD ave
 v2(D). Si v2(D) /∈W ,alors v1(D) ∈W . On asso
ie à D un voisin de v1(D) ∈W . Comme la distan
e entredeux arêtes de F est au moins 3, des doublons di�érents ont des sommets asso
iéseux-aussi di�érents dans V2 ∩W . Don
 v2(W ) ≥ d.� 
as 2 : |W | ≥ 2k

c , par dé�nition de ε′, on a
ε′ ≥ δ(W ) + o(W )− k − i(W ).� si i(W ) − o(W ) ≤ k, par la propriété d'expansion, nous avons δ(W ) ≥ 2k ≥

i(W )− o(W ) + k� si i(W )−o(W ) ≥ k, 
omme le graphe est bi-partie, il y a au moins 3(i(W )−o(W ))arêtes sortantes. Don
 ε′(W ) ≥ 2(i(W ) − o(W ))− k ≥ k > 0.Théorème 2 (Constru
tion) Soit n = p+k, k ≤ 1
15 log n, pour n assez grand, nous avons :

N(p, k, k) ≤ n+
3

4
nPreuve Soit H = (A,B,E), un (2|A|, 4, c′)-E-expandeur bi-partie de maille g = 4

3 log n.Soit k, k ≤ c′ · g ≤ 4
3 log n (pour l'existen
e de tels graphes voir la Se
tion 6.1.2). Soit F un
ouplage 
omplet (
omplete mat
hing) du 
omplémentaire bi-partie H = (A,B,E) de H,
'est-à-dire, si (u, v) ∈ F , alors u ∈ A, v ∈ B et u, v ne sont pas adja
ent dans H.Pour 
haque arête e = (a, b) de F , on rempla
e a et b par trois sommets a1, a2, a3 et

b1, b2, b3, on ajoute les arêtes (a1, b1), (a1, b2), (a1, b3), (a2, b1) et (a3, b1). En�n on relie
a2 (resp b2) à deux voisins de a (resp b) et a3 (resp b3) aux deux autres voisins. Voir laFigure 6.3.1. Nous obtenons ainsi un graphe 3−régulier bi-partie qui est un (6|A|, 3, c5) −
E−expandeur. Notez que par 
onstru
tion les arêtes de type (a1, b1), ave
 (a, b) ∈ F formentun ensemble F d'arêtes marquées qui sont, par paires, à distan
e 3. Nous pouvons don
appliquer le Lemme 1 à G ave
 F 
omme ensemble d'arêtes marquées. En résumant nousavons 6|A| + |F| = 7|A| swit
hs, |V1| + |F = 4|A| entrées, |V2| + |F = 4|A| sorties. Don
,
N(p, λ, k) = 7|A| = 7

4n, ave
 n = p+ k.
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v7v6v5 v8

v1

v6v5

v4 v4v3

v8v7

e ∈ F

v1 v2 v3

D

B

A V1

V2

v2

a

b

a3a1 a2

b1 b2 b3Fig. 6.1 � 'Expansion' d'une paire de sommets séle
tionnés du graphe bi-partie (A,B,E).6.1.6 Problème de Con
eption Général : λ = 0 - Borne Supérieure en
n + n

2Dans 
ette se
tion, nous étudions le 
as λ = 0. Dans la littérature, 
e type de réseaux est
onnu sous le nom de séle
teurs. Dans le Théorème 3 nous 
onstruisons des réseaux−(p, 0, k)valides ave
 n + n
2 swit
hs pour n grand et k ≤ c3 log n (c3 ne dépendant que du fa
teurd'expansion des expandeurs 3−réguliers). Ces réseaux sont 
onstruits à partir d'expandeursde sommets (vertex-expanders) bi-partie (voir la Dé�nition 2).De�finition 2 (V -Expandeur) Un (n, r, d)-V -expandeur est un graphe �ni r-régulier G =

(V,E) ave
 |V | = n (|V1| = |V2| = n dans le 
as d'un graphe bi-partie et V = V1 ∪ V2) telque pour tout sous-ensemble A de sommets (A ⊂ I quand G est bi-partie), l'ensemble devoisins de A,Γ(A) = {v ∈ V |(v, u) ∈ E pour un u ∈ V } satisfait
|Γ(A)| ≥ |A|+ d(1− |A|/n)|A|Théorème 3 Soit n = p+ k, k ≤ 1

48 log2 n, pour n assez grand, nous avons :
N(p, 0, k) ≤ n+

3

4
n.PreuvePrenons G = (V1, V2, E) un (n, 3, d = 1

12 )−V−expandeur bi-partie de maille g ≥ 4
3 log n(pour l'existen
e d'un tel graphe voir la Se
tion 6.1.2). Soit α = 4

d = 48 et k tel que
k ≤ d · g2 ≤

g
12 et k.(2αk + 1) ≤ n.À 
haque sommet de V1, nous 
onne
tons un sommet ave
 une entrée et deux sorties,qui est dit de type T . À 
haque sommet de V2, nous atta
hons une entrée. Nous 
hoisissonsun sous-ensemble S de k sommets de V2 tels que la distan
e entre tout 
ouple d'entre eux
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A1

SX

Γ(A1)
v ∈ Su ∈ S

X

F (X)

= X ∪ Γ(A1)

\SX

Fig. 6.2 � S
héma de la preuve du Théorème 3.est au moins α · k (voir Dé�nition 1). En raison du 
hoix de k, nous pouvons 
hoisir lessommets de S l'un après l'autre en enlevant à 
haque fois tous les sommets qui sont àdistan
e plus petite que αk des sommets déjà 
hoisis (à 
haque étape, on enlève au plus
2αk + 1 nouveau sommet). Nous enlevons à présent les entrées de tous les sommets de Spour obtenir un réseau−(p = n− k, 0, k) que nous appelons N = (V,E, i, o).Il faut maintenant prouver que 
e réseau est valide. Soit X un sous-ensemble 
onnexede V . Soit X = V1 ∪ V2 \ X, A1 = X ∩ V1, SX = S ∩ Γ(A1) ∩ X. Nous dé�nissons
Z(X) = X ∪ Γ(A1) \ SX (Figure 6.2).

Z = Z(X) est 
onnexe. De plus ε(Z) ≤ ε(X). Ainsi il su�t de véri�er le 
ritère de
oupe pour Z (
omme expliqué dans la Se
tion 6.1.3). Soit A2 = Z ∩ V2.Nous distinguons quatre 
as pour |A1| :� |A1| ≤ k
2 : 
omme o(Z) = 2|A1| ≤ k et ε(Z) ≥ δ(Z) − i(Z), nous avons δ(Z) ≥

3|A2| − 3|A1| et i(Z) ≤ |A2| + |A1|. De plus il n'y a pas de 
y
le dans Z, don

|A2| ≥ 2|A1|. Don
 ε(Z) ≥ 0.� k
2 ≤ |A1| ≤ k

d ≤
g
2 : nous avons ε = δ(Z) + o − i − k et i ≤ |A1| + |A2|. Ainsi

ε(Z) ≥ δ(Z)−A2 +A1 − k. Comme Z ne 
ontient pas de 
y
le δ(Z) ≥ 3|A2| − 3|A1|don
 ε ≥ 2|A2| − 2|A1| − k ≥ 2|A1| − k ≥ 0. Nous utilisons de nouveau le fait que
|A2| ≥ 2|A1|.� k
d ≤ |A1| ≤ n − k

d : dans 
e 
as, ε ≥ δ(Z) − |A2| + |A1| − k et δ(Z) ≥ 3(|A2| −
|A1|) = |A2| − |A1|+ 2(|A2| − |A1|), don
 nous avons ε ≥ 2(|A2| − |A1|)− k. De plus
|A2| − |A1| ≥ ΓG(A1) − k, par
e qu'au plus k sommets de ΓG(A1) sont dans S \ A2(où ΓG(A1) est dans le voisinage de A1 dans G). Par la propriété d'expansion, nousavons :

|ΓG(A1)| ≥ |A1|+ d(1 − |A1|/n)|A1|.
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e 
as d(1 − |A1|/n) ≥ 2k. Ainsi |ΓG(A1)| − |A1| ≥ 2k. Don
 |A2| − |A1| ≥ k.Cela donne ε ≥ 0.� n − k
d ≤ |A1| : nous pouvons supposer que Z est 
onnexe (voir les remarques de laProposition 5). Comme les sommets de S sont à distan
e au moins αk et αk > k

d ,
Z 
ontient au plus un sommet de S. En 
onséquen
e i ≥ |A2| − k + 1 + |A1| et
ε ≥ δ(Z)− |A2|+ |A1| − 1. En raison de la 
onnexité de Z et de la 3−régularité, nousavons |A2| > |A1|. Et don
 ε ≥ 0.6.2 Une nouvelle appro
he générale basée sur la robustessedes graphes pour la 
on
eption de réseaux validesDans la se
tion pré
édente, nous avons vu que, dès que n est assez grand et que

k ≤ c log n pour une 
onstante c donnée, des réseaux valides pro
hes d'être minimauxpeuvent être 
onstruits en utilisant des expandeurs. Pour étendre 
es résultats pour desvaleurs plus larges de k, nous dé�nissons une propriété d'expansion lo
ale que nous ap-pelons α−robustesse (voir [CRVW02, AHK99℄ pour des notions pro
hes). Cette notionest intéressante en elle-même et 
ontient 
omme 
as parti
ulier plusieurs invariants d'ex-pansion 
omme la longueur de bi-se
tion et la 
onstante de Cheeger (voir [Chu97℄). Enl'utilisant, nous présentons i
i une 
onstru
tion d'un réseau−(p, λ, k) valide ave
 3n swit
hspour λ ≤ k ≤ n
7 .6.2.1 RobustesseLa 
onstru
tion de réseaux valides est liée à une propriété plus générale des graphes quipeut être vue 
omme une propriété d'expansion bornée ou propriété d'expansion seulementsur les ensembles de petites tailles. On appelle 
ette propriété robustesse. Étant donné unréel α, l'α−robustesse d'un graphe, rα, est le plus grand entier tel que, pour tout sous-ensemble X ⊂ V de taille |X| ≤ |V |

2 :
δ(X) ≥ min(α · |X|, rα).Pour α = 1, on parle simplement de robustesse. En d'autres mots, si un graphe est

α−robuste, ses petits sous-ensembles ont un fa
teur d'expansion de α, alors que 
es grandssous-ensembles ont juste au moins rα arêtes sortantes.L'étude de la robustesse d'un graphe est une appro
he perpendi
ulaire aux études 
las-sique. Au lieu de re
her
her des graphes de fa
teurs d'expansion maximaux, on �xe l'ex-pansion et on se demande quelle est la taille maximale des sous-ensembles qui la satisfont.Néanmoins 
e problème est lié à des problèmes 
lassiques : il re
ouvre 
elui de la longueurde bi-se
tion (bise
tion-width), étudiée par plusieurs auteurs (voir par exemple [Alo93℄et [MP01℄), qui a de nombreuses appli
ations importantes ; il est bien évidemment lié aux ex-pandeurs et, par exemple, 
omme il existe des graphes de fa
teur d'expansion 1
2(d−2

√
d− 1)
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2(d − 2

√
d− 1), il existe des graphes de robustesse

r 1
2
(d−

√
d−1) ≥ n

2 .On se pose deux problèmes prin
ipaux. D'une part, on aimerait se faire une idée dela robustesse d'un graphe général, 
'est-à-dire exhiber des bornes supérieures en montrantl'existen
e, dans 
ertains 
as, de sous-ensembles qui violent l'α−robustesse. D'un autre 
�té,pour de nombreuses appli
ations, on voudrait être 
apable de trouver des graphes de granderobustesse. De premiers exemples de tels graphes sont bien sûr les expandeurs de fa
teurd'expansion c qui donnent des graphes de c−robustesse maximale, égale à n
2 où n est lenombre de sommets du graphe.En utilisant la méthode du premier moment, appro
he pro
he de 
elle de Bollobás dans[Bol88℄, on peut trouver une borne inférieure pour la robustesse des graphes aléatoires

2k−réguliers. Ainsi, on montre en Se
tion 6.2.2 le théorème suivant,Théorème 22 Les graphes aléatoires 4−réguliers d'ordre n ont une robustesse supérieureà n/14 ave
 une probabilité tendant vers 1 quand n tend vers l'in�ni.Le même type de méthodes donne des résultats pour l'α−robustesse, pour α 6= 1. Ainsi,pour quelques valeurs, on obtient les bornes suivantes.
R1 R4/5 R2/3 R3/5 R11/20 R11/25

n/14 n/5.77 n/3.66 n/3.00 n/2.62 n/2La première 
orrespond au premier théorème et la dernière dit simplement que les graphesaléatoires 4−réguliers ont asymptotiquement un fa
teur d'expansion d'au moins 11/25.On utilise ensuite les résultats sur la robustesse pour étendre les résultats de bornessupérieures pour des nombres de pannes,k, plus grands. L'idée est de prendre un graphed'α−robustesse k et de 
hoisir les arêtes qui vont re
evoir les entrées et les sorties (souventsous forme de doublons) pour obtenir des réseaux valides pour k = rα. Ainsi, Théorème 23impliqueThéorème 4 Pour k ≤ n
7 , il existe des réseaux−(p, λ, k) valide de taille 3n.Preuve Soit un graphe 4−régulier hamiltonien G d'ordre 2n et de robustesse n

7 . On peutextraire un 
ouplage parfait à partir d'un 
y
le hamiltonien et ajouter un doublon sur
haque arête de 
e 
ouplage. Le réseau résultant est un réseau−(p = n − k, k, k) valide(dire
t par le 
ritère de 
oupe) ave
 3n sommets. Plus généralement, on prouve ainsi quel'on peut, par un 
hoix d'arêtes à bonne distan
e, 
onstruire des réseaux valides pour tout
k ≤ n/2.6.2.2 Robustesse des graphes aléatoires 4−réguliersLe résultat prin
ipal prouvé dans 
ette se
tion est le suivant que la robustesse maximaled'un graphe 4−régulier, Rmax, est telle que

Rmax ≥
n

14
.



130 CHAPITRE 6. RÉSEAUX ASYMPTOTIQUESIl provient dire
tement du théorème suivantThéorème 23 Les graphes aléatoires 4−réguliers d'ordre n ont une robustesse supérieureà n/14 ave
 une probabilité tendant vers 1 quand n tend vers l'in�ni.Ces graphes aléatoires sont obtenus 
omme unions de k 
y
les hamiltoniens [GKW04℄. Lerésultat provient de leurs propriétés et sa preuve est donnée dans la suite.Propriété de 
oupe des graphes de G(k, n)On appelle G(k, n) l'ensemble de tous les graphes d'ordre n qui sont une union de k
y
les hamiltoniens. Il y a n!k éléments dans G(k, n). On note Gk,n un de 
es éléments. On
onsidère la probabilité uniforme sur 
et ensemble. Le graphe Gk,n a n sommets, est régulierde degré 2k �il peut avoir des arêtes multiples. Avant d'énon
er le résultat prin
ipal de
ette se
tion (Lemme 12), on s'intéresse à 
ertaines propriétés des permutations aléatoires.Lemme 11 Soit π une permutation 
y
lique ave
 n éléments. On note I(s,m) le nombred'ensembles de taille s qui dé�nissent m segments sur le 
y
le asso
ié à π. I(s,m) ne dépendque de la taille de π et
I(s,m) =

(

s− 1

m− 1

)(

n− s
m

)

+

(

n− s− 1

m− 1

)(

s

m

)

=

(

s

m

)(

n− s
m

)(

m

s
+

m

n− s

)

.Preuve Le nombre de façon d'é
rire un nombre t 
omme somme ordonnée de p entiersnon nul est cut(t, p) =
(

t+p−1
p−1

). En partant du sommet 0 du 
y
le, l'ensemble S peut être
odé par deux suites de nombres : la liste ordonnée des longueurs des segments dans S et
elle des longueurs des segments dans son 
omplémentaire S.- Si le sommet 0 appartient à S, alors S est asso
iée à exa
tement m segments sur le
hemin qui ont tous une longueur d'au moins 1 et S est asso
ié à m+ 1 segments quiont tous une longueur d'au moins 1 à part le dernier qui peut être de longueur 0. Speut don
 être 
odé en divisant |S| −m = n − s −m en m + 1 entiers non nuls. Ily a exa
tement cut(n − s −m,m + 1) façons de le faire. Pour S, on l'é
rit 
ommesomme ordonnée de m entiers non nuls. Il existe cut(s−m,m) =
( s−1
m−1

) possibilités.Le nombre d'ensembles est don
 cut(n− s−m,m+ 1) · cut(s−m,m) =
(

s−1
m−1

)(

n−s
m

).- Si 0 ∈ S, la situation est symétrique. Il su�t de rempla
er s par n − s. On a don

cut(s−m,m+ 1)cut(n − s−m,m) =

(

s
m

)(

n−s−1
m−1

).Lemme 12 Soit Gn,k un graphe tiré aléatoirement dans Gk,n. Soit S un ensemble de ssommets de Gn,k. On a
P(|Γ(S)| = 2x) =

∏

k1+...+km=x

I(s, ki)/

(

n

s

)k



6.2. UNE NOUVELLE APPROCHE GÉNÉRALE BASÉE SUR LA ROBUSTESSE DES GRAPHES POUR LA CONCEPTION DE RÉSEAUX VALIDES131Preuve Gn,k est 
onstitué de k 
y
les C1, C2, . . . Ck indépendants. Soit mi(S) le nombred'intervalles que S dé�nit sur Ci. On a P[mi(S) = ki] = I(s, ki) et
|Γ(S)| = 2

∑

i=1,2,...m

mi(S).D'où le résultat. Remarquez que la frontière d'un sous-ensemble de Gn,k est toujours paire
ar le graphe est dé�ni 
omme une union de 
y
les.Robustesse des graphes de G2,nOn s'intéresse i
i aux graphes de G2,n formés par deux 
y
les aléatoires. On montre qu'ilsont asymptotiquement une robustesse linéaire, de fa
teur plus grand que n/14 �preuve duThéorème 23. La preuve utilise la méthode du premier moment et s'arti
ule en deux temps :on étudie d'abord les petits sous-ensembles (Lemme 13) puis les grands (Lemme 14).Petits sous-ensemblesLemme 13 Pour n grand, tout sous-ensemble de taille s ≤ n/14 a une frontière de tailleau moins s ave
 probabilité u > 1/2.Preuve Un sous-ensemble S de taille s est dit mauvais si sa frontière est plus petite que s.On appelle W (n, s) la probabilité qu'il existe un sous-ensemble mauvais de taille s ≤ n/14.On a
W (n, s) ≤

(

n

s

)

∑

r≤s/2

∑

m1+m2=r

I(s,m1)I(s,m2)/

(

n

s

)2

.Comme I(s,m1)I(s,m2) ≤ I(s, (m1 +m2)/2), il vient
W (n, s) ≤

∑

r≤s/2
r(I(s, r/2))2/

(

n

s

)

.Comme r ≤ s/2, on a I(s, r) ≤ I(s, s/4).
W (n, s) ≤ W (n, s) ≤ s2

8 (I(s, s/4))2 /
(n
s

)

W (n, s) ≤ s2

2

( s
s/4

) (n−s/4
s/4

)2
/
(n
s

)On utilise maintenant la variante suivante de la formule de Stirling prouvée par Robbins(1955) :
n! =

( n

e

)n√
2πn · eαn , avec

1

12n+ 1
< αn <

1

12n
.D'où

W (n, s) ≤ X(n, s) :=
s3s(n− s)3n−3s

(s/4)s(3s/4)3s/2(n − 5s/4)2n−5s/2nn
· β,
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16(n−s)

√
s(n−s)

3π
√

2πn(4n−5s)
· eγ ave
 γ := 3αs + 3αn−s − 4αs/4− 2αn−5s/4−αn et αi est un réelde l'intervalle [1/(12i + 1), 1/(12i)]. Posons n = as. On obtient

X(n, s) = g(a)s · β,ave

g(a) :=

(a− 1)3(a−1)

1/4 · (3/4)3/2 · (a− 5/4)2a−5/2 · aa .La fon
tion g est une fon
tion dé
roissante de a et g(13.80) =... Don
 g(14) < 1.- Pour s ∈ [− 4 logn
log(g(14)) ,

n
14 ], on a

X(n, s) ≤ C · 1

n4
β = O

(

1

n2

)

.Et don
 W (n, s) ≤ C · 1
n2 pour une 
onstante C.- Pour s ≤ − 4 logn

log(g(14)) , on a a > C · n/ log n pour une 
onstante C. On a don

X(n, s) ≤ C(n/s)−s/2 · β.Pour s ≥ 4, on a don
 X(n, s) ≤ C · 1/n. Pour s = 1, 2, 3, W (n, s) = 0 
ar le graphea une 
onne
tivité de 4 ave
 probabilité 1.On a don
, pour n grand,

∑

s≤n/14
W (n, s) ≤

∑

− 4 log n
log(g(14))

≤s≤ n
14

X(n, s)+
∑

s≤− 4 log n
log(g(14))

X(n, s) < C ·n· 1

n2
+C ·log(n)· 1

n
<

1

2
.Grands sous-ensemblesLemme 14 Pour n grand, tout sous-ensemble de taille n/14 ≤ s ≤ 13n/14 a une frontièrede taille au moins n/14 ave
 probabilité u > 1/2.Preuve Un sous-ensemble plus grand que n/14 est mauvais si sa frontière est plus petiteque n/14. Soit W ′(n, s) la probabilité qu'il existe un sous-ensemble mauvais.

W ′(n, s) ≤ ∑

i≤n/28
∑

k1+k2
I(s, k1)I(s, k2)/

(n
s

)

W ′(n, s) ≤ (n/14)2

8 I(s, n/56)2/
(

n
s

)

.En dé�nissant, pour 1/14 ≤ a ≤ 1− 1/14,
δ(a) :=

(

(

a·n
n/56

)((1−a)n
n/56

)

)2

( n
a·n
)
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rire
W ′(n, an) ≤ 1

8

( n

14

)2
δ(a).En utilisant les mêmes méthodes que pour les petits sous-ensembles, on obtient

W ′(n, an) ≤ h(a)nβ′,où β′ est une fon
tion rationnelle de n et a, et h est dé�ni 
omme suit
h(a) :=

a3a(1− a)3−3a

(1/56)1/14(a− 1/56)2a−1/28(1− a− 1/56)2−2a−1/28
β′.Comme h(1/14) < 1 et que h est une fon
tion dé
roissante, il vient

W ′(n, an) ≤ h(1/14)nβ′.Comme β′ est rationnelle, pour n grand, W ′(n, an) ≤ 1/2n. Et don

∑

n/14≤s≤13n/14

W ′(n, s) <
1

2
,
e qui prouve le lemme.6.3 Bornes InférieuresDans 
ette se
tion on partitionne les swit
hs selon leurs nombres d'entrées et de sorties(représentés respe
tivement par des �è
hes → et de petites boites �) 
omme montré dansla Figure 6.3 : S, Si, So, Vi, Vo,D et T . Par exemple, un swit
h v est dans D si i(v) =

o(v) = 1. Rappelez vous que nous avons appelé doublon un tel swit
h et qu'un swit
h quin'est pas un doublon est appelé R-swit
h. Des appli
ations dire
tes du 
ritère de 
oupemontrent qu'il n'existe au
un autre type de swit
hs dans un réseau valide et que, dès que
λ ≥ 1, les swit
hs de type T ne sont plus autorisés. On rappelle la 
onvention de notationqu'une lettre minus
ule indique la 
ardinalité de l'ensemble désigné par la lettre majus
ule
orrespondante.Trois équations fondamentales lient 
es types de swit
hs : l'Équation 6.1 (équation departition des swit
hs (swit
h partition equation)) qui 
ompte le nombre N de swit
hs duréseau, l'Équation 6.2 (équation des entrées (input equation)) qui 
ompte le nombre d'entréeset l'Équation 6.3 (équation des sorties (output equation)) qui 
ompte le nombre de sorties.

N = s+ si + so + d+ vi + vo + t (6.1)
p+ λ = si + 2vi + d+ t (6.2)
p+ k = so + 2vo + d+ 2t (6.3)
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DViS Si So Vo TFig. 6.3 � Types de swit
hsDans la Se
tion 6.3.1, nous prouvons un théorème préliminaire fondamental, le Théo-rème 5. Son point prin
ipal est que N(p, λ, k) ≥ 3

2n + d
2 − ε(n) (où ε(n) tend vers zéroquand n tend vers l'in�ni). Des appli
ations dire
tes de 
e théorème donnent des bornes in-férieures pour les réseaux généraux et simpli�és (Théorèmes 6, 7). En Se
tions 6.3.4 et 6.3.5,nous avons réussi à obtenir une meilleure borne de n + 2
3n − ε(n) dans deux 
as : quand

λ tends vers l'in�ni (Théorème 8) et quand 
ertains types de swit
hs ne sont pas permisdans les réseaux (Théorème 9). En Se
tion 10, nous montrons que la borne peut même êtremontée à n + 3
4n − ε(n) pour d'autres réseaux en utilisant des arguments de majorité surdes graphes bi-partie : étant donné un graphe bi-partie (A,B,E) ave
 B partitionné endeux sous-ensembles B0 et B1, si, pour tout ensemble X de petite taille (≤ k) nous avons

b0(X) ≥ b1(X), alors nous avons pour le réseau tout entier bo ≥ 2b1 + ǫ(k).6.3.1 Théorème Préliminaire FondamentalL'idée est i
i de dé
ouper le réseau en grands et petits 
omposants. On 
onsidère 
haqueensemble 
onstitué d'un grand 
omposant et des petits qui lui sont adja
ents. On utilisealors le 
ritère de 
oupe pour obtenir des équations qui lient les di�érents types de swit
hs àl'intérieur, nous donnant une information lo
ale sur les 
on�gurations possibles des swit
hs.Ensuite, on utilise l'existen
e d'une quasi-partition du réseau 2 pour obtenir une borne pourle réseau entier.De�finition 3 (q-quasi-partition, voir [DHMP06℄) Soit G = (V,E) un graphe et q unentier positif. Une q-quasi-partition de G est une famille Q = {A1, A2, . . . , Am} de sous-ensembles de V , telle que :(i) pour tout 1 ≤ i ≤ m, le sous-graphe G[Ai] induit par Ai est 
onnexe ;(ii) pour tout 1 ≤ i ≤ m, q
2 ≤ |Ai| ≤ q ;(iii) V =

⋃m
i=1Ai et ∑m

i=1 |Ai| ≤ |V |+ |{Ai, |Ai| > 2q
3 }|.Lemme 2 [ [DHMP06℄℄ Soit q un entier positif et G un graphe 
onnexe d'ordre au moins

q
2 . Alors G admet une q-quasi-partition.Remarque 1 Si G a plusieurs 
omposants 
onnexes de taille au moins q

2 , en appliquant lelemme à 
haque 
omposant et en utilisant l'additivité des deux 
�tés de l'Équation (ii), onobtient une q−quasi-partition de G.
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Aj

rj

Bj ej

Mj

Nj

Ak

AlAmFig. 6.4 � S
héma de la preuve du Théorème 5Remarque 2 Soit Q une quasi-partition de G (voir le Lemme 2). Soit t = |{Ai, |Ai| > 2q
3 }|et v = |V |. Alors1. m ≤ 2(v+t)

q et2. t ≤ v
2q
3
−1

.De�finition 4 [H-
omposants, petits et grands H-
omposants, H-
omposants ad-ja
ents℄ Soit un réseau−(p, λ, k) et son graphe asso
ié R. Considérons H le sous-graphe de
R qui ne 
ontient que les arêtes de E0. Un H-
omposant de R est un 
omposant 
onnexe de
H. Un H-
omposant est dit grand (respe
tivement petit) s'il a plus que (resp. stri
tementmoins que) q swit
hs, ave
 q le plus grand entier qui satisfait 2(q + (2q + 2)q) + 2 ≤ k − 1.Remarquez que q ∼ √

k
2 . Deux H-
omposants C1 et C2 sont dits adja
ents s'il existe unearête de R reliant un R−swit
h dans C1 and un autre dans C2.Proposition 10 1. Un petit H-
omposant n'a pas d'arête sortante de type E2.
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omposant n'a pas d'entrée à l'intérieur.3. Deux petits H-
omposants ne peuvent être adja
ents.Preuve Soit C un petit H-
omposant. Nous utilisons le 
ritère de 
oupe de la Se
tion 6.1.3à l'ensemble C̃ de N obtenu à partir de C en ajoutant dans N les doublons des arêtes detype E1 et E2 in
identes aux R−swit
hes de C.Comme k ≤ p et |C| ≤ q ≈ √
k

2 , o(C) ≤ k
2 ≤ p, le 
ritère de 
oupe se réduit à

δ(C̃) ≥ i(C̃).Soit e1 (res. e2) le nombre d'arêtes sortantes de typeE1 (resp. E2) in
identes aux R−swit
hesde C.- Par dé�nition d'un petit 
omposant δ(C̃) = e1+e2. Nous avons i(C̃) ≥ e1+2e2+i(C).Ainsi par le 
ritère de 
oupe, on obtient e2 = 0, 
e qui prouve 1), et i(C) = 0, 
e quiprouve 2).- Soit C ′ un autre petit H−
omposant. Si C et C ′ sont reliés par f ≥ 1 arêtes, alorssoit W = C̃ ∪ C̃ ′, nous avons i(W ) ≥ e1 + e′1 − f et δ(W ) ≤ e1 + e′1 − 2f et don

δ(W ) < i(W ) 
e qui donne une 
ontradi
tion.Théorème 5 Dans un réseau N valide ave
 k ≤ n

2 , nous avons
N(p, λ, k) ≥

(

3

2
n− (k − λ)

)(

1− 7

2
√
k

+O

(

1

k

))

+
d

2

(

1 +
7

2
√
k

+O

(

1

k

))où n = p+ k.Preuve Selon le Lemme 2 et la Remarque 1, l'union des grands H−
omposants de Radmet une q-quasi-partition Q = {A1, . . . , Am}. Don
 
haque Aj est 
onnexe et de taille
q
2 ≤ |Aj | ≤ q.Entre toutes les arêtes ave
 doublons, on distingue :� les arêtes de type R reliant un Aj et un petit H−
omposant,� 
elles de type M entre deux Aj et Ak distin
ts et� 
elles de type N à l'intérieur d'un Aj .Nous introduisons l'ensemble Bj 
omprenant Aj et tous les petits H−
omposants quilui sont adja
ents. Soit- rj le nombre d'arêtes reliant Aj et ses petits H-
omposants,- ej le nombre d'arêtes sortantes des petits 
omposants de Bj ,- Mj le nombre de doublons sur les arêtes de type M et



6.3. BORNES INFÉRIEURES 137- Nj le nombre de doublons sur les arêtes de type N .Comme deux petits 
omposants ne peuvent pas être adja
ents, remarquez que toutes lesarêtes rj et ej sont de type R.Appliquons maintenant le 
ritère de 
oupe à Bj
δ(Bj) + o(Bj)−min(k, o(Bj))−min(i(Bj), p) ≥ 0.Comme k ≤ n

2 , nous avons i(Bj) ≤ p. Nous montrons d'abord que o(Bj) < k. Pour
o(Bj) ≥ k, le 
ritère de 
oupe se réduit à δ(Bj) ≥ k. De plus Aj est 
onnexe et de taille pluspetite que q. Il a don
 au plus 2q+ 2 arêtes sortantes et le nombre de petits H-
omposantsde Bj est au plus 2q + 2. Comme la taille d'un petit H−
omposant est plus petite que q,le nombre de sommets de Bj est au plus q + (2q + 2)q. Don
 le nombre d'arêtes sortantes
δ(Bj) est au plus 2(q + (2q + 2)q) + 2. Le 
hoix de q donne

k ≤ δ(Bj) ≤ 2(q + (2q + 2)q) + 2 ≤ k − 1,une 
ontradi
tion.Don
 o(Bj) < k. Le 
ritère de 
oupe est maintenant équivalent à δ(Bj) ≥ i(Bj). Pourdes raisons de 
larté, la référen
e à Aj est omise dans la pro
haine équation et ainsi, parexemple, ej = ej(Aj). Nous avons δ(Bj) = δ′(Bj)+ ej où δ′ est le nombre d'arêtes sortantesde Bj in
identes à Aj . En utilisant les dé�nitions des types de swit
hs, nous avons
δ′ = 4|Aj | − 2e(Aj)− rj − 2Nj − si − so − 2vi − 2vo − 3tComme Aj est 
onnexe, e(Aj) ≥ |Aj | − 1, don
 :
δ′ ≤ 2|Aj |+ 2− rj − 2Nj − si − so − 2vi − 2vo − 3t.Pour le nombre d'entrées dans Bj, nous avons :

i(Bj) = ej + rj +Mj +Nj + si + 2vi + t.Le 
ritère implique alors que :
2|Aj |+ 2 ≥ 2si + so + 4vi + 2vo + 4t+ 3Nj + 2rj +Mj (6.4)Le nombre total de doublons est d. Tous les doublons sont de types R,M ou N . Les doublonsde M sont 
omptés de deux façons di�érentes Aj et Ak. D'où ∑m

j=1Mj + 3Nj + 2rj ≥ 2d.Ainsi, en prenant la somme sur j de toutes les Équations 6.4, on obtient
2

m
∑

j=1

|Aj |+ 2m ≥ 2si + so + 4vi + 2vo + 4t+ 2d.



138 CHAPITRE 6. RÉSEAUX ASYMPTOTIQUESLes équations sur les entrées et sur les sorties (Équations 6.2 et 6.3) donnent 2si + 4vi +
2t+ 2d = 2n − 2(k − λ) et so + 2vo + 2t = n− d. Don


2
m
∑

j=1

|Aj |+ 2m ≥ 3n− d− 2(k − λ) (6.5)La famille {Aj} forme une quasi-partition de R. Soit t := |{Aj , |Aj | > 2q
3 }| et v le nombrede sommets de R. Alors par la Remarque 2, nous avons

m ≤ 2(v + t)

q

t ≤ v
2q
3 − 1Par dé�nition d'une quasi-partition :

m
∑

i=j

|Aj | ≤ v + |{Aj , |Aj | >
2q

3
}| = v + t.En utilisant toutes 
es équations ave
 l'Équation 6.5, 
ela donne

2v

(

1 +
1

2q
3 − 1

)

≥ q

q + 2
(3n − d− 2(k − λ))

2v ≥ n q

q + 2

2q − 3

2q
= (3n− d− 2(k − λ))

(

1− 7

2q + 4

)

.En utilisant N ≥ v + d, on obtient
N ≥

(

3

2
n− (k − λ)

)(

1− 7

2q + 4

)

+
d

2

(

1 +
7

2q + 4

)En�n
N ≥

(

3

2
n− (k − λ)

)(

1− 7

2
√
k

+O

(

1

k

))

+
d

2

(

1 +
7

2
√
k

+O

(

1

k

))

.
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eption : λ = 0 - Borne Inférieure en n + n/2Théorème 6 Dans un réseau valide, R, quand k →∞ ave
 k ≤ n
2 , nous avons

N(p, λ, k) ≥ n+
n

2
+O(

n√
k
).Preuve La preuve est déduite dire
tement du Théorème 5.On obtient une borne serrée dans 
e 
as des réseaux ave
 λ = 0 (voir la borne supérieureen Se
tion 6.1.6).6.3.3 Problème de Con
eption Simpli�é : λ ≥ 1 - Borne Inférieure en 2nThéorème 7 Dans le 
as simpli�é (où les swit
hs de types Si, So, Vi, Vo sont interdits),quand k →∞ ave
 k ≤ n

2 , nous avons
N(p, λ, k) ≥ 2n+O(

n√
k
).où n = p+ k. Plus pré
isément

N(p, λ, k) ≥ 2n

(

1− 7

4
√
k

+O

(

1

k

))

+
3

2
(k − λ)

(

1 +
7

6
√
k

+O

(

1

k

))

.Preuve La preuve se déduit du Théorème 5 et de d = n− (k− λ) (pour le 
as simpli�é).6.3.4 Problème de Con
eption : λ ≥ 1 - λ → ∞ - Borne Inférieure en
n + 2

3
nNous montrons i
i que, quand λ→∞, N(p, λ, k) ≥ n+ 2

3n+O( n√
λ
) (Théorème 8). Toutd'abord, nous donnons une borne sur le nombre de swit
hs de types Vi et Vo en utilisant laremarque suivante :Remarque 3 Quand λ = 0, les swit
hs de type Vi ne sont pas présents dans un réseau−(p, λ, k)valide minimum. Comme montré en Figure 6.5, ils peuvent être enlevés pour 
onstruire unnouveau réseau−(p, λ, k) valide ave
 vi swit
hs en moins.
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Fig. 6.5 � Quand λ = 0, les swit
hs de type Vi peuvent être enlevés.Lemme 3 Quand λ→∞ et k →∞,

{

vi ≤ N − 3
2n− d

2 − k−λ
2 + λO( n√

k
)

vo ≤ N − 3
2 (n− k + λ)− d

2 + k − λ−k
2 +O( n√

λ
)Preuve Imaginons que nous ayons une réseau−(p, λ, k) valide ave
 N swit
hs et vi sommetsde Vi. On obtient un réseau−(p, 0, k) valide en enlevant λ entrées 
hoisies de n'importe quellemanière. Ce nouveau réseau a au moins vi − λ swit
hs de type Vi. Par la Remarque 3, onpeut enlever 
es derniers et obtenir un réseau−(p, 0, k) valide ave
 N − vi + λ swit
hs. LeThéorème 5 donne

N − vi + λ ≥ 3

2
n+

d

2
+
k − λ

2
+O(

n√
k
).D'où le résultat. Un argument de symétrie (dans le sens où l'é
hange des entrées et dessorties donne un réseau−(p, k, λ) valide) donne la se
onde équation.Théorème 8 Quand λ→∞ et k →∞

N(p, λ, k) ≥ n+
2

3
n+O(

n√
λ

).Preuve L'équation de partition des swit
hs et les deux Équations 6.2, 6.3 donnent i
i
N = 2n− (k − λ)− vi − vo − d+ s.Le Lemme 3 donne

N ≥ 2n− (k − λ)− d+ s− 2N + 3n+ d

+O(
n√
k
) +O(

n√
λ

)− 3

2
(k − λ)− λ− k

N ≥ 5

3
n+O(

n√
k
) +O(

n√
λ

)− 5

2
k +

λ

2
.
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eption : λ ≥ 1 - vi = vo = 0 - Borne Inférieure en
n + 2

3
nRemarque 4 Dès que λ ≥ 1, les swit
hs de type W (i(v) = 1 et o(v) = 2) sont interdits.Preuve Preuve dire
te par le 
ritère de 
oupe (εo(v) = 1 + 1− 1− 2 = −1).Quand vi = vo = 0, l'équation sur les entrées (Équation 6.2) devient n = d + si,l'équation sur les sorties (Équation 6.3) devient n = d + so. D'où si = so et l'équation derépartition des swit
hs (Equation 6.1) donne

N = 2n− d. (6.6)Théorème 9 Quand λ ≥ 1 et qu'au
uns swit
hs de types Vi et Vo ne sont autorisés, etquand k →∞ ave
 k ≤ n
2 , nous avons

N(p, λ, k) ≥ n+
2

3
n+O(

n√
k
).PreuveLe Théorème 5 donne

2n− d ≥ 3

2
n+

d

2
+O(

n√
k
)

n

3
≥ d+O(

n√
k
).L'Équation 6.6 donne

N ≥ 5

3
n+O(

n√
k
).6.3.6 Problème de Con
eption : λ ≥ 1 - s = vi = vo = 0, G = (I, O, E)-bipartite - Borne Inférieure en n + 3

4
nThéorème 10 Soit N un réseau de N swit
hs de graphe asso
ié R = (V = A ∪ B,E) telque R est bi-partie, ave
 tous les sommets de A de type So et tous les sommets de B detype Si. Quand λ ≥ 1 et que les swit
hs de types S, Vi et Vo sont permis, on obtient

N ≥ n+
3

4
n+O(

n√
k
).



142 CHAPITRE 6. RÉSEAUX ASYMPTOTIQUESPreuve Étant donné un graphe R = (V = A ∪ B,E) ternaire bi-partie tel que tous lessommets de A ont une sortie et tous les sommets de B ont une entrée. On partitionne lessommets de B en deux ensembles B1, et B0. Un sommet de B1 est adja
ent à une arête detype E1 ou E2, au 
ontraire des sommets de B0.Pour un sous-ensemble X ⊂ A, nous utilisons les notations suivantes : Bi(X) = Γ(X)∩
Bi, i = 0, 1 et bi = |Bi|.Soit X un sous-ensemble de A tel que F (X) = X ∪ Γ(X) est 
onnexe et de plus
6|X| ≤ k. Nous avons don
 moins de k sorties. Pour remplir le 
ritère de 
oupe pour lespetits sous-ensembles (moins que k sorties), il faut

b0(X) ≥ b1(X) − 3 + 3cF (X) (6.7)où cF (X) est l'ensemble d'arêtes de retour du sous-graphe induit par F (X).Notre but est de prouver que 
ela ne peut arriver que si b0 +O( 1√
k
) ≥ 2b1.Soit Y un ensemble de y sommets de B0 tel que Y ∪ Γ(Y ) est 
onnexe. On a |Γ(Y )| =

2y + 1− cF (Y ). Il y a 3y + 3− 3c arêtes sortant de F (Y ), divisées en αy vers des sommetsde type B0 et 3y + 3 − 3c − αy vers des sommets de type B1. On 
onsidère dans G lesous-graphe 
onnexe induit par Z = F (Y ) ∪ (Γ(F (Y ) ∩ B1). On a (6 − α)y + 3 − 3cF (Y )arêtes à l'intérieur de Z. Le nombre de sommets dans Γ(F (Y )∩B1 est don
 (6−α)y+ 3−
3cF (Y )− y− (2y+ 1− cF (Y ))− cZ = (3−α)y+ 2− 2cF (Y )− cZ . Si on pose X = Γ(Y ) dansl'Équation 6.7, on obtient :

(α+ 1)y ≥ b0(X) ≥ b1(X) − 3 + 3cF (X)

≥ (3− α)y + 2− 2cF (Y ) − cZ − 3 + 3cF (X)

≥ (3− α)y − 1− 2cF (Y ) + 2cF (X)où on utilise dans la dernière inégalité le fait que cZ ≤ cF (X) ; par
e que cF (Y ) ≤ cF (X), ona
α ≥ 1− 1

2y
.On 
onsidère tous les 
omposants 
onnexes du graphe induit par B0∪A et on prend une

q-quasi-partition des grands 
omposants pour un q, q = O(k) tel que tous les 
omposantssont de la forme F (Y ) pour un Y sous-ensemble de B0. On 
ompte maintenant les arêtesreliant B0 et B1. Pour un 
omposant D de la quasi-partition ave
 y sommets de B0, ontrouve au moins (3 + α)y ≥ 4y − 1
2 arêtes vers B0 et au plus 2y + 7

2 vers B1 ave
 uneextrémité dans D. Globalement, si m est le nombre de 
omposants, on obtient (à quelquesajustements près dus à des arguments de quasi-partition) 4|A| − m
2 = 3b0 arêtes vers B0 et

2A+ 7m
2 = 3b1 arêtes vers B1. D'où b0 ≥ 2b1 +O( 1√

k
).6.4 Con
lusionDans 
e 
hapitre nous avons proposé des 
onstru
tions de réseaux−(p, λ, k) et donnédes bornes inférieures pour leur taille. Le problème de 
on
eption apparaît dirigé par deux
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ontraintes : une lo
ale qui interdit de petits motifs et un autre liée à une propriété globaled'expansion du réseau. Cela nous a amené à dé�nir un paramètre d'expansion d'un graphe :la α−robustesse. Ce paramètre est une généralisation de l'expansion en arête 
ommune. Enutilisant des graphes de 2−robustesse égal à Θ(log n) nous avons 
onstruit des réseauxsimpli�és quasiment optimaux. De façon similaire, quand k ≤ n
7 , en utilisant des graphesde grande 1−robustesse, on a proposé de bons réseaux. Malgré notre bonne 
ompréhensiondu problème dans le 
as des petites valeurs de k (≤ n

7 ), de nombreuses questions restentouvertes quand k est grand. Par exemple :- Pour un α �xé, trouver des 
onstru
tions expli
ites de graphes ayant une grande
α-robustesse.- Existe-t-il une 
onstru
tion expli
ite donnant des graphes robustes à la manière dunouveau produit Zig-Zag de [RVW02℄ ? Est-
e que le produit Zig-Zag 
onserve larobustesse ?- Quelle est la bi-se
tion maximale d'un graphe 4−régulier ? Dans [MP01℄, il est prouvéque la longueur de bi-se
tion maximale d'un graphe 4-régulier d'ordre n est au plus
2n
5 . Cela montre que l'α-robustesse est < n

2 pour α > 4
5 . Est-il possible d'obtenir desrésultats similaires pour de plus grandes valeurs de α, assurant, par exemple, unerobustesse maximale de n

3 ?- Quel est le nombre minimal de swit
hs d'un n-super-séle
teur (voir [Hav06b, S
h06℄pour des 
onstru
tions) ?Remer
iements. Les auteurs voudraient remer
ier Jean-Claude Bermond, Stéphan Tho-massé et Frédéri
 Havet pour des dis
ussions utiles et stimulantes.



144 CHAPITRE 6. RÉSEAUX ASYMPTOTIQUES.1 La Méthode de Lapla
e pour les SommesDans quels 
as l'utiliser ?Pour 
al
uler une somme de la forme
∑

k

uk(n)ave
 n grand.Il faut aussi que les uk(n) aient une forme de 
lo
he (souvent normale).
k

uk(n)

n �xé mais grandÉtapes de la méthode.1. Déterminer un équivalent de ukmax(n), la valeur maximale des uk(n).2. Déterminer un équivalent de ukmax+l(n)
ukmax(n) .3. Déterminer un domaine 
entral et prouver que la somme sur la périphérie est nulle.4. Cal
uler la somme en l'approximant par une intégralle.Un exemple.On veut 
al
uler Sn, la somme des binomiales. Plus pré
isément, on veut retrouver lerésultat 
onnu.
Sn =

2n
∑

k=0

(

2n

k

)

.1. On sait que (2nk ) est maximum pour k = n et
(

2n

n

)

=
(2n)!

(n!)2
∼ (2n)2n

(nn)2

√
2π2n

(
√

2πn)2
∼ 4n√

πn
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0

(

2n

n

)

∼ 4
n

√

πn

2nn

√
n

2. l �xé :
( 2n

n+l)
(2n

n )
= n!n!

(n+l)!(n−l)! = n(n−1)···(n−l+1)
(n+l)(n+l−1)···(n+1)

= 1(1−1/n)···(1−(l−1)/n)
(1+1/n)···(1+l/n) = exp(ln(1−1/n)+)··· ln(1−(l−1)/n)

exp(ln(1+1/n)+···+ln(1+l/n))

= exp(−1/n−···−(l−1)/n)
exp(1/n+···+l/n) = exp(−1/nl(l−1)/2)

exp(1/nl(l+1)/2)

= exp(− l2

n )vrai si l << n don
 on va dé�nir un domaine 
entral.3.
Sn
(2n
n

) =

n
∑

l=−n
exp(− l

2

n
)On dé�nit un domaine 
entral DC −√n lnn ≤ l ≤ √n lnn. On a

Sn
(2n
n

) =
∑

DC

+
∑

Pet on va montrer que ∑P →
n→∞

0. Si l /∈ DC [maximum à la frontière en √n lnn℄
exp(− l

2

n
) ≤ exp(−(

√
n lnn)2

n
) = exp(−(lnn)2)d'où

∑

P

exp(− l
2

n
) ≤ 2n · exp(−(lnn)2) →

n→∞
0.On a

Sn
(2n
n

) =
∑

DC

exp(− l
2

n
).4. On va utiliser la propriété qu'une somme de Riemann tend vers une intégrale quandson pas tend vers 0.

∑

k par pas de h petits

f(k) ∼
h→0

1

h

∫

f(x)dx



146 CHAPITRE 6. RÉSEAUX ASYMPTOTIQUESAinsi si l'on pose l = x
√
n,∑l∈DC pas de 1 exp(− l2

n ) devient∑x par pas de 1√
n

exp(−x2).d'où
S2n
(2n
n

) →
n→∞

1
1√
n

∫

√
n+lnn

√
n−lnn

e−x
2
dxd'où

S2n
(2n
n

) →
n→∞

√
n
√
π

S2n →
n→∞

√
n
√
π

4n√
πn

= 4n.
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