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1 Informations générales

Mon stage de DEA a été effectué sous la direction de Mér&iegnier au sein du projet
ALGORITHMES! de I'INRIA Rocquencourt du 20 mars au 30 septembre. Les g@sm
de prédilection du projet ALGO sont la conception et I'arsald’algorithmes, le calcul
formel, I'analyse combinatoire et 'asymptotique.

Au cours de mon stage, hous nous sommes tout d’abord $s&s& parcourir un
large domaine de la recherche en bioinformatique. L'étldé&avail des membres de
I'équipe, au premier rang desquels Mireille Régnier][28], Mathias Vandenbogaert
[20] et Edouard Dolley [21] que je tiens tous a remerciengeur grande disponibilité
et leur gentillesse m’'a donné un premier exemple d’apgtinades techniques combi-
natoires aux problemes biologiques. En particulieukiet des mots sous-représentés
dans I’ADN est un terrain propice d’emploi des méthodes@gmees dans mon DEA,
le DEA d’algorithmique et plus spécifiquement lors des sade la filiere combina-
toire que j'ai suivie. Cette imprégnation dans le domaiestspoursuivie au cous de
differentes lectures et présentations comme celles omebtre "Mathematics, Infor-
matics and Genomics” de I'Institut Henri Poincardu 14 Avril au 11 Juillet 2003 ou la
journée de Bioinformatique de I'Ecole de Biologie Indieste de Cergy. Une bonne
partie de mon stage jusqu’a présent a été utiliséesayes de me doter d’'une bonne
culture bioinformatique sur des sujets comme la statistiqes motifs dans I'’ADN
[20], les arbres phylogéniques [22], les transferts deegd12] [13] [14], le polymor-
phisme entre individus [3][22], le séquencage [1][4][2hd’approfondissement de ma
connaissance des théories combinatoires, comme latidis des séries génératrices
[19].

C’est au cours de I'étude d'articles sur des problenessdil séquencage [1][4] et
lors de discussions, notamment avec Michael S Watetmarniversity of Southern
Californie® et Sorin Istrail de Celera Genomfteau sujet des problemes de séquencage
et de polymorphisme, que nous nous sommes orientés velist@peesenté dans ce rap-
port. L'analyse des méthodes de comptage statistiqueags nous a persuadé du fait
que l'utilisation de méthodologies développées danzrtget ALGO s’appuyant no-
tamment sur I'emploi des séries génératrices pouvaitdement améliorer la précision
des calculs et I'efficacité des algorithmes. D’autre gastdiscussions nous ont montré
que cette nouvelle méthode d’analyse pouvait amener deggw dans des domaines
cruciaux comme la détection des répétitions dans Ié&srdifits génomes lors du séquencage
et la détection de polymorphisme qui est une des oriemsiticajeures de la bioinfor-
matique pour ces prochaines années.

Lhttp://algo.inria.fr/

http:/iwww.ihp.jussieu.fr/
Shttp://www.ebi-edu.com/
4http://www-hto.usc.edu/people/Waterman.html
Shttp://www.usc.edu/

Bhttp://www.celera.com/
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Figure 1: Principes de la reconstruction

2 Le Squencage et Introduction des prol#mes

Dans cette section, nous présentons tout d’abord lesipesgénéraux du séquencage
(section 2.1), puis les difféerents problemes qu'il &wa (section 2.2). Ensuite nous
nous attarderons un peu plus en particulier sur les deuXémas que nous traitons
dans ce rapport : celui des répétitions (section 2.3) lei de la découverte du poly-
morphisme (section 2.4).

2.1 Le Squencage

La découverte de I'ADN par Crick et Watson en 1953 a étéavamcée décisive pour la
compréhension du vivant. Mais tout aussi importante dgi®it, cette découverte n'a
été qu’'un pas en avant : I'alphabet de la vie est mainteraamtu, mais quels en sont les
mots et leur grammaire ? Pour pouvoir répondre a cettetignesine étape nécessaire
est de connaitre la séquence génétique des étresvisaan particulier celle, qui pour
des raisons évidentes nous importe le plus : la séquesroetigue de I'étre humain.
Ce programme, qui a aboutit au bout de 50 ans de maturatioe@yptage presque
complet du génome humain, c’'est le séquencage.

L'ADN est formée de deux brins complementaires. Chaquedst une succession
de nucléotides ou bases, organisés en double hélica. duatre types de nucléotides :
A pour adénine, T pour, C pour cytosine, G pour guanine. lmplémentarité entre
les deux brins s’effectue selon la regld :—~ T etC < G. Le but du séquencgage est
de déterminer la succession de bases d’un génome ergtreax®mple, '’ADN humain



est constitué d’environ 3 milliards de paires de basese©tdchniques existantes pour
lire ces séquences biologiques utilisent des machinesapeuvent décoder que de
petits bouts d&00 — 700 paires de bases. Il va donc falloir découper le génome que
I'on veut séquencer en de tels petits bouts. Le problemeuygit ici est qu'il n’est
pas possible de couper bout par bout 'ADN dans I'ordre, pigide séquencer dans
le méme ordre. Les méthodes de découpage s’apparetdédtt  la plongée d'un
plat de spaghettis dans un gigantesque mixeur. Plus préeist, quand on a séquencé
un bout d’ADN, on ne sait pas quelle etait sa position dan®NAde départ. La
solution trouvée a ce probleme fut d’abandonner le sagage. Somme toute, on a
bien vécu jusqu’ici sans connaitre I'ordre des bases dwigie. Ensuite des esprits un
peu chagrins, aidés de la figure 1, ont suggéré de clorg@rieme plusieurs fois, de
couper ces copies aléatoirement en petits bouts lisiblesseite de les reassembler en
utilisant le recouvrement des différentes séquences.

Ainsi ACGGTAAT et
TAATCCTG

auraient de bonnes chances d’avoir des positions voisaresld génome.

Deux grands groupes se sont lancés dans cette granderavjgptagique : I'entreprise
Celera Genomics et le consortium international The Humaro@e Project. Plusieurs
méthodes de séquencage ont été inventées. |l fatihglier quatre phases princi-
pales : dupliquer, couper, lire, reconstruire (voir figuye@’'est la facon de combiner
et d'effectuer celles-ci qui va differencier les diffates méthodes entre elles. Celle que
nous allons étudier a été la plus utilisée au cours derlgue histoire du séquencage :
le sequencage du génome entier glastgun De quoi s'agit-il ?

Lafigure 2 nous en donne les lignes directrices. Les deuxipreaphases s’entremélent.
De la méme maniére que I'on ne peut pas lire une grandeesequd’ADN, on ne
peut pas la recopier. Cependant, si le séquencage diréait gour une taille max-
imum d’environ700 paires de base, le clonage permet, selon la technique eggploy
de recopier jusqu’'®0000 paires de bases. Il faut donc d’abord couper le génome
en bouts de taille moyenne, disons plusieurs dizaines dersitle paires de base, a
I'aide d’enzymes de restriction. Ces bouts de taille mogesont ensuite clonés par
differentes méthodes. Ensuite ils sont redécoup&ms#hutres méthodes, comme
I'envoi d’'ondes, en segments d’environ 500 paires de ba3asse retrouve avec une
gigantesque soupe de dizaines de millions de morceaux d’40&I'ont a enfin pu
lire, mais qu'il faut maintenant réassembler. La quategphase commence ici. Tous
les bouts seront comparés deux a deux...

On sait maintenant que les bases 10830 a 10840 du 7e chromasola bactérie
E. Coli sont AATCGCTTAAAC. Et on peut acheter un T-shirt aleséquence d’'un
chromosome de notre amie la vache. Mais je vais ici vouswvidce ce n'est que
la belle partie de I'histoire. Méme le séquencage dwgémhumain annoncé par les
média généralistes n’est pas complet. Il reste cerf@ioklemes que nous allons voir
maintenant.

http://iwww.ornl.gov/TechResources/Human _Genome/home.html



SEQUENCAGE PAR SHOTGUN DU GENOME ENTIER

Copies du genome provenant de cellules differentes

Decoupage par enzymes de restriction

Clonage

Decoupage par envoi d'ondes sorores

Dizaines de Millions de Sequences de 500 paires de bases

Figure 2: Séquencage par shotgun du génome entier

2.2 Les probkemes de 8quencage

La premiere difficulté rencontrée est, comme nous I'asven dans la section 2.1,
I'échelle de plusieurs milliards de bases des donnéespuigées. Les differentes
méthodes de séquencage répondent a ce probléemelddalisurdeur va rendre problématique
I'algorithmique du séquencage en raison de I'apparitienrdurs sur les séquences au
cours du processus. Plusieurs phénomenes sont a leestrioes erreurs :

e au cours des clonages, de 'ADN étranger est introduit.
e Des mutations entre les difféerents ADN de départ peuveste.
e La machine a séquencer fait assez frequemment des edelgcture.

Dans la suite, nous oublierons les deux premiers typesadiesipour ne considérer
que les erreurs de lecture que nous qualifierons d’errews8aleencage. Nos modeles
considereront souvent un taux d’erreur qui sera typiqutergtre 0.1 et quelques pour-
cents.

En raison de ces erreurs differents types de difficultegennent :

e les procédures d’alignement sont moins précises.
e la précision de la séquence reconstituée n'est pagtezsle.

e — la recherche de I'haplotype d’un individu par séquencagegemt plus dif-
ficile. En effet il va s’agir de distinguer les SNPs (Singleddwtid Polymor-



Figure 3: Répétitions et Séquencage par shotgun

phism) de simples erreurs de séquencage. Nous parlenam$apjjement de ce
probléme en sections 2.4 et 8.

e En particulier, le probleme que nous allons étudier : cemndistinguer les
répétitions presque identiques des erreurs.

2.3 Répetitions et Squencage

Motivation : Bien que souvent modélisée par des modeles de Bernauiédarkov,
I’ADN est tres loin d’avoir une composition aléatoire. [particulier, elle est trés
répétitive. Plus de 30 % du génome est constitué detitapis qui peuvent pren-
dre plusieurs formes : répétitions non dupliquées, litate tandem, transposons,
répétitions dispersées, répétitions en segmendebsomes dupliqués, ...

Par exemple, deux séquences dont la taille peut aller dgugsbases a plusieurs
dizaines de base peuvent se répéter I'une a la suitewted’misqu’a plusieurs centaines
de fois (cas de la figure 3).De telles configurations sontafipdur les differents algo-
rithmes de séquencage. En effet des séquences venatiffemntes parties répétées
vont naturellement étre rapprochées en raison du trealfignement qu’elles auront les
unes avec les autres. Deés lors comment savoir par exempddalaas d’une répétition
en tandem combien de fois les séquences se répetent ?

De tels phénoménes peuvent aussi entrainer des inverdams la séquence re-
constituée : un séquence RXRYR peut devenir la sequeviBXR. Quand les zones
répétées ne sont pas trop grandes (moins de quelquésadizie milliers de paires de
bases), on utilise de grandes séquences d’ADN que I'oneség aux deux bouts. Il
s’agit de “mate pairs”. Ceux-ci donnent des indications dgifpons relatives de bouts
du génome par rapport a d'autres. Quand au contraire gesszamnt trop grandes, il
est impossible d’avoir recours a cette méthode. Nous plagcgrons dans ce cas pour
notre étude.



2.4 Polymorphisme et 8quencage

Quand on dit que le séquencage du génome humain a e#ugfa 99,9%, cela sig-
nifie que les données génétiques communes a I'esp&oaihe sont maintenant a dis-
position. Mais les individus d’'une méme espéece ne sonti@as identiques. Ces
differences sont codées dans leur génome. Et en faitlsctare du génome humain
est une avancée déterminante dans la voie de la connegsdarvivant, ce n’est avant
tout qu’une étape pour déterminer I'etendue du polyrhimmme génétique au sein de
'espece humaine. En effet ce sera grace a cette commasgjue I'on pourra com-
prendre pourquoi certains individus résistent mieuxrdagees maladies qu'a d’autres
par exemple, et ainsi trouver des principes de développedeemédicaments. Ainsi
I'étude du polymorphisme est le probleme chaud du momesfieg prochaines années
en bioinformatique.

Mais c’est un probléme coliteux : faire le sequencage&home d’un individu
est déja tres long et tres colteux. Dans le cas de larelch des polymorphismes,
il va s’agir du séquencage de plusieurs individus. Pommimlier les colts, I'idée est
d'utiliser des données déja produites et d'utiliserspdfficacement celles a venir. Il va
s’agir de rechercher le polymorphisme a partir des dosdéeséquencage [3].

Le principe est le suivant : I’ADN séquencé provient desgsade chromosomes
d’'un individu. Un des chromosomes vient de la mere et lauatn pere. Ces deux
versions different en quelques endroits. On appelle SHBr(Bingle Nucleotide Poly-
morphisme) une position du génome d’une espce pour lEgdéférents individus
peuvent avoir des bases difféerentes. Pendant le mujti@thent des séquences, au
lieu de distinguer entre erreurs de séquencage et elifters réelles entre des zones
répétés pour séparer les répétitions, on peut esssgien le méme principe de dis-
tinguer entre erreurs de séquencage et SNPs pour sépgétome venant du pére de
celui venant de la mére. On pourrait ainsi construire uns-garte des emplacements
des SNPs a partir de séquencages déja produits.



3 Les methodes statistiques pour traiter les gpétitions

Les prochaines sections (3, 4, 5) traiteront spécifiquéfegarobleme des répétitions.

Dans cette section, aprés avoir donné des principesrgér sur les méthodes statis-
tiques (3.1), nous allons exposer une méthode partreu(i&2) et présenter les for-

mules et résultats qu’elle peut obtenir (3.3).

3.1 Geéreralité et Principes

Differentes méthodes ont été envisagées et utsipéer traiter ce probleme de répétitions,
comme la cartographie du génome ou l'utilisation de “maties). La classe de solu-
tions que nous allons étudier est celle des méthodestiags.

Ces méthodes utilisent la constatation que les zoneditigps du génome ne sont
pas en fait absolument identiques. En raison de phénar@dmenutation au cours
de I'évolution, les zones répliquées se distinguentges differences de bases qui
en représentent quelques pourcents. La détection gésitiéns va donc se faire en
essayant de distinguer ces differences réelles entredels d’avec celles générées ac-
cidentellement par le processus de séquencage. Pouonealanstruit des alignements
multiples de reads constitués de tous les reads qui sepenbde facon a utiliser an-
tant d’information que possible quand on analyse une rediadée essentielle ensuite
est que les differences réelles entre les répétiti@uyent &tre distinguées des erreurs
de séquencage par le fait que les erreurs sont dististaiéatoirement contrairement
aux differences réelles.

Ce principe a été utilisé dans des travaux récents cofhhf2] [4] [6] [7] [5]. Les
méthodes ensuite different par les algorithmes usilg&ur prendre ces analyses statis-
tiques et aussi par les choix pour mener a bien celles-aisNwons choisi d’analyser
plus en profondeur celle employée M. Tammi, E. Arner, TtBritet B. Andersson dans
leur article “Separation of nearly identical repeats intghia assemblies using defined
nucleotide positions, DNPs” [1] car elle est actuellemanplus accomplie et donne
des résultats de simulation satisfaisant.

3.2 Meéthode et Algorithme de Tammi and all

Dans cette sous-section, il sera souvent utile de seer&ida figure 4 pour se faire une
image de la méthode et des difféerentes notions introsluitebase de consensdaine
colonne est définie ici comme la base la plus frequente deltanne. Lesolonnes
candidatesont celles ou I'on observe des déviations du consensiiseds déviations
contiennent au moin®,,,;,, bases du méme type, appgype de base candidaCes
derniers sont candidats a venir d’'une autre répétitiog&home.

En raison du taux de couverture, du taux élévé d’'errearsédjuencage, les distri-
butions calculées sur une seule colonne candidate ne esmtgrmettre de distinguer
srement entre erreurs et difféerences . Par contre celgpsssible en considérant les
coincidences entre les déviations entre deux colonnedidates (voir figure 5). Re-
marquez que cela implique qu’au moins deux differencessqirésentes dans un read
pour pouvoir étre détectées avec cette méthode. Mest uhe contrainte nécessaire et
réaliste en pratique (1% de taux de mutation) et on la regaans les autres travaux

10



colonne candidate

t S u \%
sequence
A G c T
C Cc C T
A G A G
C Cc C T
taux de couverfure = 8 A G C G
A T A A
A G T T
A C A G
A G c T
base de consensus C A G

type de base candidat

Figure 4: Mots clés : multi-alignement, séquences, cauve, base de consensus,
colonnes candidates, type de base candidat.

comme, par exemple, [4]. L'algo va donc repérer pour chaguki-alignement les

colonnes candidates et quand il en trouve deux il calculedbagbilité d’observer par
chance leurs coincidences. Si elle est en dessous d’ernceetal, on considére que
I'on est en présence de répétitions a séparer.

Les auteurs évaluent les performances de leur algorithreerilant des sequencages
par shotgun de difféerentes séquences aléatoires cmttdas répétitions en tandem de
longueur typiqguement 2000 paires de bases. Leurs mésriset le taux d’erreurs
(faux positifs) et la sensibilité (taux de vrais positi&perés).

3.3 Deéfinitions et Formules

Considérons deux positions fixées, u et v, dans un mudfirament de k séquences
recouvrant a la fois u et v. Notons la base en position u (résge la j-eme séquence
a, ; (resp.a, ;). Soitl, ; lavariable indicatrice de 'événement que la base ertiposi

u du read j dévie du consensus et est d'un type de base casp@tifique. Les proba-
bilitesp; (I.,; = 1) etg; (I,,; = 1) sont calculées a partir des valeur de qualité Phred
[6]. Le nombre total de déviations en position u est n¥tg= 2?21 I.;. I, ; etN,
sont définis de fagon similaire. Sdit = I,, ;I, ; la variable indicatrice d’une coinci-
dence pour la j-eme séquence, c’est-a-dire que les desitigns dévient du consensus
pour la sequence j. Enfin le nombre total de coincidencesmst:

C=>1L=> L;L;

j=1 j=1

11
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Figure 5:Etude des coincidences : erreur de séquencage ou difiEseéelles ?

Les auteurs donnent un test pour savoir si les coincidercegsrat par chance et
non pas systématiquement, ce dernier cas indiquant quosons u et v contien-
nent des informations sur des differences entre zonestéép et non pas juste des
erreurs de séquencage. lIs calculent la distributiom@g®e de C sous I'hypothése
gue les déviations par rapport au consensus apparaissépendamment. En effet, le
principe de base de ces calculs est de se placer sous debdsgmt’indépendance, de
calculer la probabilité de se retrouver dans une situgiamticuliere et de déterminer
si elle est suffisamment faible pour rejeter I'hypothesedEpendance.

Les auteurs calculent la distribution de C sachapt = n, et N, = n,, Soit
sachant le nombre de déviations par rapport au consenguean positions. lls se

placent dans deux cas :
1 Casuniformep; =po=...=pr=q1 =q¢2 = ... = qx

2 Cas général biaisé ou lpset g; sont differents

12



3.3.1 Cas uniforme

Pour le cas ol le; etg; sont tous égaux entre eux, on peut obtenir une formule par
une analyse standarde de comptage.

Proposition 3.1
Ty k —ng
(™)

(F)

u

P(C =z|N, =ny, Ny, =n,) = ,0<2<n,,0 < ny—x < k—n,

Preuve :

pb : placem,, déviations en colonne u &f, en colonne v avec x coincidences.
nb total de placements (kn,).(kn,)

Pour un placement des, déviations :(n,x).(k — nyn, — x)

donc en tout : nb de placements avec x coinciden¢gs,;).(n,z).(k — nyn, — )
D'ou

(kny)(npx)(k — nyny, — )

P(C = z|N, = ny, N, = n,) = (kny) (kny)

,0< 2 <1y, 0 <ny—z < k—n,

3.3.2 Cas @néral biaisé

Dans le cas ou lep; et ¢; sont differents, les auteurs approximent la distributien
C sachantv, = n, et N, = n, par une distribution de Poisson de paramétre et
d’espérance :

k
NupPj Nyqj
E(C|Ny = 1, Ny = ny) = Z , x :
i=1 nup; + AP (1 —py)  nug; + AP (1 q5)

13



4 Analyse de I'Approximation Poissonienne

Dans cette section, nous analyserons tout d’abord les foedts théoriques de I'approximation
de Poisson présentée en section 3.3 (4.1) et ensuiteavaligeions les performances
obtenues en l'utilisant (4.2).

4.1 Analyse treorique

Les auteurs présentent leur analyse statistique sanstiiguautrement que par des
généralités et emploi de mots clés comme par exemplerteqmation par distribution
de Poisson”. Il n'est ni question de recherche du domaineatidite, ni énoncé d’'un
guelconque theéoreme mais plutdtd’un appel a I'indolgeedes formules mathématiques
que nous ne laisserons pas passer ;0). Nous allons dis@isgpoints :

e approximation deP(C' = x)
e approximation d&P(C' = z|N, = n N, = ny)

e calcul de I'espérance

4.1.1 approximation deP(C = x)

L'approximation de la distribution d2(C = x) par une loi de Poisson est justifiée par
le résultat mathématique quine distribution binomesdebien approximé par une loi
de Poisson sous certaines conditions.

[[mettre le theoréme exact avec les conditions]]

La probabilite d’avoir un coindidence sur une séqueergagtp;q; et celle de ne
pas en avoir 1 p;¢;. En prenant pour hypothése que Jgset g; ne sont pas tres
differents les uns des autres, on peut considérer étre ulae situation modélisée par
une loi binomiale de parametrg3 et k.

Ici les valeurs de p et g sont bien supposées petites (tgpigut de I'ordre de 0,1
ou moins).

Donc [[sur certains domaines... a definir]]

On peut raisonnablement supposer que la distribuff¢@ = x) peut étre ap-
proximée par une loi de Poisson.

4.1.2 approximation deP(C = z|N, = n,N, = n,)

“On the other hand, the conditioning v, and N,, only introduces weak dependen-
cies, wich implies that a Poisson approximation shouldlIstilsatisfactory” Une telle
déclaration si elle appelle des justifications mathémuets qui ne sont pas présente
dans l'article, devrait au moins appeler une étude de w@ldke I'approximation par
des résultats “expérimentals.”
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4.1.3 calcul de I'esprance

Dans le cas d’erreurs de séquencage, on peut raisonnatilsupposer que les vari-
ables aléatoire$l, ;} sont indépendantes. En effet, 'apparition d’ une erreure
read;j ne depend pas des erreurs presentes sur les autres readsiabted, ; prend
les valeurd et0 avec les probabilitgs; et1 — p;.

Les auteurs définissent les variablés = ", I, ; et N = Zi# I,; =Ny, —

I, ;. lls approchent les distributions d€, et Nﬁj) par des distributions poissoni-
ennes. Le parametre d’une loi de Poisson étant I'espérde la variable aléatoire,

les parametres,, et A\ de N, et N sont posés ’egaufo:1 p; et Ele Di — Dj
respectivement. Nous étudions ci-dessous la validéérique de cette hypothese.

Nous rappelons d’abord quelques propriétés de la loi desBo.

Théoreme 4.1 Soit(X;);c; une famille de variables @htoires in@épendantes et suiv-
ant des lois de Poisson de paratre \;. Alors la variable aéatoire) ., X; suit une

i€l
loi de Poisson de paraétre) ., \;.

Preuve :
La preuve se base sur les deux propriétés suivantes:

1 Latransformée det Laplace d’'une v.a. X suivant une loi ded®o de parametre
Mestdy(t) = eMe —1 (et c’'est caractéristique d’une loi de Poisson).

2 Si X etY sontindépendantes, alors:
Qx,+x, (t) =ox,.Px, -

La premiére propriété se prouve par :

x(t) = Ble™X] = X232 P(X = k)et® = 3% dre et = e A 300 G =
6_)‘.€>\'6t _ e)\(et—l)_

En utilisant ces deux propriétés, on obtient la sérigégatrice de la somme :

CPZ . (t) = He’\i(et*l) = e(ziel Ai)(ef=1)
ier "

el

On suppose ici qu@\]qﬁj) suit bien notre loi de Poisson. La série génératrice de
probabilité dev,, = N 4 I;, est, du fait de I'indépendance des variables aléatoires

On, (1) = Pyo(t).Prq
() (ef
= T (pet + (1= pja))
GAELJ)(et_l),(]_ +pj,u(et _ 1))
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En utilisant le développement de Taylor de I'exponerdief® = 1+x+22/2+...,
on obtient:

) = gy - 1) + 003, E 2
On a alors
Py, (t) = A (" =1)+pj(ef~1) +O(p?.(et ; 1)2)
= AP (g +O(p?.(et = D)
Soit:
Oy, (1) = ™01+ O(p?.@))

On obtient donc ici une estimation de I'erreur d’'une depé&s$alu calcul de I'espérance
de P(C = z|N, = ny, Ny, = ny).

4.2 Evaluation des performances

Principe. Lanalyse théorique de I'approximation poissonienne emfant les
faiblesses de sa justification nous a amené a essayeedbdurer les performances. Le
principe est de se placer dans le cas particulier ojpjext ¢; sont égaux entre eux
(cas uniforme) pour pouvoir ainsi comparer les distribugidlonnées par la méthode
combinatoire exacte 3.3.1 et par I'approximation 3.3.2a@eus donnera une mesure
des performance de I'approximation.

Protocole. Nous allons comparer la distribution dé sachantv,, et N, pour
differentes valeurs dé,p et ¢, c'est-a-dire que l'on calcule la probabilife(C =
x| Ny = ny, N, = n,)pour differentes valeurs de n,,n,. Pour chaque valeur de k
(on rappelle au lecteur qu’il s’agit du nombre de séquedcesulti-alignement), on
obtient trois matrices avecvariant de) é% en colonne et,, variant ded ag en ligne.
Pour pouvoir exposer nos résultats de facon lisible sausdale matrices, on prendra
n, = n,. La premiere matrice donne la distribution calculée pankthode exacte, la
seconde celle calculée par I'approximation. La troigamous donne un pourcentage
de différence entre les valeurs des deux premieres.

Calculs

e Pour le calcul exact, on utilise la formule donnée en 3.3.1.

e Pour I'approximation, on a vu en 3.3.2 que la distributiorCdeachantv,, = n,,
et N, = n, est approximée par une distribution de Poisson de paransét
d’espérance:

k
Ny Pj NvQqy
E(C|Ny = 1, Ny =) # ) o) % o}
j=1 MupPj + Aa (1 - pj) Nyq; + A (1 - Qj)
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Quand on se place dans le cas otlgst g; sont égaux entre eux, la formule se

simplifie :
knyn,p?
E CNu :Tlu,Nv = Ny
@l ) X G - D) x (mp T p— DA —p))
kn,n,

(nu + (k= 1)1 =p)) x (ny + (k= 1)(1 = p))

On sait que I'espérance d’une loi de Poisson est aussi samgére.
Onadonc:

_ _ E(C|N, = N, = z
P(C = z|Ny = ny, N, = n,,) = e~ BCINu=n, No=no) o (CIN, m:, v =) .
xZ.
e Pour le pourcentage de difféerence, on calctig™s. Ce qui explique que I'on
peut obtenir des valeurs négatives.

Résultats.Nous ne présentons ici que les résultats obtenusipeu8. En annexe,
nous fournissons des résultats complémentaires, lescasmpour des valeurs dede
4 et 16. Ici,p = ¢ = 0,1. Voici un exemple de lecture des matrices : pour k = 4,
P(C=1|N,=2,N, =2) =6.6667 10",

Méthode de comptage :

1. 0. 0. 0. 0.
8.750010"1  1.2500107% 0. 0. 0.
5.357110"!  4.2857107' 3.57141072 0. 0.
1.785710~ 1 5.3571107! 2.678610°! 1.78571072 0

1.42861072 2.2857107! 5.1429107! 2.2857107! 1.42861072
Approximation de Poisson :

1. 0. 0. 0. 0.
8.60601071 1.2920107' 9.6975107% 4.852710"% 1.8212107°
6.284410~1  2.9192107' 6.77991072 1.049810"2 1.2191107°
4.349810"!  3.6210107' 1.5072107' 4.18231072 8.7040107°
2.992410”1 3.6104107' 2.1780107! 8.75931072 2.64211072

Pourcentage de difference :

0.0 0 0 0 0
—1.645371577 3.356336880 0 0 0
17.30951370 —31.88589712 89.83753462 0 0
143.5861314 —32.40759445 —43.73160829 134.2076659 0
1994.651906 57.95282543 —57.65029344 —61.67808622  84.94504519

[[commenter les matrices]]
[[domaine de validites]]
[[matrices de differences en pourcentage]]
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5 Notre méthode : utilisation des €ries ¢enéeratrices

Comme le démontre I'analyse de la section 4.1 et I'évadnades performances de
la section 4.2, I'approximation poissonienne ne donne pagsultats précis dans de
nombreux cas. Nous allons donc introduire dans cette seatie nouvelle méthode
de calcul fondée sur l'utilisation des séries généres:. Il s’agit non plus d’'une ap-
proximation mais d’'un calcul exact comme dans le cas de adta combinatoire
simple, mais qui, contrairement a cette derniere, pedagirendre en compte le cas
non uniforme (c’est-a-dire avec dgspas tous identiques).

Nous allons exposer la méthode (5.1), analyser sa conplgsur savoir si elle est
applicable a notre probleme (5.2), et montrer commentveir ane implémentation
algorithmique efficace en Maple (5.3).

5.1 Principe

Notre but est de déterminer la distribution des coincigsnentre les déviations du
consensus des colonnes u et v sachant le nombre de cedaiesviddous allons tout
d’abord exprimer cette distribution en fonction de coeffits de séries génératrices,
puis donner une forme pour calculer ces derniéres.

Definition 5.1 Soits(u, v, z) la serie gerératrice de probabiliés comptant les&liations
du consensus sur la colonne u, lésvéhtions du consensus sur la colonne v et les co-
incidences:

s(u,v,2) = Z P(C =z, Ny = ny, Ny = ny)uo™ 2" . 1)

LMy, Mo

On notes(u, v) la série s(u, v, 1).

De
P(CZLE,NUJ :nu7NU :nv)
P(C = N’u.: u,NU: v) =
( I| n n ) P(Nu =Ny, Ny = nv)
et
[u”“v"“]s(u,v, 1) = P(Nu = nu,Nv = nv) )
on déduit

[zZu 0™ ]s(u, v, 2)

P(C - $|Nu = M Nv - nv) - [unuvnu]s(u v ].)

Proposition 5.1 La strie gerératrice s(u, v, z) satisfait:

k

s(u,v,2) = H(piqiuvz + 1 =p)A—q)+pi(1l—qlu+ (1 —pi)gv) (2)

On obtients(u, v) en prenant = 1 dans cette formule.
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preuveLa variable u (resp. v) marque une déviation sur la colonfresp. v) et la
variable z marque une coincidence. Pour la séquence i on@ do

e une coincidence avec probabiljig;; marquée par uvz

e une déviation en u et pas en v avec probabiljté — ¢;) marquée par u
e une déviation en v et pas en u avec probabflité- p;)g; marquée par v
e pas de déviation avec probabilite— p;)(1 — ¢;)

Ensuite prendre I'union de ces événements pour la ségueavient a faire la somme
de ces mondmes et prendre l'intersection sur les ségaenpeendre le produit des
séries génératrices. .

Remarque 5.1 On obtient facilement la formule dans le cas uniforme :

s(u,v,2) = (pPuvz + (1 — p)® + p(1 — p)(u+v))*

5.2 Complexie

[[le nombre de termes est exponentiel...]]

5.3 Algorithmique et Maple

Comme souligné en section 5.2, le nombre de termes de naltel @st exponen-

tiel en k, le nombre de séquences. Il est impossible d’abtkrs résultats dés que k
dépasse 10 si on essaie pas d'optimiser 'implémentatidiiaple. Il existe differentes
méthodes pour diminuer les temps de calculs, comme

e éviter les calculs redondants grace a

— la mise en mémoire des sous-formules sous forme formelle.
— la mise en mémoire des sous-calculs sous forme numérique.
— I'emploi de mtéthodes de substitutions.

e éviter les calculs inutiles grace

— au troncage des calculs
— au choix des bornes

e jouer sur I'ordre des calculs
e étudier les termes négligeables.

. Dans cette sous-section nous présentons, I'idée dedeasetre algorithme qui per-
met d’éviter de nombreux calculs redondants par I'utii@ades notations et du lemme
suivants :
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Mondme | Coefficient
90 1
g1 01
g2 —1/202 +1/20%
g3 1/30’3—]./2020’14—1/60':13
ga —1/404 + 1/30301 + 1/805 — 1/40o20% + 1/2407
g5 1/505 — 1/40401 — 1/60302 + 1/60301 + 1/80301 — 1/12030% + 1/12007

Table 1: Coefficients de P(t)

Notation: Soienta etb deux entiers, efp;)1<i<r €t(gi)1<i<kx. On note:

oap({pi}, {ai}) Zplfé’ ,

et

{pl Z pi -

Lemme 5.1 La fonctionP(t) = Hle(l +pit) Se it P(t) = .-, g;t’ ol g; est
une fonction desoi ({p;}, ...,0;({p:}). Les premiers coefficients sont dé@srdans la
table 1.

Preuve : Pour établir ce résultat, on transforme P(t) en I'expdiedie d'une

sommeear:p(Zf:1 In(1 + p;t)). On utilise le développement en sétigl + =) =
r—22/2+ ..+ (=1)"*1/nz" + - ... EninversantI'ordre des sommations, on obtient:

—exp ig

La formule de Taylor permet d’obtenir le développementénesdet, avec des coeffi-
cients qui dépendent des probabilitps) par les fonctions ;. °

-1) J+1 (—1)7+1y

pity’) = exp(d>_ o;({pi})

i>1 J

)

Proposition5.2 e La rie gerératrices(u, v) se €écrit sous la forme :
) =Y gt Y g
a>0 b>0
ou lesg, et g, sont des&ries dont les coefficient&€gendent respectivement des
familles(oc({72-1}))c>0 et (oc({72: 1)) >0

e La rie gerératrices(u, v, z) se €écrit sous la forme :

s(u,v, 2) Zzszuv

ou les f,(u,v) sont des &ries dont les coefficientségendent de la famille
({2} {72},
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Preuve :
Pour prouver notre résultat nous allons utiliser le lemnieapres avoir réécrit nos
séries génératrices.
e Calcul de s(u,v) D'apres la proposition 5.1, on a
k
s(u,v) = H(piqiuv + (1 =pi)(1 —q) +pi(1 = g)u+ (1 —pi)gv)
i=1

1=

k
= [Jwu+Q-p)(av+ (1 -a))

i=1
k
= A-JJa+ 1flp'u)H(1 - zlq'v)
=1 v =1 v
avec .
A=TJ0=p)(1 —a) . 3)
i=1

Les deuxieme et troisieme facteurs se réécrivent conesgroduits®(z) avec
les substitutiong; — 15; etp;, — lﬁfq,_. D’aprés le lemme 5.1Hf:1(1 +
Pi AF H i ~ ) .
T2-u) se réécrit comme une somme ., g;u’ ol g; est une fonction des
(1({1%;}, - o; ({55 }) (de méme]‘[le(l + T2-v) se réécrit comme une

somme)_ .- gjv7 ol g est une fonction deei ({12}, o ({t2: D)

e Calcul de s(u, v, z) On posep; (u,v) = (1 —p;)(1 — q;) +pi(1 — q;)u+ (1 —
p;)v) On réécrit:

k
s(u,v,2) = [[igiuoz + (1= pi) (1 — )+ pi(1 = gi)u + (1 = p;)giv
i=1

I
=

(Pigiuvz + ¢i(u,v))

(2

Il
-

En factorisant; (u, v), on obtient :

k
s(urv,2) =B JJ 1+ F0E50)
1 L\

i=

en posant :
k
B = H oi(u,v)
i=1

Le second facteur se réécrit comme un prod(it) avec la substitutiop; —

Pigi¥y. [y'gpre k Piqiuv ABAr
5y Dapresle lemme 5.9[;_, (1+ £ 2) se réécrit comme une somme
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[ ]
La proposition 5.2 permet donc d’éviter un triple calculhismau contraire de cal-
culer une fois pour toute les coefficients du développemem, de les sauvegarder, et
de les utiliser a chaque fois en effectuant la substituimoropriée.

5.4 Resultats

[[peut etre (ou plutot) une section entiere a completeraaulte]]

[[pcorr ptot matrice choix de Dmin opt....]]

[[dire que I'0 expose les resultats que pour p=q mais trazauenir des differnts
autres matrices de resultats]]
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6 Maple
introduction et remarques generales aux calculs de s(ugd &u,v,z).

e parler des variables et fonctions maple
e Nous avons joint en annexe...

e En plus de ces differentes parties, nous avons deux phasespples lors de
notre calcul de s(u,v) et de s(u,v,z). La distinction a bare de ces deux phases
est de separer ce qui depend de k de ce qui n’en depend pas.oAine fera
gu'une seule fois les calculs de formules intermediairésigun dependent pas.

# LE PROJET

L'objectif :
On veut effectuer une comparaison de methodes qui calculen t la probabilite

# Les fichiers maple de ce projet
# - proc_num.mpl

# - proc_den.mpl

# - comparaison.mpl

# "proc" est l'abreviation pour procedures, "num" pour nume rateur, "den" pour

# Dans le fichier 'proc_num’ (resp. 'proc_den’) on trouve un ensemble de proce

# Dans le fichier 'comparaison.mpl’, on desire implementer une evaluation comp:s

#Cela s'effectue en trois etapes :

# - 1) On calcule les formules generales ('g’,’slprim’,’'s2p rim’) que l'on stocke

# - 2) on fixe une valeur pour k. Et on calcule les formules corr espondantes

# - 3) ensuite, on extrait les coefficients necessaires corr espondant a differer
6.1 Xmax

Le but final de nos calculs est d’extraire un coefficient aipde nos fonctions en
u,v,z. Les degres que nous considererons correspondertbaxs de,,, n,, X que
I'on etudiera. Om,, n,, X sontinferieurs a k/2 et les k consideres pour une cousertu
du genome de I'ordre de 6 a 8 ne depassent pas 20.

Lors de nos calculs, il ne sera donc pas necessaire de catlogdeoefficients au-
dela d'un certain ordre que I'on appellera,,... Typiquementr,,., = 10. En effet
avec une valeur de 10, on peut effectuer tous nos calculsgesuvaleurs de k allant
jusqu’a 20.

Ainsi par exemple, nos sommgs, ., a;u’ seront remplacees par;™* a;u’ et
nos calculs seront regulierement tronques pour ne garésdegimonomes en u,v,z de
puissances inferieures@, .. .
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6.2 Principe du calcul en Maple des(u, v)

[[ "' mettre un exemple de formule que nous obtenons - tablgs[[ !!! parler des
variables maple, du programme des commandes...]]

Onavuque
: o (1) b i (—1)t
S(u’v):A'exp(z(z(ﬁzp')j)( 1)3' f@f“DZ(lfq.)J)( 1)]' )
Ji>1 i=1 ’ j>1 i=1 ?
On pose

o= (=)

-1 1 — P
et

= ()
i=1 i
En effet ces quantites se retrouveront a de nombreux eadfaits nos calculs et nous
voulons eviter de les recalculer a chaque fois pour des derations d’efficacite des
calculs.
Ce qui nous donne

J+1uJ J+1v3
s(u,v) = A.exp Z aj ).exp Z ’7']
7>1 j>1
On pose
J+1
sl =exp Z crj
j>1
et j+1
Yitlyd
2 =exp ZTJ
j>1

En effet on voit que dans le developpement de Taylor en u etevnguis devons
effectuer, les coefficients en u vont venir gleet ceux en v des;. On peut donc
effectuer des calculs separes desfgt ss.

Pour diminuer le nombre de variables lors des developpan@mpose :

1
Ty = O'ji(_l)j, w
J

On obtient

51 = ea:p(z Tjuj)

J>1
On effectuera le calcul que pour (see expl xmax)

Tmax

s1 = exp( Z riu’)

j=1
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On effectue alors un developpement de Taylor jusqu’au degrg. On obtient

Tmax

s1= Y f{ritier ap.)w

j=1

On garde cette formule en memoire pauyret on fait de meme pouk. Il s’agit de
formules intermediaires de base qui nous permettront drilealles formules finales
pour les differentes valeurs de k que nous allons tester.

Maintenant k est fixé Jusqu’ici nous n'avions pas besoin de la valeur de k. Pour
la suite nous fixons k.

On calcule maintenant indépendamment du reste Jg3;) etr;. Pour une ex-
traction du coefficient efe*u"+v™*], nous avons besoin des (r;) pourj = 1..n,
(j = 1..n,). Pour etre tranquille pour tous nos calculs nous gardoma@moire les
resultats pouj = 1..xmax.[[ on pourrait faire nos calculs pour un max qui depend de
k pour optimiser mais cela ne changerait pas grandemefitieite vu que c’est de
petits calculs]]

On effectue ensuite une substitution (dans notre formutrnmediaire des; (de

(71).7‘+1u.7' (71).7'-%—11).7'

s7)) der; eno; . (enT; —).

On obtient ainsi pour chaque valeur de k que nous voulonsaenes les formules
finales desq, s, et A a partir desquelles il sera immédiat d’extraire lesfficients de
s(u,v,z).
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6.3 Principe du calcul en Maple de s(u,v,z)

Onavuque
k p qiuv
s(u,v,2) = B - exp( ZZ YL )29 ()
et gbl(u v)
avec N
B= H(bi(u,v)
i=1
et

¢i(u,v) = (1 =pi)(1 = q) + pi(1 — gi)u + q:(1 — pi)v

On nommes la partie exponentielle de s(u,v,z)

so = exp ZZ J+1/j pl%uv ))

= ¢(u v)

6.3.1 Considerations generales et plan du calcul de s(u,y;z

Dans cette formule, B est une fonction en u,v. La partie egptielle est une fonction
enu, v, z. Les coefficients en z viendront donc de celle-cus\allons donc d’une part
effectuer un calcul de B de facon a le m,ettre sous la forimg ¢, ,u“v". D'autre part,
nous effectuerons un developpement de la partie expolierdtenous garderons une
table de fonctions en u et v de la meme forme qui correspomndroncoefficients des
differentes puissances de z. Ensuite il suffira de multiglifecunes de ces fonctions
par B pour obtenir la table des polynomes en u et v a partirdgs@n pourra extraire
les coefficients correspondant aux probabilites que I'ardva etudier pour divers,
etn,

6.3.2 Traitement de la partie exponentielle

plQluv i
st .2 = cap(y" S (A (L
i=1j>1
D’ou

so(u,v,2) = exp(Y_(—1)7+! /27 Z plqluv

i>1 ¢i(u, v)

On a maintenant a développer cette partie exponent@Hezeut éviter de calculer
un grand nombre de fois les mémes quantités
On pose donc

k
5’ — ( piQiUU )j
’ 22:; QZS»L'(U,’U)
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En effet ces quantités se retrouveronta de nombreux ésdems notre développement

etnous voulons éviter de les recalculer a chaque foisg@siconsidérations d’efficacité
des calculs.

Ce qui nous donne :

so(u,v,2) = exp(Y_ (=1 +1)/5&;27)

i>1
On ne considere que les termes correspondant a j allantade, 1. (cf section
xmaz)-

Tmax

j=1
On extrait alors le coefficient de Taylor efi pour x allantde 1 &,,,4-
Indépendamment on effectue le calcul depour j allant de 1 & ,qz.

k

= Z(( bigiuv )j

= (1=pi)(1 = q)+pi(1 = q)u+ (1 —pi)v
En divisant et en multipliant pai — p;)(1 — ¢;), on a

Sy,
i=1 ‘l=pi 1-q:
Onpose t <(£:-u) ets = ({L-v
b ts ;
§ = ;(m)j

Il suffit maintenant de s’intéresser au développemer(tﬁg?ﬁ)j sous la forme

b
> ap € bU V.

Ensuite il n’y a plus qua effectuer les substitutions

Di
1 —Pz‘u)

s— (

et

4qi
t — v
(1= m )
et de faire la somme sur i allant de 1 a k pour obtenir :

k
ijZej;mb(Z( b )4( & ) )usty®
a,b i=1

1—pi" "1—¢

1=

On note
k

Gap = Y (—2)o(—L)p

“l-p’ 1-aq
Les étapes de notre calcul seront :
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e calcul dee; 4 5
e calcul deo

e donner

a, b
&= €jabTasu’v
a,b

Ensuite on substitue dans nos fonctigndes¢; par leur formule. On avait obtenu
Tmaz POlynomes en u et v de degeg,... Les formules de€; sont elles aussi des
polynomes en u et v de degré,.... Par substitution, on obtient un de gré de:2%.
On va donc tronquer nos nouveaux polynomes en réappliduéormule de Taylor.

[[definir f]]

6.3.3 Lecalculde B

Indépendamment du calcul de la partie exponentielle, touleaB sous la forme du
polynome en u et v voulu.
Onavuque

k

B=][=p)(1—q)+pi(l - g)u+aq(l—p)v
=1

En factorisant pafl — p;)(1 — ¢;),

k

Di q;
B=[l0-p)1-q¢)1+—"—u+-——
i|:|1( pi)(1—ai)( +1_piu+1_qiv)

k k

B:H(l—pz)(l—ql H1+1_ u+

i=1

On pose
k

A=[[0-p)1~g)

=1

k
_ di
B=AJJ0+ 1_pzu+ 1_%@)
=1

k
B = exp(Zln(l + 1 ﬁzp'u + T zzq'v))

_ea:pzz WG —ut 2 o))

i=1j>1 Pi 1 =g
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= exp( ZZ INARVEDY G)(l pzpl)lul + (2 )T

=1 j>1 1=0

P Hl/ji( ) lZ (T2 =+

=0

On retrouve ici nos
k

Oap =Y (D)oL

= l-p’ 1-a

Les étapes du calcul de B :

e calcul de A

e calcul desr, ;, (en commun avec |'etape de la partie exponentielle)
e développement de I'exponentielle par Taylor

Quand on effectuera le développement, au lieu de se trenb@ls ces termes, on
utilisera la formule

Tmax J

exp Z Za julv? = l

j=1 1=0

Et ensuite on fera la substitution :
_ i1, (7
aji— (=1)""/j (l>0m—l

6.3.4 Multiplication de B et de la partie exponentielle

On multiplie maintenant nos polynomgspar le polynome B et on tronque pour avoir
un degrér . -
A lafin de ce processus, on se retrouve avec :

® T, POlynomesen u ety, (u,v) qui correspondent aux differentes puissances
de x. lls dépendent des, ; et de A.

o Latable dew, ;.

e Lavaleurde A.
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Ordre du calcul en maple :

e le calcul s’effectue dans la fonction principale
calculformulesnum

fonction g 0 = calcul_f
avec g 0 table

e avec

Zem Z (o) ()t

1_Q1

fonction calcul_xi

et calcul_e

On effectue la substitution dans la formule g0 de la valeur de
On obtient donc :

g_0 comme fonction des sigma

e on calcule B

e on multiplie g0 et B et on tronque.

6.4 toplevel

# On prend une valeur de xmax, p et g.
Xxmax = 9;

seq(assign(’p[i]’,.1),i=1..20);
seq(assign(’q[i]’,.1),i=1..20);

# On effectue le calcul de s(u,v) et s(u,v,z).
g := calcul_formules_num(xmax,sigma):

sprimtmp := calcul_formules_den(xmax):
slprim := sprimtmp[1]:
s2prim := sprimtmp[2]:

# On effectue des calculs pour differentes valeurs de k grace
# fonction calcul_matrice_k_unique

30
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# Le principe est de calculer les sigma tau_u et tau_v (foncti ons

#calcul_sigma, calcul_tau) et d'effectuer une substituti on
#lLes resultats rendus sont nos matrices.
#

calcul_matrice_k_unique(slprim,s2prim,xmax,k,n);
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Caszeer =2
foeo = A(%0+v.(%10+u. %11 +u2.%12) + 2. (%20 +u.%21 +u2.%22) + O(v?))
avec
%0 := 1+ 01,00 — 1/2020 + 1/207 gu* + O(u?)
%10 = 00,1
%11 := —01,1 + 00,1010
%12 := —01,001,1 + 0071(—1/20'270 + 1/20%70)
%20 := —1/200,2 + 1/203 ,
%21 = —00,101,1 + (—1/20'072 + 1/20’871)0'1’0
%22 = 1/20’%,1 — 00,101,001,1 + (—1/20'0,2 + 1/20’811)(—1/202’0 + 1/20’%’0)

& = uvoy, — u2’l}0'271 — UUQO'LQ + 2’11,2’[}2(72’2
& = u?v%02,2

les f en fonctions deg; :

1

&

—1/2¢ 4 1/2¢3

1/383 — 1/2661 +1/663

—1/4€4 +1/38361 + 1/8xi5 — 1/4€67 + 1/24¢1

1/585 — 1/464&1 — 1/6€382 + 1/6&3&1 + 1/86361 — 1/126:67 4 1/12087
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7 Analyse de I'approximation / comparaison de meth-

ode

[[a faire]]
k=4

1.

0.7500000000

0.1666666667
1.

0.7500000002

0.1666666675

0.

0.2500000000

0.6666666667
0.

0.2499999999

0.6666666667

0.

0.

0.1666666667
0.

0.

0.1666666665

1.

0.

0.

0.7466310865 0.2181537140 0.03187052067

0.4846590416 0.3510432171

0.8750000000

0.5357142857

0.1785714286

0.01428571429

1.

0.8749999997

0.5357142858

0.1785714292

0.01428571801

0.

0.1250000000

0.4285714286

0.5357142857

0.2285714286

0.

0.1250000000

0.4285714283

0.5357142849

0.2285714308

0.

0.

0.03571428571

0.1271319935

0.

0.

0.

0.2678571429  0.01785714286

0.5142857143

0.

0.

0.03571428570

0.2285714286  0.01428571429

0.

0.

0.

0.2678571424  0.01785714287

0.5142857109
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0.




1. 0. 0. 0. 0.

0.8606029987 0.1291954211 0.009697535830 0.0004852710742 0.00001821246290

0.6284438234 0.2919175838 0.06779911950  0.01049775886 0.001219074915

0.4349752348 0.3621021726  0.1507189064 0.04182279748 0.008704016125

0.2992359866 0.3610350296  0.2177984909 0.08759294575 0.02642072075

8 Polymorphisme et £quencage
([...1]
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9 conclusion
9.1 Resune

[[Nous avons développée une nouvelle méthode comhneat]

9.2 Travaux en cours et travaux futurs

Comme mon stage finit le 30 septembre (il reste environ 3 moedje version du
rapport n'est pas compléte et ce qui se situe aujourd’ms datte section est appelé a
déménager dans des sections de I'avant conclusion.

Produire plus de résultats pour la comparaison de méthoalestruire les matrices
de difference entre notre méthode et I'approximation dis$dn pour différentg; et
qi

Tester notre nouvelle méthode d'analyse statistique ipaulation : analyse du
taux d’'erreurs (faux positifs) et de la sensibilité (ta@xwilais positifs repérés)

Préciser les principes et I'algorithme de recherche deRsSN
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A Le code Maple

# 'comparaison.mpl’
Hemm -

# LE PROJET

L'objectif :
On veut effectuer une comparaison de methodes qui calculen

H*

# Les fichiers maple de ce projet

# - proc_num.mpl

# - proc_den.mpl

# - comparaison.mpl

# "proc" est I'abreviation pour procedures, "num" pour nume
# Dans le fichier 'proc_num’ (resp. 'proc_den’) on trouve un
# Dans le fichier 'comparaison.mpl’, on desire implementer

#Cela s'effectue en trois etapes :

# - 1) On calcule les formules generales ('g’,’slprim’,’'s2p

# - 2) on fixe une valeur pour k. Et on calcule les formules corr
# - 3) ensuite, on extrait les coefficients necessaires corr

# Etape 1 :
xmax := 10;

g := calcul_formules_num(xmax);
savelib('g’):

sprimtmp := calcul_formules_den(xmax);
slprim := sprimtmp[1];

s2prim := sprimtmp[2];
savelib('slprim’):

savelib('s2prim’):

# Etape 2 :

k = 8;
seq(assign(p[il,.1),i=1..k);
seq(assign(q[il,.1),i=1..k);

calcul_k_donne_num(xmax,k);

s1,s2 := op(calcul_k_donne_den(s1lprim,s2prim,xmax,Kk)) ;

# Etape 3 :
donner_coeff_num(g,4,4,3);
donner_coeff_den(s1,s2,4,4);
donner_proba(g,s1,s2,4,4,3);
donner_proba(g,s1,s2,2,2,2);
donner_coeff_num(g,2,2,2);
donner_coeff_den(s1,s2,2,2);
donner_proba_1(2,2,2);

donner_proba_3 := proc(g,s1,52,nu,nv,x)

t la probabilite P[C=x|Nu=nu,Nv=nv].

rateur, "den" pour denominateur.
ensemble de procedures qui servent au calcul du numerateur
une evaluation comparative des differentes methodes de cal

rim’) que l'on stocke en memoire et qui sont des formules
espondantes a partir de nos formules intermediaires
espondant a differentes valeurs de x,nu,nv pour faire le

local result;

result := donner_coeff_num(g,nu,nv,x)/donner_coeff_de n(s1,s2,nu,nv);
result

end;
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donner_proba_1 := proc(nu,nv,x)
local result;

result := evalf((binomial(nv,x)*binomial(k-nv,nu-x))/
result
end;

calcul_esperance_2 := proc(nu,nv,x)

global k,p;

local E,pp;

pp = p[1];

E = (knurnv)/((nu + (k-1)*(1-pp))*(nv + (k-1)*(1-pp)));
end:

donner_proba_2 := proc(nu,nv,x)
local result,E;

E := calcul_esperance_2(nu,nv);
result := exp(-E)*E"x/x!;

result

end:

# Principe du calcul

# Boucle for : essayer differentes valeurs de k

# Matrice : essayer differentes valeurs de nu et nv (nu=nv=i)
# (les index des matrices vont de 1 a n)

# calculs necessaire pour le calcul de la methode 3

kmax = xmax*2;
seq(assign(p[i],.1),i=1..kmax);
seq(assign(q[i],.1),i=1..kmax);

T_n
Tk :

[2,4,8] ;
[4,8,16] ;

for y from 1 to 3 do

T_nly
T_K[y!

n
k

# calculs necessaire pour le calcul de la methode 3
#seq(assign(p[i],.1),i=1..k);
#seq(assign(q[i],.1),i=1..k);

calcul_k_donne_num(xmax,k);
s1,s2 := op(calcul_k_donne_den(s1prim,s2prim,xmax,k))

# x=j-1
# nu=i-1
# nv=i-1

M_test_1 := matrix(n+1,n+1,
proc(i.j)
donner_proba_1(i-1,i-1,j-1)
end) ;

M_test_3 := matrix(n+1,n+1,
proc(i.j)
evalf(donner_proba_3(g,s1,s2,i-1,i-1,j-1));
end) ;

M_test_2 := matrix(n+1,n+1,
proc(i.j)
donner_proba_2(i-1,i-1,j-1)
end) ;
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#.
# La Methode 1 n'est pas utilisee.
#

# calcul des xi[methode 1]
#calcul_xi := proc(p,q,k)

#global u,v;

# local i,j,xi_tmp,xi;

#

# for j to 5 do

Z xi_tmpl[ij] = sum(((p[T*ali*u*v)/((1-p[i)*(1-qli]) + pliP*(X-qli)*u + qlil*(1-pli)*v))}.i=1..k);

#xij] := taylor(taylor(xi_tmplj],u=0,6),v=0,6);
#

#od,;

#

#xi;

#end:
#savelib('calcul_xi’):

table xi [methode 2]

calcul des xi

On les donne directement sous la forme voulue (contraireme nt a la methode 1)
car pb pour les avoir par maple et simplification

A FAIRE

- essayer 'simplify’ ou 'combine’ pour les calculer par map le

- faire un calcul a la main des e[j][a][b]

H* o HH O HH

calcul_xi := proc(xmax,sigma,e)
global u,v;
local a,b,j,xi;

for j from 1 to xmax do
xi[j] := sum(sum(u a*v-b*sigmala][b]*e[j][a][b],a=1.. xmax),b=1..xmax);
od;

Xi;
end:

savelib('calcul_xi'):

calcul des xi [methode 2] (suite)

calcul de e en utilisant le developpement de taylor de
(uv/(u+v+1))7j

expliquer plus par ecrit comment on enleve les pi...
la somme en i

HHHFEHHHHR

calcul_e := proc(xmax)
local i,j,a,b,e,bip;
global u,v;

for i from 1 to xmax do
bip[i] := taylor(taylor((u*v/(u + v + 1))%i,u=0,xmax+1),v =0,xmax+1);
od;

for j from 1 to xmax do
for a from 1 to xmax do
for b from 1 to xmax do
e[jl[a][b] := coeftayl(bip[j],[u,v]=[0,0],[a,b]);

40



od;
od;
od;
e
end:

savelib('calcul_ge’):

#

# table f

# calcul de la partie exponentielle de s

# on utilise la formule de taylor pour obtenir une table de pol

calcul_f := proc(xi,xmax)
global z;
local j,expo,x.f;

expo = exp(sum((-1)"(+1)/j*z"j*xi[j],j=1..xmax)) ;

for x from 0 to xmax do
fIx] := coeftayl(expo,z=0,x);
od;

f;

end:

savelib('calcul_f):

# tronquer

# Avec la procedure ’'calcul_f, on aura les xmax polynomes.

# En utilisant la procedure ’calcul_xi’, on obtient les form

# On effectue une substitution (par dagerisation ou explici

# On obtient des polynomes en u et v de degre 2*xmax

# La procedure ‘'tronquer’ va donc tronquer ces polynomes en u

#calcul_ff := proc(sigma,e,u,v)

# local f,ffx;
# f := calcul_f(calcul_xi(sigma,e,u,v));
#

#for x to 5 do

#ff[x] := taylor(taylor(f[x],u=0,6),v=0,6);
#od;

#if;

#end:

#

#savelib('calcul_ff"):

tronquer := proc(f,xmax)
global u,v;
local x,ff;

for x from 0 to xmax do

ffix] := taylor(taylor(f[x],u=0,xmax+1),v=0,xmax+1);
od;

ff

end:

savelib('tronquer’):
# calcul des sigmasli][j]
# intervient dans le calcul de B et de la partie exponentielle

calcul_sigma := proc(p,q,k,xmax)
local i,a,b,sigma;

for a from 0 to xmax do
for b from 0 to xmax do
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sigmal[a][b] :=
od;

od;

sigma

end:

add((p[ll/(1-p[i1)"a*(alil/(1-alil)"

savelib('calcul_sigma’):

# Le calcul de A
# Sert dans le calcul de B et dans le calcul de s(u,v)

calcul_A := proc(p,q,k)
local A,

2 = mul((1-p[iD(1-q[i]),i=1..k);
end:

savelib('calcul_A’):

# Le developpement de taylor de B’

calcul_B := proc(a,xmax)
global u,v;
local Bprim,Bdev,j,l;

Bprim := exp(sum(sum(a[j][l*u’*v"(j-1),I=0..j),j=1.
Bdev := taylor(taylor(Bprim,u=0,xmax+1),v=0,xmax+1);
Bdev

end;

savelib('calcul_B’):

# Multiplier les ff venant de I'expo par le dev de B
# et tronquer
# et multiplier par A

calcul_s := proc(f,B,A,xmax)
global u,v;
local x,fff;

for x from 0 to xmax do

ffflx] := A*taylor(taylor(f[x]*B,u=0,xmax+1),v=0,xmax
od;

fff

end;

savelib('calcul_s’):

# Calcul (formule) des alj][l]
# On a utilise dans notre calcul formel les a[j][l] pour alleg
# On revient a la fin des calculs aux expressions exactes par s

calcul_a := proc(sigma,xmax)
local jl,a;

for j from 1 to xmax do
for | from 0 to j do
afijlll := (-1)°G+1)%jr*sigmalll[i-/G*G-Hrm;
od;

od;
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a
end;

savelib('calcul_a’):

# 'calcul_formules’ utilise les procedures definies prece demment pour calculer les polynomes en u et v pour les differe
calcul_formules_num := proc(xmax)

global sigma,A,p,q;

local g0,xi,g1,92,9,a,y,€;

g0 := calcul_f(xi,xmax);

e := calcul_e(xmax); # [[reflechir ou mettre ce calcul (si en tier ok ici) ]]
xi := calcul_xi(xmax,sigma,e);

gl := tronquer(g0,xmax);

g2 := calcul_B(a,xmax);

g := calcul_s(g1,92,A,xmax);

a := calcul_a(sigma,xmax);

# simplify et combine ??7??
#simplify(9);

g

end:

savelib('calcul_formules_num’):

# Tous les calculs precedents ont ete faits pour un k quelcong ue.
# Par contre

# - le calcul de A

# - le calcul des sigmas

# ne peuvent se faire sans assigner de valeur a k.

# On a donc separer en deux parties le calcul de formules :

# 1) on trouve la formule pour les polynomes qui ne depend pas d e k. On n'aura besoin que de la calculer une seule
# 2) quand on aura besoin d'un k donne, on invoque la fonction ’ calcul_k_donne_num’ suivante qui a fait les calculs
#

#

#

calcul_k_donne_num := proc(xmax,k)

global A,p,q,sigma;

A = calcul_A(p,q,k);

sigma := calcul_sigma(p,q,k,xmax);

end:

savelib('calcul_k_donne_num’):

# 'donner_coeff_num’

# Cette procedure donne le coefficient de s(z,u,v) en [z°X,u “nu,v'nv]

# Cela donnera le numerateur de notre fraction.

# extraire les coeffs a partir des data memorisees

donner_coeff_num := proc(fff,nu,nv,x)

global u,v;
local tmp;
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tmp := coeftayl(fff[x],[u,v]=[0,0],[nu,nv]);
tmp
end;

savelib('donner_coeff_num’):

calcul_tau := proc(p,xmax,k)
local tau,i;

for j from 1 to xmax do

taui] = sum((p[il/(1-p[il))},i=1..k);
od;

tau

end;

savelib('calcul_tau’):

calcul_r := proc(tau,xmax)
local jr;

for j from 1 to xmax do
] = tau(iP*(-1)°(+1)/;
od;

r

end;

savelib('calcul_r’):

calcul_suv := proc(r,u,xmax)
local sprim,s1;

sprim := exp(sum(r[jJ*u’j,j=1..xmax));
sl := taylor(sprim,u=0,xmax+1);

sl

end;

savelib('calcul_suv’):

calcul_formules_den := proc(xmax)
global tau_u,tau_v,u,v;
local r_u,r_v,slprim,s2prim;

slprim := calcul_suv(r_u,u,xmax);
s2prim := calcul_suv(r_v,v,xmax);

r_u := calcul_r(tau_u,xmax);
r_v := calcul_r(tau_v,xmax);
[s1prim,s2prim]

end;

savelib('calcul_formules_den’):

# on a besoin ici de connaitre k

calcul_k_donne_den := proc(slprim,s2prim,xmax,k)
global p,g,tau_u,tau_v;
local s1,s2;

tau_u := calcul_tau(p,xmax,k);
tau_v := calcul_tau(g,xmax,k);



#slprim := subs(tau_u=tau_u,slprim);
#s2prim := subs(tau_v=tau_v,s2prim);

sl :
s2

= simplify(s1prim);
= simplify(s2prim);
[s1,s2];

end;

savelib('calcul_k_donne_den’):

# 'donner_coeff_den’

# Cette procedure donne le coefficient de s(u,v) en [unu,v"
# Cela donnera le denominateur de notre fraction.
donner_coeff_den := proc(sl,s2,nu,nv)

global u,v,A;

local tmp;

tmp := A*coeftayl(s1,u=0,nu)*coeftayl(s2,v=0,nv);

tmp

end;

savelib('donner_coeff_den’):
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B LecodeC

Programme : ce qu'il faut arranger

gestion des arguments
une aide (no arguments)

commentaire dans le code + aide de structures et de nom des fon ctions

#include <list>
#include <map>
#include <set>
#include <vector.h>
#include <string>
#include <iostream.h>
#include <cstdlib>
#include <fstream>
#include <stdio.h>
#include <stdlib.h>

vector<double> calcul_PQ(vector<double> p) {
int taille = p.size();
vector<double> P(taille);

for(int i=0;i<taille;i++)
P[il = plil/(1.-p[i);

return P;
}
void etape_rec_suvz(vector<vector<vector<double> > > &p 1, vector<vector<vector<double> > > &p2,double P, double Q
void etape_rec_suv(vector<vector<double> > &pl, vector< vector<double> > &p2, double P, double Q, int xmax);

void print_mat_suvz(vector<vector<vector<double> > > m) ;
void print_mat_suv(vector<vector<double> > m);

vector<vector<vector<double> > > calculer_suvz(int k, in t xmax, vector<double> p, vector<double> q);
vector<vector<double> > calculer_suv(int k, int xmax, vec tor<double> p, vector<double> q);

void construire_matrice(vector<vector<vector<double> > > s_uvz, vector<vector<double> > s_uv, int xmax);
int affichage;

int main(int argc, char ** argv){

cout << endl << endl

cout << xR << endl;
cout << MR PROGRAMME CALCUL SERIE GENERATRICE << endl
cout << waxt << endl;
int k;

int xmax;

k = atoi(argv[1]);
xmax = atoi(argv[2]);

affichage = atoi(argv[3]);

vector<vector<vector<double> > > s_uvz,
vector<vector<double> > s_uv;
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vector<double> p(k,.1);
vector<double> q(k,.1);

s_uvz = calculer_suvz(k,xmax,p,q);
s_uv = calculer_suv(k,xmax,p,q);

if(affichage)
cout << "polynomes finaux :

<< endl;

if(affichage) {
print_mat_suvz(s_uvz);
print_mat_suv(s_uv);

}

cout << endl;
cout << "k " << k << endl;
cout << endl;

construire_matrice(s_uvz,s_uv,xmax);

}

i
void construire_matrice(vector<vector<vector<double>

if(affichage)
cout << "fonction : construire_matrice" << endl;

double element;

for(int i=0;i<xmax+1;i++) {
for(int j=0;j<xmax+1;j++) {
element = s_uvz[j][i][i] / s_uv[i[];
cout << element << " "}

cout << endl;

}
}

/i

vector<vector<vector<double> > > calculer_suvz(int k, in
if(affichage)
cout << "fonction : calculer_coef_suvz" << endl;

vector<vector<vector<double> > > pol(xmax+1);
vector<vector<vector<double> > > pol_tmp(xmax+1);

for(int i=0;i<xmax+1;i++) {
pol[i].resize(xmax+1);
for(int j=0;j<xmax+1;j++)
pol[i][j].resize(xmax+1);

for(int i=0;i<xmax+1;i++) {
pol_tmpl[i].resize(xmax+1);
for(int j=0;j<xmax+1;j++)
pol_tmpl[i][j]. resize(xmax+1);

a7

Fkkkdkkkkkdkkk ko kkkkkdk

> > s_uvz, vector<vector<double> > s_uv, int xmax) {

Fkkkdkkkkkddk ok kkkkkkdk

t xmax, vector<double> p, vector<double> q){



}

vector<double> P;
vector<double> Q;

P = calcul_PQ(p);

Q = calcul_PQ(q);
pol[1][1][1] = P[1]*Q[1];
pol[0][1][0] = P[1];
pol[0][0][1] = Q[1l;
pol[0][0][0] = 1;
if(affichage)

print_mat_suvz(pol);

for(int i=0;i<(k-1);i++) {
if(affichage)
cout << "etape : " << i << endl;
etape_rec_suvz(pol,pol_tmp,P[i],Q[i],xmax);
if(affichage)
print_mat_suvz(pol);

double A = 1;

for(int i=0;i<k;i++)
A = (1-plil)y*(1-a[iD);
for(int i=0;i<xmax+1;i++)
for(int j=0;j<xmax+1;j++)
for(int k=0;k<xmax+1;k++)
polliI[]K] *= A;

return pol;

}
/i

vector<vector<double> > calculer_suv(int k, int xmax, vec

if(affichage)
cout << "fonction : calculer_coef_suv" << endl;

vector<vector<double> > pol(xmax+1);
vector<vector<double> > pol_tmp(xmax+1);

for(int i=0;i<xmax+1;i++)
pol[i].resize(xmax+1);

for(int i=0;i<xmax+1;i++)
pol_tmpl[i].resize(xmax+1);

vector<double> P;
vector<double> Q;

P = calcul_PQ(p);
Q = calcul_PQ(q);
pol[1][1] = P[1]*Q[1];
pol[1][0] = P[1];
pol[0][1] = Q[1f;
pol[0][0] = 1;
if(affichage)

print_mat_suv(pol);
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for(int i=0;i<(k-1);i++) {
if(affichage)
cout << "etape : " << i << endl;
etape_rec_suv(pol,pol_tmp,P[i],Q[i],xmax);
if(affichage)
print_mat_suv(pol);

double A = 1;

for(int i=0;i<k;i++)
A *= (1-p[i)*(1-q[i]);

for(int i=0;i<xmax+1;i++)
for(int j=0;j<xmax+1;j++)
pollilli] *= A;

if(affichage) {
cout << “"apres multiplication par A : " << A << endl;
print_mat_suv(pol);

}

return pol;

I/ Fkkkdkkkkkdkkk kK kkkkkdk

void etape_rec_suvz(vector<vector<vector<double> > > &p 1, vector<vector<vector<double> > > &p2,double P, double Q ,

if(affichage)
cout << "fonction : etape_rec_suvz" << endl;

for(int i=0;i<xmax+1;i++) {
for(int j=0;j<xmax+1;j++) {
for(int k=0;k<xmax+1;k++) {

p2[i][J][k]} = (((>0)&&(j>0)&&(k>0))?P*Q*p1[i-1][-1] [k-1:0) + ((>0)?P*p1[i][-1](K]:0) + ((k>0)?Q*p1[ilj 1[k-1]:0)
}
}
pl = p2;
}
void etape_rec_suv(vector<vector<double> > &p1, vector< vector<double> > &p2, double P, double Q, int xmax) {
if(affichage)

cout << “fonction : etape_rec_suv" << endl;

for(int i=0;i<xmax+1;i++) {
for(int j=0;j<xmax+1;j++) {

p2[i][1'1 = (((>0)&&(j>0))?P*Q*p1[i-1][j-1]:0) + ((i>0) ?P*p1[i-1][1:0) + ((>0)?Q*p1[il{i-11:0) + p1[i[il;
}
pl = p2;

}

/I okkkkkkkkkkkkkkkkkkkkkkkk
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void print_mat_suvz(vector<vector<vector<double> > > m) {
int taille = m.size();

for(int i=0;i<taille;i++) {
cout << "i = " << i << endl;
for(int j=0;j<taille;j++) {
for(int k=0;k<taille;k++) {
cout << mfi][j][k] << "

cout << endl;

}
}

}
void print_mat_suv(vector<vector<double> > m) {
int taille = m.size();
for(int i=0;i<taille;i++) {
for(int j=0;j<taille;j++)

cout << mfi][j] << "
cout << endl;
}

C Résutats compémentaires de évaluation des perfor-

mances.
k=4
Méthode de comptage :
1. 0. 0.
7.50001071  2.5000107* 0.
1.6667107  6.6667107 % 1.6667107*

Approximation de Poisson :
1. 0. 0.
7.46631071  2.1815107% 3.18711072
4.846610"1 3.5104107' 1.2713107%

Pourcentage de difference :

0.0 0 0
—0.4491884667 —12.73851440 0
190.7954249 —47.34351744  —23.72080392

50



Méthode de comptage :

1.
8.750010~*
5.3571107!
1.7857107¢
1.4286 102

Approximation de Poisson :

1.
8.60601071
6.28441071
4.34981071
2.99241071

Pourcentage de difference :

0.0
—1.645371577
17.30951370
143.5861314
1994.651906

Méthode de comptage :

1. 0.
9.38107% 6.251072
7.581071 2.33107!
5.11107Y 4.18107¢
272107t 4.84107¢
1.0610"* 3.78107!
2.621072 1.89107!
3.15107%  5.141072
7.77107°%  4.971073

Approximation de Poisson :

1. 0.
9.2710°Y  7.051072
7.6610"1 2.04107!
5.8910"! 3.12107¢
4331071 3.621071
3.11107!  3.631071
2.20107%Y  3.33107¢
1.55101 2.89107!
1.09107' 242107

0.
1.2500107 ¢
4.28571071
5.35711071
2.2857107 1

0.
1.2920107 ¢
2.91921071!
3.6210107 1
3.61041071

0

3.356336880
—31.88589712
—32.40759445

57.95282543

8.331073
6.96 102
2181071
3.7810°!
3.9310°!
2.31107¢
6.0910~2

2.681073
2.721072
8.241072
1.51107¢
2.121071
2.52107¢
2.6910°1
2.6810°1

0. 0. 0.
0. 0. 0.
3.571410~2 0. 0.
26786101 1.78571072 0.
5.14201071  2.2857107' 1.42861072
0. 0. 0.
9.6975107° 4.852710"% 1.8212107°
6.77991072 1.049810°% 1.2191107°
1.5072107%  4.18231072 8.70401073
2.17801071  8.75931072 2.64211072
0 0 0
0 0 0
89.83753462 0 0
—43.73160829  134.2076659 0

—57.65029344

k=16

0.

0.

0.
1.791073
2.641072
1.261071
3.0010~1
3.851071
2.441071

0.
6.81107°
2.411073
1.451072
4.221072
8.271072
1.271071
1.681071
1.981071
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—61.67808622

0. 0.

0. 0.

0. 0.

0. 0.
5.49107% 0.
1.261072 2.291074
8.431072 7.491073
257107 6.611072
3.81107!Y 2441071

0. 0.
1.30107% 1.97107%
1.6110~* 8.56107°
1.92107%  2.03107%
8.82107% 1.471073
2.421072 5.651073
4.821072 1.461072
7.811072 2.921072
1.0910"" 4.851072

84.94504519

cooocoo

1.251074
5.511073
6.09 102

0.
2.5010~1°
3.80107
1.79107°
2.0510%
1.101073
3.691073
9.0610~3
1.791072

cooocooo

8.74107°
4971073

0.
2.7210712
1.45108
1.351076
2.45107°
1.84107%
7.981074
2421073
5.671073

coocooooo

7.77107°

0.
2.5910 14
4.8210710
8.951078
2.5610~¢
2.68107°
1.51107%
5.63107%
1.571073



Pourcentage de difference :

0.0

—1.14947

1.02956
15.3752
59.3791
193.808
738.375
4819.52
140345

0
12.8376
—12.5321
—25.4140
—25.0592
—3.85216
76.3840
461.896
4761.27

0

0
226.206
18.3513

—30.3951
—43.8142
—35.8755

16.4721
339.548

0

0
713.787
60.0058

—34.3336
—57.5033
—56.5429
—18.8574
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0
0
0
0
1505.02
91.8664
—42.7789

—69.5981
—171.2398

o o o o

0
2366.65
95.0256

—55.8872
—80.0902

o o o o o

0
2854.23
64.5895

—170.5966

o o o o o o

0
2663.45
13.9876

o © o o o o o

1920.09




