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 Supposons que I’on veuille représenter une courbe sous forme paramétrique par une fonc-
tion polynomiale : | |
x: [a,b] — R%

Si X est exprimée dans la base canonique
x(t) = Emt“ a; € ﬁf ' n,
5—0

_ il est tres defﬁcﬂe de prévoir l'allure de la courbe €)= x([a b]) en fonction de la position
des points ag, ..., a,. '

— De méme si 'on bouge l'un des points a;, il est pratiquement impossible de prévoir le
depla.cement de la courbe qui va en résulter.

Par contre si on change de base, par exemple si ’on prend la base de Bernstein :

By () = (’:) (1—t)"—itf, oﬁl (’:’) =(n+;)w

x(t) = Z'bz-B;" ()

s’appele courbe de Bézier et le polygone deﬁm par les pomts b; donne une bonne idée
intuitive de la courbe (C) = x([0, 1]). | |
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Exemple tn=3d=2

b, bz
3
X
b \
0

Les points b;, i = 0,...,n s’appelent points de Bézier (ou points de contrdle) et forment
le polygone de controle.
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Proprietes

" Sans restriction, supposons ¢ € [0, 1].

(1) Partition de Punité : 3 . Bpt)=1,vte[0,1].




Proprietes
” Sans restriction, supposons t € [0, 1].

(1) Partition de Punité : 5 . Bg*(t)_s 1, vt € [0,1].

Qﬁ:w,z (On obtient ce résultat par la formule du binome :

I1=[(1-t)+t"=1-t)"+ (T)(l—t)“-1t+...+(?)(1-t)""*’t*+...+t”

EZB;{"(t).

i=0




Proprietes
" Sans restriction, supposons ¢ € [0, 1].

(1) Partition de Punité : 3 . Bpt)=1,vte[0,1].

(2) Positivité : BF(t) > 0,Vt €[0,1],0<i < n.




Proprietes
" Sans restriction, supposons ¢ € [0, 1].

(1) Partition de Punité : 3 . Bpt)=1,vte[0,1].

(2) Positivité : BF(t) > 0,Vt €[0,1],0<i < n.

(3) Symétrie : B*(t) = B?_,(1—1)




Proprietes
" Sans restriction, supposons ¢ € [0, 1].

(1) Partition de Punité : 3 . Bpt)=1,vte[0,1].

(2) Positivité : BF(t) > 0,Vt €[0,1],0<i < n.

(3) Symétrie : B*(t) = B?_,(1—1)

’7') (1- £)" i = (n”’ ) (1= (1= )= ;1 — gyt ‘

] — 1
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Proprietes

(4) Formule de récurrence : 3 (C-) ’.f_ ; _b ([-) = A %1/ o }hj
(‘lj’ J B?(t)= (1-t)Brt ()—I—th"l (t) i=1,.. ,n-1




Proprietes
(4) Formule de récurrence : ‘ 3; (C-) -4 ) :B[h(;_’) = A .47%1/ éx, - “3
m— o GOB B\
&) i=1,...,n-1

o A B2y = (1 - 0B () + 1873

La formule de récurrence permet de calculer les B'(t) avec le tableau triangulaire, dit

- “d’ Asthen/Mansfield’ suivant : .
. | g

(1)

P ’ v Bp (t) L e e -T
2 .
B ® .

A-¥) . _
k< 20-0k vty
] / B @® ' \

1=B{', (t
B, ,
5 \ Bw -

B, (©)

B

L n-i

t L.
B

Les B"(t) peuvent ainsi étre construits par interpolation linéaire répétée. - |
A



Proprietes

(5) le maximum : max,e[o 1] B (t) =;’ 4 - (2xa )
(6) Valeurs aux extrémités : BP*(0)'= §; 9, BF(1) = 6; n.




Proprietes
M de ‘[3 <n.

(7) Base polynomiale : {B?, 1 =0,...,n} constitue une base pear+.

811e ) éme

BI(t) est un polyndéme de degré n a une racine 4 en t = 0 et une racine (n — ¢ en

t =1, donc

{(B;”')(j) (0) =0, pour j =0,...,i—1

(BMH@ £0.




Proprietes
%r <n.

) éme

(7) Base polynomiale : {B*, 1 =0,...,n} constitue une base peﬂr—’P-

811e

BI(t) est un polyndéme de degré n a une racine 4 en t = 0 et une racine (n — 1 en

t =1, donc
(B;"’)(j) (0)=0,pour 7 =0,...,i—1
(BM® #£0.

Supposons f(t) =Y . ,;BI'(t) =0, on a
F(0) = a0 B§(0) + 1 BY(0) + - .. + 0 BE(0)

=apBf(0)=0= g =0
£0 |

£/(0) = r (BYY (0) + ...+ an(B2Y (0)
CI]_(B?)’(O) + 0+ o+t 0=0= a1 =0

FT(0) = ap(BYW (0) + .. . + cn (BR)P)(0)
ar(BM)(0)+0+...40=0=>c, =0




Proprietes

(8) Dérivée :

(BRY(t) = {n(B;"__ll(t) - Br7l(#) i=1,...,n—-1 2

nBIM M) i=n | ' I. P i
(3:.) GJ - H_Bh-, Q—)

(@i n B




Proprietes

(8) Dérivée :

—nBPt) =0
—-BMt) i=1,...

nBI'Mt) i=n

A

,n—1 B

(Bf)'(t) = {n(B?_‘f(t)

C_’S)(H—w/ (H
(3)@ e

o f(By)'(t)-_—z'(z,‘)t*‘-l(l-t)“ P—(n- z)( )t‘(l £y (gmq)
- z'(:'b n'z)'tz -9 - (z(n L 3)"'79-(1 o
=n(z —(1)_(?1) z)lta_l(l t)n_l G~ ZI(T(:L_ 11113)1?(-1 .
R, ““"‘C,’T‘”
=n(Bl7 () )

- BFA ().




Exemple : n ~3

o
|
B} = (1-1)°

B} =3(1 )%
Bj =3(1 = t)t?




L’algorithme de de Casteljau sert a €valuer x(t) en un parametre ¢ donné avec les
points auxiliaires de la maniere suivante : |

| bF=(@1-t)bf ™t +tbF ]
;? bY = b@-, ) = 0,...,n k=1,...,n,1=0,...,n— k.

‘ I1 est facile & démontrer que x(t) = bg. J

] [ —— e e,

L’algonthme de de Casteljau est un algorithme trla,ngulmre a n niveau

. {1
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Démontration : - Cos - _
x(t) = boB{ (£) —|—rb1Bf‘(t) + ... +b,B(t), te€ [0, 1]

(Aitken/Mansfield ont exprimé B]* en fonction des B_;-”_l)
= bo(1 — )BE(¢) + by (1 — ) BP~1(t) + tBFL(t)) + ... + bt BIT1(¢)

: ' (trier par rapport 3 B ) _
v =[(1—bo +tb1] BFTHe) + ...+ [(1 —t)bp_1 + tb,] BRT1(2)

—phl
_'bn-—l

=:b}

( répéter ce passage jusqu’a)
= [(1 —&)bg~" + b7~ '] Bo(2)
N —

N -

=1

—
JEE— ™
=:b7

=br

: Graphfquement :
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AL,]A#AJM vk /aw}qfl [exo 4 DY), @

M(H=- I’a.,B CEEENGE g‘f" by B (M) FE 1047,
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