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Avant—propos

Ces notes se fondent notamment sur un cours donné en 2005, 2006 et 2007
au Master Sciences et Technologies de I'université du Sud Toulon/Var ainsi
que sur plusieurs formations et écoles.

Il ne s'agit pas de faire ici un exposé méme succinct des théories des pro-
babilités, de la statistique et de la statistique bayésienne! Pour la théorie des
probabilités, on dispose de nombreuses ressources en ligne. On pourra aussi
consulter les monographies [29] pour les probabilités, [10, 11] pour les pro-
babilités appliquées, [54] pour la statistique, [52, 55] pour la statistique bayé-
sienne.

On utilise dans ce cours une notation simplifiée : les réalisations d'une
variable aléatoire X sont également notées X et la densité de sa loi est notée
p(X). Ainsi p(X) désigne la densité de la loi de X, p(X,Y) la densité de la loi
conjointe de (X,Y) etc. p(X) sera indifféremment appelée loi de X, densité de
X ou densité de la loi de X.

Cette notation n’est pas mathématiquement rigoureuse mais elle est tres
intuitive et permet de se concentrer sur les idées sans trop se préoccuper des
problemes techniques de la théorie de la mesure. Elle montre toutefois rapi-
dement ses limites lorsqu’il s’agit de mener une analyse précise.

Une petite suite logicielle “SMC demos” écrite en Matlab qui reproduit les
exemples traités dans ce cours est disponible sur le dépot git :

https://gitlab.inria.fr/campillo/smc-demos
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Notations

probabilités

P(A), probabilité de I'événement A

E(X), espérance de (laloi de) X

var(X) = E[(X — EX)?], variance de (la loi de) X

cov(X) = E[(X—EX) (X—[EX)*], covariance de (la loi de) X

X 1LY, les variables X et Y sont indépendantes

i.i.d. indépendants et identiquement distribués

2B(R™), tribu borélienne de R” (engendrée par les “intervalles”)

%,(R"), ensemble des fonctions continues et bornées de R” dans R

lois de probabilité

8, (dx), mesure de Dirac au point x, i.e. [ ¢(x) 5y, (dx) = ¢(xo)

N(u,0?), loi gaussienne de moyenne p et de variance o2 (N(u, R) loi
gaussienne de moyenne p et de covariance R)

matrices/vecteurs

M*, matrice transposée de M
I, matrice identité
|x|, norme euclidienne du vecteur x, i.e. |x|?> = x* x

IRNXN

diag(xy,...,xn) € estla matrice diagonale formée des termes x, ..., Xy.

fonctions

1 4(x), fonction indicatrice de I'ensemble A (=1 si x € A, 0 sinon)



f(x) x g(x), f(x) est proportionnelle a g(x), i.e. f(x) est égale a g(x) a
une constante multiplicative pres
I'argument du maximum d’'une fonction f est défini par

Argmax f (x) Clxex; f0) = f(x), ¥x' e )
X€E

ainsi X € Argmaxyeg f(x) réalise le maximum de f, le plus sou-
vent on supposera que ce maximum est unique et on notera X =

Argmaxyeq f(x).

divers
A% B, Aestégal a B par définition
|x] partie entiere de x, i.e. inf{fn e N: n < x}
A€, complémentaire de 'ensemble A

ssi, si et seulement si
Xio = Xy ooy Xp)sik<sletXp,=@sik>¢



QUELQUES RAPPELS DE
PROBABILITES

Une expérience est dite aléatoirelorsque, répétée dans des conditions iden-
tiques, son issue n’est pas prévisible. La liste de tous les résultats possibles de
cette expérience est supposée connue.

Une variable aléatoire X est un nombre (un entier, un réel...) ou une “éti-
quette” (oui/non, présent/absent/indéterminé, a/t/g/c...) dont la valeur dé-
pend d’'une expérience aléatoire. La loi de probabilité de la variable X décrit
comment les réalisations de cette variable se répartissent selon les différentes
valeurs possibles. Lensemble & des valeurs que peut prendre la variable aléa-
toire X est donné. Il est appelé espace d’état ou espace des réalisations. On dis-
tingue deux cas :

Cas fini : & est un ensemble de cardinal |Z| fini.
Cas continu : & est un espace “continu” du type Z = R ou R”.

On ne traitera pasicile cas dénombrable & = N qui se déduit, modulo quelques
précautions, du cas fini. Dans la cadre fini on supposera que & est de car-
dinal “petit”. On ne traitera pas le cas fini de cardinal “grand” (par exemple
12| = 1019). Ce dernier cas, que 'on rencontre par exemple en optimisation
combinatoire, requiére des techniques spécifiques.

Ce chapitre est consacré a quelques rappels de probabilité. Dans un pre-
mier temps nous allons introduire la notion de loi conditionnelle. Ceci nous
permettra de résoudre le probléme suivant : on dispose d'un couple (X,Y) de
variables aléatoires dont la loi jointe est connue, X désigne l'état d'un systeme
non observé et Y l'observation associée, comment estimer X a partir de l'obser-
vation deY ?Nous introduirons également la notion de processus de Markov.



Quelques rappels de probabilités

1.1 Espace d’état fini

Lorsque |Z| < oo, 'ensemble & peut Itre apparenté a un alphabet. Ainsi
Z =1{1,2,3,4,5,6} est 'alphabet associé au jet d'un dé, Z = {a, t,g, c} est'al-
phabet des nucléotides utilisé pour I’analyse de séquences d’ADN etc. Les é1é-
ments de & servent a étiqueter les états de la chaine. En général, iln'y a aucun
sens a effectuer des opérations algébriques sur les éléments de &, comme par
exemple de calculer un état moyen.

a. Loide probabilité

La loi d’'une variable aléatoire X a valeurs dans & est une mesure de pro-
babilité sur & — c’est-a-dire une collection [P(X = x)]c2 de nombres positifs
dont la somme est 1 :

PX=x)€[0,1] et Y PX=x)=1.
xe¥
Naturellement P(X = x) est la probabilité que X = x. Pour tout A c &, la pro-
babilité pour que X appartienne a A est :

PXeAd) =) PX=x)= ) 14x)PX=1x).
x€A XeX

On peut voir cette loi comme un vecteur ligne, par exemple dans le cas & =

{a,t,g,c}:
[PX=a) PX=t) PX=g) PX=0)].

b. Loi de probabilité conditionnelle

Soient X et Y deux variables aléatoires a valeurs dans des ensembles finis
Z et %, on définit la loi conditionnelle de X sachant Y par :

dPX=xY = PX=xY =

pX =y =y EX=0Y =Y PR=xY =)
PY =y) Yyex PX=x"Y=y)

pour tout x € Z et y € % tel que P(Y = y) > 0. On vérifie aisément que pour

tout y, x — P(X = x|Y = y) est une mesure de probabilité sur Z.

Deux variables aléatoires X et Y sont dites indépendantes — noté X 1L Y
—lorsque

(1.1)

PX=x,Y=y)=PX=x)PY=y), VxeZ, ye¥.
Si X 1LY, alors la loi conditionnelle de X sachant Y est simplement la loi de X,
en effet :
PX=x,Y=y) PX=x)PN=y)
PY =y) PY =y)

PX=x|Y=y) = =PX=x).



1.1. Espace d’état fini

c. Matrice de probabilité

Une matrice Q = [Q(x, X")]xea, vea indexée par les éléments x et x’ d’en-
sembles finis & et X" est dite de probabilités si elle vérifie :

Qx,x)€[0,1] et )Y Qxx)=1,VYx'ex’ .
XeX

i.e. ces éléments sont compris entre 0 et 1, la somme des éléments d'une mime
ligne est égal a 1. Ces matrices sont également appelées matrice de Markov ou
encore matrice de transition. Un exemple de telle matrice est la loi condition-
nelle de X sachant X’

Qx,x" =PX'=x'X=x).

d. Formule de Bayes

D’apreés la définition (1.1) de la loi conditionnelle, la loi jointe P(X = x,Y =
y) se décompose en P(X = x|Y = y) P(Y = y) ou bien P(Y = y|X = x)P(X = x),
d’ot1 la formule de Bayes

PY =yIX=x)P(X=x)
PY =y
3 PY = yIX=x)P(X = x)
YoeaxPY =y X=xPX=x")

PX=x|Y=y)=

Ainsi la loi a posteriori est proportionnelle au produit de la vraisemblance et
de laloi a priori :

PX=xlY=p)x P(Y =yIX=x)P(X=X).

e. Chaine de Markov

On considere un processus X = (Xi) k=0 a valeurs dans & . La loi de ce pro-
cessus est la famille de probabilités P(Xg.x = xo.x) pour tout k = 0 et Xy, ..., X; €
Z . D’une facon générale, on peut factoriser cette loi de la facon suivante :

P(Xo:kx = Xo:x) = P(Xo = x0) x P(X; = x11X¢ = xp) %
x P (X2 = x21X0:1 = X0:1) - - - PXg = x4 Xo0: k-1 = X0:k-1) -

Ce processus est dit markovien lorsque

PXx = Xl Xo:k=1 = X0:k-1) = PXg = X5 | X1 = Xp—1)



Quelques rappels de probabilités

pour tout k = 0 et xy,...,xr € Z. Ainsi la loi d'un tel processus possede une
structure particuliere :

k
Ip(XO:k = Xo:k) = [FD(XO = Xp) H P(X[ = X[|Xg_1 =X¢_1).
/=1
On définit la loi initial de ce processus
dét
plx) =PXo=x), Vxe X
et la probabilité de transition

Qrx, XV EPX, = X [Xp_1 = x), Vx,x € X

On suppose que la chaine de Markov X = (Xy) k=0 est homogeéne, c’est-a-dire
que Q, ne dépend pas de ¢ et sera noté.

Exemple 1.1.1 On considere le systeme dynamique suivant a valeurs dans &
Xk = fiKe-1, Wp), k=1

de loi initiale Xy ~ p, ot (W) k=1 est un bruit blanc indépendant de Xy, fi :
X xW — X. Alos (Xo) k=0 est une chaine de Markov. Notons d’abord que par
construction Wy, 1L Xg.,—1, alors

P(Xk = X1 Xo:k-1 = X0:k-1) = P(fre Kg—1, W) = Xk [Xo:k-1 = Xo:k-1)
=P(fr(xp-1, Wi) = Xk Xo:k-1 = X0:5-1)
=P (fi (xk-1, W) = x¢)
=P (fr(xg-1, W1) = x¢)

ainsi il s'agit bien d’'une chaine de Markov de matrice de transition
Qx(x, x) = P(fi(x, W1) = x))
si [ = fix nedépend pas de k, alors cette chaine est homogene.

Remarque 1.1.2 Considérons une chaine de Markov (Xi) x>o de loi initiale p et
de matrice de transition Q, alors, conditionnellement a l'événement {X, = x},
la suite {Xp} ¢ est une chaine de Markov de loi initiale :

PXpp1 =X 1Xp=x0)=Q(x,x), X e

et de matrice de transition Q.



1.2. Espace d’état continu

1.2 Espace d’état continu

a. Loide probabilité

On considére une variable aléatoire X a valeurs dans R” et de densité p(X),
c’est-a-dire

E¢p(X) :fRn</)(X)p(X) dXx, V¢ e 6,([R",
P(XeA):f pX)dX, VAe #(R").
A

ol1 6 (R™) est’ensemble des fonctions continues et bornées définies sur R” a
valeurs dans R; .# (R") est]’ensemble des parties de R” de la forme Hﬁ\i 1lai, bil.
La loi de X est la mesure de probabilité définie sur R” par A — P(X € A).
Cette loi est entierement caractérisée par la densité p(X), ou par la donnée de
E¢p(X) pour tout ¢ € €, (R"), ou bien encore par la donnée de P(X € A) pour
tout A € .#(R").
On définit la moyenne de (laloi de) X

[EX:f XpX)dX e R"
[Rn
ainsi que sa matrice de covariance

covIX] EE[(X - EX) (X —EX)*] = E[XX*] - [EX] [EX]* € R"*",

Cette matrice est symétrique définie non-négative (cf. Annexe A.1). Dans le
cas scalaire (n = 1), on parle de variance var(X) = E[(X — EX)2] = 0. On définit
également la covariance croisée

déf

cov(X,Y) S E[(X—EX) (Y —EY)*] e R4,

On acov(X,Y) = cov(Y,X)*.

Soit (X,Y) un vecteur aléatoire a valeurs dans R” x R? de loi (de densité)
jointe p(X,Y), la loi marginale de X est définie par :

deéf

p(X) f pX,Y)dY.,
IRd

b. Loi conditionnelle

On considére un vecteur aléatoire (X,Y) a valeurs dans R” x R% de densité
jointe p(X,Y) : X désigne I'état d'un systéme non observé et Y son observa-
tion. Le but est d’estimer X a partir de I'observation y de Y.
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Un estimateur est une fonction (mesurable) de I'’espace d’observation R4
a valeurs dans I'espace d’état R”. On cherche un estimateur, c’est-a-dire une
fonction (mesurable) y — 9/(y), qui soit

(9) sans biais : c’est—a—dire

EIX-9(Y)] =0, (1.2)
(i) de variance minimum parmi les estimateurs sans biais : c’est-a—dire
EX-9Y)?= min EX-w(Y)]?. (1.3)
w():RA—RM

mesurable
sans biais

On cherche donc, parmi les estimateurs sans biais, celui qui minimise |’erreur
quadratique.
On définit la densité conditionnelle de X sachantY, notée p(X|Y) et définie
par:
et PXY) pX,Y)
XIV) < = (1.4)
P p(Y)  Jan pX,Y)dX

On vérifie aisément qu’'a Y fixé X — p(X|Y) est une densité de probabilité.

Il est important de comprendre que p(X|Y) représente toute l'information
sur X contenue dans .

On utilisera également la notation p(X|Y = y) pour désigner la loi condi-
tionnelle de X sachant que Y prend la valeur y, i.e. p(X|Y = y) = p(X,Y =
»IpY =y ot p(X,Y = y) (resp. p(Y = y)) est la densité de probabilité de
(X,Y) (resp. Y) prisen Y = y fixé.

On définit alors I’ espérance conditionnelle associée a cette densité condi-
tionnelle
Jrn@X) p(X,Y) dX

Ton POGY) dX b

ElpX)|Y] < fR ) pXIY)dX =

en particulier I'espérance conditionnelle de X sachant Y est

def

E[XIY] —f XpX[Y)dX.
[Rl’l

Avant de réponde au probleme (1.2)—(1.3) on établit quelques propriétés
de I'espérance conditionnelle.

Proposition 1.2.1 Lespérance conditionnelle est un opérateur linéaire et
E(eMEIXIY]) =E(@(Y)X), Yo € €p([R"). (1.6)
En particulier E(E[X|Y]) = E(X).
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Preuve On considere un triplet de variables aléatoires (X}, X2, Y) deloijointe
p(X1,X2,Y) et deux réels a et B, alors

E[aX1 + IBX2|Y] = ff(och + ﬁXZ) p(Xl,leY) Xm dXz
= [ [@Xq + BXp) XD dXy dXo

= a [ [ X EEEED AXy dXo + B [ [Xo B X, dX,

=a [X(f p(x’;&% D aXp) dX1 + B [ Xa(f p(XI(Y) 2Y) 4%, ) dX,

X1,Y) X2,Y)
=a [X ”p(lv) Xy +B [ X, PP(ZY) dX,

= le p(XﬂY) dX1 + ﬁ fXg p(X2|Y) dX2
= aEIX, Y]+ BEXoIY]

ce qui montre que l'espérance conditionnelle est un opérateur linéaire. Par
ailleurs

E((Y)EXIY]) = [ @(Y)EIX|Y] p(Y)dY
= [ [Lo)XpXIY) p(Y)dXdY
= [[o)XpX,Y)dXdY
=E(p(Y)X). -

En fait (1.6) est également une définition de I'’espérance conditionnelle :
E[X|Y] est 'unique fonction de Y telle que (1.6).

Proposition 1.2.2 Pour toutes fonctions @1, @2 continues et bornées
Elp1(X) 2 (N)YT =Elg1 X) YT 2(Y)
notamment E[@p2(Y)|Y] = @2(Y).

Preuve

Elp1(X) @2(MIY1 = [ 1(X) @2(Y) p(X|Y) dX
= [1(X) pXIY) dX 2 (Y). 0

On montre maintenant que E[X|Y] est bien la solution du probleme (1.2)-
(1.3). Le fait que E[X|Y] soit sans biais est évident : E[X-E[X|Y]] = E[X—-X] =
Pour (1.3) on utilise le résultat suivant

Proposition 1.2.3 Pour toute fonction y continue et bornée :

E(IX—w(Y)?) = E(IX - E[X|Y]%). 1.7)
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Preuve En développant le carré de la norme euclidienne :

E[IX—yM)P|Y] = E[IX—EIXIY]+EX|Y] - 9(Y)]*|Y]
= E[IX—EIXIYIP|Y] +E[IEXIY] - w (V) [*|Y]
+2E[(X—EXIYD* EXIY]T—w(Y)]Y].

Mais, d’apres la Proposition 1.2.2

E[(X - EXIYD* EXIY]-w(Y)|Y]
=E[X-EXIYI|Y]" EXIY] -y (Y))

et par linéarité E[X - E[X|Y]|Y] = E[X|Y] - E[X|Y] = 0. Ainsi,

E[IX—yw ) IP|Y] = E[IX-EIXIYI?[Y] +E[IEIXY] - @ (Y)[*] Y]
>E[IX-EXIYI?]Y].

En prenant I'espérance dans les deux membres de cette inégalité et en utili-
sant la Proposition 1.2.1 on obtient (1.7). O

La densité conditionnelle vérifie les propriétés suivantes (dont la preuve
est laissée en exercice) :

pX,Y) = pXY) p(Y), (1.8)
pX,Y,Z) = p(X|Y,Z) p(Y|Z) p(2), (1.9)
pX) = Jga pXIY) p(Y)dY, (1.10)
p(X|Z) = fpa pXIY,Z) p(Y|Z)dY . (L.11)

c. Indépendance

Soit (X,Y) un vecteur aléatoire a valeurs dans R” x R? et de loi p(X,Y). Les
variables X et Y sont dites indépendantes, noté X 1L Y, lorsque

PXeAYeB)=PXeA)xP(YeB) (1.12)

pour tout A € B(R") et B € B(R?). Une définition équivalente de I'indépen-
dance est

ElpX) y(Y)) =E(@X) Ew(Y)) (1.13)

pour tout ¢ € €, (R") et ¢ € €}, (RY).
Concernant les densités, X 1L Y est équivalent a une des propriétés sui-
vantes :



1.2. Espace d’état continu

(D pX,Y)=pX) p),
(i) pXY) =pX),
(@) p(YIX) = p(Y).
Il est clair que la premiére de ces propriétés est une simple réécriture de (1.12).
L'équivalence avec les deux autres propriétés est évidente.
Proposition 1.2.4 (i) SoitX 1LY, alors
E[XIY] =E[X].
(i) Soit (XY, Z) telqueY 1L (X,Z), alors que
E[X]Y, Z] = E[X|Z].

La partie (i) signifie simplement que si X 1L Y alors I'observation de Y
n’apporte aucune information supplémentaire concernant X. La partie (ii) si-
gnifie qu’en conditionnant par un vecteur, on peut retirer du terme de condi-
tionnement les composantes qui n‘apportent aucune information (i.e. indé-
pendantes des autres composantes et de X). La preuve de cette proposition
est laissée en exercice.

d. Noyau markovien

Définition 1.2.5 Unnoyau markovien sur & x R4 est une familley = {y(x,-);x €
&} de fonctions R4 3 x' — y(x, x') € R telles que :

() w(x,x) =0 pourtoutx € X etx' e R%,
(i) fpaw(x,x")dx' =1 pourtoutxe X .

Ici & peut Itre un ensemble fini ou continu.

On considere un couple de variables aléatoires (X,Y) de densité jointe
p(X,Y), il est clair que :
p(X,Y) = pX]Y)

est un noyau markovien.

e. Formule de Bayes et vraisemblance

La densité jointe p(X,Y) s’écrit donc de deux facons :
pX,Y) =pXIY) p(Y) = p(YIX) p(X).

On en déduit la formule de Bayes :
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pYIX) pX) _ p(YIX) p(X)
p(Y) S pYIX) p(X) aX”

p(X|Y) = (1.14)

Cette formule est plus qu’'une simple tautologie. Reprenons notre petit pro-
bleme d’estimation : on dispose d'un couple état/observation (X,Y). La loi a
priori de X, i.e. avant observation de Y, est p(X). Aprés observation de Y on
dispose de la loi a posteriori, c’est-a-dire la loi p(X|Y) de X sachant Y.

La formule de Bayes (1.14) dit simplement qu’a Y fixé, la loi a posteriori
p(X[Y) est égale, a une constante multiplicative pres, au produit de la loi a
priori p(X) et de la vraisemblance p(Y|X),

1

loi a posteriori = —
cte de normalisation

x vraisemblance x loi a priori

la constante de normalisation est simplement [ p(Y|X) p(X) dX.
On utilise souvent la notation :

pXIY) < p(Y[X) p(X) (1.15)
c’est-a-dire
loi a posteriori « vraisemblance x loi a priori
ou « signifie “proportionnel a” (i.e. comme fonction de X, p(X|Y) est pro-
portionnel a p(Y|X) p(X), la constante de proportionnalité ne dépend que de
Y).
Il existe donc deux lectures de la densité conditionnelle :

— aY fixé, X — p(X|Y) est une densité, i.e. une fonction positive telle que
SpXIY)dX =1.

P(XIY)

— aY fixé, X — p(Y|X) est une fonction de vraisemblance, i.e. une fonc-
tion positive telle que si p(Y|X') > p(Y|X") alors I'observation Y a été
plus vraisemblablement générée par X' que par X”.

— \ - yd ™
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Il faut maintenant expliquer en quoi (1.15) nous permet d’avancer dans
notre probleme. On s’intéresse a la loi a posteriori, la formule de Bayes (1.15)
nous dit qu'il suffit de connaitre la loi a priori et la vraisemblance (oublions
la constante de normalisation). Expliquons sur un exemple l'intérit de la for-
mule.

Exemple 1.2.6 On dipose d’'une observation Y partielle et bruitée de X donné
par le modele :
Y=hX)+V

ou X est de loi a priori p(X) donnée. On suppose que le bruit de mesure\ est
N (0,02 1) et qu'il est indépendant de X. On suppose également que la fonction
d’observation h est connue. Il est clair que la vraisemblance est alors :

p(Y1X) x exp (- ﬁIY— h(X)1?).
Ainsi d’apres la formule de Bayes (1.15)
pXIY) o exp (- #IY —hX)?) x pX).
En particulier si p(X) est A (X, Q) alors
pXIY) o exp (- 5551Y = h(X)1) x exp (- $(X = X)* Q™ (X = X)).
Si h(x) n'est pas linéaire, cette loi n'est pas gaussienne.

Ce qu'’il faut comprendre, c’est qu’en pratique il est naturel de se donner la
loi a priori p(X) etla vraisemblance p(Y|X), la formule de Bayes (1.15) permet
alors de calculer la loi a posteriori.

f. Loi gaussienne

Une variable aléatoire a valeurs dans R” suit une loi gaussienne centrée et
réduite, notée X ~ N(0, I) (ou I est la matrice identité), lorsque :

p(X) =

—Lix12).
zor o2 X0)

Sa moyenne est EX = 0 et sa covariance cov(X) CE[X -EX) (X—EX)*] = I.

Un vecteur aléatoire gaussien X a valeurs dans R” est, par définition, la
transformée linéaire d'un vecteur aléatoire gaussien centré et réduit, i.e. X =
p+ CX ot X ~ N(0,I). La moyenne de X est alors E(X) = y, sa covariance est
coviX) = CC*. On note X ~ N(gI) ou T = CC"
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Etant donné un vecteur aléatoire gaussien X ~ N(u,T), si la
matrice I' est inversible alors sa densité est

— 1 1 * —1
pX) = N exp (-3 (X—w)* T (X—-w).
Lorsque I' n’est pas inversible, la loi de X n’admet pas de densité
au sens classique.

De facon générale la loi d'une variable X est gaussienne si et
seulement si la fonction caractéristique de cette loi est donnée
FIGURE 1.1 - Densité de la normale par .
centrée et réduite en dimension 2. Ee'" X =exp(ir*u- sr*Tr), VreR"

oui?=-1.

Revenons au probléme initial, on considére un vecteur aléatoire gaussien
(X,Y), laloi conditionnelle de X sachant Y est également gaussienne :

Proposition 1.2.7 Soit Z = (é) un vecteur aléatoire gaussien a valeurs dans
R"*4 de moyenne Z et de covariance Qz avec :

(X Qx va)
Z =\l = * ’
(Y) Q (Qxy Qv
ot Qy > 0 alors p(X|Y) est gaussien N (X(Y), R) avec :
X(Y) =X+ Qxy Q3 (Y=Y, R=Qx—Qxy Q' Qxy-

Preuve Supposons Qz >0, alors
iy < POY) T el -2 7' 21}
p = =

1 Loy vy 0zly =Y
p(Y) \/mexp{ 5 (Y=Y Q! (Y -V}

ona

(I —vaQ\?l)Q ( I O)Z(QX_QXYQ\_(lQYX 0)
0 I -QutQp, I 0 Qy

donc 1 xdetQz x 1 =detR x det Qy et aussi

o I sl I (A
-QU Qxy I Z 10 I Lo QY

, 1 I 0\(R™' 0 )\(I —QxyQJ!
Le. @z ‘(—Q;lo;v I)( 0 Q;l) (0 I Y)
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Donc

Z-2*Q;"Z-2)=X=X(YD*R ' X=X+ (Y -V*"QJ (Y-Y)

et
1 ~ N
X1Y) = ——— exp{-L X=X(Y))* R X=X(Y))} .
P v2m)" detR Pl }
Si Qz n'est pas inversible il est nécessaire de faire appel aux fonctions carac-
téristiques. O

Soit (X,Y) un vecteur aléatoire gaussien, on peut vérifier a titre d’exercice
que X 1LY ssi cov(X,Y) = Qxy = 0. Dans le cas gaussien I'indépendance est
donc équivalente a la non—corrélation, ce qui est faux dans le cas général.

Les composantes d'un vecteur aléatoire gaussien X ~ N(u, R) sont gaus-
siennes, i.e. les lois marginales d’'une gaussienne sont gaussiennes, et elles
sont indépendantes ssila matrice R est diagonale.

Attention, si X et Y sont des variables aléatoires gaussiennes alors (X,Y)
n’est pas nécessairement un vecteur aléatoire gaussien. Si X et Y sont des va-
riables aléatoires gaussiennes indépendantes alors (X,Y) est un vecteur aléa-
toire gaussien. En revanche, si X et Y sont des variables aléatoires gaussiennes
non corrélées alors (X, Y) n'est pas nécessairement un vecteur aléatoire gaus-
sien.

Considérons un cas bi-dimensionnel : soient X; et Z indépendants et gaus-
siens. On pose X, = signe(X;) x |Z|, alors X; et X, sont gaussiens mais le vec-
teur (X1, X2) ne I'est pas. Pour cela il suffit de considérer X; + X, qui n’est pas
gaussien.

Revenons a la Proposition 1.2.7, dans tous les cas R < Qx (cf. Annexe A.1
pour une définition de I'inégalité entre matrices symétriques définies posi-
tives). Si X et Y ne sont pas indépendants, i.e. Qxy # 0 alors R < Qx. Dans
ce cas, le fait d’observer Y permet de réellement affiner la connaissance que
I'on a sur X, en pratique 'ellipse de confiance sur X est strictement plus petite
apres observation de Y (cf. Annexe A.1).

On note que, dans la Proposition 1.2.7, la covariance conditionnelle R de
X sachant Y ne dépend pas directement de ’'observation Y.

g. Loi multinomiale

Dans ce cours on ne sera amené a considérer des variables X prenant un
nombre N fini de valeurs ¢ de R”, 1 <i < N, avec P(X =¢%) = w'. La “densité”
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de X est alors !

N .
pX)=) w'8:(X) (1.16)

i=1

avec &' €R", 0’ 20, ¥ 0’ =1 ol §,:(X) désigne la mesure de Dirac en ¢’
Ainsi, pour tout A c R” et toute fonction ¢ :

N . . N . .
Ep(X) =) o' @&, P(XeA) =) w'la&".
i=1 i=1

Supposons que l'on tire r “particules”, c’est-a-dire les points
& selon la loi (1.16) : on obtient r; fois la particule ¢!, r, fois la
particule &2, ainsi de suite. Ainsi le vecteur r = ry. suit une loi
appelée multinomiale, notée ./ (r,w',...,w"N), telle que

' N [wi]ri i coe —
IP(rl.N: rl'N) — r. Hi=l ri! S1r7r1+ +ry=r,
| . 0 sinon

C’est la loi du tirage de r boules avec remise dans une urne
contenant N boules numérotées. La proportion de boules i est
w'. Le nombre de boules i tirées est r;.

FIGURE 1.2 — Représentation d’'une .
loi discrete p(X) = Zfilwlt%i X). h. Chaines de Markov

Un processus stochastique, ou aléatoire, (Xy)r>o a valeurs
dans R” est une suite de variables aléatoires a valeurs dans R”.
On utilisera la notation

XOZ]C = [XO,...,Xk] .

Laloi du processus (Xi) k=0 est la donnée des lois p(Xy.x) pour tout k.
Par définition de la loi conditionnelle (cf. Equations (1.8) et (1.9) :

pXo:x) = p(Xo) p(X11X0) p(X2lXo:1) - - - pXi|Xo:k-1) (1.17)

Deux processus (Xg) =0 €t (Yi) k=0 sont dits indépendants si Xg.x 1L Y.x pour
tout k.

1. C’estun abus de notation, lamesure de Dirac 6 est une mesure de probabilité qui n'ad-
met pas de densité. Par définition [ 210:(X)dX =1si¢ € A, 0sinon; de maniere équivalente
JoX)6:(X)dX = p(&).



1.2. Espace d’état continu

15

Un processus (Xg) =0 a valeurs dans R” est appelé chaine de Markov (ou
processus de Markov) s'il satisfait a la propriété de Markov suivante :

PXe+11X0:6) = pKi411Xe)  Vk=0 (1.18)

qui peut se lire de la facon suivante : « le futur conditionné par le passé est le
future conditionné par le présent. »
La propriété (1.18) utilisée dans (1.17) conduita:

k
pXo:k) = pXo) [T pXelXp-1).
/=1

On en déduit que la loi d'un processus de Markov est entierement caractérisée
par sa loi initiale p(Xo) et sa loi de transition p(X¢|Xs_1) :

P Xl Xk-1)

Chapman-Kolmogorov

pXo) = -+ — p(Xg-1) pXi)

La loi de transition détermine I’évolution de la loi de la variable Xj. En
effet, la densité p(Xj) se calcule a partir de p(Xy_;) a I'aide 'équation de
Chapman-Kolmogorov

PO = [ pOXUIXic1) POk X (119

qui est exactement la propriété (1.10). On peut itérer cette équation pour cal-
culer p(Xy) a partir de p(Xx_,), on obtient

pXi) = fu@" dXj-1 P(XkIXk—ﬂ“'ju;n AX—p PKi—p+11X=¢) pKi—p) .

Exemple 1.2.8 (bruit blanc) Un processus (Xi) k=0 Sera appelé bruit blanc s’il
s'agit d’'une suite de variables aléatoires indépendantes de moyenne nulle, i.e.,
pour tout k, les variables Xy, X1, ..., Xy sont indépendantes et EXy = 0. Il s'agit
bien d’'un cas (trés) particulier de processus de Markov puisque par indépen-
dance p(Xy|Xo.x-1) = p(Xg). Si de plus ce processus est gaussien, on parlera de
bruit blanc gaussien.

Exemple 1.2.9 On considere l'équation récursive

Xi+1 = [ Xg, W)

ot Xg et (\Wy) k=0 sont indépendants, (W) k=g est un bruit blancWy ~ qr(w) dw.
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Pour tout k, Xo.x—1 est une fonction de Xy et Wy.x—2, il est ainsi indépendant
de Wy_y. Comme Xy = fr-1(Xg-1,Wg_1), donc p(Xg|Xo.k-1) = pXg|Xg-1). 1l
s'agit donc bien d’'un processus de Markov. La loi de transition se calcule de la
facon suivante :

Ele Xi)IXk-11 = El@(fr—1 Kg—1, Wi—1))1Xg-1]
mais comme Xi—1 L Wi_y ona p(Wi_11Xx-1) = p(Wy_1) donc:

Elp(fr—1 K1, Wi D) Xi—11 = [ @(frem1 Kim1, Wi—1)) pP(Wieo1 X)) AWy
= [ @(fr-1XKe=1, Wie—1)) pWe—1) W
= [ @ (fre-1Ki=1, W) Gpe—1 (w) dw

et
EloXi) [ Xk-1] = [ @(frm1 Ki—1, W) Gr—1 (W) dw
= ff(P('f) 5fk—1(xk—1vw) (&) d¢ Gr—1(w) dw
=[0@ [65 X1, &) Gr1 (W) dw di
= f(l’(xk) f5fk,1(xk,l,w) Xk) g1 (w) dw d Xy,
donc

POUXED) = [ 84,04y K0) @1 (10) .

Dans le cas d'un bruit additif, fi—,(x, w) = fr_1(x) + w, on obtient une formu-
lation explicite de la loi de transition

PXilXk=1) = Gre—1 KXge = fie—1 Kg-1)) .

Si de plus Wy ~ N(0,0%, 1) ona

P X Xg-1) o exp(— 1%V|Xk_fk—1(xk—1)|2)-

20
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MODELES DE MARKOV CACHES A
ESPACE D’ETAT FINI

On s’intéresse ici a des variables aléatoires et de processus a valeurs dans
un ensemble fini .

On considere une chaine de Markov X = (Xp) xen @ espace d’états & fini de
loi initiale p et de matrice de transition Q = [Q(x, x")] x,x'ea - La chaine X n'est
pas directement observable, elle est dite cachée ou latente. On dispose d’ob-
servations Y = {Y}ren @ valeurs dans un espace d’observation 2. Cet espace
peut étre au plus dénombrable ou continu.

On suppose que les observations sont recueillies au travers d'un canal sans
mémoire, c’est-a-dire que, conditionnellement aux états X, les observations
Y sont mutuellement indépendantes et que chaque observation ne dépend
que de I'état X;. On notera ¥ (x, y) la vraisemblance associée.

Dans le cas dénombrable comme dans le cas continu, les trois problemes
canoniques des modeles de Markov cachés sont :

P1 Etant donnés les parametres M = (p, Q, ¥) du modele, calculer
la vraisemblance d’une suite donnée d’observations Y. Ce
point est résolu par 'algorithme “forward” de Baum.

P2 Etant donnés les parametres M = (p, Q,) du modele et une
suite d’observations Y).;, déterminer la suite d’états X.x qui
est le plus vraisemblablement a I'origine ces observations
Yo.x. On peut considérer trois cas :

(i) 'estimation del’état courant Xy, c’estle probléme de fil-
tragerésolu par 'algorithme “forward” de Baum;
(i) 'estimation d’'un état intermédiaire X, (pour ¢ < k), c’est
le probleme de lissage résolu par les algorithmes “for-
ward” et “backward” de Baum;

17
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(iii) I'estimation de la trajectoire compléte X.x, ce point est
résolu par I'algorithme de Viterbi.

P3 Etant donnée une suite d’observations Y.;, déterminer les
parametres M = (p, Q,y) du modéle dont sont le plus vrai-
semblablement issus ces observations. Ce point est résolu
par 'algorithme de Baum-Welch.

Les bases des modeles de Markov cachés ont été publiées dans une sé-
rie d’articles a la fin des années 1960 et au début des années 1970, autour de
Leonard E. Baum [7], [6], [9], [8], et [5]-

Ces notes, comme beaucoup d’autres travaux sur les modeles de Markov
cachés, s’appuient sur la présentation faite par [50, Chap. 6]. Ce dernier ou-
vrage concerne le traitement de la parole qui a été 1'un des premiers domaines
d’application des modeles de Markov cachés.

Il existe également des articles de revue [49, 48], ainsi que des monogra-
phies [50, 19, 39, 27]. Pour I'application de ces modeles en génétique, on
pourra consulter [18].

Les formules de re-estimation de Baum-Welsh sont un exemple d’algo-
rithme EM (Expectation-Maximization). Cet algorithme a été formulé de fa-
con plus ou moins canonique par [16]. Une présentation générale, compre-
nant des variantes, se trouve dans [43].

2.1 MMC a espace d’observation au plus
dénombrable

Nous supposons ici que & est un espace au plus dénombrable.

Hypothese 2.1.1 (Canal d’observation sans mémoire) Pourtoutk =1, xy,..., X; €
3{, yo,...,ykEQ?/ N

k
P(Yo:x = Yokl Xok = Xo:k) = [[PY e = yel Yo = x0)
0=0

Cette hypothese caractérise la facon dont la loi des observations dépend
de celle du processus d’état. Précisons maintenant cette dépendance.

On considere la matrice de Markov :

dét
Ve, ) EPNr=yIXp=x), XEX, ye¥ .

On se place dans le cadre homogeéne ol cette matrice ne dépend pas de ¢ et
sera notée . La matrice v est aussi appelée matrice d’émission ou loi d’'émis-
sion.
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Proposition 2.1.2 La loi jointe du couple (X,Y) est entierement caractérisée
par la loi initiale p et la matrice de transition Q de la chaine de Markov X,
ainsi que par la matrice d'émissiony, en effet :

k
PXo:k = Xo:k York = Yo:k) = P(x0) ¥ (x0, yo) [ | [Qxo-1, X)W (xp,y0)]  (2.1)
/=1

pour toutk €N, xg,..., Xk € X, Yo,.--, Yk €% . En particulier le couple (X,Y) est
markovien'.

Un modele de Markov caché (X,Y) a espace d’observation dénombrable
est donc entierement caractérisé par :

(i) La loiinitiale p du processus d’état X :
p(x) (gfIP(XO =x), XeX.
(i) La matrice de transition Q du processus d’état X :
Qx, x) EPXpyy = ' X = x), x, ¥ € Z.
(iii) La matrice d’émission 1 du processus X sachant le processus Y :
v(x,y) d:éf[I3>(Yk:y|Xk:x), XeEX,yeW.

On désigne par M = (p, Q, ) les parametres du modéle de Markov caché.

a. Algorithmes “forward”/“backward” de Baum

On considere un modele de Markov caché M = (p, Q, ) a espace d’état fini
Z et aespace d’observation dénombrable ou continu (dans ce dernier cas on
supposera que % = R%).

Il s’agit de calculer efficacement la distribution de probabilité de la suite
d’observations Y., en fonction des parameétres du modele M, c’est-a-dire la
fonction de vraisemblance.

D’apres (2.1), la distribution de probabilité des observations est donnée
par

PNo:x = Yok) = Z P (Xo:x = Xo:k» Yo:k = Yo:k)

)("O:Ic(':="mfk+1
k
= Y px)wxoyo) [ [QGxr-1,x)w(xs, yo)] (2.2)
xO:k(':ggk-*—1 (=1

pour tout k e N et yy, ..., yx € % . Comme nous le verrons a la Remarque 2.1.4,
cette formulation de la loi de Y. est trop cotiteuse.

1. Le couple (X,Y) ainsi que X sont markoviens mais Y ne I’est pas.
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Algorithme “forward” de Baum

On définit la loi jointe de Y., et X :

“];(J’O:k) d=éf|P’(Yo:k = Yok Xk = X) (2.3)

pour k€N, yo,...,yxr €%, x € Z. Ce terme est parfois appelée variable “for-
ward”. On utilisera également la notation simplifiée :

ak = ak(yo.0)

lorsqu’il n’y a pas d’ambiguité sur les observations yy.r. Enfin on peut présen-
ter ces termes sous forme du vecteur ligne suivant :

af = ak(yo:k) « [a’)i (Yo:K)lxer (vecteur ligne).

Théoréme 2.1.3 (Algorithme “forward” de Baum) La suite {ak}keN des va-
riables forward est solution de l'équation récurrente suivante :

al — iy Y QWL x) al, (2.4a)
xX'eX
a) — p(x) w(x, yo) (2.4b)

pour toutk =0, x € X, yo.r € ¥ 1,

Preuve Notons d’abord que
a3 (1) =PXo=xYo=y) =P(Yo=yXo=x)PXo =) =9 (x,y) p(x).

Par ailleurs,

“];k Vo) = PNok = Yok Xk = X)
= Y PNYouk = Yok Xork—1 = Xozk—1, Xk = Xi)
X0:k-1
= > p(x0) Qx0,x1) - Q(xk—1, X)W (X0, o) - .. W (Xk, Vi) -
X0:k-1
et donc

k+1 _
axk+1 (J/O:k+1) -

=Y p(x0) Qx0, x1) *++ Q(Xk» Xpes1) ¥ (X0, Y0) - - W (Xks 1, Yies1)

X0:k

=Y (Xer1, Vis1) ) Q(Xk, Xir1) Y, p(x0) Qxg, x1) -+ Q(ge—1, Xg) X
Xk Xo:k-1

x W (X0, Yo) ... ¥ (Xk, Vi)
=Y (k41 Vier1) ) QUks X1 @k, (Vouk)

Xk
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O

Les équations (2.4) s’écrivent également sous forme vectorielle. 11 suffit
d’introduire la matrice diagonale

¥(y) d:éfdiag[tp(x, y);xeX],
on obtient :

™t — @ Q¥ (yi41), k=0,
a’ — oY (yo).

On peut alors calculer la loi des observations Y.; de la facon suivante :

PNYor=Yo) = Y. a(yo.r) (2.5)
XeEX

pour tout ke Net y,..., yr €Y.

Remarque 2.1.4 La formulation (2.2) de la loi des observations Y. est trop
cotiteuse. Pour chacune des |2 |Ft1 = N*+1 trajectoires xo.x. possibles de l'état, il
faut en effet effectuer 2k + 1 produits. La complexité de cet algorithme est donc
en O(k N¥). Elle est exponentielle en fonction du nombre k d’observations et
donc impossible a utiliser en pratique.

Chaque itération en temps de l'algorithme (2.4) fait appel a N (2N + 1) opé-
rations élémentaires. Ainsi le calcul (2.7) de la loi des observations Y. est en
O(k N?), il est linéaire en fonction du nombre d’observations.

La formulation (2.5) répond donc a la question du probleme P1, en effet

la fonction de vraisemblance associée au modele M est :
LM EPNor=yor) = Y, ak(yo)- (2.6)
XEX

Filtrage : probléme P2—(i)

D’apres (2.3), la distribution de probabilité conditionnelle de I'état X sa-
chant les observations Y., est donnée par :

a’,ﬁ()’o:k)

Z aI;’ (Y0:x)
x'exX

PXk = xIYo:x = Yo:x) = 2.7

pour tout k € N et x € . Ainsi, p apparait comme une distribution de pro-
babilité conditionnelle non normalisée.
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Algorithme “backward” de Baum

Soit k = 1 un instant fixé. Pour tout instant ¢ < k, on introduit la loi condi-
tionnelle des observations Y. ;.x sachant que X, = x :

BEYr+1:0) CPY 1 = Ye+1:x1Xp = X) (2.8)

pour x € ¥, yri1,---, Vk € . Ces termes sont également appelés variables
“backward”. On utilisera également la notation simplifiée :

,Bi = ﬁi(}’éﬂ:k)

lorsque les observations sont connues sans ambiguité. Enfin, on utilise égale-
ment la représentation sous forme de vecteur colonne :

B° =B Wer1:k) = [,Bi(_)/[.ﬂgk)] ea (vecteur colonne).

1l faut noter que B¢ dépend de k.

Théoreme 2.1.5 (Algorithme “backward” de Baum) Pour tout k > 0, la
suite BY* des variables “backward” est solution de l'équation récurrente ré-
trograde suivante :

B — Y. QU XYy, yern) B, (2.92)
x'exX
pr—1 (2.9b)

pour tout0< ¥l <k, x€ X, yox e ayk+1,

Preuve Notons d’abord que pour/=k—-1,ona:

By = P(Yr=yIXe1=%)
= ) PMVie=yXe =Xk = X)
x'eX
= ) PYg=yXg=x)PXg = x X1 = %)
x'eX
= Yy, 0Qx,x"
xX'eX

Ainsi en posant (2.9b), on obtient (2.9a) avec ¢ = k — 1. D’autre part, il résulte
de la Remarque 1.1.2 et de la Proposition 2.1.2 que :

ﬁi; (Ver1:0) =P o1k = Yer1:61Xe = X0)
= > PYoi1:k = Yorrdo Xes1:k = Xo41:6 [ Xe = X0)
Xo+1:k

= Y QUxp,xp41) - Q(xp—1, X)W (Xp41, Yeu1) -+ W (Xk, Vi)

Xo+1:k
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pour tout xy € X, Yo4+1,..., Yk €Y.
Ainsi

B, o) = Y. QUxg,Xpe1) -+ Qo1 X)W (Xp41, Vo) -+ ¥ Xk, Vi)

Xo+1:k
=Y Qxp, X)) W(Xps1, Yor1) Y. Q(xps1, Xp+2) -+ Q(xp-1, Xp)
Xpy X0+2:
1 frak WV (Xps2,Yo42) W (XK, Vi)

= Y QUxp, Xpr ) W(xa1, Vo) By Vet

Xo+1

d’ou le résultat. O

Le systeme (2.9) admet la représentation vectorielle suivante :

Bl — Q¥ () B, 0= 0 <k,
pr—1.

ol 1 est le vecteur colonne composé de N fois 1.

Proposition 2.1.6 On se fixe k € N, les équations “forward” (2.4) et “backward”
(2.9) sontduales l'une de l'autre :

Y atpl= Y aifi=Y af
XEX XEX XEX

pour tout0 < ¢ < k. Ces quantités sont égales a la vraisemblance £ (M) définie
en (2.6) ainsi qu'a la constante de normalisation qui apparait dans (2.7).

Preuve En utilisant successivement I’équation “backward” (2.9a) et I'’équa-
tion “forward” (2.4a), on obtient :

> aLpl = > al > Q(x’x/)ﬁifrlwx',yéﬂ)

XeX XeX x'ex
i l ! /+1
= Yy ye)| Y, ax Qx| By
x'ex xXeX
_ l+1 pl+1
- Z Qi ﬁx’ :
xX'eX

O

Proposition 2.1.7 Pour tout ¢ < k, la distribution de probabilité jointe de X,
et des observations Y., est donnée par :

PXe=x,Yor = Yo:k) = ai ﬁi

pour toutx € X et yo,..., Yk €¥.
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Preuve

PX¢=x¢, Yok = Yo:k)
:E: P(Yo:x ::J«kkr><0:k = Xo:k)

X0:0-1
Xo+1:k

= Y p(xo) Qxo, x1) -+ Q(xg_1, Xi) ¥ (X0, o) -~ W (X, Vi)
X0:0—
x?fl:llc

[ > P(xo)Q(xo,xl)---Q(xe-l,sz(xo,yo)---U/(xz,yz)]><
X0:0-1
| ¥ Qe xan) -+ QU1 X W e, yesr) -+ e, )|

Xo+1:k

0 pt
:anﬁxI'

Lissage : probleme P2—(ii)

Pour tout ¢ < k, la distribution conditionnelle de I'état X, sachant les ob-
servations Y. est donnée par :

al(yo.0) BEYe+1:0)

Y @l (o) BL esrn)
x'ex

PXe = xYo.k = Yo:k) = (2.10)

pourx€X, yo,...,yk €¥ ..
La propriété de dualité décrite dans la Proposition 2.1.6 implique que la
constante de normalisation dans (2.10) ne dépend pas de k, en effet :

Y ayfu= ) ay=LM)
x'ex x'ex

pour tout 0 < ¢ < k. Cette constante est la vraisemblance (2.6) du modele.

b. Algorithme de Viterbi

La réponse au probleme P2-(iii) est fournie par un algorithme de pro-
grammation dynamique, I'algorithme de Viterbi, qui permet de maximiser la
distribution de probabilité conditionnelle de la suite des états Xg..

D’apres (2.10) les variables “forward” et “backward” de Baum permettent
seulement de calculer la loi conditionnelle de I'état a un instant donné sa-
chant les observations.
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Les états x € & de la chaine X sont des “étiquettes” et effectuer des opéra-
tions algébriques sur ces valeurs n’a pas de sens. On ne peut donc pas utiliser
les lois conditionnelles précédentes afin de calculer des statistiques comme la
moyenne conditionnelle. En revanche, il est possible de calculer des estima-
teurs comme lestimateur local du maximum a posteriori’ :

def
XMAP S ArgmaxP(Xy = x[Yo.x = Yo -
XeX

Cependant, il peut arriver que la suite X;*" ainsi générée ne soit pas cohé-
rente avec le modele : il peut en effet arriver que X)MA" = x, XJ?WAP = x” alors
que Q(x,x") =0 (i.e. la chaine X ne peut passer, a I'instant ¢, de I'état x a I'état
x"). Pour cette raison, on fait appel a l'estimateur global du maximum a poste-

riori, défini par :
Xpx & ArgmaxPXox = 3ok York = Vo) - (2.11)
0:

Le calcul efficace de cet estimateur est fourni par un algorithme de program-
mation dynamique, appelé algorithme de Viterbi.

Notons que :
Arg max [FD(XO:IC = xO:leO:k = yO:k)
xO:kEﬂfk-*—1

= Afg max I]:D(XOZIC = xO:k’YO:k = yO:k)/P(YO:k = yO:k)

xO:kEﬂ{k-'—1

=Arg max P Xo:k = Xo:x> Yo:k = Yo:k)
Xo:k € K+

pour tout k =0, yy,..., Yk € . Ainsi il est équivalent dans (2.11) de chercher
I'argument du maximum de la loi conditionnelle ou de la la loi jointe. On in-
troduit :

déf
8 yo) = max PXox-1 = X0:k-1, Xk = X, Youk = Youk)
xO:k—IE%k

pour tout k =0, xp,...,Xk-1,X € X, Yo,-.., Vk € . Ces termes sont également
appelées fonctions valeur. On utilisera également la notation simplifiée :

8% = 6% (y0.0)

lorsqu’il n'y a pas d’ambiguité sur les observations. On introduira également
le vecteur colonne :

ok = 5k(yo;k) = [6’;(y0;k)]x€gg (vecteur colonne).

2. En supposant, comme nous le ferons dans toute cette section, que dans chacun des cas
le maximum est atteint en un point unique.
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Théoréme 2.1.8 (Programmation dynamique) La suite {65}y des fonc-
tions valeur est solution de l'équation non-linéaire récurrente suivante :

S —w(x, Y1) ma%[Q(x’,x) 65], n=0, xex, (2.12a)
x'e

8% —pw(x, ), X€EX . (2.12b)

pour toutk>0,x€ X, yo,...,yk €¥.

Preuve D’apresla Proposition 2.1.2:

PXo:k+1 = X0:k+1> Y0:k+1 = Yo:k+1)
= p(x0) Q(x0, x1) - - Q(Xk, Xk+1) W (X0, Y0) - ** W (Xk41) Vic+1)
=Y (Xk+1, Yir1) Q(Xky Xk+1) PXKo:k = Xo:4, Yo:k = Yo:k)

pour tout k=0, Xg:.x+1, Yo:k+1- On en déduit que :

g:lka_)fp(xo:lﬁl = xO:k+1»Y0:k+l = J/O:k+1) =
= Y (Xper1, Vier1) Qi Xi41) 0%, (Vork) -
En maximisant cette derniere expression par rapport a X, on obtient :
51;,;11 (Vo:k+1) = rgo'fllfiﬂm(Xo:kﬂ = X0:k+1 Y0:k+1 = Yo:k+1)
= H}C%Xg}’flfﬂj’(xo:kﬂ = X0:k+1> Y0:k+1 = York+1)

_ k
=Y (Xk+1, Yi+1) gleia% [Q(xk» Xk+1) 5xk (yo:k)]

d’ou1 le résultat. O

Corollaire 2.1.9 (Algorithme de Viterbi) A un instant k fixé, apres avoir cal-

culer §"%, on obtient l'estimateur X" par récurrence rétrograde :

UL 5k 2.13
k rggcréa%x X ( )

puis, pour¢ =k-1,...,0:

l
XPAP — Argmax[Q(x, XY 64 (2.14)
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Preuve Parmi toutes les trajectoires qui aboutissent dans I'état x’ a I'instant
¢ +1, la trajectoire de plus grande probabilité est passée dans I'état :

I (x') € Argmax[Q(x, x) 6]
XeEX

alinstant ¢ précédent (en supposant que ce maximum est atteint en un point
unique). En outre, on a nécessairement :

QU (x"),x") >0

ce qui garantit que la transition de I'état I,(x’) vers I'état x’ est possible pour
le modele.

La trajectoire optimale est alors calculée de la fagon suivante : on remarque
d’abord que
maxP (Xo.x = Xo:, Yok = Yo:k) = maxmax P (Xo:k = X0:> Yo:k = Yo:k)
X0:k Xk Xo:k-1

= H}C%xéﬁﬁk (Vo:k) -

on en déduit (2.13) et de proche en proche (2.14). a

c. Formules de re-estimation de Baum-Welsh

Il s’agit maintenant de proposer une méthode permettant d’ajuster les pa-
rametres M = (p, Q, ) a certains criteres d’optimisation. Le plus courant est
celui de « mieux» correspondre aux observations. Toutefois il n'y a pas de so-
lution générique et réaliste a ce probleme, on peut néanmoins déterminer M
qui maximise localement la fonction de vraisemblance :

M— LM E Py (Yor = Vo)

ou Py est la probabilité sous laquelle le modele M est valide.

Il est également possible, si une partie de ces parametres est connue, de
déterminer les autres par la méme méthode.

La méthode de re-estimation de Baum-Welsh (qui est une forme de l’al-
gorithme EM) est une procédure de maximisation locale. Afin de déterminer
un maximum (global) il est possible de faire appel a des algorithmes de type
Metropolis (et de se confronter a toutes les difficultés de mise en ceuvre). Il
existe de nombreuses alternatives a la méthode de Baum-Welsh, comme les
méthodes de gradient.

Considérons la probabilité de transition x — x’ sachant le modele M et
I'observation Y.k = yo:x :

&8 o) =Pu(Xe = X, X1 = %' Yok = Your) -
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Ce dernier terme peut s'écrire en fonction de af;( Yo:e) et ﬁi( Ye+1:k) -

PmXe = x,X¢+1 =%, Yok = Yo:k)

Eoalhon) = Pum(Yo:x = Yo:x)
B PmXe = X, Xp41 = X', Yok = Yo:)
© Yrwear PMXe =%, Xee1 = X, You = Your)
a0 QU XN W, o)) B (Yevan)
C Taver @S00:0 QEF) Y, yer) B sz
Posons :

Yﬁ(J/o:k) £ Y ¢ i, + (Yo:k)
xX'e¥

comme ¥4 (yo:) = Pm (X7 = x[Yo:x = yo:x), on a déjavu que::

“fé (Yo:0) ﬁ){(J/(H:k)
Y e @5 (o.0) BEWer11)

Yion) =

Une sommation en ¢ =0: k — 1 de cette expression donne :

k k
Y Yiow) = Y PMXe=xIYork = Youx)
/=0 /=0
k
= Z [EM(IX[:x|YO:k = Yo:k)
/=0

k
= EM(;)Ixe Yok = J’o:k)

= IEM(#‘M : X[ = xHYO:k = y0:k)

Il s’agit donc de 'estimateur du nombre de transitions issues de x de la suite
Xo:k au vu des observations Y.k = Vo:k-
De méme :

k-1
Y PmXe = x,Xp41 = X' Yok = Yor)
=0
k-1

= Z [EM(I{ngx,X[H:x’}lYO:k = yO:k)
=0

k-1
- [EM( Z l{ngx,X[+1=x'}
/=0

= Em@#C=0:k-1:Xp=2xX¢11=xHY0k = Youk)

k-1 p
Z 6x,x’ (Yo:x)
/=0

Yok = yO:k)
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est 'estimateur du nombre de transitions x — x’ de la suite X.; au vu des
observations Y.x = Vo:k-
Ainsi :

k-1 p k-1 p
Z éx'x/(_VO:k) Z Yx (Vo)
=0 =0

sont des estimateurs respectivement du nombre de transitions x — x’ et du
nombre de transitions issues de x dans la suite Xg.;, fondés sur I’observation
de Yok = Youk-

On peut alors proposer, partant du modele M = (p, Q,v), les «re—estima-
teurs » suivants :

A0 =70k, 2.15)

YEoEl o)
Sy o)

2 o Ly=y Vi (o)

Z]gc:o Yi (Yo:k)

Q(x,x") = (2.16)

(2.17)

vx,y =

En effet il est clair que :

0(x) = estimateur du nombre de d’états x a I'instant initial £ = 0,

- estimateur du nombre de transitions x — x’

Q(x,x")

estimateur du nombre de transitions issues de x’
estimateur du nombre de transitions issues de x et émettant y

vy = estimateur du nombre de transitions issues de x
Etant donné le modele courant M = (p, Q, ), on peut utiliser les formules
(2.15) a (2.17) pour re—estimer le modele et obtenir M = (g, Q, ¥). Baum et ses
co-hauteurs ont montré que :
— soit le modele initial M est un point critique de la fonction de vraisem-
blance :
VMZM) = VMPm(Yo.x = Yo:x) =0

etalorsM=M;
— soit le modele M est (strictement) plus vraisemblable au sens ot :

L) =Py Yok = Youk) > L) =Pm(Yo.k = Youk) -

Itérer cette procédure donne un algorithme EM qui permet de déterminer un
maximum local de la fonction de vraisemblance.
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2.2 MMC a espace d’observation continu

. def
Nous supposons ici que % = R4,

Hypothese 2.2.1 (Canal d’observation sans mémoire) Pourtoutk =1, xy,..., Xk €

X :

k
P(Yo:x € dyo.klXok = Xo.6) = [ [P(Yr € dyelXe = x¢)
=0

cest-a-direloi(Y o1 | Xo-x = Xo:x) = 10i(Yo|Xg = x0) ® - -- ® 10i(Y | X = x1).

On suppose que la loi conditionnelle de Y sachant X ne dépend pas de
k et admet une densité, on pose :

PYredylXg=x)=w(x,y)dy.

On vérifie aisément que ¥ (x, y) est bien un noyau gaussien au sens de la dé-
finition 1.2.5. On en déduit le résultat suivant, dont la preuve est laissée en
exercice :

Proposition 2.2.2 La loi du modeéle de Markov caché (X,Y) est entiérement ca-
ractérisée par la loi initiale p et la matrice de transition Q de la chaine de Mar-
kov X, ainsi que par le noyau markovien v, en effet :

k
PXo:k = Xo:k Yok € dyo:k) = p(%0) ¥ (X0, ¥o) [ | [Q(xe—1, X)W (xs, yo)] dyouk
/=1
(2.18)

pour toutk €N, xo,...,xx € X.
On en déduit la définition suivante :

Définition 2.2.3 (Modele de Markov caché) Un modele de Markov caché (X,Y)
a espace d’observation continu est entiérement caractérisé par :

(1) Laloiinitiale p du processus débat X :
00 YPXo=x), xex.
(ii) La matrice de transition Q du processus d’état X :
Q(x,x" défP(Xk+1 =xX'Xp=x), x,x e X .
(iii) Le noyau markovien v du processusY sachant le processus X :
PYredyXe=x)=w(x,y)dy.

On désigne parM = (p, Q,v) les parametres du modeéle de Markov caché.
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a. Algorithmes “forward”/“backward” de Baum

On considere un modele de Markov caché M = (p, Q,¥) a espace d’état
fini & ={1,..., N} et a espace d’observation dénombrable ou continu (dans
ce dernier cas on supposera que % = R%).

Il s’agit de calculer efficacement la distribution de probabilité de la suite
d’observations Y.; en fonction des parametres du modele M, c’est-a-dire la
fonction de vraisemblance.

On considere I'espace d’observation continu & = R?. D’apres (2.18), 1a loi
des observations Y.; est donnée par

[FD(YO:IC € dyO:k) =
= Z P Xo:x = Xo:k> Yo:k € dYo:x)
X0:k
k
=Y po)wxo, yo) [ | [Qxe—1, x) w(xe, yo)| dyouk (2.19)
X0:k /=1

pour tout k € N.

La Remarque 2.1.4 est aussi valide dans ce contexte. Les preuves des Théo-
remes 2.2.4 et 2.2.5, de la Proposition 2.2.6 sont identiques a celles du cas fini
(cf. preuves des Théoremes 2.1.3 et 2.1.5, de la Proposition 2.1.7) et ne seront
donc pas reprises dans ce paragraphe.

Algorithme “forward” de Baum

On introduit la loi jointe de Y., et Xg :
a* (yo.0) dyo:e EP(Yo € dyo, X = X) (2.20)

pour k€N, yo,...,yxk € ¥, x € . Lexpression a';(y();k) est appelée variable
“forward”. On utilise également la notation simplifiée :

ak = ak(yo.0)

lorsqu’il n'y a pas d’ambiguité sur les observations. Cette variable “forward”
se représente aussi sous forme d'un vecteur ligne :

af = af(yo.0) = [@X (o)l ear  (Vecteur ligne).
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Théoreme 2.2.4 (Algorithme “forward” de Baum) La suite {a}yen des va-
riables “forward” est solution de l'équation récurrente suivante :

b~y Y)Y QU x)ak,, (2.21a)
x'eX

al — p(xX) ¥ (x, yo) (2.21b)
pourtoutk=0,x€ X, yo,..., Yy €¥.

Comme dans le cas discret, le systeme (2.21) admet un représentation vec-
torielle. Posons

¥(y) (Efdiag[w(x, Y); xeX]
alors:

a**! — a* Q¥ (yrs1), k20,
a’ — oY (yo) .-

La loi des observations Y. admet la densité suivante :

|]:D(YO:IC € dyo:k) = [ Z a];(yO:k)] dyO:k-
XeX

Cette formulation répond donc a la question du probleme P1, en effet 1a fonc-
tion de vraisemblance associée au modele M est :
det
LM =Y ako). (2.22)
XeX

La Remarque 2.1.4 est aussi valide dans ce cas.

Filtrage : probléme P2—(i)

Laloi conditionnelle de I'état présent Xy sachant les observations Y. est
donnée par :

k

_ %%

k

Z ax’
x'ex

PXk = xIY0:k = Yo:k) = , XeEZX.

Ainsi, x — a¥ apparait comme une distribution de probabilité conditionnelle
non normalisée. La constante de normalisation est la vraisemblance (2.22).
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Algorithme “backward” de Baum

Soit k£ = 1 un instant fixé. Pour tout instant ¢ strictement antérieur a k, on
considere la loi conditionnelle des observations Y, .x sachant que X, = x :

ﬁi(J’hl:k) dyrsi:k d:éfP(YéH:k €dyri1:k1Xe = x) (2.23)

pour x € X, yri1,---, Vk € ¥ . Lexpression ,Bf;(YgH:k) est également variable
“backward’. On utilise aussi la notation simplifiée :

BE =B (yrsrn)

lorsqu’il n'y a pas d’ambiguité sur les observations. On introduit la notation
vectorielle :

ﬁ[ = ﬁé(y€+1:k) = [ﬁﬁ(ym;k)]xegx (vecteur colonne).

11 faut noter que B¢ dépend de k.

Théoreme 2.2.5 (Algorithme “backward” de Baum) On se fixe k > 0, la
suite {,6[ }e=0:x des variables “backward” est solution de l'équation récurrente
rétrograde suivante :

B — Y QU Xy, yeen) BS (2.24a)
X'eX

By —1 (2.24b)
pourtout0<?l<k,xeX, yo,..., Yk €¥.

Le systeme (2.24) s’écrit également sous forme vectorielle :

Bl —Q¥(yr) B 0<l<k,
pr—1.

Proposition 2.2.6 Pour tout ¢ < k, la loi jointe de X, et Y . est donnée par :

PXe=x,Yo.x € dyo:x) = ai(y():e) ,3;{()/(+1:k) dyo.x

pour tout x e X'.



34

Modeles de Markov cachés a espace d’état fini

Lissage : probleme P2—(ii)

Pour tout ¢ < k, la distribution conditionnelle de I’état X, sachant les ob-
servations Y. est donnée par :

ab(yo.0) BEWes1:x)

Y ol 00 B esn)
x'ex

PXe = xYo:x = Yo:k) =

La propriété de dualité de la Proposition 2.1.6 est également valide dans ce
cas.

b. Algorithme de Viterbi

La réponse au probleme P2-(iii) est fournie par un algorithme de pro-
grammation dynamique, I'algorithme de Viterbi, qui permet de maximiser la
distribution de probabilité conditionnelle de la suite des états Xg..

D’apres (2.10) les variables “forward” et “backward” de Baum permettent
seulement de calculer la loi conditionnelle de I’état a un instant donné sa-
chant les observations.

Les états {1,..., N} dela chaine X sont des “étiquettes” et effectuer des opé-
rations algébriques sur ces valeurs n’'a ainsi pas de sens. On ne peut donc pas
utiliser les lois conditionnelles précédentes afin de calculer des statistiques
comme la moyenne conditionnelle. En revanche, il est possible de calculer
des estimateurs comme [l'estimateur local du maximum a posteriori® :

déf
X;MAP < ArgmaxP(Xy = x|Yo:x = Vo:k) -
XeX

Cependant, il peut arriver que la suite X;%}*" ainsi générée ne soit pas cohé-
rente avec le modele : il peut en effet arriver que X" = x, X)M1F = x' alors
que Q(x,x’) =0 (i.e. la chaine X ne peut passer, a I'instant ¢, de I’état x a 1’état
x'). Pour cette raison, on fait appel a Uestimateur global du maximum a poste-
riori, défini par :

déf
Xpx = ArgmaxP (X = Xooel Yook = Vo) - (2.25)

Le calcul efficace de cet estimateur est fourni par un algorithme de program-
mation dynamique, appelé algorithme de Viterbi.

3. Ensupposant, comme nous le ferons dans toute cette section, que dans chacun des cas
le maximum est atteint en un point unique.
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La méthode et certains énoncés de résultats sont identiques a ceux du pa-
ragraphe précédent, nous ne contenterons donc d’énoncer les résultats sans
les démontrer.

D’apres la formule de Bayes, la trajectoire qui maximise la distribution
de probabilité conditionnelle de X,.; sachant les observations Y. maximise
également la distribution jointe de Xy et des observations Y., c’est-a-dire :

[FD(XO:k = xO:leO:k = Yo:k) |]:D(YO:k € dyO:k) = ”:D(XO:IC = xO:k’YO:k € dyO:k)
k
= p(x())W(XOJ.VO) l_[ [Q(xf—lrxf)U/(xéx yf)] dyO:k
/=1

Donc maximiser P(Xo.x = Xo:k|Yo:x = Yo:k) €n Xo.x est équivalent a maximiser
p(x0) Y (x0, yo) TT5_, [Q(x-1, X)W (X, yo)]. On pose :

. k
8% (Vo) d='3er%1:0<;)(1€0) W (X0, Yo) [ [ LQ(xe-1, x0) w(xe, yo)]
k-1 /=1

pourtout k=0, xx € ¥, yo,..., Vi € % . Cette expression est également appelée
fonction valeur.

Théoreme 2.2.7 (Programmation dynamique) La suite {0 k}keN est solution

de l'équation récurrente suivante :
S8~y i) | max QU 0 8% (2.26a)
X'€

8% — p()w(x, ) (2.26b)

pourtoutk=0,x€%, yo,..., Yk €¥.
On définit :

I (x) d:éfArgma%x[Q(x, x) 6’;] ,n=0,xex
XE

(en supposant que le maximum est atteint en un point unique).

Corollaire 2.2.8 (Algorithme de Viterbi) La trajectoire optimale aboutit dans
létat :
X'}C"AP = Argmaxél; 2.27)
xXeX
(en supposant que le maximum est atteint en un point unique) a l'instant k. La
trajectoire optimale est passée dans l'état :

XWAP = L (XTA5) (2.28)
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MODELES DE MARKOV CACHES A
ESPACE D’ETAT CONTINU

Un systeme a espace d’état est un couple de processus : d'une part un pro-
cessus d’état (Xi)x=o et d’autre part un processus d’observation (Yi)i>1. On
suppose qu’on ne dispose pas d’observation a l'instant k = 0. Le processus
d’état est une chaine de Markov de loi initiale p(Xy) et de loi de transition
p(XglXk-1). Le lien processus d’observation/processus d’état est régi par une
hypothése de canal sans mémoire (cf. Fig. 3.1) : conditionnellement aux états,
les observations sont indépendantes et l'observation X, ne dépend des états X, .x
que par l'intermédiaire de Xy, c’est-a-dire :

k

pY 1 Xo) = [T p(YelXp) 3.1)
/=1

ol p(Y¢|Xy) désigne la fonction de vraisemblance locale.
Sous les hypothéses de Markov (1.18) et de canal sans mémoire (3.1), ce
modele est déterminé par la donnée de la loi initiale p(Xp), de loi de transi-

S
©

O,

FIGURE 3.1 — Hypothese de canal sans mémoire

- -

partie cachée

partie visible

()
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tion p(Xx|Xk-1) et de la fonction de vraisemblance p(Y|Xy). En effet1aloi du
systeme est :

p(XO:k» Yl:k) = p(Y1:k|X0:k) p(XO:k) .
D’apres les propriétés (1.18) et (3.1) :
k
pXo:k, Y1) = pXo) [ [ pXelXe—1) p(YelXp).
/=1

Exemple 3.0.1 (systéme non linéaire a espace d’état) On considere le systeme

Xis1 = [ Kg, Wi),

Yi = hie(Xp) + Vi
ot Xo, Wy, Vi sont indépendants et
Wi ~pWp) =g Wy,  Vi~pNV) =g Vi).

On a déja vu que (Xi) k> est markovien et on a une expression de la loi de tran-
sition. Calculons maintenant la fonction de vraisemblance locale

Elp(Y )Xk = Elp(h(Xp) + V) Xk
= [o(hXp) +v) g (v) dv
= [oW) @ (y— (X)) dy

donc
p(YilX) = g (Y — he(Xp)) .

Dans le cas particulier Vi ~ N(0, O'%/ Dona

p(YlXg) o< exp (- ﬁlYk — heXQ)I?).

Exemple 3.0.2 (systéme a espace d’état : cas linéaire/gaussien)

X1 = F X+ fre + G W, Xo ~ N(Xo, Qo),
Yi=Hp X+ hi+ Vi

ot Xo, Wy, Vi sont indépendants et Wy ~ N(0, QXV), Vi~ N(O, Q\k/), alors

P XglXg-1) = N(Fg-1 X1 + fr-1, Gk-1 QXV Gi 1))
p(YiIXp) = N(H X + hg, QY) .

Le processus état/observation est gaussien car, pour tout k, (Xo.r, Y1:x) est gauss-

ien. Il s'agit en effet de la transformée linéaire du vecteur aléatoire gaussien
(XOrWOZk—l!Vltk)'
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Yk

l
XY ) prédiction XY ; correction X Yin)
PAk-11Y1:k-1 XX PAkI Y 1:k-1 POV eIX0) PAKI Y 1:k

FIGURE 3.2 — Décomposition d'une itération du filtre non linéaire optimal en
une étape de prédiction, faisant intervenir la loi de transition, et une étape
de correction faisant intervenir la nouvelle observation et la fonction vraisem-
blance locale associée.

3.1 Formule de Bayes récursive (filtre bayésien)

On considere un systeme a espace d’état (Xg, Y) de loi initiale p(Xp), de
loi de transition p(Xy|Xk-1) et de fonction de vraisemblance locale p(Y|Xg).
On fait les hypothéses de Markov (1.18) et de canal sans mémoire (3.1).

Le probleme est d’estimer X; en se fondant sur les connaissances a priori
et sur les observations Y;.r. La plupart des applications sont en temps réel, ce
probleme d’estimation doit donc étre résolu de fagon récursive en traitant les
observations au fur et a mesure de leur disponibilité.

D’apres le chapitre précédent, on sait qu’il s’agit donc de déterminer la
densité conditionnelle p(Xk|Y1.r), appelée filtre. On sera également amené a
déterminer le filtre prédit p(Xg|Y1:x-1)-

Ce calcul se fait de facon récursive selon le schéma classique en deux étapes:

Proposition 3.1.1 (filtre non linéaire optimal) Le filtre se calcule de facon
récursive en deux étapes (cf. F1G. 3.2). Le filtre prédit p(Xy|Y1.x-1) a l'étape
k se déduit du filtre p(Xi—1|Y1.k-1) a l'étape k selon la formule de prédiction

POV = [ pOX) Pt Vi) Xt G:2)

Le filtre p(Xk|Y1.x) a Uétape k se déduit du filtre prédit p(Xi|Y1.x—1) a U'étape
k selon la formule de correction

PY il Xi) pXelY1:k-1)

(X |Y 3 )= .
Pk Jrn PYRIX) Kk Y1:k—1) X

(3.3)

Preuve
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Etape de prédiction

La premiére étape est une simple application de I'’équation de Chapman-
Kolmogorov (1.19)

PXelY1:k-1) = [ pPXelX=1, Y1:k-1) PKie—11Y1:5-1) dXj—1
= [ pXKielXk=1) PKpe=1Y1:k-1) dXp—1 .

L'étape sera démontrée sil'on vérifie que p(XglXy-1, Y1:k-1) = pXgIXj=1).

p(Xk,Xk—l!Yltk—l)
X X - )Y K— =
P Xiel Xg-1, Y1:-1) pXi=1,Y1:k-1)

_ JaXe-- [dX—2 pKoks Yiik-1)

~ [aXo- [ dX—2 pKok-1, Y1:k-1)

_JdXo- [ dXy—2 p(Xo) TI521 p(Xe1Xo-1) p(Y X ) pOXilXge-1)
C [dXe [ Xz pOXo) TIEZ p(XeIX 1) P(YIX()

= pXglXg21).

Etape de correction

D’apres la formule de Bayes on a les deux décompositions suivantes

p(XO:k)Yl:k) = p(XO:lelzk) p(lek)
= pKo:klY1:6) PYRIY1:21) P(Y1:k=1)

et

PXo:k, Y1:6) = PV il X0k, Y1:k=1) PKRoeker Y1:k-1)
= p(Yklxk) p(XO:lel:k—l) p(lek—l) .

Ainsi, apres simplification par p(Y;.x-1), on obtient :
PXo:kl Y1) PY il Y1:k-1) = pY I Xk) pKokel Y1:x-1)
en intégrant chacun des membres de cette égalité en [ --- [ dX¢.x—1, on obtient

PXelY1:6) PY il Y1:-1) = pY IXi) pORiel Y1:k-1)
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donc

_ P lXi) PRl Y1:k-1)
- p(Yk|Y1:k—1)
P kI Xe) pOXgel Y1:k-1)
TP lXk, Yio1) PRkl Y 1ie—1) dXk
_ pYRIXE) pXgel Y 1:k-1)
T pYRIX) pOKelY ko) dX

pXxlY1:x)

O

Maintenant que les équations du filtre non linéaire “optimal” sont éta-
blies, que faire en pratique? Deux cas se dégagent selon que 1'on puisse ou
non résoudre explicitement les équations (3.2)—(3.3).

Ces équations admettent une solution explicite dans le cas linéaire/gaussien.
On obtient alors le filtre de Kalman-Bucy.

Dans le cas non linéaire ces équations n'admettent en général pas de solu-
tion explicite. Il est donc nécessaire de faire appel a des techniques d’approxi-
mation. La premiere idée développée a été de linéariser le systeme autour de
I'estimée courante : c’est I'idée du filtre de Kalman étendu. C’est une tech-
nique qui présente de nombreux avantages mais, d'une part, elle ne donne
pas de résultat satisfaisant dans tous les cas et, d’autre part, il n’existe pas
dans ce cas de résultat de convergence.

Une autre approche, qui ne sera pas présentée ici, consiste a résoudre
I’équation de prédiction al’aide de schémas d’approximation numérique comme
les différences finies. C’est une technique assez lourde qui s’appuie sur une
discrétisation contraignante de I'espace d’état.

Enfin, depuis une dizaine d’années, les méthodes d’approximation parti-
culaire connaissent un développement important. Ces techniques sont simples
a mettre en ceuvre et robustes en pratique.






4

FILTRE DE KALMAN ET
EXTENSIONS

Rudolph E. Kalman a publié ses travaux sur le filtrage linéaire dans les an-
nées 60, voir [35, 36]. De nombreux livres détaillent ses travaux ainsi que le
filtre de Kalman étendu, voir par exemple [22], [2] et [42].

4.1 Systéme linéaire gaussien

On considere un modele linéaire et gaussien :

Xis1 = F Xie + fie + G Wy, k=0, 4.1)
Yi=He X+ hy + Vi, k=1 (4.2)

ol Xo ~ A (X0, Qo), Wi ~ A (0,Q1), Vi ~ A (0,Q)); Xo, Wi et Vi sont indé-
pendants. On suppose que Q)C/ > 0.

La sortie du systéeme (4.1)—(4.2) est gaussienne, la loi conditionnelle de
Xk sachant Y;.; (ou sachant Y;.x_1) est donc également gaussienne. On pose
pXelY 1) = A K, Re) et pXelY1k—1) = A (X, Ri-) avec :

X = EDXkl Y1l Ry = E[(Xg = Xp) X = X0)*1,

X~ =E[XglY1:k-1], Ri- = E[(Xg — Xg-) X = Xp) "1

On note (et on vérifiera) que les covariances Ry-, Ry sont déterministes.

Lidée est toujourslaméme. On détermine p(Xi|Y1.x) a partirde p(Xg—11Y1:4-1)
en deux étapes. Pour la prédiction : on calcule p(Xg|Y1.x—1) al’aide de 'équa-
tion d’état. Pour la correction : on corrige la prédiction en tenant compte de
la nouvelle observation Yy et de '’équation d’observation.

43
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4.2 Processus innovation
Un point important est de déterminer ce que la nouvelle observation Y

apporte de nouveau par rapport aux observations passées Y., ¢ La réponse
est donnée par le processus innovation (cf. Fig. 4.1) :

Vi SV Y ot Vi CEYiIY 1] (4.3)

Proposition 4.2.1 Linnovation s'exprime de la facon suivante :
Vie=Yi— (H X + hy). 4.4)

Elle forme une suite de variables aléatoires indépendantes de loi vy ~ A (0, Q})
avec

QY = Hy R, H +Q) (4.5)
etvi L Y.x—1. De plus:

E[(Xx —Xg-) v}l = Re- Hj. (4.6)

Preuve Par définition

nouvelle observation Yk \ Vk — Yk _ [E[Ylelk'—l]
\ =Y = (HeEXpl Y 1p-1] + A + E[VI Y 1:x1]).

innovation 'V, 3 Yk observation prédite

k

Par indépendance, E[Vi|Y1.x-1] =E[Vi] =0, d’ol1 (4.4).
Pour vérifier les autres points il suffit de noter que

G H Vi =Yg — (Hp Xg- + hi) = He (X = Xi=) + Vi
espace engendre par les observations passees

O
FIGURE 4.1 - Le processus innova-
tion : l'information “fraiche” conte- Ainsi les informations contenues dans {Y;.;._; Y} et dans
nuedans Y. {Y1.k-1 vk} sont identiques. De plus vy 1L Y;.x_1, cela signifie

donc que v est 'information “fraiche” contenue dans Yy, i.e.
I'information concernant X; contenue dans Y qui n’est pas
déja contenue dans Yi.5_;.
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4.3 Filtre de Kalman

Proposition 4.3.1 La loi conditionnelle de Xy sachant Y., (resp. de X sa-
chant Y1.._1) est gaussienne N Xy, Ry) (resp. N (Xx-, Re-)) o les espéran-
ces/covariances conditionnelles sont calculées récursivement a lUaide du fil-
trage de Kalman :

initialisation
Xo = Xo = E[Xol, Ro = Qo = cov(Xy), 4.7)
prédiction
Xi- = Fo1 Xgo1 + Jre-1» (4.8)
Ri- =Fe1 Re1 Fy_ + G QY Gy » (4.9)
correction
Ki = R Hy [Hy Ri- Hy + QY17 (4.10)
Xi = Xg- + Ki [Yi — (Hp Xg- + ho)l, (4.11)
Ry =[I— Ky H] Ry~ . (4.12)

Le terme Kj. est appelé gain.

Pour assurer que ce filtre soit bien défini on suppose que Q)C/ > 0, ainsi
HiRe- Hy + Q! 2 Q! >0

et le systeme linéaire apparaissant dans (4.10) est bien posé. On peut noter
que les covariances ne dépendent pas des observations. Enfin le filtre de Kal-
man est a la fois un théoreme et un algorithme.

Preuve Linitialisation (4.7) est évidente. On prouve I'étape de prédiction. Le
vecteur (Xg, Y1.x—1) est gaussien, la loi conditionnelle de X; sachant Y.;_; est
donc gaussienne. Notons Xy~ sa moyenne et Ry~ sa covariance. On a

A

X = EDXgl Y1511
= Fr 1 EQX -1 1Y 1:k—1] + fiem1 + Gr—1 EIW 1 [Y 1411
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Comme E[X;_1|Y1.621] = Xk_l et E(Ws_11Y1.4-1] = E[W_1] = 0 on en déduit
(4.8) d'une part et

Xi =X = Fog Kp=1 = Xp—1) + Gro1 Wi
d’autre part, d’'ou

Ri- = E[Xg = X)X = Xe) 1Y 121
= E[(Fp_1 Xp_1 = Xe-1) + Gy Wee) C 77 ) 1Y k1]

= F-1 Rk F]:_l + Gp-1 Q\]é\il G;:_l

(on note que cette expression ne dépend pas des observations). En effet (X —
Xie) 1L Wy donc E[(Xj—1 — Xk—l)WZ—l] = 0. Ce qui prouve (4.9).

On démontre les équations de I'étape de correction. Le vecteur (X, Y1.x)
est gaussien, la loi conditionnelle de X; sachant Y.; I'est donc également.
Notons X; sa moyenne et Ry sa covariance. On a

X = EDXp | Y 1ok = X + EDXge = X 1 Y]
D’apres la définition de I'innovation (cf. § 4.2)
EDXk = Xie- | Y1 = EDX = Xpeo | o1, Vi
en utilisant la Proposition 1.2.4 (ii), comme Y1 1L (X — Xk—, Vi) ona
EIXg = X | Yiie—1, Vil = EXg = Xi- [ Vil
Ainsi
X =X +EXp = Xj | Vil . (4.13)

On calcule la loi conditionnelle de X — X - sachant vy. D’apres la Proposition
4.2.1,le vecteur (X — X, Vi) est gaussien, centré de covariance

Ri- Ri- H;
(HkRk— Hy R H,:+QX) '

D’apres la Proposition 1.2.7, 1a loi conditionnelle de X; — Xk— sachant v est
gaussienne de moyenne et covariance explicite. Avec (4.13) on en déduit (4.10),
(4.11) et (4.12). O



4.4. Systeme conditionnellement linéaire/gaussien

% initialisation
Xo <~ Xo
Ry — Qo
% itérations
pour k=1,2,3... faire
% prédiction
Xi- — Fra X1 + fr
R — Fro1 Ree Ff_ | + G Q)Y G|
% correction
Ki — R~ HY [He R Hy +Q)/17! % gain
X = Xi= + Kie [Y e = (Hi Xi- + hy)]
Ry — [I — K Hy] Ry~

fin pour

ALG. 1: Filtre de Kalman pour le systeme linéaire/gaussien (4.1)—(4.2).

4.4 Systéme conditionnellement linéaire/gaussien

On considere un modele conditionnellement linéaire/gaussien

Xie+1 = Fr(Y) X + fir (Y) + G (Y) Wi, k=0, (4.19)
Yk:Hk(Y)Xk+hk(Y)+Vk, k=1 (4.15)

olt Xg ~ A (Xo, Qo), Wi ~ A (0,Q1), Vi ~ A (0,Q)); Xo, Wi et Vi sont indé-
pendants. On suppose que Q)C/ > 0.

Ici on suppose que les coefficients Fi.(Y), fi(Y), Gi(Y) dépendent de Y;.x,
et les coefficients Hi(Y), hi(Y) dépendent de Y;.,—;. La covariance Q\,?’ (resp.
Q)C/) peut éventuellement dépendre de Y. (resp. Yi.x-1).

La sortie (Xg, Yx) du systéme n’est pas gaussienne, mais conditionnelle-
menta (Yy) k=1 le processus (Xg) k=0 est gaussien. Ainsi on a toujours p(Xg|Y1:x) =
N Xk, Ri)) et pXelY1ie-1) = A (X, Re-) avec :

X = EXelY e, Rie = E[(Xk = X) K = Xi)* V1],
X = EDXel Yieeo1], Ry = E[(Xg = Xg-) Kee = X ) Y121 ]
Les matrices de covariance Ry-, R dépendent maintenant des observations.

En utilisant les mémes arguments que ceux de la section précédente on
obtient le méme type d’algorithme (cf. ALG. 2).
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% initialisation
Xo < Xo
Ry — Qo
% itérations
pour k=1,2,3... faire
% prédiction
Xk = Fr-1(Y) Xg—1 + fim1 (Y)
Ri- — Fr1(Y) Ri—1 Fr-1 ()" + Gg1(Y) Q\Ié\il Gr-1()*
% correction
Ki — Ri- He ()" [He(Y) R Hi(Y)* + QY171 % gain
Xk — Xi= + Kie [Yi = (He (Y) Xg- + b (Y))]
Ry — [I = Ky Hp(Y)] Ry~

fin pour

ALG. 2: Filtre de Kalman dans le cas du systeme conditionnellement li-
néaire/gaussien (4.14)—(4.15).

4.5 Filtre de Kalman étendu

Il existe de nombreuses approximations adaptations des filtres du type
Kalman étendu, voir [22, 2, 42].
Considérons un systeme non linéaire

X1 = fOXp) + g X)) Wy, (4.16)
Yk = h(Xk) +Vk. 4.17)

On suppose que E[Wg] = 0, cov[W,] = QXV, E[Vi] = 0, cov[Vi] = QY, et que
(W) k=0, Vi) k=1, Xo sont indépendants.

Le filtre optimal donné a la proposition 3.1.1 ne peut pas se résoudre ex-
plicitement comme dans le cas linéaire/gaussien. L'idée du filtre de Kalman
étendu est de linéariser le systéme (4.16)—(4.17) autour de I'estimée courante
et d’appliquer la technique du filtre de Kalman.

Pour l'initialisation on pose
Xo =E[Xol, Ry = cov(Xp). (4.18)

Notons que X, n’est pas nécessairement gaussien.
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Pour la phase de prédiction, on linéarise I'’équation d’état autour de YORE
Xk = fXpz1) + 8 Ko 1) Wi
= f(Xe-1) + Frm1 Ki—1 = Xm1) + G Wiy
ou
Fe1 EVKe ), Gro1 & g(Kpo1).
Ainsi
Xg- = EDXelY1x-1]
= E[f K=Y 1211 + Frem1 EDX g1 = X1 [Y1:e-1]
+ Gr-1 EMW 1Y 1411
= f(Xy-1).
La covariance prédite est donnée par
Ry = E[(Xk = Xj) (X = Xg)*]
~F}_ | Re1 Fro1 +Gr1 QY |G|

Notons que les matrices de covariances dépendent des observations.
Pour la phase de correction, on linéaire I'équation d’observation autour
de I'’estimée courante, c’est-a-dire X;-, on obtient

Yi=hXg)+ Vi
=~ h(Xg-) + H X = X-) + Vi

ou Hy « Vh(X-). En appliquant le filtre de Kalman on obtient
Ky = R~ Hy [Hi Ry~ Hi + Q17"
X =Xi- + Kie [Ye = h(X)],
Ry = [I - Ky Hil R~

En résumé on obtient I’algorithme 3.

4.6 Filtre de Kalman inodore (Unscented Kalman
filter)

Le but ici est de se passer des calculs de gradient qui apparaissent dans le
filtre de Kalman étendue. On fait pour cela appel a des formules de quadra-
ture. Cette idée a été introduite par Julier & Uhlmann vers la fin des années 90,
voir [31, 32, 34, 33].
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% initialisation

Xo — Xo

Ry — Qo

% itérations

pour k=1,2,3... faire

7% prédiction

Fr_y = Vf(X1)

X — fXge-1)

Re — Feo R FY_ |+ G QY GE_ |

7% correction

Hy — Vh(X-)

Ki — R~ Hf [He R Hy +Q/17! % gain
Xi — X + K [Yg = h(Xy-)]

Ry — [I — Ky Hi] Ry~

fin pour

ALG. 3: Filtre de Kalman étendu pour le systeme non-linéaire (4.16)—(4.17).

On définit une transformée “inodore” (“unscented transform”) : suppo-
sons que I'on dispose d'une formule de quadrature au second ordre (@, xi=1.n
pour X, c’est-a-dire qu'il existe des poids positifs 'V et des points x'* de R"
—appelés o-points — tels que :

Y o'x'=EX et Y o' (x'-EX)(x'-EX)* =cov(X) (4.19)
i=1 i=1

1=

alors (w, y);=1.n avec ¥’ = f(x') sont une formule de quadrature pour Y =
fX), ie.

Yo'y =EY et Y o' (' —EY)(H' -EY)* = cov(Y).
i=1

i=1

Attention, ici les poids w’ € R peuvent étre négatif, la seule condition est que
Zi w'=1.
Le probleme est de choisir les o-points. Les auteurs proposent le choix
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suivant :
. ; 1
I «— . t «— i = e
x' —EX) + [V (n+ 1) cov(X)], v T l---n
i+d i+n 1 ,
«— [E X - X . — — 1 e
x X) = [V (n+ 1) cov(X)], w T n
x2n+1 - [E(X) w2n+1 - A
n+A

ou N =2n+1 et A € R est un parametre d’échelle que 'on peut librement
choisir. En pratique, le choix n + A = 3 correspondant au cas gaussien semble
étre judicieux.

Litération k — 1 — k devient :

Of-1= (w;.c_l, x,i_l) o—points pour N Xie—1, Ri—1)

Xi- = Z w;'c—l fk(xlic—l)

Ok-1
Ry = UZ b el ) =K felxl )= Xe1* + QY
k-1
O = (a);'c_,x;c_) o—points pour A (Xi-, Ri-)
Vie = ) 0 hie(x)
Ok—
Sk-= Y ol Thy(xi ) = V-1 The(el ) = Vi 1" + QY
Oj—
Ur-= Y wb [xh — Xl he(xl) = Vi )*
Of—

Xj = Xi- + Up- [Sp-17 [V = Vi

Ry = Ry~ — Up- [Sg-1" [Up-1*



Filtre de Kalman et extensions

4.7 Filtre de Kalman d’ensemble

Une des extensions les plus intéressantes du filtre de Kalman est le filtre
de Kalman d’ensemble (“ensemble Kalman filter”) proposé par [20] dans le
cadre de I'assimilation de données. Dans ce cadre la dimension n de I'’espace
d’état est tres grande, trop grande pour stocker les matrices de covariance en
mémoire et pour inverser la matrice Hy Py~ H,’Ck + Q)C/. L'auteur propose alors
une méthode originale pour résoudre ce probleme a I'aide de méthodes de
quadrature de type Monte Carlo (voir la section §5.1). Voir [23, 47, 13, 21]
pour plus de détails.

On considere le systéme non linéaire :

Xier1 = fXi) + Wy, (4.20)
Yi=HXy+ V. (4.21)

On suppose que E[W,] =0, cov[W] = Q\Iév, E[Vi] =0, coviVy] = Q}c/, et que Wy,
Vi, Xo sont indépendants. On suppose également que la loi de la condition
initiale Xg est A (X, Po).

On considere la moyenne et la covariance de la loi conditionnelle de X
sachant Yj. :
X3 EEXY 1], RE LTI — XD) X = X3 Y 1]
ainsi que la moyenne et la covariance de la loi conditionnelle de X sachant
Yik-1:

XEEEXeY 1], REETEIG XD e = XD * Y y.po1]

Les indices “a” (analyse) et “f” (forcast) proviennent des techniques de prévi-
sion météorologique : entre deux instants d’observation on effectue une pré-
vision (forcast) qui est ensuite corrigée (analyse) lorsque une observation est
disponible. L'idée de la technique d’ensemble est d’approcher les moments
précédents par des moments empiriques calculés a partir de N particules :

XaNXad_éle ai >A<f~>~<fd_éle fi
k= k—NZ‘Sk’ k= k—NZ‘fk
i=1 i=1

(idem pour les covariances). Entre deux observations les particules évoluent
indépendamment en “singeant” I'équation d’état (4.20). L'observation (4.21)
est ensuite utilisée afin de “corriger” la position de ces particules. Voir I’algo-
rithme 4.
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“The EnKF was designed to resolve two major problems related to the use
of the EKF with nonlinear dynamics in large state spaces. The first problem
relates to the use of an approximate closure scheme in the EKE and the other
to the huge computational requirements associated with the storage and for-
ward integration of the error covariance matrix.”

% initialisation
&t~ N (Ko, Py), i=1:N
% itérations
pour k=1,2,3... faire
% prédiction
~H(0,Q), i=1:N
2’ *f(fi’il)?w;;, i=1:N
J{IZng 4
— pr I g - X g - X
%correctlon
~JV(0 QY), izl'N
Q& —ma i L) 3
Ky — Rfc H* [HRfC H + Q!
& ST K [Ye-HE —vi], i=1:N

fin pour

ALG. 4: Filtre de Kalman d’ensemble pour le systeme non-linéaire (4.20)—(4.21).






5]
APPROXIMATION PARTICULAIRE

Dans le cas général les équations du filtre optimal (3.2)-(3.3) n"admettent
pas de solution explicite. Dans ce chapitre on se propose d’introduire les bases
d’une technique d’approximation dite particulaire. Cette technique fait appel
ala méthode de Monte Carlo que nous présentons dans un premier temps.

[3] est un article de survol. [17] fait le point sur les connaissances dans le
domaine. [4] est un cours qui traite du sujet .

5.1 Meéthode de Monte Carlo

On se contente ici de présenter quelques résultats. On peut trouver sur le
réseau des cours de qualité comme celui d’Annie Millet [44] ou de Bernard
Delyon [15].

On considére la densité de probabilité p(x) d'une variable aléatoire X a
valeurs dans R”, il s’agit d’approcher numériquement l'intégrale

f:fmzn(p(x)p(x) dx (5.1)

pour toute fonction ¢ : R” — R donnée.

Lidée est de donner une interprétation probabiliste a 'intégrale .#. En
I'occurrence cette intégrale peut s’écrire sous la forme . = E¢@(X). On consi-
dere un échantillon de taille N de la loi de densité p(x), i.e. N variables aléa-
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toires &!--- &N i.i.d. de loi de densité p(x), on note 1

51 ‘N 11d p(x)

Lintégrale .# est alors approchée par

il Y ;
7~ gN C‘:fﬁ Y o@Eh. (5.2)
i=1

D’apres la loi des grands nombres, cette approximation est convergente

La vitesse de convergence est donnée par le théoréme de la limite centrale *

i(gﬂ\’ y) JV(O 1) (5.4)

ot1o? = var(¢(X)). Ce dernier résultat est trés important en pratique, il permet

par exemple d’écrire

.96
g =9N+0N = avec probabilité = 0.95
VN

ot (N2 E Ly N 2 - (LxN, oEh)

La vitesse de convergence 1/v/N donnée par (5.4) est faible : un gain en
précision de facteur 2 nécessite 4 fois plus de simulations. Un point positif est
que cette vitesse ne dépend pas de la dimension n de I’espace. Cette vitesse
étant donnée, on peut toutefois améliorer cette méthode en simulant de facon
efficace le N-échantillon, c’est le probleme de simulation. Par ailleurs on peut
se demander s'il est possible de diminuer o dans (5.4), c’est le probléme de
réduction de variance.

1. On note ¢ ~ p(x) le fait que la variable aléatoire ¢ suit la loi de densité p(x) ainsi que le
fait que le nombre ¢ est simulé selon la loi de densité p(x). Donc &V iid p(x) signifie égale-
ment que &UN sont N nombres indépendamment simulés selon la loi de densité p(x). Enfin
EEN 2 pi(x1) -+~ pv(x) signifie que EVN sont N variables aléatoires indépendantes telles que

&~ p;(x) pour tout i.
2. Convergence presque sure : Xy P % signifie que P(Xy — X) = 1.

3. Convergence en loi : Xy EUN% (0,1) signifie que Ep(Xy) — E@(X) pour toute fonction
@ continue, bornée, ou X ~ A4(0,1).
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F(x)

FIGURE 5.1 — Méthode de la fonction de répartition.

5.2 Simulation de variables aléatoires

Comment générer une suite de nombres ¢! ---¢& N dits pseudo-aléatoires,
qui “ressemblent” a un échantillon de taille NV de la loi de densité p(x)? Ce
probleme est complexe. On se contente ici de présenter quelques méthodes.
Il faut garder a I’esprit qu’en pratique avant d’utiliser une telle méthode il est
nécessaire de la soumettre a quelques tests.

Tous les ordinateurs proposent des simulateurs selon la loi uniforme sur
un ensemble fini {1,..., M}. Les simulateurs selon la loi uniforme %[0, 1] sur
I'intervalle [0, 1] sont également tres répandus (sinon il est simple de “brico-

ler” un simulateur %[0, 1] a partir d'un simulateur de loi uniforme sur {1,..., M}).

Changement de variable

; I'aide de changement de variables certains générateurs se déduisent de
générateurs de lois uniformes. Il est par exemple évident que le générateur de
la loi uniforme % [a, b] sur [a, b] se déduit de celui de la loi %[0, 1].

On peut également citer la transformation de Box-Muller : si U; et U, sont
deux réalisations indépendantes de %/[0, 1] alors X; et X, définis par

X1 —1/—2log(U;) cos(2mUy),

X —1/—2log(U;) sin(2m Uy)

sont deux réalisations indépendantes de .4'(0, 1) (cf. Annexe A.2). Ainsi en gé-
nérant deux a deux des nombres pseudo—aléatoires de la loi uniforme %[0, 1]
on en déduit des nombres pseudo-aléatoires de la loi gaussienne A (0, 1).
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Meéthode de l'inverse de la fonction de répartition

On définit la fonction de répartition de la loi de X
X
F(x) :f p(x)dx' =P(X < x)
et son inverse (également appelée fonction quantile)

F Ll ©infixe R F(x) = u} .

On se donne un N-échantillon de la loi uniforme u**N ¢ %[0,1] et on pose
& = F1(u') alors E¥N ¥ p(x) (cf. Fig. 5.1).

u~l[0,1]

j—1

tant que w' + - + w’ < u faire
j—Jj+1

fin tant que

& —xl

rendre ¢

ALG. 5: Générateur de la loi loi discréte p(x) = Zﬁ.\i 1 w' 5 i (x) par la méthode de
U'inverse de la fonction de répartition.

Cette méthode s’applique par exemple a la loi exponentielle ou a la loi de
Weibull. On peut également 'appliquer 2 la loi discréte : P(X = x%) = w’ avec
w' =0 et Zﬁlwi =1lie px) = Zﬁ\ilwiéxi (x). On obtient alors l'algorithme 7
page 64.

Méthode d’acceptation/rejet

répéter

u~ao,1]

&~ px)
jusqua u < p(&)/x p(&)
rendre ¢

ALG. 6: Générateur d’'une loi p(x) par méthode d’acceptation/rejet.

Supposons maintenant que I'on s’intéresse a une loi de densité p(x) : d'une
part on ne sait pas simuler directement selon elle, d’autre part on ne sait pas
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inverser sa fonction de répartition. En revanche on suppose que I'expression
de la densité p(x) est connue et que I'on sait simuler selon une autre densité
p(x) telle que % <k <oo.

La méthode de rejet donne l’algorithme 6.

D’autres méthodes

Il existe de nombreuses autres méthodes itératives de génération de nombres
pseudo-aléatoires selon une loi p(x), notamment les méthodes MCMC (Monte
Carlo par Chaine de Markov), les notes des cours d’Annie Millet [44] et de Ber-
nard Delyon [15] détaillent ces approches.

5.3 Echantillonnage d’importance

Avant d’introduire I'approximation particulaire du filtre non linéaire, es-
sayons de comprendre ce que I'on entend par “approximation particulaire”
d’'une loi p(x).

L'approximation (5.2) de (5.1) est valide pour toute fonction ¢. Il s’agit
donc d'une approximation de la loi p(x), en effet

a1 & <N i
p)=pV0E 5 600 ou &NVH ). (5.5)
i=1

Ainsi p™V(x) est une approximation particulaire de la loi p(x). Plus générale-
ment, une approximation particulaire sera de la forme

N .
PN =Y 06 x). (5.6)
i=1

avecw' =0etY Y w' = 1. Lavantage de ce genre d’approximation réside dans
le fait que les calculs d’intégrales sous cette loi sont treés simples, en effet

N . .
Ep(X) zfcp(x)p(x) dx:f(p(x) pN(x)dx = Zw’qo(é”), (5.7)

i=1
#i=1:N;e A
N .

IP(XEA):f p(x)dx:f pN(x)dx = (5.8)
A A

On cherche une approximation de la forme (5.6) d’'une loi p(x) donnée.
Sil’on sait échantillonner selon p(x) on peut utiliser 'approximation (5.5). Si
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¢

on ne sait pas (ou ne veut pas) échantillonner selon p(x), on peut faire ap-
pel a une méthode dite d’échantillonnage d’importance qui s’appuie sur la
remarque suivante : supposons que I’on dispose d'une autre loi p(x) telle que

px)=0=>px)=0 (5.9

(i.e. p(x) est absolument continue par rapport a p(x)), alors

Ep(X) = f(p(x)p(x)dx f(p(x)%p(x)d

Si on dispose d'un N-échantillon £%*V de la loi /(x) alors

i=1

N o 3 ~px
EpX) =) o'¢E') ol { ; det (5.10)

Ce n’est pas une méthode d’acceptation/rejet : ici toutes les simulations sont
utilisées et on n’a pas a majorer p(x)/p(x). Toutefois si p(x)/p(x) n'est pas
borné, la valeur des poids w' dans (5.10) risquent alors de beaucoup varier et
les particules correspondant a un poids faible contribuent peu a I’approxima-
tion de Egp(X).

Lutilisation pratique de (5.10) estimportante : supposons que I’on ne sache
pas simuler selon p(x) (la loi cible), ou que cela soit difficile, mais que 'on
sache simuler selon une loi p(x) (la loi d'importance) telle que (5.9). 1l suffit
alors de calculer un échantillon de p(x) et de calculer les poids d'importance
w' définis par (5.10).

Une question importante, non traitée ici, est de savoir comment choisir la
loi d'importance.

Application

On souhaite par exemple approcher E[@(X)|Y] alors que I’on ne sait/veut
pas échantillonner selon la loi conditionnelle p(X|Y) mais selon p(X). En fai-
sant appel a la formule de Bayes, on a

p(Y|X)
p(Y)

Elp(X)IY] = f 0 0¥) pOXIY) dX = f o) p(X) dX

alors

N . . . ii . .
ElpX)IY]= Y o' o) ot é"NEpX), o' o p(YIX=¢).

i=1

On peut relire ce résultat de la facon suivante : on dispose, avant toute
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observation, d’'un N-échantillon ¢V de la loi a priori p(X). Cet échantillon
nous permet d’écrire une approximation de la loi a priori

déf

1N N
p)=pN 0O E =Y 8 ot N Ep(X).
i=1

Apres observation de Y, on peut calculer la vraisemblance p(Y|X = ¢’) asso-
ciée a chacune des positions ¢’. Ces vraisemblances permettent de repondérer
les particules ¢, on obtient une approximation de la loi a posteriori

N _zi

6 ; . caef - pYIX=EY
pXIV) = pV" XN EY 06,:(X) ot o € —
L TN pOYIX=¢T)

5.4 Filtre SIR (bootstrap)

L'idée de base du filtrage particulaire consiste donc a déterminer des ap-
proximations du filtre et du filtre prédit sous la forme

N .
pXelY1-1) = p Xl Y1ie-1) = ;wﬁc— Oci_ (X,

1

N .
pPXlY 1) = pN Xkl Yooe) = Zl 0Ot (Xp)-
1=

; chaque instant k, il s’agit donc de déterminer un nombre fini de parametres
(N, &N et (N, EM).

Etape de prédiction

Supposons que
N .
p(xk—llYl:k—l) = Z w;c—l 652 . Xi-1) -
i=1 B
On détermine p(Xg|Yy.x—1) al’aide I’équation (3.2)
pXel Y1:-1) :fp(xkp(k—l) PXg-11Y1:k-1) dXg—1
N .
=3 wly [ POXeIX) 8 (Kecr) X
1=
>
i=1

wl | pXelXp1= &L ).
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On obtient donc un mélange des lois p(Xg|Xg_1=¢ ;'C_l) (qui n’est pas sous
forme particulaire). Pour obtenir une approximation de type particulaire on

peut échantillonner selon cette loi. On choisit une autre possibilité qui consiste
a utiliser

N . . .
PXelYik-1) =) wi_; Ogi (Xg) ol $oe ~ PXilXpm1= &)
i=1

Etape de correction
Supposons maintenant que
N .
PXelY1k1) = ) 081 (Xp0).
i=1
On calcule p(Xg|Y1:x) al’aide de I'’équation de correction (3.3)

Pl Xi) pKel Y1)

XelY1.0) =
Pk S PYkIXi) pOSgl Y1ik-1) dXk
N wi_ p(YelXg)
=12 1fwk POVEIXD 8 (X)X ™
N P(Yklxk &t
=) 25 Xe)

i=1 Z] 1wk p(Yk|Xk 6] e
ainsi
N .
Pl Yr) = ) wﬁc(s(g;'c_ Xk)
i=1

avec , .
W)~ P(Yklxk= $i)
ZN 1wk p(Yklxk fj—

L'étape de correction se fait donc de fagon explicite.

i
k

Un premier (mauvais) filtre

En résumé, on obtient I'approximation suivante :
— prédiction

_w]\lf 1 |
&b~ pN Xl Xgo1= &L )
(5.11)

N .
PN Xl k1) = ) 0 Ogi_(Xi) ol {
i=1
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— correction

i 0l pNYIXe=¢i)

N
, w' = .
PNV 1) = Y w8 (Xp) ol koo ol pN Y eIXe=61)
i=1 = &= ¢l
k k=

(5.12)

Dégénérescence des poids

Lalgorithme (5.11)-(5.12) présente un grave défaut : en quelques itéra-
tions k, presque tous les poids a);C sont nuls. Idéalement les poids doivent tous
rester proches de %, i.e. les particules sont d’égale importance dans I'approxi-
mation.

On peut considérer le critere suivant :

N = N; €[1,N] (5.13)
Y (@p)?

qui représente le nombre efficace de particules. Lorsque N,‘éff est proche de N
alors les particules sont d’égale importance. Il y a dégénérescence des poids
lorsque N,‘sz est proche de 1, c’estle cas lorsque I'on utilise I'algorithme (5.11)-
(5.12). Dans la section suivante on présente une méthode destinée a se pré-
munir de cette dégénérescence en “redistribuant” les particules.

Il existe également un critere entropique

N . .
F=—)_ wi log(w)) € [0,10g(N)]
i=1

avec la convention 0 log0 = 0. Bien que ce critere soit plus fondé, N,‘sz lui sera
préféré car beaucoup moins cotiteux a calculer.

Rééchantillonnage

Si N°ff est petit alors la plupart des particules a un poids proche de 0 et a
donc une contribution négligeable dans I'approximation. L'idée est donc de
“défavoriser” ces particules au bénéfice des particules “importantes” qui ont
un poids non négligeable. On “favorise” ces derniéres en les dupliquant au dé-
triment de celles que I'on souhaite “défavoriser”. Dans I'approche utilisée ici
le nombre de particules reste constant. Il s’agit donc d'une étape de rééchan-
tillonnage ou de redistribution des particules.

Une premiére possibilité consiste a utiliser un rééchantillonnage multino-
mial. On tire N particules parmi {¢},...,¢}'} avec les probabilités {w;,...,w}} :
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on obtient ainsi j; fois la particule ¢!, j, fois la particule é2, ainsi de suite. Le
vecteur (ji,...,Jn) suit une loi multinomiale .4 (N ,w,lc, .. .,wg ). Cela revient a
simuler un N-échantillon tiré selon la loi discrete

N .
.Zl“’;c‘sf};(x)
1=

i.e. on choisit au hasard des points de (&L .. .,ka} selon la loi {a)llc, . ..,wﬁc\’}, on
obtient de nouveaux points de poids %

&N —resample(E N, M)

ol resample est définit par I'algorithme 7 (qui consiste a utiliser NV fois 'al-
gorithme 5). On verra au § 5.5 que cette procédure est trop lente. Il faudra en
pratique faire appel a des méthodes plus rapides.

procédure resample(w(lil\f),x(lzN))

pour i = 1: N faire
u~2%10,1]
j—1
tant que w' + - + w/ < u faire
j—Jj+1
fin tant que
¢ —xt
fin pour
rendre VN

ALG. 7: Redistribution par échantillonnage multinomial (cf. ALG. 5) : produit
un N—échantillon EVN de loi discréte (w*, X' j=1:n.

Filtre SIR (bootstrap)

On obtient un des premiers algorithmes proposé en 93 par Gordon, Sal-
mond, Smith [24]. Ce filtre dit bootstrap est également connu sous le nom de
filtre SIR (sampling importance resampling).

Il est possible de redistribuer les particules

— lorsque par exemple N° < 0.75 (cf. ALG. 8),

— systématiquement, i.e. a chaque itération (cf. ALG. 9),

— toutes les M itérations.

Ces algorithmes sont également de type génétique : une population de
particules est soumise a un mécanisme de mutation, correspondant a I’étape
de prédiction, puis a un mécanisme de sélection, correspondant a I'étape de
correction.
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"N p(Xo)
o'V —1/N
pour k=1,2,3... faire
&~ pXplXp—1=¢&H) pour i =1: N % mutation
@' — o' p(YiXg=E) pour i =1: N Y% vraisemblance
@' — @'/sum(@"N) pour i =1: N % normalisation
Neff<— (Zé\il(d)i)Z)—l
si N°'/ N < 0.75 alors
N — resample(@',E5N) ¥ sélection
o'™N —1/N
sinon
fl:N - EI:N
wl:N <—(1~)1:N
fin si
sortie (£, w1'N)
fin pour

ALG. 8: Filtre SIR (sampling important resampling) avec test sur le nombre ef-
ficace de particules.

L id p(Xo) % initialisation

pour k=1,2,3... faire
& e pXlXp—1= &Y pour i = 1: N % mutation
o' — p(YrXg=&) pour i =1: N % vraisemblance
o' — w'/sum(@"N) pour i =1: N % normalisation
SLAY resample(wI:N,fl:N) % sélection
sortie &N

fin pour

ALG. 9: Filtre SIR (sampling important resampling) avec rééchantillonnage sys-
tématique. On peut également rééchantillonner toutes les M itérations.
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5.5 Redistribution

En pratique la procédure resample(wl:N &Ny de I'algorithme 7) est trop
lente. Elle doit Itre repensée.
Il s’agit donc de proposer une procédure

EI:N l:N’glzN)

< resample(w

qui permet de dupliquer les particules a fort poids au détriment de celles a
faible poids.

Redistribution multinomiale

Reprenons 'algorithme 7 de redistribution par échantillonnage multino-
miale (cf. F1G. 5.2). La complexité de cet algorithme est en O(N log([N)) (quelques
rappels sur la complexité algorithmique sont donnés au § A.3).

On peut améliorer cette procédure en triant au préalable les poids w'*" par

ordre décroissant : @) > %12 > ... > @SN (cf. FIG. 5.3). Cet algorithme est
encore en O(N log(NN)), il est néanmoins plus rapide car il fait appel a moins
de tests.

On peut a nouveau améliorer cette procédure en faisant appel aux statis-
tiques d’ordre (cf. F1G. 5.3). On obtient alors un algorithme en O(N) a condi-
tion de savoir simuler efficacement des statistiques d’ordre.

procédure resample(w V), x('V)

u <u? < <uNEo0,1]
"N, s[1: N]) — sort(wM)
j—1
pour i =1: N faire

tant que w' +--- + w/ < u faire

j—Jj+1

fin tant que

fi - xs[j]
fin pour
rendre VN

ALG. 10: Redistribution par échantillonnage multinomiale avec statistique
d’ordre.
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FIGURE 5.2 — Rééchantillonnage multinomial : les nombres u'™¥ ™ 9/[0,1]
“tombent” dans la partition de [0, 1] en intervalles de largeur w' donnant l'in-
dice des particules redistribuées. Cette procédure est en O(N log(N)).

I

s[1]
(O]

FIGURE 5.3 — Premiére amélioration : on trie les poids o™ par ordre décrois-
sant, U'algorithme est toujours en O(N log(N)) mais il est plus rapide car il né-
cessite moins de tests.

I

slil

FIGURE 5.4 — Deuxiéme amélioration : on fait appel a des statistiques d’ordre
ul < u? << uN " 0,1]. lalgorithme est toujours en O(N) a condition de

savoir simuler efficacement des statistiques d’ordre.
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s[1] s[jl
®

FIGURE 5.5 — Redistribution de Kitagawa, en O(N).

Redistribution de Kitagawa

Tous les algorithmes précédents seront toujours cotiteux dans la mesure
ou ils font appel a N nombres pseudo—-aléatoires. On peut imaginer de faire
moins appel a ces générateur. ; la limite, au lieu de simuler des statistiques
d’ordre, on simule uniquement u! et assigne de facon déterministe les N — 1
autres u' de la maniére suivante

w ~%0,%] u=ul+L, i=2:N.

Cet algorithme est rapide, en O(N), mais ne marche pas toujours!

Redistribution des résidus

De facon intermédiaire : on utilise 'idée de Kitagawa pour générer un cer-
tain nombre de particules puis on fait appel a la méthode de redistribution
multinomiale pour déterminer les particules restantes.

Dans un premier temps, pour chaque i, on sélectionne la particule ¢’ de
facon déterministe lw’/N| fois ATTENTION c’est |’ x N| (cf. F1G. 5.6). Dans
un deuxiéme temps, il reste donc

N—yN 1)

particules a sélectionner. On applique la méthode de redistribution multino-
miale (cf. ALG. 7) alaloi de probabilité correspondant aux poids restants

@~ -NI%] et o' =o' 1LY, @l
Pour cela on utilise la méthode de redistribution multinomiale (cf. ALG. 7).

Cette approche n'a d’intérit que s'il ne reste que peu de particules N a
générer dans la deuxieme étape. C’est le cas lorsque N°T = 1/ Zf; 1(a)i)2 est
petit et c’est justement dans ce cas qu’il est nécessaire de redistribuer.

Cet algorithme, notamment proposé par Liu & Chen [38], donne de bons
résultats en pratique. Son implémentation matlab est donnée al’annexe B (cf.
ALG. 13).
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FIGURE 5.6 — Redistribution des résidus : dans un premier temps on sélectionne
la particule &' de fagon déterministe |w'/N| fois (pour tout i). Les poids res-
tants @' — w' — N |w'/N| sont normalisé pour en faire une loi de probabilité,
les particules manquantes sont tirés selon cette loi a l'aide d’une méthode de

I A |
PR Ts s
3 g e
ol o @ @ & oo
u? ul w? ut ~U[0,4/7]
1 P 1
1 3 .4 5
g SIS g

1/N

redistribution multinomiale (cf. ALG. 7).

5.6 En pratique

Pour mettre en ceuvre cette méthode de filtrage particulaire il est néces-

saire de savoir

(i) simuler selon p(Xy),

(ii) simuler selon p(Xj+1|1Xx=¢) quelque soit ¢,

(iii) calculer la vraisemblance p(Y|Xy) pour tout X (a Yy fixé)

et de disposer d'une routine de redistribution.

Cet algorithme présente de nombreuses variantes et extensions :
— Il est possible de facilement traiter des contraintes de la forme X; € Dy

(voir ci—dessous).

— On peut tirer parti du fait que certaines composantes du vecteur d’état
sont solution d'un systeme linéaire/gaussien lorsque les autres com-
posantes sont fixées. On obtient alors une résolution hybride parti-
culaire/filtre de Kalman. Cette technique est appelée “rao-blackwelli-

sation”.

— On peut considérer des modeles a espaces d’état hybrides (continus/

discrets/ finis).

— Si on ne sait pas, ou ne veut pas, échantillonner selon p(Xy|Xy) on
peut échantillonner selon une loi d'importance q(Xy.1), il faudra alors
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modifier la fonction de vraisemblance par q(Yi|Xy) (cf. échantillon-
nage d'importance § 5.3).

Prise en compte des contraintes

Supposons que I'on sache qu’a chaque instant k I’état est soumis a la contrainte
Xk € Dg. La prise en compte de cette contrainte dans le filtre SIR est trés
simple (cf. ALG. 11).

Cette idée de contrainte s’étend a des cas plus sophistiqués, voir I'exemple
§ 6.3.

EEN 1(Xo) % initialisation

pour k=1,2,3... faire
E e pKilXjo1=ED pour i =1: N % mutation
w' — IDk((fi)p(YkIXk: Yy pouri=1:N Y% vraisem-
blance
o' — w'/sum(w'N) pour i =1: N % normalisation
VN  resample(wbV,ENN) ¥ sélection
sortie £V

fin pour

ALG. 11: Filtre SIR (sampling important resampling) avec rééchantillonnage
systématique et prise en compte d’'une contrainte.

Lorsque le filtre perd la piste....

Un seul probleme peut survenir mais il est de taille. Imaginons qu’a un
instant k, toutes les vraisemblances locales sont nulles, i.e.

p(YilXp=¢&)=0 Vi=1---N

i.e. les particules ne correspondent plus du tout a 'observation. Dans ce cas
les algorithmes 8 et 9 sont en échec : il est en effet impossible de normaliser
les poids. Il est alors nécessaire de réinitialiser le filtre : supposons qu’a tous
les instants on dispose d'une information, mime grossiere, sur la position de
Xk sous forme d’'une loi p(Xg). Lorsque les vraisemblance locales sont toutes
nulles ont peu échantillonner selon p(Xg).

Un autre idée pour éviter que les particules se perdent est d’affiner I'étape
de prédiction, par exemple simuler en tenant compte de X et Y.
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VNI (Xo) % initialisation
pour k=1,2,3... faire
Em pXelXgo1= &Y pouri=1:N %mutation
W — Y I Xg= &b pour i =1: N 7 vraisemblance
si sum(w") # 0 alors
o' — o'/sum(@"") pour i =1: N % normalisation
N — resample(w!N,EVN) % sélection
sinon
élzNiLd p(Xy) % reset
fin si
sortie

fin pour

élzN

ALG. 12: Filtre SIR (sampling important resampling) avec redistribution systé-
matique et test de réinitialisation.






6

APPLICATIONS DU FILTRAGE
PARTICULAIRE

Un des premiers domaines d’application du filtrage particulaire a été la
poursuite de mobiles, voir [26] et [51]. Un des domaines les plus récents est la
robotique, voir [56]. On présente ici quelques exemples permettant d’illustrer
les capacités du filtrage particulaire.

6.1 Modeéle numérique de terrain

En se déplacant, un avion mesure l'altitude du
terrain au point situé a sa verticale. Ces mesures
d’altitude sont bruitées. La trajectoire de l'avion
dans le plan est également connue modulo des er-
reurs dues aux différentes perturbations. Enfin, on
dispose d'une carte numérique de la zone géogra-
phique donnant I'altitude au sol de chaque pixel (cf.
FIG. 6.1). On cherche a déterminer la position en
(x,y) de l'avion sur la carte. Il s’agit d’'une version
(tres) simplifiée de techniques de recalage altimé-
trique de centrales de navigation inertielles par fil-
trage particulaire, voir [45], [37], [14].

altitude

Equation d’état

Pour le déplacement de I'avion on utilise un mo- FIGURE 6.1 — En se déplacant 'avion reléve
dele a cap et vitesse “bruits blancs”. Le vecteur d’état  ['gltitude du terrain situé a sa verticale, il ob-
tient ainsi un “profile” qu'il s'agit de position-

73 ner sur une carte numérique.
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est

coordonnée en x2,

vy  Vvitesse,
cr cap.

ré coordonnée en x!,
k

Xk =

L'équation d’état est

re = rp_+Atve_ cos(cio1),

re = ri_ +Atvggsin(cg), 6.1)
Vi = Ug— +At0,,Wllc_l, )
Ck = Ck_1 +AL‘O‘CW%_1

avec At = 1. On suppose que W,lC et Wi sont des bruits blancs gaussiens
A(0,1) indépendants.

Equation d’observation

L'équation d’observation est
Yk = h(Xk) +0’Vk

ol h(Xy) est l'altitude du terrain a la position (r]i, r,i). En fait, on associe au
point (r,ﬁ, r%) les coordonnées du pixel sur la carte numérique, h(Xy) est alors
le “niveau de gris” (I’altitude) de ce pixel.

Résultats

Comme illustré dans la figure 6.2, le filtre “utilise” le relief pour sélection-
ner les particules. Le plus souvent les particules se concentrent aprées quelques
itérations sur la bonne position, comme dans la figure, mais il arrive parfois
que le filtre perde la piste du mobile, il est alors nécessaire de réinitialiser le
filtre (cf. ALG. 12 page 71).

6.2 Géolocalisation par mesure d’atténuation

Il s’agit de positionner un mobile, par exemple un piéton, munit d'un télé-
phone portable dans un réseau cellulaire urbain. A chaque instant, le mobile
émet un signal recu par plusieurs stations de base (cf. F1G. 6.3). On dispose de
différents types de mesures : les angles d’arrivée du signal, les instants d’ar-
rivée du signal ou bien la puissance du signal recu. C’est ce dernier type de
mesures que nous considérons ici. Voir [1], [25].

Carte d’atténuation
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u‘
ra

FIGURE 6.2 — Coordonnées x' et x* de la position réelle (point rouge) et des
particules (points bleus) a Uinitialisation et a deux autres instants. A Uinstant
intermédiaire le filtre utilise le relief pour commencer a sélectionner les parti-

cules. Les ambiguOrés sont levées aprés quelques itérations.

La station de base recoit le signal émis par le mobile, on peut
donc en mesurer 'atténuation. L'idée est de mettre en corres-
pondance cette puissance mesurée avec une carte d’atténua-
tion de référence. Cette carte associe a chaque position de la
zone géographique la puissance du signal d'un mobile supposé
Itre dans cette position. Il s’agit d’'une carte numérique : la zone
géographique est divisée en petites cellules, correspondant aux
pixels de la carte, une atténuation de référence est associée a
chacun de ces cellules. Ces cartes peuvent Itre établies de fagon
empirique a 'aide de mesures de terrain, elles peuvent Itre éga-
lement simulées.

Ici on simule une telle carte dans le cas d'une géométrie
simple de type “manhattan” (cf. F1G. 6.4 et FI1G. 6.7). Dans ce
cas on dispose de formules explicites pour calculer cette atté-
nuation.

La transmission du signal en zone urbaine est essentielle-
ment conditionnée par la géométrie des rues et des b,timents.
Si le mobile est dans la ligne de vue du mobile (cf. FiG. 6.5), le
puissance recue se calcule en fonction de la puissance du signal
transmis de la facon suivante

Pre(;u = Ptransmis - 10a10g(%)

ol d; estla distance mobile/station (K et a sont des parametres
donnés). Lorsque la station n’est pas en vue directe du mobile,
le signal “parcourt” plusieurs segments pour atteindre la station,
dans le cas de L segments la puissance recue est

Pre(;u = Ptransmis -10 alog(d_lé)

¥
o

\_:«'»;_

/ﬁ\

FIGURE 6.3 — Géolocalisation d'un
mobile dans un réseau cellulaire
urbain. Le mobile communique si-
multanément avec plusieurs sta-
tions.

FIGURE 6.4 — carte d'atténuation
simplifiée.

mobile

(€]
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dp=d¢p1+Cop+B¢Dy, =1---L,dy=0

et Dy estlalongueur du segment ¢ (les coefficients C, et , sont
donnés).
Enfin pour tenir compte des imperfections on “bruite” le

modele

Pre(;u = Prransmis — loalog(%) +Vv (6.2)

ou v ~ N(0,02%). Lorsque le mobile est a l'intérieur d'un
b,timent on suppose que la puissance du signal décroit de facon
significative, apres seuillage on suppose que cette puissance est

nulle.

On construit donc pour chaque station une carte a I’'aide du
modele (6.2). On obtient par exemple la carte présentée a la fi-
gure FIG. 6.7.

Modele de déplacement du mobile

FIGURE 6.6 - Modele de
mouvement pour le piéton.

Le vecteur d’état est la position du mobile a I'instant k

Xl
Xy = ( fzc) .
X%
On suppose que le mobile est un piéton qui se déplace au hasard. On
choisit I’équation d’état
Xiyy = Xp +ow VAIW,,
X2, =Xi+ow VAIW;

ol Wllc et Wi des bruits blancs gaussiens .4'(0, 1) indépendants. At est
I'intervalle de temps entre deux observations. Naturellement ce mode
de déplacement n’est pas réaliste (cf. F1G. 6.6) mais il est tres simple

et permet au filtre particulaire de bien explorer I'espace d’état. Le parameétre
oy est choisit afin de correspondre a la vitesse de déplacement d'un piéton.

Equation d’observation

On suppose que le mobile est constamment en relation avec S stations de
base. Pour chacune des stationss = 1---S on dispose d'une mesure de la forme

Yz = hs(Xp) + oy Vg

ol (V) k=0 est un bruit blanc gaussien .4'(0, 1), la fonction d’observation hs(Xj)
est la puissance sur la carte d’atténuation de la station s pour un mobile en
position Xg.
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0 20 4 60 8 100 120 140 160 180 200 220

FIGURE 6.7 — Dans cet exemple on a disposé 3 stations (points verts). A gauche :
un exemple de carte d'atténuation simulée correspondant a une station. A
droite : les particules initiales.

0 20 4 & 8 100 120 140 160 180 0 20 40 60 8 100 120 140 160 180 0 20 40 60 8 100 120 140 180 180 200 220

FIGURE 6.8 — Lorsque le mobile est dans la rue les particules sont également
dans la rue : au niveau de la prédiction (image du centre), les particules dif-
fusent dans toutes les directions, au niveau de la correction (image de droite)
on élimine les particules qui sont a l'intérieur des b,timents.

20 4 60 8 100 120 140 160 180 0 20 40 60 8 100 120 140 160 180 20 40 60 8 100 120 140 160 180 200 220

FIGURE 6.9 — Lorsque le mobile est dans un b,timent les particules sont égale-
ment dans les batiments : au niveau de la prédiction (image du centre), les par-
ticules diffusent dans toutes les directions, au niveau de la correction (image de
droite) on élimine les particules qui sont dans les rues.
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Résultats

Dans I'exemple présenté dans les figures 6.7 a 6.9 on dispose de trois sta-
tions, trois cartes sont en effet nécessaires pour completement lever les am-
biguOtés sur la position du mobile.

On peut en particulier noter que lorsque le mobile est dans la rue, apres
correction les particules associées au filtre pN (XklY1:%) sont uniquement dans
les rues (cf. FIG. 6.7). Inversement, lorsque le mobile pénétre dans un b,timent
ces particules sont uniquement dans les b,timents (cf. FIG. 6.7).

6.3 Poursuite par mesures d’angles avec obstacles

Cet exemple, di a Simon Maskell, illustre les capacités du filtrage particu-
laire a tenir compte de contraintes plus complexes que celles introduites dans
I'algorithme 11.

Un mobile se déplace dans le plan. Plusieurs stations effectuent des me-
sures bruitées d’azimut. Chaque station “sait” exactement sile mobile est mas-
qué par un obstacle ou non (cf. F1G. 6.10). Ces obstacles sont des segments de
droite. Les coordonnées des stations et des segments sont connues.

Le vecteur d’état est la position du mobile dans le plan a I'instant k

L'équation d’état est

1 1 1
Xk =XL+owWl,

2 _y2 2
Xis1 =X tow Wy

ot W! et W? sont des bruits blancs gaussiens .4 (0,1) et X ~ A (%o, 05 D).
La loi de transition du processus de Markov X est

pXil X1 =8 = N Ke-1,0%, D).

| ; i & i

” ; J Pour simuler selon la loi & ~ p(Xi|Xy-1 = &), il suffit de po-
o4 \/\ bstacle:

) // 5 woen ser

/ /

0 position du me bne\‘j é: f + 2 1

02 —a — o

y | w | w?
-06 D/ L\\\\ R 1 5 . . . .
ou w" et w” sont tirées indépendamment selon la loi

-1
1 08 06 04 02 0 02 04 06 08 1 W 0 1
x10° ( y ).

FIGURE 6.10 — Poursuite par mesures
d’angles avec obstacles. Chaque station
dispose de mesures bruitées de l'azimut
au mobile. Chaque station sait exacte-
ment si le mobile est masqué par un
obstacle ou non : lorsque le mobile n'est
pas masqué la station prend des mesures
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On dispose de S stations indicées pars=1---S. Ces sta-
tions travaillent indépendamment les unes des autres. A
I'instant k la station s peut “surveiller” un domaine D5. On
pose

s déf

0% = 1ps (Xg).

A chaque instant k et pour toute station s on sait si 63.=0
oul.

Donc al'instant k, il y a deux cas :

— Si Xy € D3 alors on dispose de la mesure :

?c = hs(Xg) +U\/V7C

ol hs(Xy) e atan2(X,1€ —xbs, Xi —x25), (xbs, x1%) sont
les coordonnées de la station s et V3, est un bruit
blanc gaussien. Les processus (V})g=1 pour s =
1,...,S, WDk=1, (W?)g= et la loi position initiale
Xo sont supposées indépendants.
— Si Xy ¢ D, on ne dispose alors pas de mesure de la
station s.

Initialisation
i w{
€0<—)_C()+00[ ] i=1:N
w;
ol les w;. sont tous tirés indépendamment selon la loi .A(0, 1).

Prédiction

On dispose des particules (¢ }'C_l)i:kN, on suppose que 'on redistribue a
chaque itération, ces particules sont donc équiprobables (i.e. de poids 1/N).

i i W{ c 1.
w,

ol les w]". sont tous tirés indépendamment selon la loi .A4(0, 1).
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Correction

On dispose des particules prédites (& ;'C,) i=1:n. Dans un premier temps on
va calculer la vraisemblance locale ‘“2 associée a chacune de ces particules
prédites. .

On se fixe une station s on va calculer la vraisemblance locale a);c’s relative
a cette station (i.e. en supposant que seule cette station est opérationnelle).

(i) Cas 1 :la station voit le mobile, i.e. X} € D7C. Il'y a alors deux sous—cas
selon que la station voit ou non la particule ¢ ;;— :

obstacles . E
.-~ mobile obstacles \ .-~ mobile

D’ e D e

(i)-1 la station voit la particule  (i)-2 la station ne voit pas la particule

Dans le deuxiéme cas la particule n’est pas vraisemblable du tout, i.e.
sa vraisemblance locale est nulle. Dans le premier cas on se retrouve
dans la situation classique sans obstacle. On peut donc écrire la vrai-
semblance locale de la particule sous la forme

: . Y5 = hs(& )P
i,s _ i Lk k
W= lDi(ék,) X exp( —203/
pouri=1---N.
(ii) Cas 2 : la station ne voit pas le mobile, i.e. X ¢ D?C. Il'y a alors deux
sous—cas selon que la station voit ou non la particule &’ _ :

@ )
\mobile \ " mobile
—— ////" ///,r’ /

obstacles T ' obstacles

(ii)-1 la station voit la particule  (ii)-2 la station ne voit pas la particule
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Dans le premier cas la particule n’est pas vraisemblable du tout, i.e. sa
vraisemblance locale est nulle. Dans le deuxieme cas, le mobile ainsi
que la particule sont masqués, la vraisemblance locale de la particule
est donc maximale (i.e. égalea 1) :

0 = 1pspe(€f) =1-1ps(Ef)

pouri=1---N.

En conclusion on obtient I'expression

Y3, = hs(EL 1P

S )+ (1-68%) (1-67°) (6.3)
\

is _ os <I,s _
(,l)k =03 0L exp(

55 E 1ps (Xp) et 805 E e (EL)
sont donnés (i.e. pour tout k,s,i on sait si X; € D?C ounon et siél_ € D?C ou
non). Lorsque la station s ne dispose pas de mesure, c’est-a-dire lorsque 63, =
0, on pose Ysk =0 dans (6.3) (ou tout autre valeur, cela n’a pas d'importance).
Comme les mesures provenant des stations sont indépendantes, la vrai-
semblance de la particule i a I'instant k est

, S
w.=[] w”. (6.4)
s=1

Si ‘”2 = 0 pour tout i cela signifie que le filtre a “perdu la piste du mobile”,
il est alors nécessaire de ré-initialiser le filtre. Dans le cas contraire on ap-
plique alors un algorithme de redistribution a (w;'c, ¢ ;'C,) i=1:n pour déterminer
((f;c) i=1:N- )
Supposons que I'on sait qu'une zone D de la carte ne peut pas Itre parcou-
rue par le mobile (imaginez que |'’on suive une voiture et que D soit un lac).
Cette contrainte est trés facilement prise en compte en remplacant (6.4) par

. .S
wi =1pe(&)-) ]_[lw;f.
sS=

6.4 Poursuite dans une séquence d’images

On observe une séquence images (Y) x> représentant un mobile en mou-
vement dans du bruit. La position ri = (r,lc, ri) du mobile dans le plan affecte
un pixel donné et les pixels voisins selon un modele décrit ci-dessous. La trace
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image du mobile

du mobile dans une seule image est noyée dans le bruit, il est nécessaire de
traiter les images en séquence afin de poursuivre le mobile. C’est un exemple
de probleme de poursuite avant détection (“track before detect”), voir [53, 41].
On trouvera dans [28] et [46] des exemples réalistes de poursuites dans des sé-
quences d’'images par filtrage particulaire.

a. Modeéle d’'observation

Chaque image Y se décompose en
Yi(8) = F, (s) +Bi(s)

ou s € & est 'indice de pixel (cf. Fig. 6.11), il s’agit de la somme d’'une image
bruit By et de I'image .#,, associé au mobile qui se trouve en position ry =
(r» 72). position du mobile
Pour I'image du mobile, on utilise un modeéle de fonction
d’étalement (“point spread function”, PSF), c’est-a-dire :

&% ¢ (_Isé—rl2

Ir(s) =55 X oy )lcm (s)

O
c

] def
bruit Lein(9) = Lgsts—r11<3) Ls26-r21<3) »

Is6 — r|? e (s'6—rH2+ (26 - r?)?

FIGURE 6.11 — Limage observée Y. et

la somme de l'image %, (a gauche) ets=(s',s*)e.#.

— contenant l'information sur la po- L'image bruit est un bruit blanc
sition ry du mobile — et d’'une image

de bruit By (a droite).

7
max

Bi(s) ~ A (0,0%)
et {Bx(8)}k=>1,se.~ est une famille de variables indépendantes

(ce qui est une hypothese peut réaliste en pratique). Par défi-
nition le rapport signal/bruit est 10 x log,, U—IB.

A Y = {Y(s)}ses fixé, on définit la fonction de vraisem-

dxd
- blance r — £ (Y|r) définie par :
1
¢ 1
ZL(Y|r) d:fexp{——z > [yr(s)—Y(s)]Z}
205 ser

FIGURE 6.12 — Image .#,(s) du mobile

en positionr.
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1 1 2
logL(Y|r)=—— Y Z.(5)[Fs)-2Y(s)]| - — Y
ogL(Y|r) 207 s;y (9)[L9) (8] 207 gy[ (s)]

1 1 2

=—— I (8)|Fr(8) =2Y(9)| — —5 Y(s)
2023 se%r) [ ] 2023 SEZ;’[ ]
:cte—% Y. L) [ () -2Y ()]
0 seC(r)

On note que

M, NE Y 2.(9) [ 2 ()27 (9)]

seC(r)
est simple a calculer puisqu’il s’agit d'une sommation portant uniquement

sur les pixels de C(r).
La fonction de vraisemblance se réduit donc a :

_ 1
PY|r) = exp{— S Moo (1, Y)}.
B

b. Modele d’état

Le vecteur d’état du mouvement du mobile est :

< W

& Doz Doz R oy = —

=

— utilisé dans I'observation

15}

Xl
Xk:(xé):

<

— utilisé dans I'’observation

-~

L'équation d’état est :

X =FXI+owGW/], k=1, j=1:2

avec

00 A A%/2  A3/6
F=[ a 1 0| GG*=| a22 a%3 a's Q=0%,GG"
Al A316  A*/8 AS/20
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c. Rao-Blackwellisation

Dans cette application, et pour un rapport signal/bruit tres faible, 1'ap-
proche classique par filtrage “boostrap” montre rapidement ses limites. Nous
faisons appel ici a une technique de Rao-Blackwellisation. Pour cela faisons
deux remarques :

— seule la composante r de I'état apparait dans le calcul de la vraisem-

blance, i.e. 'observation ne dépend de I’état que par la composante r,
en effet : ‘ .
LNKE) =LYl

— conditionnellement ala composante r I’équation d’état est linéaire/gaussienne.
Décomposons le vecteur d’état en a = (a,v) et f = r. Léquation d’état est

de la forme: 5
QXe+1 _ F(X(X Fa (0975
( Br+1 )_( FPe FPPJ\ By Wi

o= (3 &)

ou

Le structure du filtre est la suivante :

i, ~u1- i=1:N Y% initialisation
pour k = 1 faire
wh — LNlrl), i =1:NY%vraisemblance
r,iNZja){ﬁ(r,]C_), i =1:NY sélection
r,iﬂf ~loi(ri1lrg = r,i), i =1:N % mutation
sortie 1.y
fin pour

oi110i(ri41|7% = ') est gaussienne. Il s’agit donc de simuler selon la loi r]i w1 ~10i(Br+11 Bk =
r.). Cela se fait selon I'itération du filtre de Kalman k — k + 1 pour la compo-
sante a ou § = r, est traité comme une observation :
— prédiction de la composante «, loi(ag+118x = 1) = A (@), 1-, Rik+1-)
avec:

ai. - =F"a, +FPrl
Rk+]__ — F(ZCIC Rk (Faa)* + Qaa

— prédiction de I'observation 10i(B .11 = 1) = N (7, -, Ex+1) avec :

Pl =FPYal + FPPyl
Eg1 = FPY Ry (FP)* + QPF
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— correction de la composante a loi(ay+11Br+1 = r,i+1_) = L/V(d;'ﬁl,Rkﬂ)
avec:

Sks1 = F¥ Ry (FPY* + QP

NN =1 0 i

Ay = Qpyq-+Skr1 Zpig Mgy = T )
——1 *

Ri+1 = Rg+1- — Sk+1 Skl Sk+1

Notons que les covariances ne dépendent pas de I'indice de particule.
Au cours de cette itération on simule la particule prédite (étape de mu-
tation) :

r]lc+17 ~ lOi(,Bk+l|ﬁk = r]lc) = L/V(f]lc_’_l*)Ek-Fl) .

Dans le cadre de Rao-Blackwell, un filtre de Kalman est associé a chaque
particule. Il s’agit donc d’'une méthode plus cotiteuse que le filtre bootstrap.
L'avantage est qu'une partie des composantes est traitée sans approximation.
Donc, bien que plus lourde, cette approche est plus performante.






A

QUELQUES RESULTATS
TECHNIQUES

A.1 Ellipse de confiance

Matrice de covariance

Une matrice symétrique R de taille n x n est dite définie non—négative,
noté R = 0, lorsque x* Rx = 0 pour tout x € R”. Elle est dite définie positive,
noté R > 0, lorsque x* Rx > 0 pour tout x € R” non nul. Soient R et Q deux
matrices symétrique de taille n x n, on dit que R = Q (resp. R > Q) lorsque
R—-Q=0(resp. R—Q>0).

Soit X ~ N(u,X) avec Z > 0. La matrice de covariance £ admet une décom-
position de Cholesky £ = LL* ou L est une matrice diagonale inférieure dont
les éléments diagonaux sont positifs alors X = L™'X ~ 4/(0, ). La fonction
chol de MatLab fournit une décomposition £ = U*U ol U est triangulaire
supérieure.

On note L = 22, ainsi X = U+ 12X ot X ~ (0, 1), en effet cov(X) =
2 cov(X) (Z1/?)* = I. Cette matrice “racine carrée” n’est pas unique, il existe
différentes méthodes pour la calculer (cf. 1a section ci-dessous).

Ellipse de confiance

Lellipse de confiance généralise la notion d’intervalle de confiance au cas
des vecteurs gaussiens en dimension 2. On considere un vecteur aléatoire
gaussien X ~ N(u,X) de dimension 2 avec X > 0. Il s’agit de déterminer les
courbes de niveau de la densité gaussienne, i.e. les points x de l'ellipse

-2 x-—w=r.
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reégles de calcul

7 espace discret

7 espace continue

loi

P(X=x)loide X
PX€A) =Y . sPX =x)
E(pX) =X p(x)PX=x)

p(X) densité de la loi de X
P(Xe A) = [, p(X)dX
E(p(X) = [ d(X) p(X) dX

loi jointe
loi marginale

P(X=x,Y = y) loijointe de (X,Y)
PX=x)= Mu\_fx =x,Y=y)

p(X,Y) densité de laloi de (X,Y)
pX) = [pX,Y)dY

. . v e PX=xY=y) PX=xY=y) aef pX,Y) — p(X)Y)
loi conditionnelle | P(X=x|Y =y) = PY =) = Y PX=x Y= pXlY) = ) = TpOY) dv
propriétés PX=xY=y)=PX=x|Y=y)P(Y =y) pX,Y) =pXI|Y) p(Y)
P(Xy:k = x1:) = P(X1 = x1) [T5_, PXp = X¢|X 1021 = X1:0-1) pXi) = pXy = x) TTE_, p(XeIX120-1)
PX=x)=Y,PX=xY=y)P(Y=y) pX)=[pXIY)pY)dY
PX=x|Z=2)=Y,PX=x]Y=y2=2)P(Y =y|Z=2) pX12) = [pXIY,2) p(Y|2)dY
indépendance XY XY
oPXeAYeB) =PXe A xP(YeB),VAB oPXeAYeB) =PXeA)xP(YeB),VAB
< E[pX) x y ()] =Ep(X) xEp (Y), Vb, < E[pX) xp (V)] =Ep(X) xEy (Y), Yo,y
SPX=x,Y=y)=PX=x)P(Y =) < pX,Y) =pX) pY)
SPX=x]Y=y)=PX=x) < p(XlY) = p(X)
SiZUL (XY):PX=x|Y=y2=2)=PX=x]Y=y) siZ 1 (X,Y): pXY,Z) = p(X]Y)
_ o P =yX=x)PX=x) PN =y X=x)PX=x) _pYIX) pX)  p(YIX)p(X)
formule QGWN%G@ _ﬁVAX| .x\._<|,w\v = =uuﬁ<Hu\v - M,..Q:UA<H .w\_VAHR\:_UCAH.XJ EOA_<V = ﬁﬁ<v - _\.EA<_VO Nuﬁvo dX
loi a priori PX=x) pX)
loi a posteriori PX=xY=y) pXIY)
vraisemblance P(Y = yIX=x) p(Y1X)
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En tant que matrice symétrique définie positive X admet la décomposition
spectrale X = PDP* ou P est la matrice orthonormale des vecteurs propres
(dans un ordre quelconque) et D est la matrice diagonale des valeurs propres
(dans le méme ordre). Pour chaque x on définit le point % par ¥ = D~'/2 Px,
alors |%|% = r, i.e. 'ensemble des ¥ est le cercle centré de rayon r : X(p) =
r[cos(p) sin(p)]* pour 0 < p < 27. Léquation paramétrique de 'ellipse est
donc

cos(p)

— * y1/2
x(p)=p+rP° D sin(p)

O0O=sp<2m).

La norme au carré du vecteur aléatoire X = D™Y2 P X suit une loi du chi-2 4 2
degrés de liberté. En prenant r = 4.61 alors

|]3>(X€{x€IR22 : (x—,u)*Z_l(x—u)sr}) =0.9.

Voir la routine matlab ALG. 16.

A.2 Transformation de Box—Muller

Cette transformation — proposée par [12] — se vérifie a 'aide d'un chan-
gement de variable dans une intégrale sur R? (voir ci-dessous). On pose :

2.2
—(x7+x3)/2 )

ur = filxy, x2) =e

1 1
U = folxy, xp) = —tan " (x2/x2).
2 = fa(x1,X2) - (x2/x2)

Le jacobien de f est

V't Vex

Ainsi, si X; et X, sont indépendants et gaussiens N(0, 1) alors

Onhfi Oxfi ] L e 1 _ep
= det ! 2 = 1 2!,
/ ¢ [ aJC1f2 a162]02 ¢

—x2/2

Ep(X1,X2) :ffwzw(xl,xz)q(xl)q(xz) dxidx,  avecq(x)= ﬁe

= \/—2logu; cosuy,\/—2logu, sinuy)du, du
fwaF(P( gu 2 gu 2) 1au
=E¢p(y/—2logu; cosuy,/—2logu; sinuy)

ol u; et up sont indépendants et de loi uniforme U|[0, 1].
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Formule de changement de variable dans une intégrale: On considere une
bijection 7 : C — D o1 C et D sont des ouverts de R” telle que T et 7! soient
continiment différentiables. Le jacobien de T au point u = (uy, ..., u,) est dé-
fini par

aTi
auj

déf

o det[

w| ..
1=i,j=<n

Si f: D — R est borélienne, positive ou intégrable par rapport a la mesure de
Lebesgue, alors

[ reoax=[ rawnisidu.
D C

A.3 Un peu de complexité algorithmique

La complexité d'un algorithme est le nombre d’opérations élémentaires
(acces mémoire, comparaisons, opérations arithmétiques) effectuées par cet
algorithme et s’exprime en fonction de la taille N des données.

On dit que la complexité de I’algorithme est O(f(IV)) ou f(IN) est une com-
binaison de polyndmes, de logarithmes ou d’exponentielles. Il s’agit de la no-
tation mathématique classique : dire qu’un algorithme est en O(f(IV)) signi-
fie que le nombre d’opérations effectuées est borné par C f(N), ou C est une
constante, lorsque N tend vers I'infini.

On ales regles classiques de calcul :

— O(BN +5) = 0O(N),

— O(logN) + O(log N) = O(log N),

— O(N?) +O(N) = O(N?),

— O(N?)O(Nlog(N)) = O(N3log(N)) etc.

On peut distinguer par ordre croissant de complexité :
— O(log(N)) logarithmique (sous-linéaire),

— O(N) linéaire,

— O(N log(N)),

— O(NP) polynomiale,

— 0O(p") exponentielle.

Par exemple la recherche d'un élément dans un ensemble ordonné fini de
cardinal N esten O(log(V)); les algorithmes optimaux de tri sonten O(N log(N));
la multiplication des matrices ou le parcours dans les graphes sont polyno-
miaux O(NP) avec p < 3. En général, les algorithmes polynomiaux en O(N ky
avec k > 3 sont considérés comme tres lents. Les algorithmes exponentiels
sont impraticables des que la taille des données est supérieure a quelques di-
zaines d’unités.
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Pour résoudre un probléme on cherche I'algorithme ayant la plus faible
complexité, mais il faut faire attention a la constante multiplicative C : passer
de $N? 210'° Nlog(N) n'est pas une amélioration!

La complexité n’est pas tout. L'occupation mémoire est également impor-
tante (méme si c’est de moins en moins le cas) sans parler de la lisibilité de
'algorithme.






ROUTINES MATLAB

On donne maintenant les sources de 2 fonctions matlab de redistribution
introduites au § 5.5 page 66

ALG. 13 f_resample_residual — redistribution des résidus.

ALG. 14 f_resample_comb_randshift — redistribution de Ki-
tagawa.

En sortie de ces 2 dernieres fonctions on obtient le tableau of f springs (1:N)
du nombre offsprings (i) de descendants pour chacune des particules i.
Il est encore nécessaire de calculer le tableau indices(1:N) des indices des
particules sélectionnées. C’est I'objet de la routine :

ALG. 15 f_resample_multi
Par ailleurs on propose une fonction pour le calcul d’ellipse de confiance
pour une loi gaussienne en dimension 2 :

ALG. 16 f_plot_ellipse

Important :Ces fonctions matlab peuvent étre utilisées dans toutes applica-
tions non-commerciales (enseignement et recherche universitaire). Contacter
Pauteur pour tout autre utilisation.
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Routines matlab

function offsprings=f_resample_residual (weights)

% function offsprings=f_resample_residual (weights)

% RESIDUAL RESAMPLING PROCEDURE for particle filter algorithms
% INPUT weights : probability measure

% (it is not checked if the sum of the weights is one)
% OUTPUT offsprings : drawn offsprings

% offsprings(k)=j means that point #k is resampled j times

% resampling according to the probability measure weights(k) k=1:np
% with np=length(weights)

% 1) one calculates the integer parts of np*weights

% 2) one draws the residual particles according to the residual law:
% weights (k) -floor (weights(k)*np)/np k=1:np

np = length(weights);
% --- one computes the np first points

offsprings = floor(up*weights);

weights = weights - (1/np)*offsprings;
% ---- there remain np-sum(offsprings) particles to be drawn
nnp = np - sum(offsprings);
weights = weights/sum(weights);
weights = cumsum(weights) ;
for k=1:nnp
threshold = rand;
i=1;

while weights(i)<threshold, i = i+1; end
offsprings(i) = offsprings(i)+1;
end

ALG. 13: Redistribution des résidus.



Routines matlab

function offsprings=f_resample_comb_randshift(weights)

% function offsprings=f resample_comb(weights)

Y e
% function offsprings=f_resample_residual(weights)

% KITAGAWA RESAMPLING PROCEDURE for particle filter algorithms

% INPUT weights : probability measure

% (it is not checked if the sum of the weights is one)

% OUTPUT offsprings : drawn offsprings

)

% offsprings(k)=j means that point #k is resampled j times

% resampling according to the probability measure weights(k) k=1:np

% with np=length(weights)

Y e
% AUTHOR: Fabien Campillo - INRIA

n_weights = length(weights);

weights = cumsum(weights)+rand/n_weights;
weights = weights/weights(end) ;

weights = floor(weights*n_weights);

offsprings [weights (1) weights(2:n_weights)-weights(l:n_weights-1)];

ALG. 14: Redistribution de Kitagawa.
function indices = f_resample_indices(ftable)

% function indices = f_resample_indices(ftable)
% to be used after a reseampling function

% INPUT a table [il1l i2 ... in]

% ij : means that point #j has been drawn ij times
% OUTPUT [1*ones(1,i1) 2*ones(1,i2) ... n*ones(l;in)]

% ex. mult([0 2 0 2 1 1])

% gives [2 2 4 4 5 6]

Y o o __
% AUTHOR: Fabien Campillo - Qinghua Zhang - INRIA

fftable = cumsum(ftable+1);

a = zeros(1,fftable(end));
a(fftable) = 1;

aa = cumsum(a) ;

indices = aa(Ta)+1;

ALG. 15: Calcul des indices (a utiliser avec les fonctions de redistribution).



Routines matlab

function f_plot_ellipse(fmean,fcov,npoint,fcolor,R)

% function f_plot_ellipse(fmean,fcov,npoint,fcolor)

% compute and plot a confidence ellipse of level 90%

% corresponding to the two-dimensional normal law N(fmean, fcov).
% parameters: npoint : number of points for the layout of the ellipse
YA color [character] color of the ellipse

% One decomposes the covariance matrix R = P D P’

% (P orthonormal D diagonal) then Z = D~{-1/2 } P (x-m)

% where M is the average, then |Z|~2 = R the parametric equation
% of the ellipse is

yA y(s) =m + P’ sqrt(r D) [ cos(s) sin(s) ]1°

% 1Z]1~2 follows a law of the chi2 with two degrees of freedom

% R=4.61 gives an confidence ellipse of 90%

if nargin<=4, R=4.61; end % default R=4.61 gives a confidence ellipse
% of level 90%

if nargin<=3, fcolor=’k’; end % default fcolor is ’black’

if nargin<=2, npoint=45; end J, default 45 points

[vec,val] = eig(fcov);

t = linspace(0,2*pi,npoint);

ellipse = vec * sqrt(val*R) * [cos(t);sin(t)];

ellipse = ellipse + repmat([fmean(l);fmean(2)],1,npoint);

plot(ellipse(l,:),ellipse(2,:),fcolor)

ALG. 16: Calcul et tracé d'une ellipse de confiance pour une loi gaussienne en
dimension 2 (cf. Annexe § A.1).
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0¢, mesure de Dirac, 14
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_ multinomiale
él:N iid p(x), 56
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N S pr(x1) -+ p(xn), 56

algorithme EM, 27

Baum
algorithme backward, 17
cas continu, 33, 33-34
cas fini, 22, 22-24
algorithme forward, 17
cas continu, 32, 31-32
cas fini, 20, 20-21
Baum-Welch
algorithme de, 18
Bayes, formule de, 9
Box-Muller
transformation de, 57, 89
bruit blanc, 15
bruit blanc gaussien, 15

canal sans mémoire, 17
chaine de Markov, 15
cachée, 17
loi de transition d'une, 15
loi initiale d’'une, 15

densité conditionnelle, 6
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dualité des équations de Baum
forward/backward, 23

échantillonnage d’'importance, 59
ellipse de confiance, 87
équation de

Chapman-Kolmogorov, 15

espérance conditionnelle, 6
estimateur, 6
global du maximum a
posteriori, 25, 34
local du maximum a
posteriori, 25, 34

filtrage
probleme de, 17
fonction
valeur, 25
fonction de vraisemblance, 10
fonction valeur, 35

indépendance, 8
innovation, 44

lissage
probleme de, 17
LMAP, voir estimateur local du
maximuin a posteriori,
voir estimateur local du
maximum a posteriori
loi
conditionnelle, voir densité
conditionnelle
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gaussienne, 11
marginale, 5
multinomiale, 13, 14
loi d'importance, 60
loi d’émission, 18
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matrice d’émission, 18

méthode d’acceptation/rejet, 58

noyau markovien, 9

poids d'importance, 60

processus stochastique, 14
programmation dynamique, 24,
26, 34, 35

variable backward
cas continu, 33
cas fini, 22
variable forward
cas continu, 31
cas fini, 20
Viterbi
algorithme de, 18, 24, 25, 34
cas continu, 35
cas fini, 26
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