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NOTATIONS

— P(E): ensemble des parties de E.
— |E|: cardinal d’un ensemble E.

— 1 : fonction indicatrice d’un ensemble E (1x(z) =1 si z € E, 0 sinon).

— f(z) £ 22 égal par définition.






Chapitre 1

Chaines de Markov

1.1 Modélisation

On considere un espace d’état fini X'. Une probabilité v sur X’ est une famille {v(z), z €
X'} vérifiant
0<v(z)<1l, VredX, et Zl/(x)zl.

reX

Définition 1.1.1 Un processus {X,,, n > 0} de v.a. a valeurs dans X est appelé chaine de
Markov si pour tout n >0 etz; € X (i=1,...,n)

P(Xn—H = Tn+1 | XO = Zog,** 'aXn = xn) = P(Xn—l—l = Tnp+1 | Xn = xn)

dés que P(Xo = zo, -+, Xn = ) > 0. Cette chaine de Markov est dite homogene si
Uapplication
(z,y) = P(Xpnp1 =y | Xn = 1)

ne dépend pas de n.

Définition 1.1.2 Soit {X,,, n > 0} une chaine de Markov a valeurs dans X. la loi initiale
v d’une chaine de Markov {X, , n > 0} a valeurs dans X est la loi de X, i.e.

viz)=P(Xo=2x2), z€X.
La matrice de transition 11, de cette chaine de Markov a l’instant n est la famille
{ma(z,y), 2,y € X}

définie par
(2, y) = P(Xpy1=y | Xn=12) .

Si la chaine de Markov {X,,, n > 0} est homogéne, la matrice de transition, notée I, ne
dépend pas de n.



Dans ce chapitre nous ne considérons que des chaines de Markov homogenes.

La notion de chaine de Markov généralise la notion de systeme dynamique déterministe
(machine & état fini, suite récurrente, ou équation différentielle ordinaire), en ce sens que la
distribution de probabilité de I’état futur X, 1 de la chaine ne dépend que de ’état présent
X,

Proposition 1.1.3 La distribution de probabilité de la chaine de Markov {X,,, n > 0}, de
loi 1natiale v et de matrice de transition 11, est donnée par

P(Xo =Tg,, Xp1 = Tp_1, Xy, = xn) = V($0) '7T(CU0, 331) . 'W(xnfl,xn) .

Preuve On définit I’événement
A, = {XO = Zo, - ';Xn—l = xn—laXn = xn} .

Donc A, = A,-1 U{X, =x,}. Si P(4,-1) > 0, on peut conditionner par I’événement A,_,
et appliquer la propriété de Markov

P(A,) = P(A,.1) P(X, =m,|An1)
= P(A,_1)m(Tp1,2n) -

Si P(A,—1) =0, alors P(A,) = 0 et la relation est encore vraie. En itérant cette relation, on
obtient le résultat annoncé. a

Remarque 1.1.4 Il résulte de la Proposition 1.1.8 que la loi initiale v et la matrice de
transition 11 déterminent de fagcon unique la distribution de probabilité de (Xg, X1,---, Xy)
pour tout n > 0.

Définition 1.1.5 Une matrice markovienne II sur X' est une famille
II={n(z,y), z,y € X}
vérifiant

0<m(z,y) <1, Vz,ye X, et Zw(x,y)zl, Vre X .
yeX

Remarque 1.1.6 Une matrice de transition est markovienne. Mais on peut aussi montrer
que, quelque soit v une probabilité sur X et II une matrice markovienne, on peut construire
une espace de probabilité (Q, F, P) et une chaine de Markov défini sur cette espace et a
valeurs dans X de densité initiale v et matrice de transition 11. Pour cela on note Q) = EN
Pespace canonique des trajectoires, et w = (wo, w1, ) un élément quelconque de Q. On
définit Xp(w) = wy, et F la plus petite tribu de Q0 qui rend mesurable toutes les applications
X,.. D’apres le théoreme de Kolmogorov, il existe une unique probabilité P, . sur (2, F) telle
que {X,,, n > 0} soit une chaine de Markov de loi initiale v et de matrice de transition I1.
Par abus de notation, on écrit P lorsqu’l n’y a pas d’ambiguité sur v et II.



Définition 1.1.7 On introduit ’opérateur de translation 6 : Q — Q défini par O(w) =
(w1, wa, - -+), et son itéré d’ordre n par 6, (w) = (Wn,Wnt1,-"°)-

On notera F,, = 0(Xy, X1,- -, X,), Py la probabilité conditionnelle
P,(A)=P(AlX,==x),

et F, I'espérance associée.
La propriété de Markov (faible) peut alors se réécrire sous la forme plus générale suivante :

Proposition 1.1.8 [Propriété de Markov faible]
E(Zob,|F,) =Ex, (Z), VZ v.a. bornée sur (2, F),
ou, de maniére équivalente,
P((X,, Xn41,-..) € A|F,) =Px,(A), VAeF.
Définition 1.1.9 On appelle temps d’arrét une v.a. T a valeurs dans N, qui vérifie
{I'=n}eF,, ¥n>0.
La tribu des événements antérieurs a T, est la tribu des parties de Q) définie par
Fr={BeF :Bn{T'=n}eF,,Vn>0} .
On définit enfin 'opérateur de translation 6, : Q — € par
Or(w) = (Wrw) Wr)+1, ") -
Théoreme 1.1.10 [Propriété de Markov forte] Pour tout temps d’arrét T,
E[Zo0r UT < o) | Fr ] =T < o0) Bx2(2) ,
VZ v.a. bornée sur (2, F),
ou, de maniére équivalente,

P((XT,XT+1,...) S A‘fT) = PXT(A) , VA € f .

Preuve Lav.a.l Ex. (Z) est Fr—mesurable, et pour tout A € Fr
(T < 00) “&r

/AZOHTI(T<OO)CZP = Z/An(Tzn)Zong(T<°°)dP

n>0

= >y / Zob,dP

= ) / Ex,(Z)dP
AN(T=n)

n>0

_ /A1(T<OO) Ex,(Z)dP .



1.2 Classification des états

Pour toute partie I' C X', on note 7T le premier temps d’atteinte de I' par la chaine de
Markov
Tr=inf{n>0: X, €l'}.

On vérifie aisément qu’il s’agit d’un temps d’arrét. Par abus de notation, on écrit T, lorsque

['={z}.

Définition 1.2.1 Un état x € X est dit récurrent si, partant de x la chaine revient p.s. en
z, c’est-a—dire si Pp(T, < co) = 1.
Il est dit transient ou transitoire dans le cas contraire, c¢’est—a—dire si Py(T, < co0) < 1.

Remarque 1.2.2 Toute chaine de Markov a espace d’état fini posséde au moins un état
récurrent.

On définit N, le nombre de passages de la chaine dans ’état x apres 'instant 0

Ne=) l(x, =2

n>1

et les coeflicients
Py = Px(Ty < 00) = Pz(Ny >1).

Théoreme 1.2.3 Soitz € X.
(i) Siz est récurrent, alors P,(N, = c0) = 1.
(i) Six est transient, alors Py(N, < o0) = 1. En outre, pour tout k > 1
Py(Ny = k) = (1= paa) it -

Définition 1.2.4 Soit x,y € X.
On dit que I’état y est accessible a partir de l'état x, si pg, > 0.
On dit que les états x et y communiquent, et on note T ~ vy, st pgy > 0 €t py, > 0.

La relation ~ est une relation d’équivalence.
Théoreme 1.2.5 Soit x € X un état récurrent.
(1) Siy~ z, alors P,(N, = o0) = 1.
(1) Siy o x, alors Py(N, =0) =1.

Le résultat suivant montre que la propriété de récurrence ou de transience est une pro-
priété de classe:

Corollaire 1.2.6 St x ~ y, les états x et y sont soit tous les deux récurrents, soit tous les
deux transients.



Définition 1.2.7 Un ensemble I' C X est clos si partant d’un état x de I' la chaine reste
(p.s.) dans T', c’est a dire
P(X,el)=1, Vzel.

Un ensemble clos I' C X est irréductible sl ne contient pas deuzr deur sous—ensembles clos
disjoints.

Remarque 1.2.8 On peut donc partionner X en
X =ANAXR

ou Xr désigne l’ensemble des états transients et Xp l’ensemble des états récurrents. Ce
dernier se décompose lui-méme en une partition

Xp=XLn---NX%

de p ensembles clos et irréductibles. Comme X est un ensemble fini, il existe au moins un
€tat récurrent, on a doncp > 1.

Définition 1.2.9 Une chaine de Markov est dite récurrente et irréductible, si I’espace d’état
forme une unique classe récurrente.

1.3 Comportement asymptotique

On définit

le nombre de passages de la chaine dans 1’état y avant le premier passage dans 1’état x.

Théoreme 1.3.1 Pour toute chaine de Markov irréductible et récurrente sur un espace
d’état fini X, il existe une unique probabilité u strictement positive sur X, invariante par la
matrice de transition 11, i.e. telle que

> uy) wly,m) = uly), Vo eX.

yexXx

En outre

=

E,(N?) = (}Z; . Vr,yEX .

=

Remarque 1.3.2 Dans le cas ou [’espace d’état X est seulement dénombrable, on peut
toujours montrer l’existence d’une mesure i strictement positive sur X, tnvariante par la
matrice de transition 11, mais cette mesure n’est pas nécessairement bornée.



Si f est une fonction définie sur X', on note

(fom) =) f(z)

reX

Théoreme 1.3.3 (Théoreéme ergodique) Soit p l'unique probabilité invariante. Soit f
une fonction définie sur X'. Pour toute loi initiale v, on a

rDSNEARCYIANE

Si F est une fonction définie sur X2, on note 7F la fonction définie sur X par

[7F)(x Zny z,y), VreX.

yeX

Théoreme 1.3.4 Soit F une fonction définie sur X2. Pour toute loi initiale v, on a

(i) —ZF Xio1, Xi) 25 (nF, )

(F(Xk1, Xp) = TF(Xpo1)) = N(0, 0%(F)) |

k=1

(4)

S-

avec: o?(F) = (rF?— (nF)* p) .

1.4 Identification
Le probleme consiste a estimer la matrice de transition II, ayant observé les états successifs
(X07X1’ e 7Xn)

de la chaine jusqu’a l'instant n. On utilise I’approche du maximum de vraisemblance pour
ce probleme d’estimation. Si I'on considére que la loi initiale v est connue, alors la fonction
de vraisemblance pour I'estimation de II est définie par:

On introduit :

— le nombre N, de transitions de Iétat x vers I'état y, jusqu’a l'instant n

Ny = ; X =2, X =y)



— le nombre N} de passages dans I’état z, jusqu’a 'instant n — 1

Ng:kz_:ll(Xk—l :.’L') 3

et on vérifie immédiatement que

Y Ny, =N}, VzeX. (1.1)

yeX

La fonction de vraisemblance peut se réécrire

L= [[ [w(zy)]™,

(z,y)ex?

et la log—vraisemblance

£,(IT) = log Ly ( Z y logm(z,y) .

(w,y)eX?

Proposition 1.4.1 L’estimateur du maximum de vraisemblance pour la probabilité de tran-
sition m(x,y), basé sur l'observation des états successifs (Xo, ---,X,) de la chaine jusqu’a

I’instant n, est défini par
n
zy

Nn

T

(2, y) =

Preuve Il s’agit de maximiser la fonction

Z y logm(z,y),

(z,y)€X2

par rapport aux coefficients {m(z,y), z,y € X'}, sous les contraintes

0<m(z,y) <1, Vz,yel, et Zw(x,y):l, Vee X .

yex

On introduit les multiplicateurs de Lagrange {\;, x € X'} et 'hamiltonien

H,(IT) = Z (Ng, logm(2,y) — Ap m(z,9)) -

(z,y)eX?
[’annulation de la dérivée partielle de H,(II) par rapport au coefficient 7 (z,y) donne
Ny =X T, y) -

On détermine le multiplicateur A, en exprimant que ’estimateur obtenu doit satisfaire la

contrainte, ce qui donne
=Y NP, =X ) Fulz,y) =X

yeX yexX



O

Remarque 1.4.2 Cet estimateur apparait comme le rapport de la fréquence empirique des
transitions de l’état x vers l’état y, sur la fréquence empirique des passages dans l’état x.
Pour espérer obtenir un bon estimateur d’une probabilité de transition w(z,y) > 0, il faut
donc que la chaine passe infiniment souvent de [’état x vers ’état y. Nous allons en fait
supposer que la chaine de Markov est irréductible et récurrente, de sorte que [’espace d’état
X consiste en une unique classe récurrente, tous les €tats communicant entre eux.

On peut alors montrer les résultats de consistance et de normalité asymptotique pour
Iestimateur empirique du maximum de vraisemblance.

Théoreme 1.4.3 On suppose que la chaine de Markov {X,, n > 0} est irréductible et
récurrente. Soit p l'unique probabilité invariante. On a

(4) Tz, y) = 7(z,y)
(i) n u(z) Gulz,y) — 7(2,9)) 2 N0, 7(z,9) [1 — 7(z,)]) -

Preuve On se fixe z,y € X. Pour démontrer (%), on remarque que

IR
ﬁ Nw,y_ E ;1()(19—1 :.Z‘,Xk :y) )

et on introduit la fonction

P@y) =g =g,y =) -
On a d’abord
[7F)(z') =Y F(a',y) n(@,y) = m(z,y) Lot = g >
yeEX
et ensuite

(nF.p)y =Y [rF](') p(a') = p(z) w(z,y) -

'eX

Il résulte alors de la loi des grands nombres (Théoreme 1.3.4 (7)), que
1 n D-s.
ﬁ Nw,y - :u’(l‘) W(J?,y) :

De la méme maniere, on montre que

1

n

d’on le résultat.



Pour démontrer (i), on remarque que

n

ZWF(Xk_l) =m(z,y) 1(Xk71 1) = m(xz,y) N .

On a d’abord

LN e, y) NP = Vi Rl y) — 7(@,y)) -

— NI .
Vn n

T

D’autre part
(nF?, py = (nF, p) = p(z) n(z,y) ,
et

(wF)?p) =Y [nFP (') pla') = u(z) 7 (z,y) ,

de sorte que )
o*(F) = p(z) n(z,y) (1 —7(z,y)) -

Il résulte alors du théoreme de limite centrale (Théoreme 1.3.4 (i7)), que

Vi Fal@,y) = 7(2,y) plx) 5 N0, ple) 7(z,y) [1 = 7(z,p)]) ,

d’ou le résultat, en divisant par \/u(z).

1.5 Estimation paramétrique

Dans cette partie, on suppose que la matrice de transition I1° dépend d’un parametre in-
connu # € © C RP. La loi initiale v est connue, et on note Py la probabilité P, ;6. Le probleme
consiste a estimer le parametre § € ©, ayant observé les états successifs (Xo, X1,---, X,)
de la chaine jusqu’a I'instant n. On utilise encore I'approche du maximum de vraisemblance

pour ce probleme d’estimation.

Définition 1.5.1 On dit que la famille {I1? , § € ©} de matrices de transitions est dominée,

st I’ensemble des transitions possibles
D={(z,y) € X*: 7°(z,y) >0}
ne dépend pas de 0 € ©.
Remarque 1.5.2 Cette propriété permet de garantir que V6,0 € ©
7 (Xp_1, Xp) > 0, Py —p.s. .
En effet, sous Py la transition (Xy—_1, Xi) vérifie nécessairement
7(Xp_1,X1) >0 .

Mais alors Wal(Xk_l,Xk) > 0 aussi.



On suppose que le modele {11, § € O} est dominé. La fonction de vraisemblance pour
I’estimation de 6 est définie par:

L.(0) = 7T0(X0,X1) t '7T0(Xn—1,Xn) )

et la log—vraisemblance

(n(0) =log Ly(0) = > logm”(Xy 1, Xx) -
k=1

Pour chaque 6 € ©, on considere la suite {U,(f), n > 0} définie par

oll @ € O est la vraie valeur (inconnue) du parametre. L’estimateur du maximum de vrai-
semblance pour le parametre inconnu 6 € O, basé sur ’observation des états successifs
(Xo, -+, X,) de la chaine jusqu’a l'instant n, est défini par

0, € Arg max 0,(0) = Arg min Un(0) .

On introduit les hypothéses suivantes

Hypothese 1.5.3 (ergodicité) On suppose que pour chaque 0 € O, la chaine de Markov
{X,,n > 0} est irréductible et récurrente, et on note p’ l'unique probabilité invariante,
strictement positive.

Hypothese 1.5.4 (identifiabilité) On suppose que le modéle est identifiable au point «,
c’est-a—dire que, pour tout 0 # «

{ (x,y) € X : n¥(z,y) #7%(z,y) } #0.

Remarque 1.5.5 L’Hypotheése 1.5.3 permet d’obtenir des résultats asymptotiques quand n 1
o0, en appliquant le Théoréme 1.3.4. L’Hypotheése 1.5.4 garantit que la vraie valeur o € ©
est la seule limite possible pour le mazrimum de vraisemblance 6,,.

On peut alors définir "information de Kullback

K(00) = 3 (o) w(owy) o Ty )

Proposition 1.5.6 L’nformation de Kullback est une fonction de contraste, associée au
processus {U,(0), n > 0}, c’est—a—dire que: K(a,a) =0, et K(6,a) > 0, V0 # «, et
d’autre part

Un(6) "8 K (0, ) .



Preuve Il est immédiat que K(a, a) = 0. D’autre part

Z,ua(x) Z [Z:(x,y) log 77::((23)) +1-— (@, y) ™(z,y) ,

et la fonction &€ — (€ log& + 1 — &) est positive et ne s’annule que pour £ = 1, ce qui permet
de conclure.

On remarque ensuite que

“(Xg1, X
Zlog k=1, Xk)

9 Xp—1, Xg)
et on introduit la fonction )
“(z,y
F(z,y) = log
(®9) (@.1)
On a d’abord (. g)
[T*F|(x Zﬂ' z,y) log (z,y)
yeXx
et ensuite ( )
a a T,y
F, u*) Zu my)logﬁzK(ﬁ,a).
z,yeX y

Il résulte alors de la loi des grands nombres (Théoreme 1.3.4 (7)), que sous la probabilité P,
correspondant & la vraie valeur @ € © du parametre

Ua(0) "B K(0,0) .
O

Théoréme 1.5.7 Sous les Hypotheses 1.5.8 et 1.5.4, tout estimateur du mazimum de vrai-
semblance 0, est consistant, si © C RP est compact, et la famille {60 — log 7 (z,y), (z,y) €
D} est équicontinue sur ©.

Remarque 1.5.8 Comme l’ensemble X est fini, il suffit que 0 — logw®(z,y) soit continue
sur O, pour tout (z,y) € D.

Preuve On montre d’abord que 'application 6 — U,(f) est continue sur ©. En effet

Un(0) — U, (0') = —%[6(0)4(9’)1
= —% - [logwa(Xk_l,Xk)—1Og7T0’(Xk—1,Xk)] )

de sorte que

Ua(6) — Un(8)] < max_|logn’(z,y) - logn” (z,y)] .
(z,y)eD



On peut également montrer de la méme maniere que I'application 6 — K (6, ) est continue
sur O.
Soit § > 0 et B la boule ouverte B(«,d). D’apres la Proposition 1.5.6

f K = 1.2
Helg\B (0,0) =c>0. (1.2)

Par continuité de application 8 — U, (6), il existe n > 0 tel que
0 —0'| <n, implique |U,(0)—U,(6)| < 3c.

Comme 1’ensemble © \ B est compact, il existe un recouvrement de cet ensemble par un
nombre fini I de boules de centres {f;, 1 <i < I} et de rayons inférieurs a 7.
Pour tout # € © \ B, il existe 1 < i < I tel que |# — 6;| < n, et donc

Un(0) 2 Un(6:) = |Un(6) — Un(6:)| = Un(6:) — 3¢ > min Un(0:) — 3¢,

1<i<T 2

de sorte que
inf U,(#) > min U,(6;) — ic.

0cO\B 1<i<I 2

Par suite
{ 0, € ©\ B } C { aeu(;{BU" <0 } C { 11£1i1é1]Un(01) < 20} )
Il résulte alors de la Proposition 1.5.6 que

Py(|0, — | > 6) < Po(min Un(6;) < 5¢) - % p, (min K (0, @) < 5¢) =0,

1<<1I
puisque, d’apres (1.2)
{m1nK(9,,a< e inf K@, a)<ic}=0.

1<i< #cO\B

O

Pour obtenir un résultat de vitesse de convergence, de type normalité asymptotique sur

Iestimateur du maximum de vraisemblance 6,, on introduit I’hypothese supplémentaire sui-
vante

Hypothese 1.5.9 (régularité)

(i) I existe un voisinage V de a dans © C RP dans lequel 6 — log 7% (z,y) est deux fois
contindment différentiable, pour tout (x,y) € D.

(i) Pour tout x € X, on définit la matrice d’information de Fisher au point o pour le
modele {m®(x,y), 1€ X, 0 € ©}

0 0
Tin(@) = 37 (wn) g loen”(@,1) g o8 (w:0)



On note

Iﬁm Z,u Ilm )

reX
et on suppose que la matrice I¢ est inversible.
(i) On définit
2 52

w(r) = sup max logm(x,y) — aelagmlogﬂ( y) | .

|6—al<r (z,y) ED| 80189”‘

et on suppose que

rl0

w(r) — 0,

pour tout 1 < I,m < p.

Remarque 1.5.10 Sous I’Hypothése 1.5.9, on vérifie que

0
Zﬂ' z,y) aellogw z,y) 89’Z7r z,y)=0. (1.3)

yeX yeX

En dérivant (1.8) par rapport a 0™, il vient

(6] a o7 a [¢]
ZW (z,y) @logﬂ (z,y) wmlogﬁ (z,y)
yeX

2

0
+y 7 (z,y) Wlogﬂa(%y) =0,

yex

d’ou l’égalité entre les deux expressions données ci—dessus pour I .
)

Théoreme 1.5.11 Sous les Hypotheses 1.5.3, 1.5.4 et 1.5.9, tout estimateur é\n du mazimum
de vraisemblance, consistant en o, vérifie

Vi (B, — ) X N0, 1777

Preuve L’idée repose sur un développement de Taylor avec reste intégral, au voisinage de
la vraie valeur «

1 0 - ~ 1 0

0 = ————Lla(a)+ Y _Vn (O] —a") — ot (@)

+ Y V@ —am)
m=1
Y Y 2 N 52
n /0 L g 0+ M = @)~ Ggragmta(e) ] A -



Il suffit alors de vérifier que

1 82 Py—p.s.
o agiagn (@) i -4
1 s
9, (0) 5% N0, 1) | (1.5)

7/ 6

1 ('] 07 N

82
00l99m

(@) dA\ < ([~ al) (16)

Le démonstration de (1.6) repose sur I'Hypothese 1.5.9 (ii1) et ne présente pas de diffi-
culté. Pour démontrer (1.4), on remarque que
* 0?
—1 (X1, X

et on introduit la fonction

62
F — 1 @ .
On a d’abord )
[7®F(x ZT( z,y) 5000 logm®*(z,y) ,

et ensuite

92

<7TaF7 ua) = Z :ua(x) ’ﬂ'a(.’E,y) W logﬂ-a(xay) = _Ilo,lm
(z,y)€D

Il résulte alors de la loi des grands nombres (Théoreme 1.3.4 (7)), que sous la probabilité P,
correspondant & la vraie valeur oo € © du parametre

1 &
n 00106™

Pour démontrer (1.5), on remarque que

G R

8 n

ﬁfn(a) = ael lOgﬂ' (Xk:—lan:) s
et on introduit la fonction 5

F! 1 :
(‘/I’"y) 69l Ogﬂ- (‘/I’"y)
On a d’abord, d’apres (1.3)
0
a l
[ F*)(z ZW z,y) aellogw (z,y)=0.

yex



D’autre part

0 0
[ﬂ-aFlFm](‘r) = Z’n‘a(x’y) ﬁlogﬂ—a(:ﬂay) %mlogﬂa(xay) ;

yexX
et ensuite
o 6 o 6 o
(TOF'F™, ) = Z p®(z) (2, y) wlogw (x,y)wmlogw (z,y)
(z,y)eD
= Iﬁ‘m.

Il résulte alors du théoreme de limite centrale (Théoreme 1.3.4 (7)), que sous la probabilité
P, correspondant & la vraie valeur o € © du parametre

1 0

% %Kn(a) C(ﬁ)) N(O,Ia) .






Chapitre 2

Recuit Simulé

2.1 Problemes d’optimisation discrete

2.1.1 Définitions

Définition 2.1.1 On considére une fonction H définie sur un ensemble fini X a valeurs
dans R

H:X—=R.

Le probleme d’optimisation discréte consiste a calculer

H 2 min H(x)

TeX

et o déterminer (au moins) une solution optimale x*

H(z") = Igél)rfl H(z) . (2.1)

X est appelé ensemble des configurations, un élément x de X est une configuration. H est
appelée fonction cott, H(x) est le codt de la configuration x, H* est le codt optimal.

Une solution optimale z* du probleme (2.1) est un minimum globale de la fonction cott
H. On note X* I'ensemble de ces minima

X {x €X; H(z") = minH(x)} .

zeX

Dans toute la suite on suppose que le probleme n’est pas trivial: X* # X. Dans la plupart
des exemples: |X™*| < |X].

Lorsque |X| est petit, ce probleme est trivial: il suffit d’explorer toutes les configurations
possibles z et de trouver ainsi celles de colit minimal. Mais dans les exemples qui nous
intéressent ici, |X'| est trés grand.



FIG. 2.1 — Une configuration pour le probléeme du voyageur de commerce.

2.1.2 Probleme du voyageur de commerce

Un représentant en dessous féminins doit visiter N villes; il doit passer une seule fois par
chaque ville et revenir & son point de départ. Le probleme est de minimiser la distance ainsi
parcourue. Il existe (N — 1)! parcours possibles ((V — 1)!/2 si on ne tient pas compte du
sens de parcours). Par exemple, pour seulement 12 villes on obtient (N — 1)! = 39916 800
possibilités (ou (N — 1)!/2 = 19958 400).

Configurations

L’espace d’état est ici ’ensemble des parcours possibles. Un parcours va étre modélisé
par une permutation x de N éléments

ou
x(k) est la ville visitée apres la ville &k

et
Ve=1,...,N : a"(k)#k,l=1,....N —1let 2V (k) =k .

Fonction coit

On se donne D = (d; ;) la matrice des distances

A L. a1
d; ; = distance entre les villes ¢ et j.



F1G. 2.2 — Une configuration pour le probléeme du couplage de poids minimal.

On veut donc minimiser
N
A
H(ﬂ') = E dk,z(k)
k=1

qui représente la longueur du parcours z.

2.1.3 Probleme du couplage de poids minimal

On considere un ensemble de 2N points dans le plan
PE(P1), P©2),...,PCN)} C R .

On cherche a les regrouper deux a deux de telle sorte que la somme des distances entre
chaque couple soit minimale.

Configurations

On cherche donc
r = (.’L’l,...,LEN)
tel que
Ty = {Pkl,P,f} cP

avec Pl # Pret P{ # P}, k,l=1,...,N,l# k, i =1,2. Il existe donc (2N — 1) x (2N —
3) X --- x 3 x 1 appariements possibles (pour 2N = 12, on a 10 395 possibilités.



concentrateur

ordinateur central

terminal

FIG. 2.3 — Une configuration pour le probleme du choix de I'emplacement de concentrateurs.

Fonction coiit

La fonction cofit s’écrit
N

H(z) =) d(P},F}),

k=1

ou d(P}, P?) désigne la distance entre les points P} et P2.

2.1.4 Un probléme de réseau

Il s’agit de relier un grand nombre de terminaux & un ordinateur central situé, par
exemple, a Paris. On suppose que le coiit de connexion d’un terminal est égale a la dis-
tance a I'ordinateur central. Connecter directement tous les terminaux a l'ordinateur central
est trop cofiteux, il faut donc utiliser un réseau en double étoile o1 les terminaux sont reliés
au site central par I'intermédiaire de concentrateurs. On suppose qu’il y a M sites possibles
pour installer des concentrateurs.

Configurations

Une configuration est une partie de ’ensemble des M sites (la partie vide est la solution
qui consiste & tous les terminaux sont reliés & 1’ordinateur central). On a donc 2¥ possibilités.

Fonction coit

On se donne une configuration x de N concentrateurs Cf, ..., Cy.



On définit

C1(Ck) le cotit d’installation et de connexion d’un concentrateur,
Co(T;, Cr) le cotit de liaison du terminal 7; au concentrateur C,
Co(T;, O) le cotit de liaison du terminal 7T; a lordinateur central.

Pour la configuration z, le cotit de connexion du terminal 7; (i =1--- M) est

C.(T;) = min {Co(T;, C1), ..., Co(Ti, On), Co(T3, O)}

Le coiit de la configuration x est égal au colt de connexion des terminaux et au colt de
connexion et installation des concentrateurs, donc

N

H(z) 2 37 C(T) + Y Ci(C) -

k=1

2.2 Algorithme de recherche locale

Pour résoudre un probleme d’optimisation (X', H), on peut évaluer le cotit H(x) de toutes
les configurations x € X'. Cette approche est impraticable pour les problemes qui nous inté-
ressent. Une méthode (sous-optimale) consiste & partir d’une configuration initiale donnée
et a regarder parmi les configurations “voisines” laquelle est de moindre coit. En itérant ce
procédé, on construit une suite de configurations de cofits décroissants. Avant de décrire en
détail cet algorithme, il faut préciser la notion de “voisinage”.

Définition 2.2.1 Soit (X, H) un probléme d’optimisation. Un systéme de voisinage est une
application
V:X—>PAX),

telle que
yeV(r) <=z € V(y) .

A une configuration x € X, lapplication V associe un ensemble de configurations V(xz) C X
dites voisines de x. Siy € V(z), alors x et y sont des configurations voisines.

Dans la Figure 2.4 on représente le graphe de voisinage : une connexion entre deux confi-
gurations signifie qu’elles sont voisines. De plus les configurations représentées par coit
croissant (bas—haut).

L’algorithme est donc évident (voir les Figures 2.6 et 2.5): partant d’une configuration
initiale x on cherche dans V(x) une configuration de cotit strictement inférieur & H(zx). Si,
apres plusieurs itérations, il est impossible de trouver une configuration meilleure, on dit que
l’algorithme a convergé. Il est clair que la solution obtenue est sous-optimale au sens suivant

Définition 2.2.2 Soit (X, H) un probléme d’optimisation et V un systéme de voisinage as-
socié. x* € X est une configuration localement optimale (ou un optimum local, ou minimum
local) si

H(z*) < H(z), Yz € V(x) .

On note X ’ensemble des configurations localement optimales.

loc



O configuration quelconque
A @ minimum local

@ minimum global

couT

HX)F----------

FIG. 2.4 — Graphe de voisinage.



configuration initiale

couTt

O configuration quelconque
@® minimum local

O @ minimum global

solution

FIG. 2.5 — Algorithme de recherche locale.

La notion de localité est relative & un systéeme de voisinage, mais une configuration opti-
male est localement optimale par rapport a tout systéme de voisinage.

Exemple 2.2.3 (Le voyageur de commerce — suite) Partant d’une configuration don-
née (i.e. un parcours) on construit des configurations voisines en intervertissant l’ordre de
parcours de deux villes. St dans la configuration initiale on wisite la ville © a la position p et
la ville j a la position q, dans la configuration voisine on wvisite la ville i a la position q et la
ville j a la position p.

Exemple 2.2.4 (Couplage de poids minimal — suite) Partant d’une configuration ini-
tiale ou les points Ay, By d’une part et les points Ao, By d’autre part sont reliés par des
segments, on construit une configuration voisine en reliant les points Ay, By d’une part et
les points Ay, By d’autre part.

Exemple 2.2.5 (Le probleme de réseau — suite) Partant d’une configuration donnée,
on construit une configuration voisine en effectuant une des 8 opérations suivantes :

— ajout d’un nouveau concentrateur sur un site libre,
— suppression d’un concentrateur,

— déplacement d’un concentrateur (i.e. la combinaison des 2 premiéres transformations).



recherche_locale[X, H,V]: détermine une configuration localement opti-
male d’un probléme d’optimisation (X, H) pour un systéme de voisinage V.

procédure recherche_locale[X, H, V)]
début
Initialisation :
x < tirage[X]
V V() \{z}

[térations:
jusqu’a V =0 faire
génération
y « tirage[V]
critere d'acceptation
si H(y) < H(z) alors
Ty
V < V(z)\{z}
sinon
V< V{y}
fin_si
fin_faire
solution < x
fin

tirage[S]: génére une configuration x dans Uensemble S, le plus souvent
laide d’un algorithme de tirage aléatoire. On peut, par exemple, utiliser une
loi uniforme :

procédure tirage[S = {z1,...,z,}]
début
u < loi_uniformel0, 1]
i < partie_entidre[n X u]
solution + x;
fin

FIG. 2.6 — Procédure de recherche d'une configuration localement optimale.



2.3 Mesure de Gibbs

Définition 2.3.1 La mesure de Gibbs G (x) sur X est définie par

Gr(z) 2 ZiT exp (—@) . rEeX, (2.2)

ou Zr est la fonction de partition

Zp 2 wezxexp (—H:(Fx)) . (2.3)

Définition 2.3.2 Soit P une mesure de probabilité sur (X, P(X)), 'entropie de P est définie
par

H(P) =~ P(z) log(P(x)) -

reX

On note E(T) = H(Gr) Uentropie de la mesure de Gibbs a température T.

Proposition 2.3.3 On note M, ’ensemble des mesures de probabilité P sur (X, P(X))
telles que l’énergie moyenne associée soit p, c’est a dire telles que

> H(z)P(z)=p. (2.4)

zeX

Alors, au sein de la classe M,, la mesure P qui mazimise l’entropie H(P) est la mesure de
Gibbs G, ou la température T est déterminée par (2.4).

Preuve On note

F(P) = ) P(x)logP(z),
Ci(P) = ) P(z)-1,
Cy(P) = > Plx)H(z)—p.

On veut donc minimiser F'(P) sous les contraintes Cy(P) = Cy(P) = 0. On utilise les
multiplicateurs de Lagrange: on cherche P tel que

Comme
dF(P) aCy(P) dCs(P)
P ~leP@) =l Fpoy =1 Bpe — H@)

d’otr, pour tout z € X, log P(z) — 1+ A + Ao H(z) = 0, c’est & dire

P(z) = exp(l — A1) exp(—As H(z)) .



La condition C;(P) = 0 donne exp(1—X;) = [Y__ exp(—X2 H(z))] '. On pose enfin Ay = 1/7,
on obtient P(z) = Gr(x), la constante T est déterminée par la relation (2.4). O

Proposition 2.3.4 Lorsque T — 0, la loi G se concentre sur l’ensemble des configurations
optimales X*,

lim Gr(z) = G*(z), VredX,

T—0

ou G* est la lot uniforme sur X'*

A 1
G*(z) = 1y (x) X ——
||
Preuve
-1
yeX
-1
_ Gl —n@)T [Z e[H*—H(y)]/T]
yeX
-1
= 1x(z) x1xX [Z e[H*_H(y)]/T]
yeX
-1
yeX
S lae(z) —— 40
x:\T) 77
| X%
quand T — 0 (on utilise le fait que lim,e®/® = 1si ¢ =0, 0si ¢ < 0). O

Définition 2.3.5 Le coit moyen d’ordre k a ’équilibre est défini par

A(T) 2 S H(z) Gr(a) .

T€EX

A

H\(T) est sera aussi noté H(T). La variance du codt o l'équilibre est définie par

oX(T) =Y (H(x) — H(T))* Gr(x) = (Hi(T))* — Hy(T) |
Proposition 2.3.6
dH(T) o*(T) dE(T)  o*(T)




Preuve Ce déduit aisément des Définitions 2.3.5, 2.3.2 et de la définition de la mesure de
Gibbs (2.2). O

D’une maniere générale, on note ¢(0) = limg o p(7T) et p(oco) = limpre (1) En re-
prenant la méme technique utilisée pour la preuve de la Proposition 2.3.4, on montre la
proposition suivante

Proposition 2.3.7

N 1 ~ .
H(c0) = m; (z) , H(0) = H*,
o*(00) = | |Z(H($)—ﬁ(00))2, o?(0) = 0,
E(0) = logl|X|, £(0) = log|X* .

Proposition 2.3.8 On suppose que X* # X.

(i) pour z € X*

0
a_TGT(x) <0 )

(i) pour x & X* avec H(z) > H()

0
a—TGT(.Z') >0 5

(i) pour x & X* avec H(z) < H(c0), il existe T, > 0 tel que

9 > 0 st T'< Ty,
a—TGT(:U) =0 ssT=T,,
< 0 stT>1T, .

Preuve D’apres (2.3)

o7 =% e (7

zeX
donc
0 0 e H@/T
a7 =
H(l‘) e_H(m)/T e_H(m)/T a
= — —Zr
T2 Ly Z: 0T
_ Gr(z) Gr(z) 1 —H(z)/T
=~ H(w) - = ZTZH(x)e
zeX
Gr(x -
= G [ha) - )]



Le signe de dGr(z) /8T dépend donc du signe de H(z)— H(T). D’apres les Propositions 2.3.7
et 2.3.6, H(T) croit strictement (& condition que X* # X) de H* & H(co) quand T 7 oo.
Donc, pour z € X*: H(z) < H(T), ce qui montre (3).
Dans le cas ¢ ¢ X*: si H(x) > H(oco) alors dGy(z)/0T > 0; si H(z) < H(oo) alors il
existe une température T, > 0 & laquelle H(z) — H(T) change de signe, ce qui montre (i)
et (iis). 0

2.4 Dynamique de Metropolis

L’inconvénient de l’algorithme de recherche local est de se laisser “piéger” par les mini-
mums locaux: un fois une configuration localement optimale atteinte, I’algorithme de re-
cherche local a convergé. Un idée consiste donc & autoriser — sous certaines conditions —
l’algorithme & choisir une configuration de coiit plus élevé.

On considere (X, H) un probleme d’optimisation. Partant d’une configuration X, =
x, étant donnée une configuration voisine y € V(zx), la prochaine configuration X, ; sera
choisi de la maniere suivante: si H(y) < H(z) alors on accepte la nouvelle configuration
Xn41 = y; si H(y) > H(x) on accepte cette nouvelle configuration avec une probabilité
exp(—[H(y) — H(z)]/T) ou T > 0 est un parametre de contrdle. Donc — contrairement &
I’algorithme de recherche locale — on peut accepter une configuration de cotit plus élevée
avec une certaine probabilité; celle—ci est grande lorsque le parametre 1" est grand, petite
dans le cas contraire. Pour 7" = 0 on retrouve une méthode de recherche locale.

Un itération de cet algorithme se décompose en deux étapes

(i) choix d’une configuration voisine,

(7i) application d’un critere de sélection.
Définition 2.4.1 (Dynamique de Metropolis) On construit une suite
Xoy X1, 003 Xy - -
de variables aléatoires & valeurs dans X (des configuration aléatoires) en deuz étapes

Phase d'exploration On tire une configuration aléatoire Y,, telle que
P(Yn = y‘Xﬂa .. 7Xn) = Q(Xna Z/) )

ot Q = [g(z,y); x,y € X| est une matrice de Markov symétrique arbitraire appelée
matrice d’exploration.

Phase de sélection On accepte Y,, comme nouvelle configuration avec probabilité pr(X,,Yy)

pT(x; y) é exp (_ [H(y) - H(.ﬁ)]—k) | (25)

T
c’est a dire
P(Xn-l—l = Yn|X07 ey X, Yn) = pT(Xna Yn) )
P(Xn—|—1 :Xn|X0a"'7XnaYn) = ]- _pT(XVLaYn) -



Les deuz étapes se font de maniére indépendante.

L’algorithme peut donc se décrire sans faire référence a un systeme de voisinage sur X.
Toutefois, c’est dans le choix de la matrice () qu’intervient le systeme de voisinage comme
le montre I'exemple ci-dessous.

Exemple 2.4.2 On considére un systeme de voisinage V sur X, un choizx possible de matrice
Q est donné par

Proposition 2.4.3 Le processus X,, est une chaine de Markov sur ’espace des configura-
tions X, de matrice de transition Il = [r(x,y); z,y € X]

A
W(.T,y) = P(Xn-l—l = y‘Xn = LE) )

donnée par
Q(xay)pT(xay) ’ S1% 7é Yy,

A
m(z,y) = 1—Z7T($,Z), stz =1y .

2#T

Hypothése 2.4.4 On suppose que la matrice @ est symétrique et fait communiquer toutes
les configurations entre elles en temps fini : pour tout x,y € X, il existem € N et xg, ..., %, €
X tels que

To =T, Ty =y et q(xg,21) X q(21,22) X -+« X @(Trp—1,Tr) >0 .
En d’autres termes : pour tout x,y € X, il existe m € N tel que

[Q](z,y) >0

Proposition 2.4.5 Sous I’Hypothése 2.4.4, la chaine de Markov X, admet la mesure de
Gibbs Gr(x) comme unique mesure invariante :

lim P(X, =z)=Gr(z), VzeX.

n—0o0

Preuve L’Hypothese 2.4.4 implique que la chaine X, fait communiquer deux & deux tous
les éléments de X'. La chaine X,, est donc irréductible et récurrente, elle admet donc une
unique mesure invariante solution de

wa)=> w(y,x)ply), VreX. (2.6)

yeX



I1 suffit donc de vérifier que la mesure de Gibbs (2.2) est solution de 1’équation (2.6). Soit
x € X fixé, on considere

—H T
_ ~[H(z)-H(y)]*/T €
E m(y,x) Gr(y) = E q(y,z)e v 7

yeEX Y#T

o~ H(@)/T
+ (1 — Zﬂ(m,y)) —
Y7 T

—H(y)/T

= S qly,z) e H@-HOI/T e
y# Zr

—H(z)/T
+ (q(w,x) + alz,y) (1 — e—[H(y)—H<z)]+/T)> BTT :

y#x

Posons

A2 {yeX;H(y)<H(x)}, B,2X\A,={yeX;H(y)>H()},

on a
e—H@)/T
S nly2)Grly) = Y aly0)—— - > a
yeX Y£T,YE A, Y#£x,YE By Z
o H@)/T
+q(z, )
) ZT
e HET —[H(y)-H (@)t /T
+TT Z q(z,y) (1_6 )
Y#T,YE By
e—H(x)/T e—H)/T
= D ayr)—p—+ Y 4
Y#T,YEAL Y#T,Y€By Zr

o~ H(@)/T e—H(x)/T

+4(z,8) —7—+ =~ > qlx,y)

Y#T,YEBy

e~ H@)/T

- Z q(x’y)TT :

Comme () est symétrique,

o~ H(@)/T
Zﬂ'(y;-T)GT(y) = ( Z q(z,y) + q(z,z) + Z q(_’p,y)) 7

yex YAT,YEAL YAT,YyEB,

== GT(IE) .

O

La Proposition 2.3.4 justifie I'intérét de 1’algorithme de Metropolis: pour 7' suffisamment

petit, et n suffisamment grand, la loi de X, sera proche de loi uniforme sur ’ensemble des
configurations optimales.



metropolis|Tpew, Toid, Xy H,V,T|: Dynamique de Metropolis

(X, H) un probléme d’optimisation discréte, V un systéme de voisinage. A
température T fixée et & partir d’une configuration x,q donnée, détermine
une nouvelle configuration Tpey .

procédure metropolis|Tyew, Toid, X, H,V,T]
début
génération
y < tirage[V(zowa)]
critere d'acceptation
u 4 loi_uniforme|0, 1]
si exp[—(H(y) — H(zaa))"/T] > u alors
Tnew <Y
sinon
Tnew < Told
fin_si
fin

FIG. 2.7 — Dynamique de Metropolis (température T fixée). Pour matrice d'exploration @ on
utilise celle de I'Exemple 2.4.2.

Une méthode comnsiste donc & partir avec T suffisamment grand, puis a effectuer un
certain nombre d’itérations a température fixée. Quand ’algorithme a convergé, on se fixe une
nouvelle température, inférieure a la précédente et ainsi de suite. On obtient ainsi ’algorithme
de recuit simulé.

2.5 Algorithme de recuit simulé
D’apres les Propositions 2.4.5 et 2.3.4, on a

lim lim Pr(X, € X*) =1,

T—0n—oc

ou Pr(X, € X*) signifie que la chaine est générée a température T fixée. On peut donc
essayer de trouver une suite de températures 7;,, strictement décroissante vers 0, telle que

lim P(X, € X*)=1, (2.7)

n—oo

ou, en d’autres termes, que X, converge en loi vers G*, la loi uniforme sur A'*:

lim P(X, =z)=G"(x) .

n—oo



2.5.1 L’Algorithme

On se donne une suite 7}, | 0, on construit une chaine de Markov non-homogene X,, de
matrice de transition I, = [m,(z,y); =,y € X]

A
Wn(l',y) = P(Xn-l-l = y‘Xn = .T) ’
donnée par (voir Définition 2.4.1)

N o(z,y)pr(2,y) , siz#y,
To(T,y) = 1—Z7rn(x,z), siz=y.
2#T
2.5.2 Convergence en loi

On se donne une suite de températures constante par morceaux, chaque plage de tempé-
rature constante étant de longueur L donnée

T,=T,, IL<n<(+1)L,

avec T; | 0 lorsque | — 0.
Pour simplifier les démonstrations, on suppose que |V(z)| ne dépend pas de z

Ny 2 |V(2)|, Yo € X,

et que la matrice () est donnée par

1
q(z,y) = N Ly (y) -

Sous certaines conditions de vitesse de convergence de T} vers 0 et sur la longueur L,
nous allons montrer que la chaine de Markov X,, de I’algorithme de recuit converge en loi
vers G* (la loi uniforme sur A'*)

Définition 2.5.1 Soient z,y € X, x # y, on définit le nombre minimal de transitions
nécessaires pour aller de x a y par

N(z,y) 2 min{n > 1; [@Q"](x,y) > 0} .

D’apres ’Hypothése 2.4.4, N(x,y) < oo. On définit aussi le nombre minimal de transitions
nécessaires pour atteindre X* partant de x

A .
N(z) = min N(z,y) .

Théoreme 2.5.2 Soit X,, la chaine de Markov de ’algorithme de recuit simulé. Supposons
que

(i) I’Hypothese 2.4.4 vérifiée,



(ii) L est le mazimum du nombre minimum de transitions nécessaires pour at-
teindre X* partant de x, pour tout x € X

L =maxN(z) ,

TeEX
(#ii) pour tout ! >0
- _(L+1)A
12 T o
log(l +2)
ot A
A= H(y)— H(z)]>0.
max max [H(y) — H(z)]
Alors
lim P(X, € X*)=1.
n—oo

Lemme 2.5.3 Sous les hypothéses du Théoreme 2.5.2, la chaine X, du recuit simulé est
faiblement ergodique.

Preuve On utilise le critere du Théoreme A.1.4. Il est clair que

1
Vn>0,VeeX, VyeV(z)\z : Wn(x,y)zﬁe_A/T" , (2.8)
v
puisque pour y € V(z): [H(y) — H(z)]" < A.
Par ailleurs, soit X% I’ensemble des maxima locaux (l’ensemble des z dont aucun voisin

loc
n’est de coiit strictement supérieur), on peut montrer que

1
dng>0: Vn>ng, Vo € X\ A0+ mp(z,z) > N—e’A/T" , (2.9)

v

en effet, posons

A
d =min min't [H(y) — H(z)],
min min® [H(y) - H(z)
(min™ est le minimum pris sur les termes positifs uniquement), 0 < § < A. 1l existe donc ny

tel que pour tout n > ng
1—e T > oA/

On considere n > ng et x € X'\ A 1l existe y € V(x) \ x tel que H(y) > h(z).

loc

7Tn($,$) = 1- Z Wn(xay)

yeV(e)\e
-1- ¥ 1 @-aE)T,

yeV(e)\a

1 i
_ oL H@)~H @) T 4 (- [H@)-H@)/T,
= 1 N Z e~ W)= HE 4 e~ HW)—HZ

yeV(z)\{z,y}



1 _
= 1—N—V[NV_1+€6/T7L]
_ 1y om
- NV [1 € }
> i —A/Ty
- NV

Ce qui prouve (2.9).
On se fixe z* € X* \ A" on définit alors & € X tel que

loc

Tnntn(Z,2%) = minm, 4 0(y, ) .
yex

On a
minm, n41(y,2%) = P(Xpip =2"Xp 1 =2)
yeX
= Z Tn(Z, 1) P(Xpip = 2| X, = 21)
r1€EX

= Z Z Z Tn(Z, 1) Tpy1 (21, T2) -+ Tpyr(@r, ) -

T1EX TaEX rrLEX

Sous I’hypothese (7i) du Théoreme 2.5.2, on a, pour tout n > ng: on peut trouver une suite
de configurations yo, y1, - - ., yr+1 telle que yo = Z, yro1 = =%, Y1 € V(y;) pour 0 <7 < I et
Yir1 =y = x* pour I +1 <4 < L+ 1. Ainsi, avec (2.8) et (2.9), on obtient

1 * ~ . 1 B L+1
mlnﬂ-n,n-l—L(yax ) > 7Tn(33,y1) 7rn+1(y1,y2) .- '7Tn+L(yL,$ ) > [—6 A/Tn:| )
yEX Ny

Donc, pour tout n > nyg

1-— T(Hn,n+L) = zng}g}( Z Tn,n+L (CL', Z) A Tnn+L (ya Z)
’ Z€EX

min [ﬂ-n,n—f—L(x: 33*) A 7rn,n+L(ya iE*)]
T,yeX

Vv

= Minmy (2, 27)

> (Nv)folef(L—H)A/Tn )

Donc en prenant n; = [L, on obtient

Z[l - T(Hnl,nl+1)] > Z[l - T(HlL,lL-FL)]

o0
> Z (Nv)—L—le—(L—H)A/Tl

l=ngo
00

> S )T+ = oo

l=ng

Le lemme est donc démontré & ’aide du Théoréme A.1.4. O



Preuve du Théoréme 2.5.2 On démontre les points (7), (i), (#4) du Théoreme A.1.5.
Le lemme précédent établit (i). L’hypothese (z) du Théoreme 2.5.2 implique (i), donc pour
tout n la mesure invariante de II,, est la mesure de Gibbs G,,.

On montre maintenant (4i:): d’apres la Proposition 2.3.8, on a

Vn, Ve e X*, G, (z) —Gp(x) >0

et
Ing, Vn>ny, Ve e X\ X" @ Gr,,,(x) — Gr,(z) <0 .

Ainsi, pour n > ny

IGT, = Gropll = D [Gr () = Gr,(@)] + Y [Gr,(x) = Gr,p, (2)]

TEX* TEX\X*

mais ZmeX\X* GT(‘x) =1- Zmeé\?* GT(‘I)7 donc

Z GTn+1($) - Z Gr,(z)

TEX * TEX

||GTn - GTn+1 || = 2

n>ni

PREROEDY GTMH(:C)] <2.

TEX* TEX*

On en déduit que le somme Y, ., |G, —GT,,, || est finie, ce qui acheve la preuve du théoreme.
5 >

2.5.3 Autres résultats

On peut établir une condition nécessaire est suffisante de convergence en loi. On introduit
pour cela quelques définitions (cf. Figure 2.8).

Définition 2.5.4 Deuz configurations x,y € X communiquent au niveau h si

-z=yet Hxz) <h,
ou St

—tlexistek>2 etxy,...,x, € X tels que x1 =z, xp, =y et

H(z;)<h, zjy1 €V(zj), j=1---k.

Définition 2.5.5 Soit x € A}}. (une configuration localement optimale). La profondeur d,
est le plus petit réel D > 0 tel qu’il existe y € X' wvérifiant :

~ z et y communiquent au niveau H(z) + D,

- H(y) < H(z).



FI1G. 2.8 — Les configurations x et y communiquent au niveau 5.6 ; la profondeur de la configu-
ration localement optimale (minimum local) z est d, = 4.8.



Et on pose d, = 400 stz € X*.
Théoreme 2.5.6 (Hajek [2]) La convergence
P(X,eXx")—>1
a lieu si et seulement si
- D
>exp () =0,
n=0

ol

Désup(dw; e, \X").

2.6 Mise en ceuvre pratique

2.6.1 Statistiques empiriques

Supposons que ’on génere L variables Xy, ..., Xy ; suivant la dynamique de Metropolis
a une température 7" donnée. On définit

— le tauz d’acceptation par

A nombre de transitions acceptées

T) = 2.10
x(T) nombre de transitions proposées ’ (2.10)
— le cotdt moyen empirique
=
H(T) 2 T H(X) = H(T), (2.11)
n=0

-1 1/2
(% (H(Xn)—H(T))2> ~ o(T) . (2.12)

2.6.2 Protocole de refroidissement

Définition 2.6.1 Un protocole de refroidissement est une suite finie de températures, dé-
croissante par palier. Au palier m (0 < m < M) on associe une température T,, et une
longueur de palier L,,. On suppose donc que

To>T>--->Ty>0

et que L, > 0. La suite de températures T,, pour l’algorithme de recuit simulé est donc
donnée par B
T.=T,, stK,<n<K;,

avec Ky = Ky + L1, Ko =0 (cf. Figure 2.9).
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FIG. 2.9 — Protocole de refroidissement.

Exemple 2.6.2

Température initiale On veut que, dans les premiéres itérations, ’algorithme accepte presque

Vitess

toutes les transitions proposées: x(Ty) ~ 1. Pour cela on fait M transitions & tem-
pérature T donnée et on calcule x(T) a laide de (2.10). Si x(T) < 1, on augmente
la température (par exemple: T < CT avec C > 1) pour ensuite simuler ¢ nouveau
M transitions jusqu’a ce que x(T) ~ 1. Cette température est alors utilisée comme
température initiale de l’algorithme.

e de refroidissement On peut prendre une vitesse de refroidissement de la forme Ti1 =
aTy, avec a < 1 (typiquement 0.8 < a < 0.99).

Test d'arrét On considére que l'algorithme a convergé lorsque que le cott obtenu a différents

paliers de température successifs n’évolue presque plus.

Longueur des paliers de température A chaque palier de température T,, on doit faire suffisam-

ment de transitions pour €tablir un état d’équilibre, i.e. étre proche de la loi d’équilibre
Gr,, (). Donc si AT = Tm+1 — T, est petit on peut se contenter de peu de transi-
tions (i.e. Ly, petit), dans le cas contraire il faut faire beaucoup de transitions (i.e.
L., grand). En toute rigueur, il faut faire un nombre infini de transitions pour rétablir
Uéquilibre, il faut donc ce donner L., < oo et imposer Ly, < Lpaz.

On présente maintenant une analyse plus fine pour le choix d'un protocole de refroidisse-

ment.



Choix de la température initiale

On génere une suite de m + 1 configurations aléatoires
X07 Xla"'a Xm

(m nombre de transitions) a l’aide de la dynamique de Metropolis & température 7" fixée. On
note I; (resp. Iy) I'ensemble des transitions i telles que H(Y;) < H(X;) (resp. H(Y;) < H(X;),

5
I,

> >

{i=0,...,m—1:H(Y) <HX)},
{i=0,...,om—1:H(Y;)>HX)} .

On définit 1
5t A
AH = Al Z[H(Y%) — H(X;)] ,
|12 i€l
et my = 1], mg = |I5| (m = m; + my). Un approximation de x(7), le taux d’acceptation a
température 7', est donc donnée par

_omy+my exp(—AH ' /T)

my + Mo

ou
~5+

T = . (2.13)
IOg (m2 X—mi (1—X))

Cette approximation peut étre utilisée de la maniere suivante: On se donne x, un taux
d’acceptation initial recherché, par exemple xyo = 0.99. On prend T = 0, on effectue m
transitions, aprés chaque transitions on calcule la nouvelle température a I’aide de (2.13)

avec X = Xo-

Test d’arrét

On définit
AH(T)2 H(T) - H* .
On arréte 'algorithme lorsque AH (T est petit comparé & H(T,). En pratique, Ty est choisi
grand, on peut donc supposer que H (To) ~ H (c0).
D’apres la Proposition 2.3.7, H* = H (0), donc pour T petit, 'approximation suivante
est valide

A ooy o OH(T)
AH(T) = H(T) - H(0) ~ T —= .

Une approximation de AH (T)/H(Tp) est donc définie par

s T OH(T)

Y1) S g aT

(2.14)



On arréte I’algorithme au premier instant m tel que
ql(Tm) S 6stop (215)

Ol E4t0p > 0 est donné a priori.
D’apres la Proposition 2.3.6 et (2.12), on a

donc
AH(T) N a%(T)

~

H(T)) TH(co)

Longueur des paliers de température

Lemme 2.6.3 Soit E un ensemble de cardinale N, la valeur moyenne de la fraction d’élé-
ments de E sélectionnés par M tirages aléatoires indépendants d’éléments de E avec remise
est équivalent a1 —e=N'M pour n et M grand.

Preuve On cherche donc p la probabilité de sélectionner un élément de E avec M tirages.
La probabilité de ne pas sélectionner un élément apres M tirage est (1 — 1/N)™. Donc

(N
p= N :

En posant r = M/N (constant) et en faisant N, M — oo on obtient

N—l rN
p:1_(T) ~1l—e".

Dans notre protocole de refroidissement, on prend
L, =L =|V(z)| (qui ne dépend pas de x) .

Donc durant L itérations de la dynamique de Metropolis, en supposant que toutes les tran-
sitions sont rejetées, la fraction de voisins ainsi visités est approximativement 1 —e 1 ~ 2/3
(avec le lemme précédent N = |V(z)| et M = L = |[V(z)|. Donc apres 3 paliers, approxima-
tivement toutes les configurations voisines sont visitées.

Résultat 2.6.4 (Protocole de refroidissement en temps fini)
On se donne une suite de températures

- T
Ti1 = . -m
i 14+ a1y,

avec
_ log(1+94)

G S (T,



ou 6 > 0 est firé.
Soit M le premier instant tel que

\I](TM) S gstop

0l Eg0p > 0 est donné et U est défini par (2.14). Alors il existe une constante n > 0 telle
que
M <nlog|X|.

Preuve formelle On écrit d’abord M en fonction de Ty;. Soit @ = min,, ,,, on montre
facilement par récurrence que T,,, < Ty/(1 + ma'Ty). Donc

< To— Tn < 1 3maxyo(Ty) . 30(c0)
=~ aToTy oaTy log(l+8) Ty ~ log(1+06)Ty

Maintenant on suppose qu’a chaque palier de température T,,, I'équilibre est atteint. On
peut donc utiliser les résultats du paragraphe 2.3, en particulier d’apres la Proposition 2.3.6
dH(T) _ . dE(T)
dar = 4T’
et que E(T) est croissant (avec T' 1 00). Enfin d’apres la Proposition 2.3.7, £(c0) = log | X|
et £(0) = log [X™]. )
Comme V(Thy) < €510p, il existe € €]0, ey tel que U(Tys) = e. Donc par définition de ¥,
on a _
_ Ty 9(T)
H(co) OT

T=T\

Comme Ty < 1, on approche 28| par (£(Ty) — £(0)) /Ty, d’ott
T=T,;

or _
=1Tm

T2, E(Ty) — log |X*| < Ty log | X|
H(c0) T H(co)

[t

Finalement, Th; > H(co) e/ log|X| et

1 log |X
L log|d]

M < - :
aTy aH(co)e

O

Remarque 2.6.5 A l’aide du résultat précédent, on peut évaluer T, le temps de calcul total

du recuit simulé,
T = O(r L log | X|)

ot log |X| est une borne supérieure du nombre de palier, L est le nombre de transitions par
palier et T est le temps de calcul d’une transition. Enfin, silog|X| est polynomial en la taille
du probléeme (ce qui est souvent le cas), alors ’algorithme de recuit simulé tourne en un
temps polyndémaal.



2.6.3 Calcul de H(y) — H(z)

Dans la plupart des applications le calcul de

AH (z,y) £ H(y) — H(x)

est treés simplifié lorsque y € V(z). En effet, dans ce cas y est une “petite perturbation” de
la configuration z

Exemple 2.6.6 (Le voyageur de commerce — suite) Dans la configuration

z(k) est la ville visitée apres la ville k. Une configuration voisine consiste & prendre deux
villes
Soit k tel que zF(p) =q (1 <k < N), on pose

yp) = =7 (g) =2*"(p) ,

y(z(p) = q¢=1*(@p),

y(z'(p)) = " Yp), r=2,....k—1,
y(s) = xz(s), dans les autres cas.

Exemple 2.6.7 (Couplage de poids minimal — suite) On considére l’exemple suivant

nombre d’itérations par palier 1000
nombre de paliers 1000
température initiale 3000

a 0.85

nombre de points 1000

Le résultat est présenté a la figure 2.10.
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Chapitre 3

Machines de Boltzmann

3.1 Description

Une machine de Boltzmann peut étre vue comme un réseau d’unités (neurones), connec-
tées entre elles d’une certaine maniere. Ces unités peuvent avoir deux états possibles: 0
(unité inactive) ou 1 (unité active). Ce réseau se met sous la forme

B=(U,C)

ou U est ’ensemble des unités, C est ’ensemble des connexions (synapses), c’est a dire un
ensemble de paires non—ordonnées de U. Si {u,v} € C, alors les unités u et v sont dites
connectées (ou adjacentes), {u, v} est la connexion qui relie u & v.

Définition 3.1.1 Une machine de Boltzmann B = (U,C) est la donnée d’un ensemble fini
U d’unités et d’un ensemble C de connexions. Une connexion est une paire non—ordonnée
deU:C C {{u,v}; u,v € U}. On suppose que C contient les boucles : {u,u} € C pour tout
uel.

Définition 3.1.2 Une configuration x d’une machine de Boltzmann (U,C) est une suite
de longueur [U|: (x(u);u € U), ou x(u) désigne I’état (0 ou 1) de 'unité u. L’espace des
confiqurations est donc

X ={0,1}

et |X| =2,

Définition 3.1.3 La connezion {u,v} € C est dite active dans une configuration donnée
x € X, siu et u sont actives, c’est a dire si

z(u).z(v)=1.
Dans le cas contraire, la connexion n’est pas active.

Définition 3.1.4 A toute connexion {u,v} € C on associe une efficacité synaptique (ou
“poids synaptique”, ou simplement “poids”) w(u,v) qui prend ses valeurs dans R :

w:C—=>R.

Par définition, w(u,v) = w(v,u).



Si w(u,v) > 0, la connexion {u,v} est dite excitatrice et le systeme “désire” que la
connexion soit active. Dans le cas contraire, la connexion est dite inhibitrice: le systéeme
“désire” que la connexion ne soit pas active.

Définition 3.1.5 La fonction de consensus C' : X — R, associe a chaque configuration
x € X du réseau la somme des efficacités des connexions actives

C(z) = Z w(u,v) z(u) z(v) . (3.1)

{u,v}eC

Le consensus C(z) est grand quand beaucoup de connexions excitatrices sont actives et
petit quand beaucoup de connexions inhibitrices sont actives.

Etant données une machine de Boltzmann B = (U,C) et une efficacité synaptique w :
C — R, le but est donc d’atteindre une configuration qui est un maximum global de la
fonction de consensus C(z), c’est a dire trouver z* € X tel que

C(z*) =max C(x) .

TEX

On note X* I'’ensemble des configurations optimales.

Pour atteindre un consensus maximal, on introduit un mécanisme de transition d’état
qui permet aux unités d’ajuster leur état par rapport aux unités voisines. Cet ajustement
est une fonction aléatoire de 1’état des unités voisines et des efficacités synaptiques associées.

3.2 Machines de Boltzmann séquentielles

Dans ce modele, a chaque pas de temps, une seule unité peut changer d’état.

Définition 3.2.1 On considére une machine de Boltzmann dans une configuration x € X.
Soit u € U, on définit la configuration x, € X par

A { z(v), SLVF U, (3.2)

zulv) = 1—z(v), siv=u.

Les configurations x et x, ne different donc que sur une seule unité, elles sont donc dites
voisines. On note V(x) l'ensemble des configurations voisines de

V(z) ={zy;uecld} .
On définit C, I'ensemble des connexions incidentes a u (sauf la boucle {u, u})
Co 2 {{u,v} ;v e\ {u}, {u,v}ec}cc,
et C, ensembles des connexions non—incidentes a u

C,2C\Cu\ {u,ul .



La différence de consensus entre x et son voisin z, est notée

A
AC(z;u) = Clay) — C(x) .
Comme la contribution des connexions de C, au consensus est identique pour z et x,, on a
d’apres (3.1)

AC(z;u) = |zy4(u) Z w(u,v) T, (v) + w(u, ) 22 (u)

{u,v}€Cy

— |z(u) Z w(u,v) z(v) + wu,u) z%(u)

{u,v}€Cy
ce qui, avec (3.2) donne
AC(zyu) = (1—2x(u) | Y wu,v)z@)+w(uu)| . (3.3)
{u,v}€Cy

Définition 3.2.2 Une configuration x est localement maximale si
AC(z;u) <0, Yuel.

On note X ’ensemble des configurations localement mazximales.

loc

On construit une suite de configurations aléatoires
Xo, X1, -, X,y - -
formant une chaine de Markov de matrice de transition

mr(z,y) = Pr(Xns1 = y| X, = 2)

ol )
q(v) ar(z;u), siy =y,
7TT(33, y) = 1- Zueu 7TT(31', .Z'u) 3 si y=x, (34)
0, sinon.
avec

— @ = (q(u) ; u € U) est une matrice de probabilité, qui permet de générer une transition
x — x,. Par exemple, @ peut étre la loi uniforme sur U : g(u) = 1/|U|.

— ar(x;u) est une probabilité d’acceptation de la configuration z, partant de la configu-
ration z, on prendra

A 1
ar(z;u) = N (3.5)
1+ exp (508}




— T > 0 est un parametre de controle (température).

On définit la mesure de Gibbs
1
Gr(z) & L exp (C(””)) , (3.6)

Zr T
avec C( )
A s
/—
Zexp< L )
TzeX

On a I'équivalent des Propositions 2.4.5 et 2.3.4
Proposition 3.2.3 La chaine de Markov X,, admet G comme unique mesure invariante :

lim Pr(X, =) =Gr(x) .

n—o0
Par ailleurs 1
%13%) Gr(z) = gl 1y-(2) .

Preuve Il reste a démontrer que
Gr(z) = ZWT(?J;JE) Gr(y) -
yeX

En fait il suffit de montrer

Gr(z) mr(z,y) = Gr(y) mr(y, ) - (3.7)
En effet, d’apres cette derniere équation
Gr(z) = ZWT(% y) Gr(z) = ZWT(y; z) Gr(y) -
yexXx yeX
On démontre donc (3.7): soit y € V(z) (dans les autres cas la démonstration est triviale),
Y =Ty

Gr(@)mr(z,y) = Gr(z)q(w)ar(z;u)

ZT T 1+ exp (_AC’gic u))
1 C’(xu)) 1

= —-exp q(u)
Zr T 14 exp (—AC(;";U))



3.3 Machines de Boltzmann paralleles

Avec I'apparition des calculateurs paralleles, les machines de Boltzmann (et d’'une maniere
générale, les réseaux neuronaux) ont bénéficié d’un important regain d’intérét.

L’un des intéréts majeurs des machines de Boltzmann réside dans la formule (3.3) défi-
nissant la différence de consensus AC(x;u), celle-ci ne fait intervenir que la valeur de I’état
des unités voisines, ainsi que l'efficacité des connexions incidentes:

AC(z;u) = F(z(u), z(v), v € Ny) , (3.8)
ot IV, est 'ensemble des unités voisines de u

N,E2{weu;{uvtel v#ul. (3.9)

3.3.1 Parallélisme partiel

Il est possible de mettre a jour a chaque instant, non plus une seule unités (mode asyn-
chrone), mais tout un ensemble U, (mode synchrone). Pour retrouver la dynamique présentée
au paragraphe précédent, il faut donc que la mise & jour d’une unité u de U n’ai pas d’in-
fluence sur les autres unités de Us, d’out la définition

Définition 3.3.1 Un sous—ensemble Us de U est dit indépendant si, pour tout u, v € U
u, v € Us = {u,v} €C . (3.10)

On se donne maintenant une partition {Us; s = 1,...,m} de U en m sous—ensembles indé-
pendants.
L’algorithme se décompose en 2 étapes, partant d’une configuration =,

— on choisit un élément de la partition suivant une loi gq(U;) donnée. Les unités de U
pourront changer d’état, les autres demeurent inchangées;

— chaque unité u € U, évalue si elle doit ou non changer d’état, suivant une probabilité
ar(z;u).

Ces deux étapes sont indépendantes 'une de I'autre.
Posons

Upy = {u €l z(u) # y(u)} . (3.11)

Donc, partant d’'une configuration x, si ’ensemble U, est choisi, la nouvelle configuration
sera ¥y si

(1) Us 3 Uyy,

(77) toutes les unités de U,, acceptent la transition, les autres (U \ Uy, ) refusent.



La matrice de transition N
7TT(~/E7 y) = PT(Xn—H = y|Xn = iL')

est donnée par

S ) I] arlesu) [[ (-ar(wv), siz#y,

Us DUy UEU VEU\Uy
mr(z,y) = ’ ! ! (3.12)
1_Z7TT(:L‘,Z), siz=y,
2EX—x
ol q(Us) est la probabilité de sélectionner U
qUs) >0, Y qh)=1,
s=1
et ap(x,y) est défini par (3.5).
Lemme 3.3.2 Soit x,y € X et U; un sous—ensemble indépendant d’unités telles que
Uy C U (3.13)
alors
Cly)—C(z) = ) _ AC(z;u) (3.14)
UEUzy
et AC(y:u)
L FAC(ysu) , siu € Uy ,
AC(w;u) = { AC(y;u) ,  siu € Us \Uyy - (3.15)
Preuve On pose Uy, = {u',...,uf} et 2° = z, 2' = a:f;l, donc 2P = y et Uypi-r =

{ut,.. ., utt}.

Par ailleurs, en utilisant (3.8),
Cly)—Clz) = ) [CE')—C@)]
s=1
= ZAC(wi_l;ui)
s=1
= Y P ), 7 ), v e Ny)
s=1

— ZF(w(uz), z(v), v € Nyi)

car z' ! (u') = z(u’) et, pour v € Nyi, ' (v) = z(v) puisque u’ € Uy, C Us donc les voisins

v de u’ ne sont pas dans Uy,. Ce qui montre (3.14).



On montre maintenant (3.15).

AC(z;u) = (1 —2z(u Z [w(u,v)z(v) + wu,u)] .

VEN,

Siu € Uy alors z(u) = 1 — y(v) et z(v) = y(v) pour v € N, car u € Uy, C U, donc les

voisins de u ne sont pas dans Uy,. On a donc démontrer que AC(z;u) = —AC(y; u).
Enfin, si u € Uy \ Uyy, alors z(u) = y(u) et les voisins v de u sont en dehors de Uy D Uy,
donc z(v) = y(v). Ce qui montre AC(z;u) = AC(y;u). O

Proposition 3.3.3 On suppose que q(Us) = 1/m, s = 1,...,m. La chaine de Markov X,
de matrice de transition (3.12) est ergodique et admet la mesure de Gibbs comme mesure
wnvariante

lim Pr(X, =z)=Gr(x) .

n—oo

Preuve La preuve est équivalente a celle de la proposition 3.2.3, on veut montrer que, pour
tout z,y € X

Gr(z) nr(z,y) = Gr(y) 7r(y, ) -

Soit = # y et Uy, C Us (dans les autres cas la preuve est triviale),

Gr(z)mr(z,y) = Gr(@)qW) [ ar(zu) [ (- ar(z;0)

UEUzy VEU\Uay
= ZLT exp (C;l“)) q(Us) u!;[x ar(z;u) vez}—\[u (1 — ar(z;v))
= GT(y) exp (-M)

Uy) H ar(z;u) H (1 — ar(z;0)) .
UEUzy VEUs \Uzy

En utilisant le Lemme 3.3.2, on a

Grla)nr(z,y) = Grly) esp |~ O AC(z;w)

H (1 —ar(z;v))

AC(z;
Ueu:cy 1 + eXp <_%> veu.s\u.zcy

( AC’(w;u))

exp -7

— Grly) g LEDASS | ren)
ueu:cy ]‘ + eXp (_T,) vEMs\Uzy

= Gr(y) qUy) H ar(y; u) H (1 —ar(y;v))

ueuzy vEMS\UEy

= Gr(y)mo(y, @) -



O

Remarque 3.3.4 Le lemme 3.3.2 et les résultats de ce paragraphe sont fauzr si Us n’est pas
indépendant. Si les mise a jours se font sur des ensembles non—indépendants, la loi limite
n’est plus une mesure de Gibbs (cf. paragraphe suivant).

3.3.2 Parallélisme total

Toutes les unités tentent, a chaque instant n, de changer d’état. Pour déterminer la
matrice de transition de la chaine de Markov X,, ainsi obtenue, il suffit de prendre U, = U
dans (3.12), on obtient

I[ ar(@w) [T Q-ar(zv), siz#y,

UEUzy veU\Uzy
Tr(z,y) =
1—Z7rT(x,z), siz=1y.
zeX—x
En posant
AC(z;u) = h(z;u)k(z;U) ,
h(z;u) 21— 2z(u) € {—1,1},
kwsw) 23 [w(u,0)2(v) + wlu,u)]
VEN,
on a B
H[l—i—exp(%)] , sixz#uy,
mr(z,y) = (3.16)
I—Zﬂ'T(LL‘,Z), siz=y .
zEX—x

Proposition 3.3.5 La chaine de Markov X,, de matrice de transition (3.16) est ergodique
et
lim Pr(X, =2z)=Gr(z),

o Gr(z) 2 ZLTE,Q cosh (%) exp (—k(x;u) . 221:;(%”) x(U)) ’
. Zr 2 I;(ul;[,2 cosh (k(;%u)) exp (_k(x; Wt 221711(%“) $(U)) .

Par ailleurs




ou X* est l’ensemble des configurations pseudo—optimales, ¢.e. I’ensemble des configurations
qui mazimise la pseudo fonction de consensus

Clz) =) [Ik(w;u)| = k(w5 u) = 2w(u, u) z(u)] -

ueU

Preuve Comme précédemment, on reprend la preuve de la proposition 3.2.3, on veut mon-
trer que, pour tout  # y

Tr (Y, )
- h(z;u) k(y;u
mr(z,y) [Tucy |1+ exp (%)}
7TT(y) ‘,'C) HUEU _1 -+ exp (W)}

[Teu [exp (—%) + exp (%)] [L,cy XD (w)

Hueu -eXp (_%) + exp (W)] HuEL{ exp (W)
k(y; h(z;u) k(y;u

Hueu 2 cosh (%) Hueu exp (%)

B . (3.17)
[ iu) ST [T h(y;u) k(z;u
weu 2 €0sh (%) ueu ©XP (%)

En utilisant cosh(—z) = cosh(z) et 1’égalité suivante (qui découle des définitions de h(zx;u)
et k(z;u))

h(zu) k(y;u k(y;u w(uu) y(u
Ml (S40) [y (g

HUEM eXp (W) Hueu exp (_k($§u)+2211)75u,u)w(u))

(3.17) devient

z;u) k(y; k(y;u)+2 w(u,uw) y(u
rra,y)  ucu?2 cosh (Mehomn) 7T, exp (— Huiezutunu)
mr(y,7) [T,cy 2 cosh (W) TL,cy, €xp (_k(w;u)+22wT(u,u)x(u))

et

) exp EL ) F 20l u)x(u))

Hueu 2 cosh ( yu k(z u) UEU exp ( k(z‘;u)—i—ZQngu,u)m(u))

- I12 cosh( ) exp [ FW +2w(u U)y(U)>
Z

[T,y 2 cosh ( zu k(yu ) vty XD ( (y;u)+22wT(u,u)y(u)>



Ce qui montre la premiere partie de la proposition.
Pour la deuxieéme partie, il suffit de noter que

L oal (Z_k(:v;u)+2w(u,v)x(u)—log(2 cosh(k(x;u)))) |

Gr(r) = = exp 5T

T ueU

et que, pour r petit, log(cosh(r)) =~ |r|, on en déduit la deuxieme partie de la proposition. O

3.4 Optimisation discrete et machines de Boltzmann

Le but est de résoudre un probléme d’optimisation discrete & 1’aide d’une machine de
Boltzmann.

3.4.1 Démarche générale
On considere un probleme d’optimisation discrete sous la forme
(8,8 f) (3.18)

ot S est I'ensemble des solutions, S C S I'ensemble des solutions réalisables, i.e. I’ensemble
des solutions qui réalisent une contrainte donnée, enfin f : & — R est la fonction cott a
minimiser. Le but est de trouver une solution réalisable optimale, on note S* I’ensemble de
ces solutions.

On suppose que I'’ensemble des solutions peut se décomposer en

S=Ri x--- xR,

et donc tout s € S s’écrit sous la forme s = (r1,...75,).
Pour utiliser une machine de Boltzmann pour résoudre le probleme d’optimisation (3.18)
on construit une bijection entre ’espace des configurations X’ et I’espace des solutions S

p: X =8,
en utilisant la démarche suivante

— on formule (3.18) de telle sorte que R; = {0, 1};

— on construite une machine de Boltzmann (U,C), telle que U = {uq,...,u,}, avec
s=(r1,...m) = @(x) si et seulement si r; = x(u;).

Enfin on se donne une fonction de consensus C' qui est réalisable et qui préserve l’ordre:

Définition 3.4.1 Awvec les définitions de ce paragraphe, la fonction de consensus C est réa-
lisable si

p(Xoe) €S,
ot X, est l'ensemble des mazima locauz de C.
C préserve l'ordre si, pour tout x, y € X telles que ¢(zx), o(y) € S', on a

flp(z)) < flply)) = C(z) > C(y) -



Si fonction de consensus C est réalisable et préserve 'ordre, alors C' est maximale pour
des configurations correspondantes a des solutions optimales réalisables. De plus & des confi-
gurations quasi—optimales correspondent des solutions quasi-optimales et réalisables.

3.4.2 Application au probleme du voyageur de commerce

On se donne donc n villes numérotées de 1 & n et D = [d;;] la matrice des distances: d;;
est la distance entre les villes ¢ et j. Une configuration = [z;,; i,p=1,...,n] on

A | 1, sion visite la ville 7 & la p-iéeme position,
Tip = .
P 0, sinon.

On veut donc minimiser la fonction
n—1
AN
flz) = E : Qijpg Lip Ljq
1,3,9,g=0

sous les contraintes
n—1 n—1
E Tip = 1 y E Tip = 1
=0 p=0
o e .. , . .
(c’est a dire: on ne visite qu’'une fois et une seule chaque ville), avec

o B dij , sig=p+1 (mod n),
WP4" 1 0, sinon.

On définit maintenant ’ensemble des connexions comme la réunion de trois ensembles
disjoints C = Cp U Cy U C; correspondant & trois types de connexions

— boucles:
Co 2 {{uip, uip}; i, p=1,...,n} ,
— connexions de distances:
Ca 2 {{uip,uje}; i # jet ¢=p+1 (mod n)}
— connexions inhibitrices:
Ci = {uip uje}s (i=jetp£q)ou (i #jetp=0)} .
On obtient ainsi 2n® — n? connexions.

Proposition 3.4.2 (cf. [1]) Awvec les notations de ce paragraphe : on choisit une efficacité
synaptique w telle que

w(uip, Uip) > max[dik + dil ; k 7é l] , V{Uip, U,ip} € Cb ,

w(tip, ujg) = dij V{uip, ujq} € Ca

w(Uip, Ujq) < —min[w(uip, Uip) , W(Ujg, jg)] , V{tip, uje} € Ci

alors C' est réalisable et préserve [’ordre.






Annexes

A.1 Chaines de Markov non—homogéenes
Soit X, une chaine de Markov non-homogeéne de matrice de transition

I, = [mn(2,y); z,y € X] .

On pose
A m
Oy = an = [Tpm(z,y);z,y € X], 0<n<m,
k=n
donc

71-n,m(x; y) = P(Xm = y|Xn71 = iL') 5
de telle sorte que I, , = IL,.

Définition A.1.1 Une chaine de Markov non—-homogéne X,, de matrice
est dite faiblement ergodique si pour tout x,y,z € X et tout n > 0

lim [7m(x, 2) = Tnm(y,2)] =0 .
m— 00

Définition A.1.2 Une chaine de Markov non—homogéne X,, de matrice
est dite fortement ergodique sl existe une mesure de probabilité p* sur
tout x,y € X et tout n >0

lim 7o, m(2,y) = p*(y) -

m—

Dans ce cas, la chaine X,, converge en loi vers u*, en effet, pour tout z

lim P(X,=y) = lim D P(Xpm = y|Xp_1 =) P(X4

m—00
TEX

de transition II,

de transition 11,
X telle que pour

ekX

:g;)



Définition A.1.3 Le coefficient d’ergodicité d’une chaine de Markov homogéne X,, de ma-
trice de transition 11 est définie par

7(II) 2 1 max Z \7(z, z) — 7(y, 2)|

On donne maintenant des conditions suffisantes d’ergodicité

Théoreme A.1.4 (Seneta [3]) Une chaine de Markov non—homogéne X, de matrice de
transition 11, est faiblement ergodique s’il existe une suite strictement croissante d’entiers

positifs ny telle que

Z (1 - T(an,nk+1)) =00 .

k=0

Théoreme A.1.5 Une chaine de Markov non—-homogéne X,, de matrice de transition I,
est fortement ergodique st les conditions suivantes sont vérifiées

(i) X, est faiblement ergodique,
(i) pour tout n il existe une mesure de probabilité u, sur X telle que

D Ma(y, 2) pn(y) = () |

yeX

(ir, est une mesure invariante de de la chaine de Markov de matrice de
transition @Q =11, a n fixé),

(iii) la suite p, vérifie

oo
> ltn = gl < 00,
n=0

avec [|pp = V]| = 3 g () — v(@)].

De plus, si p* = lim,, o p(z), alors pu* est la mesure de probabilité introduite o la Définition
A.1.2.
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