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Notations

B(R?) tribu borélienne sur R.

L’espace LP(S2) est 'espace de variables aléatoires X telles que F|X |P < co. Cet espace
est muni de la norme || X||, = (E|X|?)'/.

“1L”: indépendance. X 1L Y, X et Y sont des variables indépendantes. G 1L H, G et
‘H sont des tribus indépendantes.

Une subdivision A de l'intervalle [0, 7] (T < 00) est une suite finie A = {to,t1,...,t,}
avec 0 =ty <t; <---<t,=T.On note |A| = maXlgkgn(tk — tkfl).

Ensembles des diadiques de [0,1]: D = U,>1 Dy, D), = {2% :k=0,...,2"}. D, est une
suite croisante qui tend vers D qui est un ensemble de rationnels dense dans l'intervalle
[0, 1].

Fonction indicatrice: 14(z) = 1si x € A, 0 sinon.
sVt =max(s,t), s At =min(s,1).
Convention : inf{()} = 4o0.

Soit z, y € R", z* désigne le vecteur transposé de z, et (r,y) >= z*y le produit
scalaire. Soit M € R**¢, M* € R¥" désigne la matrice transposée de m.






Chapitre 1

Processus stochastique et mouvement
brownien

1.1 Processus stochastiques

Définition 1.1.1 On appelle processus stochastique a valeurs dans un espace E muni d’une
tribu €, une famille X = {X;}ie7 de variables aléatoires définies sur un espace de probabilité
(Q, F, P) a valeurs dans (E,E).

Remarque 1.1.2 (i) Dans ce cours l'indice t désignera le temps. T sera donc un sous—ensemble
de R*. On se placera dans le cadre des processus en temps continu, i.e. T = R ou,

éventuellement, T = [0,T] (T < oo). Dans quelques cas on se placera dans le cas
discret, i.e. T = N ou T = {1,2,...,n} (n < o0). Donc sauf mention contraire,
T =Rt.

(1) Nous ne considérerons que des processus réels c’est a dire a valeurs dans R muni de
sa tribu borélienne B(R?).

(i) Pour tout w € Q fizé, la fonction RY > t — X;(w) € R? est appelée trajectoire du
processus X .

Définition 1.1.3 La famille des lois marginales! d’un processus X est définie par p~ =
{3 €N, (t,...,t,) € [RY]"} avec

.....

B (A LAY EP(X, €A X €A, (A, Ay) € BRM)

------

Il est facile de démontrer que u* est une famille de mesures de probabilité cohérente au sens
de la définition suivante

1. Egalement appelées lois “fini-dimensionnelles”.
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Définition 1.1.4 Une famille de lois de probabilités p = {fu,..0,;n € N, (t1,...,t,) €
[R¥|"} est dite cohérente si pour tout n € N, t; > 0, A; € B(RY) (1 <i < n) les conditions
sutvantes sont satisfaites

Condition de symétrie: Pour toute toute permutation © de {1,...,n}
/ut‘rr(l):--wtw(n) (A17 e 7An) — /utl,...,tn (Aﬂ_l(l)a LI ATF_I(TL)) .
Condition de compatibilité: pour tout k <n

Mty ...t (Ab s ,Ak) = ity etpoti1yetn (Ala ooy Ag, Rda S ;Rd) .

Réciproquement, étant donnée une famille de lois de probabilité cohérente pu, existe—t—il
un processus X tel que u = p* ? La réponse est donnée par le théoreme suivant (dont nous
admettrons la preuve, voir Shiryayev [21] p.161-165):

Théoreme 1.1.5 (Théoréme d’extension de Kolmogorov) Soit = {4, ;n €N,
(ti,...,tn) € [RY]"} une famille cohérente de lois de probabilité. On définit Q = (RH)E" et
F la plus petite tribu qui rende mesurable lapplication w — w(t) pour tout t € RY (2). II
existe alors une unique mesure de probabilité P sur (2, F) telle que

Pyt (A1, o Ay) = Plwe Qs w(ty) € Ay, ..o w(ty) € Ay) -

En effet, en définissant le processus X,;(w) = w(t) sur Pespace (2, F), on a u = p~.

En pratique, ce sont les lois marginales que l'on peut connaitre par l’expérience. Le
Théoreme de Kolmogorov permet donc de construire mathématiquement un processus cor-
respondant a ces lois marginales.

Définition 1.1.6 Soient X etY deux processus définis sur un espace (2, F, P). On dit que
X est une modification de Y st

PX;=Y,)=1, Vt>0.
On dit également que Y est une version de X.
Si X et Y sont des modifications I'un de I'autre, alors u* = uY.

Définition 1.1.7 Soient X et Y deux processus définis sur un espace (2, F,P). X et Y
sont dits indistingables si
PX;=Y, Vt>0)=1.

2. Soit E un espace muni d’une tribu £ et S un ensemble quelconque: E° désigne I’ensemble des ap-
plications de S & valeurs dans E. Pour tout ¢t € S, on définit X; "application coordonnée d’indice t par
X, : ES 3 o+ ¢(t) € E. ES peut étre muni de la tribu €9 définie indifféremment comme étant

— la tribu sur E° engendrée par les pavés mesurables, i.e. les ensembles de la forme
X, '(B)NX, (By)N--- X, H(By)
pour By,...,B, € &,

— la plus petite tribu sur E° qui rende mesurables les applications coordonnées.
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Exemple 1.1.8 On considere T = Q = [0,1]|, F = B([0,1]), P la mesure de Lebesque. On
définat

Xt(w) = ta V(t,w)GTXQ,

Xi(w) = tsiw#tet0sinon, V(t,w)eT xQ,
Alors X et X sont une modification l'un de Uautre, pourtant toutes les trajectoires de X sont

continues et toutes celles de X sont discontinues (sauf pour w = 0). Ces processus ne sont
donc pas indistingables.

Définition 1.1.9 Un processus X est dit continu sz
P(R" >t — X; est continu) =1 .

Remarque 1.1.10 Dorénavant, dans une classe de processus équivalents (modulo la relation
“étre une modification l'un de l'autre”), on ne tiendra compte que du représentant continu,
sl en existe un. Dans ce dernier cas il ne peut étre qu’unique a la relation d’indistingabilité
PrEs.

De méme, tout résultat d’unicité concernant un processus stochastique sera donné a la
relation d’indistingabilité pres.

Exercice 1.1.11 (i) Montrer qu’un processus indistinguable d’un processus continu est
lui—-méme continu.

(ii) Montrer que deux processus continus qui sont une modification l'un de 'autre sont
indistingables (en fait, la continuité a droite suffit).

(u1i) Soit X un processus défini sur (Q, F, P) a valeurs dans R¢ continu, a valeurs dans R?.
Alors, apres modification éventuelle sur un ensemble de mesure nulle

X Qowr—{Xi(w);0<t<T}

définit une variable aléatoire a valeurs dans C([0,T); RY) munit de sa tribu borélienne
B. [Utiliser le fait que B est la plus petite tribu sur C([0,T];R?) qui rende mesurable
les applications

w: C(0,TRY) — R
x — x(t)
(pour tout 0 <t <T)].

Ce dernier exercice (partie (iii)) montre que si X est un processus continu, on peut
définir une loi P* sur (C([0,T];R%), B), image de P par X. PX sera appelée loi de
probabilité de X.

Théoreme 1.1.12 (Critere de Kolmogorov) Soit X un processus stochastique. On sup-
pose qu’il existe des constantes o, 3, C' strictement positives telles que

E(|X;,— X ") <Clt—s|"", Vvt s>0,

alors X admet une modification continue.
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Preuve On se limite au cas de U'intervalle 7 = [0, 1].

Etape 1: X est continu en probabilité. D’apres l'inégalité de Bienaymé-Tchebycheff, pour

tout € > 0
< E|X; — X,|*

P(IX, — X,| > ¢) e L ST (1.1)

donc X; — X en probabilité quand ¢ — s.

Etape 2: X est p.s. uniformément continu sur les diadiques. Dans (1.1), posons t = £

n )
g — k2—nl et € =27 (avec 0 < v < /), on obtient

P(IXg = Xiga| 2 277) < C2ney
mn omn
et donc
Pl sup [Xip —Xeu|>2) < P (Uill {|XL X[ > 27%})
1<k<2n n 2n I om0
< (9o B-av)

Cette derniere expression est le terme général d'une série convergente; d’apres le lemme de
Borel-Cantelli, il existe F' € F, avec P(F) =1 tel Yw € F, AN (w) € N* tel que

sup |X2Ln(w) - X%(wﬂ <27 V¥n>N(w). (1.2)

1<k<2n

On définit D 'ensemble des diadiques: D, 2 {2%, k=0,...,2"} et D = Un>1D,,. 11 s’agit
d’un ensemble de rationnels, dense dans I'intervalle [0, 1].
On se donne w € F, n > N(w). On veut montrer que pour tout m > n

Xi(w) = Xo(w)[ <2 Y 27", Vi, s€D,, 0<t—s<2". (1.3)
i=n+1

On procede par récurrence :

(i) Pour m =n + 1, il suffit de prendre t = £, s = &=L (1.3) se déduit de (1.1).

(i) Supposons que (1.3) est vraie pour m =n+1,..., M — 1. Prenons s < t; s, t € Dy,.

On pose = inf{u € Dyy 1;u>t}ets = sup{u € Dy 1; u < s}, on a les relations
§<s<t<t §—s<2M t 1< 2™ (voir Figure 1.1).

De (1.2) on déduit | X;(w) — Xs(w)] <27 | X (w) — Xp(w)| < 27"M | qui d’apres (1.3)
avec m = M — 1, donne (1.3) avec m = M.

Pour tout s, t € D avec 0 < t — s < p(w) 2 27N on choisit n > N(w) tel que
2=+ <t — s < 27" D’apres (1.3)
o
Xi(w) = Xo(w)[ <2 Y 27 <St—s]", 0<t—s<pw), (1.4)
1=n+1

ot § 2 2/(1 —277). Ce qui prouve 'uniforme continuité de D > ¢t — X;(w) pour tout w p.s.
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Etape 3: existence d’une modification continue. On définit un processus X de la facon
suivante

~ Pour w ¢ F, on pose X;(w)=0,0<t<1.
~ Pour w € F et t € D, on pose X,(w) = X;(w).

— Pour w € Fet t € [0,1] N D, il existe une suite {t,} € D telle que ¢, — ¢. On pose
alors Xy(w) = lim,, o X;, (w). Il est clair par (1.4) que cette limite ne dépend pas du
choix particulier de la suite ¢, — t.

Le processus ainsi défini est continu puisqu’il satisfait (1.4).
On vérifie que X est bien une modification de X. X; = X; p.s. pour t € D. Pour
t €10, lj N D¢, on se donne une suite de diadiques ¢, — ¢: X;, — X; en probabilité et

X, = X p-s., done Xy = X, ps. O

Nous avons en fait démontré le résultat plus fort suivant

Corollaire 1.1.13 Soit X un processus stochastique vérifiant les hypotheses du Théoréme
1.1.12, alors X admet une modification p.s. localement héldérienne d’ordre vy, pour tout
v €0, B/al, c’est a dire,

[Xi(w) = Xs(w)]

PlweQ; sup n |7 <
— s

0<t—s<p(w)
s,teT

ot p(w) est une variable aléatoire p.s. strictement positive et § > 0 est une certaine constante.
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FIG. 1.2 — Une trajectoire du mouvement brownien dans le plan (simulation).

1.2 Mouvement brownien

On se fixe un espace de probabilité (Q2, F, P). Un mouvement brownien, également appelé
processus de Wiener, est un processus B qui présente les trois propriétés suivantes:

Indépendance des accroissements. Pour tout n > 2 et tout 0 =ty < t1 < --- <
ln, les variables aléatoires B, — B, ,, B, _, — By, ,,..., B, — By, sont
indépendantes?®.

Stationnarité. Pour tout 6 > 0, la loi de la variable By, 5 — B; ne dépend pas de t.

Continuité. Le processus B est continu.

De plus, on suppose que By = 0. Ce qui n’est pas restrictif puisque B, = B, — By qui vérifie
également les trois propriétés précédentes.

On peut en fait montrer qu'un tel processus est gaussien (voir Breiman [5] p. 249 ou
Guikhman—-Skorokhod [14] p. 336).

3. De maniere équivalente : pour tout ¢t > s > 0, la variable B;— B, est indépendante de Fs = o(By ; u < s).
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Définition 1.2.1 Soit ) une matrice de dimension d, auto—adjointe et semi—définie positive.
On appelle mouvement brownien de dimension d (ou processus de Wiener) et de matrice de
covariance @, un processus qui vérifie :
(Z) BO — 0,
(i) B est continu,
(iii) B est a accroissements indépendants,
)

(1) pour tout 0 < s <t, By — Bs~ N(0,(t —s) Q).
Lorsque () = I, B est dit standard.

Proposition 1.2.2 Un processus B est un mouvement brownien de matrice de covariance
Q st et seulement si

(4) Bo =0,

(i) B est continu,

(iii) B est gaussien,

(1) pour tout t, s >0, E(B;) =0 et E(B,B) = (tAs)Q.

Preuve Soit B un mouvement brownien de matrice de covariance @, pour tout n > 2,
0=ty <ty <---<ty, (By,By,..., B, ) est 'image par une application linéaire du vecteur
aléatoire gaussien (By,, By, — By, ..., By, — By, _,), donc B est gaussien. De plus, soit s < t,
comme B, — B, 1L By,

E[BtB:] = E[(Bs+Bt_Bs)B:]
— EB.B (B B)B]=(s+0)Q=(sADQ.

Réciproquement si B vérifie les propriétés (1), (ii), (i), (iv) de la proposition, il est clair
que B, — By ~ N(0, (t — s) Q) (s < t). De plus, pour tout n > 1,0 =ty < t1 < -++ < tp,
(By,, B, — By,,...,B;, — By, ,) est un vecteur aléatoire gaussien de matrice de covariance
diagonale, ses composantes sont donc indépendantes. O

Exercice 1.2.3 Soit B un mouvement brownien standard réel. Montrer que, p.s.,

1
limsup By =00, liminfB;=-0c0, lim-B,=0.
t—00 t—00 t—oo

[Pour cette derniére limite, on pourra utiliser le lemme de Borel-Cantellif.
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Exercice 1.2.4 Soit B un mouvement brownien standard réel. Montrer que chacun des pro-
cessus suivants est également un mouvement brownien standard :

Xy = ABy» (quelque soit A > 0 fizé),

A tBl/t s t>0 s
Y= { 0, t=0,

A~ A . .
Zy = By = By, — By, (quelque soit tg > 00 fizé).

Déduire du fait que Y est un mouvement brownien que les trajectoires de B ne sont pas p.s.
dérivables en 0 [pour le cas de Y on pourra utiliser I’Ezercice 1.2.3].

Remarque 1.2.5 Se pose naturellement la question de [’existence d’un tel processus. Consi-
dérons un processus B vérifiant les hypothéses (i), (11i) et (iv) de la Définition 1.2.1. On
sait que E(|Bi — Bi|?n) = EDLOn ¢ — g|m et donc

2n !

E(|B = BJ™") =C|t — s|"

ot la constante C ne dépend que den, d et (). Du Théoréeme 1.1.12 avec 3 =n—1 et a« = 2n,
on déduit que B admet une modification continue (qui vérifie donc (it)). [Ce qui ne répond
pas entierement a la question!].

De cette derniere remarque et du Corollaire 1.1.13, il découle la

Proposition 1.2.6 Les trajectoires d’un mouvement brownien sont localement héldériennes
d’ordre % — € quelque soit € > 0.

Théoreme 1.2.7 Soitt > 0, pour tout n > 1, on se donne une subdivision A,, = {tf, ..., t"}
de Uintervalle [0, ] telle que |A,| — 0 quand n — oo. Etant donné un mouvement brownien
standard B,

(i) > pey(Byp =By ) (Byp—By )*-n“to“infty "t I$dans$L"2(“Omega, ‘FF,P; ‘R"~d“times2”)$, “ite

By |*n“to“infty t*, d$dans$L"2(“Omega, “FF,P)$. “end-enumerate”Si,deplus, $ “sumn > 1|A,|
o0, alors les convergences ont lieu presque stirement.

Preuve Afin d’alléger les notations, on supprime lindice n de t}}. On pose M, la matrice
ZZ:I(Btk - Btkq) (Btk - Btkq)*f on a

n

M2 =37 (Bi, ~ Bi_) (Bl B.)

k=1

EM;I’j = 5ij ZZ:1(tk — tkfl) = 5ij t, et VCLT’M;{j = E((ZZ:1 fk)Q), avec

A pi i j '
gk = (Btk - Btkfl) (ng - Btjk_l) - 57'] (tk - tkfl) :
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Les variables & sont indépendantes et centrées, donc VarM}? = E((> ,_, &)?) = >, E(&})
(voir astuce classique de I’Exercice 1.3.4) et (*)

VarMy' = Y E((Bj, — Bj,_)") = (te — tx)’
k=1

= 2) (th—tim)® < 2|At,
k=1

et pour i # j (°),

)’ (Bj, - Bj,_,)" ]

t—1

VarM;’ = Y E[(Bi - Bj
k=1

= Y EIB;, - B, ) E(B}, - B], )]

= D (te—tro1)” <AL
k=1
Dans les deuz cas, VarMbI — 0 quand n — oo, ¢’est a dire M — 6;;t dans L*(Q2, F, P). Ce
qui montre la convergence L?. Pour la convergence p.s. ont utilise le critére de convergence
presque sure de la Proposition A.1.1. O

Corollaire 1.2.8 Pour presque tout w € 2, les trajectoire du mouvement brownien t —
Byi(w) sont a variations non bornées sur tout intervalle [0,T].

Preuve On considére une suite A, = {t}'} de subdivisions de l'intervalle [0, T telle que

ZnZl |An| < 00.
On a

ZZ:I |Btk B Btk;—l |2
SUP1<k<n |Btk - Btk71|

n
Z |Btk - Btk71| 2
k=1

1l existe un négligeable en dehors duquel les trajectoires sont continues. Elles sont donc uni-
formément continues sur lintervalle compact [0, T et comme |A,| — 0, on a sup,<,<, |Bi, —
By, | =0 p.s.

D’autre part, d’apres le Théoreme 1.2.7, Y ,_, |By, — By, ,|* converge presque sirement
vers dt.

En conclusion, il existe un négligeable N tel que pour tout w & N,

n
hggf; 1By, — By,_,| = +o0 .

4.5i X ~ N(0,02), alors E(X?") = & gn

27 n! ) )
5. Comme B est mouvement brownien standard, pour i # j, (Bf, —B}

J J
L) L (B —B
est un vecteur aléatoire gaussien de matrice de covariance diagonale.

tr—1

) car (Btk _Btk—l)
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Ezercice 1.2.9 Soit (Q, F,F;, P, By) un mouvement brownien réel standard, A, = {t}'} une

suite de subdivision de intervalle [0,t] telle que |A,| — 0. On note tZJr% = (tp +t3,.1)/2.

Montrer que

n—1
(Btz 1 Bt?) (Bﬂklﬂ o tk) - 5 dans LZ(Q) )
k=0
n—1
(Btz+1 — By +5> (Bt’kLJrl - Btk> — = dans L2(Q) .

En déduire
B; 9
E Btﬂ% (BtZH — Btg) — 5 dans L*(2) .

Ces convergences sont liées a la notion d’intégrale stochastique de Stratonovich développée
au paragraphe 2.4.

Remarque 1.2.10 Soit B un mouvement brownien scalaire. La loi de (By5 — By)/d est
N(0,1/6), donc, pour tout F' € B(R) borné, P((B;.5 — B;)/d € F) — 0 quand 6 — 0. Cette
différence finie ne peut donc pas converger avec une probabilité positive vers une variable
aléatorre finie. Ceci donne une intuition de la non dérivabilité du mouvement brownien. En
fait, on peut montrer que presque sirement, les trajectoires t — By(w) sont presque partout
(en t) non dérivables (voir Revuz—Yor [20/, Corollaire 2.6 p. 28).

1.3 Filtration

On considére un espace de probabilité (2, F, P). Dans la suite de ce cours, on supposera
que toute sous tribu G de F contient tous les P-négligeables de F.

Définition 1.3.1 On appelle filtration une famille croissante {F;; t > 0} de sous tribus de
F. Le quadruplé (Q, F,{F;;t > 0}, P) (également noté (U, F,F, P)) ou {Fy;t > 0} est
une filtration est appelé espace de probabilité filtré.

Etant donné un processus X défini sur (Q,F, P), la filtration naturelle (ou histoire) de

X, notée {F{*; t > 0}, est définie par F;X 2 o(Xs; s <t).

Proposition 1.3.2 Un processus X avec Xy = x, est a accroissements indépendants si et
seulement st
(Xy—X,) LFY, Vt>s5>0. (1.5)
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Preuve On considére un processus X vérifiant (1.5). On se donnen > 2 et 0 =ty < t; <
- < tn. Les variables Xy, — Xy, Xy oy — Xp_yy ooy Xy — Xy sont F;X_ —mesurables et
th - th71 A ft)rf—l’ d’ot

IOi(th — th—U ey th — Xto) = lOl(th — thfl) lOi(th71 — th72, ce ,th — Xto)
et par récurrence
IOi(th — th—l? N ,th - XtO) = lOl(th - th—l) X oo X IOi(th — Xto) .

Ce qui prouve la condition suffisante.

On suppose maintenant que X est un processus & accroissements indépendants. Pour tout
n>2et0=tg<ty < - <t, <s<tonadonc

X — X, Xy, — Xy, .., Xy, — Xy, sont indépendants
= (Xy, — Xy, 1y Xy, — X)) L (X — X5)
= (Xy, — Xy Xpy — Xyy) L (Xy — X)
= (X, — Xy, Xy — X)) + (2,0 ) L (X — X)

(en effet, si Z est une variable aléatoire et ¢ une constante alors o(Z +c¢) = o(Z)). Comme
Xy = x, on obtient (X; — X,) L (X, Xy,_,,...,Xy,). Ce qui prouve que [’algébre définie
par

A
As = U U(thJ th*l’ tte Jth)

n>2
0<t) < <tp<s

est indépendante de (X, — X;). Par ailleurs o(Ay) = F2* donc, pour tout A € FX, il existe
une suite {A,},>0 dans Ay telle que P(AAA,) — 0 quand p — oo (°). Ce qui permet de
montrer que pour tout A € FX, B € B(R?) : P({X;— X, € B}nA) = P(X;—X, € B)xP(A).

DoncXt—XsJL]:;X. O

Définition 1.3.3 Soit (2, F,F;, P) un espace de probabilité filtré. Un processus X, défini
sur (2, F, P), est dit Fy—adapté si, pour tout t > 0, X, est F;—mesurable.

Ezercice 1.3.4 Soit {&; 1 < k < n} une suite de variables aléatoires de carré intégrable
et {Fr; 1 <k < n} une filtration de F. On suppose que

(1) € est Fr—mesurable,
(1) E(&k+1|Fr) = 0.

6. AAB2 (AUB)\ (AN B).
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Montrer que
E[()_ &)= El&] . (1.6)

En particulier, I’équation (1.6) est également vraie si & est une suite de variables aléatoires
indépendantes centrées.

Définition 1.3.5 On appelle F,—P mouvement brownien de matrice de covariance QQ, un
processus B Fy—adapté qui vérifie :
(Z) BO = 0,
(i) pour tout 0 < s < t, (B;— By) est un vecteur aléatoire gaussien N (0, (t—s) Q)
indépendant de Fy,
(iii) B est continue.
Lorsqu™il n’y a pas d’ambiguité sur P, on parle de F; mouvement brownien. On utilise éga-

lement la notation (2, F,F;, P, B;) pour désigner un F, mouvement brownien défini sur un
espace de probabilité (0, F, P).
Un mouvement brownien B défini sur un espace (2, F, P) est un FP mouvement brow-

nien.

Ezercice 1.3.6 Montrer que si B un mouvement brownien standard réel et une Fy—martin-
gale alors c’est un Fi—mouvement brownien.

Définition 1.3.7 On appelle (F;~) temps d’arrét une variable aléatoire T & valeurs dans

Ry =Ry U {+oo} telle que
{r<tleF, Vit>0.

Ezxercice 1.3.8 Si 1, et 5 sont des temps d’arrét, alors T\ ATy, T1V To, T1 + T2 Sont également
des temps d’arrét.

Définition 1.3.9 Soit X un processus F,—-adapté (resp. continue). On suppose qu’il existe
une suite non décroissante 1, de temps d’arrét. St
X" 2 {Xip, 5 t 20}

est une martingale, pour tout n, et si P(lim, 7, = co) = 1 alors X est appelée martingale
locale (resp. continue)

Ezercice 1.3.10 (Temps d’entrée)  Soit X = {X;; t > 0} un processus continu a valeurs
dans R? et F un fermé de R%. Montrer que la variable aléatoire définie par

(W) A [ inf{t>0; Xy(w) € F} siun telt existe,
| 4o sinon

est un temps—d’arrét.

Nous venons de définir les filtration et les temps d’arrét pour l'ensemble d’indices R .
Ces définitions s’étendent sans difficulté a un ensemble d’indices [0,T].
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1.4 Processus de Markov

On considére un espace de probabilité (2, F, P).

Définition 1.4.1 Un processus X est appelé processus de Markov si
P(X, € A|F*)=P(X, € A|X,), Y0<s<t AcBRY.

Etant donné un processus de Markov X, on lui associe sa loi initiale p = loi(X,) et sa
probabilité de transition définie par:

p(s,z3t, A) £ P(X, € A|X, = x)

pour tout 0 < s <t, z € RY, A € B(RY).

Proposition 1.4.2 Soit p(s,z;t, A) la probabilité de transition d’un processus de Markov
X. Cette probabilité de transition a les propriétés suivantes :

(i) as,t, A fizés, Uapplication x — p(s,x;t, A) est mesurable,
(i) a s, t, x fixés, Uapplication A — p(s,z;t, A) définit une mesure sur [’espace
probabilisable (R?, B(R?)),
(iii) p(t,z;t, A) = 14(x),
(iv) p(s,x;t, A) est solution de I’équation de Chapman—Kolmogorov

p(s,z;t, A) = / p(s, z;u,dy) p(u,y;t, A), VO<s<u<t. (1.7)

Rd

Lemme 1.4.3 Soit X un processus de Markov de probabilité de transition p(s,x;t, A). Pour
toute fonction f : R? — R mesurable, bornée et tout s < t:

B0 = [

[ (s X st.d) (o) (1.9

dot E(f(Xp)| FY) = E(f(X)|X,).

Preuve Soit H la classe des variables aléatoires réelles bornées f sur (R, B(R)) qui véri-
fient (1.8).

D’apres la Définition 1.4.1, H contient toutes les fonctions indicatrices de boréliens de
R¢. H est stable par combinaisons linéaires finies. H est stable pour les limites bornées de
suites monotones croissantes. Du Théoréme des classes monotones A.3.5 on déduit que H
contient toutes les variables aléatoires réelles bornées définies sur (R?, B(R?)). 0
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Preuve de I’équation de Chapman—Kolmogorov (1.7) Soit s <u <t et A CR?,
P(X, € A|X,) = E(14(Xy)|X,) = B(E(14(X0)|F)|X5)

car o(Xs) C FX. Et, puisque X est un processus de Markov, E(14(X;)|FX) = P(X; €
A|FX) = P(X, € A|X,). Donc, a l'aide du Lemme 1.4.3:

P(X, € A|X,) = E(P(X, € A|X,)|X,)
= E(p(u, Xy;t, A)|X)

= /dp(s,Xs;u,dy)p(u,y;t, A) .
R

Enfin, par définition de ’espérance conditionnelle par rapport & une variable aléatoire (voir
Paragraphe A.2.3),

Pt € A, =) = [ ploaiudy) pluyit )

Rd
(I

Ezxercice 1.4.4 Soit un processus de Markov X de loi initiale p et de probabilité de tran-
sition p(s,z;t, A). Soit Ay, Ay,..., A, € B(R?) et A 2 A, x Ay x - x A, € B(RU"D),
La classe des boréliens qui sont de la forme de A est un w—systéeme qui engendre B(Rd(”+1)).
Pour tout 0 =1ty < t; < --- < t,, montrer que

P(Xy, € Ay, Xy, € Ay, Xy, € Ay)
=/ / / P(tn=1, Yn—1;tn, dyn) - - - 0(0, yo; t1, dy1) p(dyo) . (1.9)
Ag J A An

Remarque 1.4.5 On considére une loi initiale pu et une probabilité de transition p(s, x;t, A)
(i.e. vérifiant les propriétés (i), (i), (ii), (iv) de la Proposition 1.4.2). Il existe alors une
unique probabilité P définie sur espace ([RYX", [B(RY)]ET) telle que le processus canonique
Xi(w) = w(t) soit un P-processus de Markov de loi initiale jv et de probabilité de transition
p(s,z;t, A).

Pour démontrer ce résultat (on en trouvera une preuve détaillée dans Freidman [12]), a
Uaide de I'égalité (1.9), on associe a p et p(s, x;t, A) une famille cohérente de lois marginales.
Le Théoreme d’extension de Kolmogorov 1.1.5 nous donne [’existence et ['unicité d’une loi
probabilité sur l'espace considéré. On vérifie alors que cette probabilité a les propriétés dési-
rées.

Proposition 1.4.6 Soit X un processus de Markov:

P(A|FS) =P(A|IX,), Y0<s<t Aco(X,;u>t).
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Preuve Soit A un événement de la forme A = {X;, € Fi}n---nN{X,, € F,} avec
t<t; <---<t, et F, € BRY).
P(AIFY) = B(LaF])
= E(p(Xy,) 15, (X,)|F)
= E(EQp(Xy) 15X, ] 15
= B(1p(Xy) 15, (X)) BLs, (X0)| 7] IFT)
= B(1p(Xo) 15, (X, ) BlLy, (X)X, ] 1FT)

Comme 1p,_,(X; _,) E[1p, (Xy,)| X, _,] est Xy, _, ~mesurable, il existe une fonction mesurable

@1 telle que
gpl(th—l) = 1Fn—1(th—l) E[]'Fn(th)|th—l] ‘

Donc
P(AIFY) = B(1p(Xy) 1k, (X, o) 01(Xe, ) |fX)
= E(E[lp(Xy) - 1p,_ (X, ) o1(Xe, )| F - o 1FY)
= B(1n(Xy)  1r, (X, ) Blon(X, )| 7, L] IF)
En utilisant le Lemme 1.4.3, E[o1(Xy, )| FY_,] = Elp1(Xy, )| X4, ,]. 1l existe donc une
fonction mesurable oy telle que
p2(Xt,_,) = Elor(Xe,_, )| Xe, ] -

Par récurrence, on montre finalement qu’il existe des fonctions mesurables p,_q et ¢ telles
que
P(AJF) = E(pn-1(Xo)IF) = E(pn-1(Xy)1X,) = ¥(X,) .
D’autre part
P(A|X,) = BE(B[14|F]1X,) = B($(X,) |X,) = ¥(X,) -
On a donc démontré que
P(A|F¥) = P(A|X,) . (1.10)
On définit la classe
CE{{X,eR}n---N{X,, €F};n>0,t<t <--<t, FecBRY}

et H la classe des événements A qui vérifient (1.10).

On vérifie que C est un m—systeme et que H est un A—systeme. D’apres ce que [’on vient de
montrer C C H, en utilisant le Théoreme m-\ A.3.3, 0(C) C H, et commeo(C) = o(X,; u >
t), on a le résultat recherché. O

Proposition 1.4.7 Un processus a accroissements indépendants est un processus de Mar-
kov. En particulier un mouvement brownien est un processus de Markov.

Lemme 1.4.8 Soient X etY des vecteurs aléatoires a valeurs dans R?, G une sous tribu de
F. Y est supposé G-mesurable et X indépendant de G. Pour toute fonction ¢ : R s RF
mesurable et bornée, on a

E(o(X,Y)[G) = E(p(X,Y)[Y) .
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Preuve de la Proposition 1.4.7 Soit s < t, il s’agit de montrer que P(X; € A|FX) =
P(X; € A|X;). On utilise le Lemme 1.4.8 avec p(x,y) =14(z+y), X = X; — X, YV = X,
G = F.X, on obtient

s 7

P(X, € A|IFY) = P(X,— X, + X, € A|F))
= P(X; - X, + X, € A|X))

= P(X, € AlX,) .
(]
Preuve du Lemme 1.4.8 Soit A€ o(X), Be o(Y),
E(1anp|G) = P(A) 15 = E(14q8lY) . (1.11)

On note P ={ANDB; A€ oX),BeoalY)} P est un n—systeme. P contient o(X) et
o(Y), donc P contient Q et o(X,Y).

Soit C la classe des variables aléatoires réelles bornées Z telles que E(Z|G) = E(Z]Y).
D’apres (1.11), C contient 14, pour tout A € P. De plus C vérifie (i) et (iii) du Théo-
reme des classes monotones A.3.5, donc C contient toutes les variables aléatoires réelles
o(X,Y)-mesurables et bornées. O

1.5 Martingales

On considére un espace de probabilité (Q, F, P), un ensemble d’indices T C R* quel-
conque et une filtration {Fy; t € T} (i.e. une famille croissante de sous tribus de F indicée
par T ). Typiquement T ={1,...,n}, T =N (temps discret), T =[0,T] ou T =R" (temps
continu,).

Définition 1.5.1 Un processus X = {X;; t € T} est une Fy—martingale (resp. sous—martingale,
sur-martingale) si

(i) E|X)| < oo, Yt €T,
(i) X est Fi-adapté,
(iii) Vs, t €T, 0<s<t:E(XFs) =X p.s. (resp. > X;, < X;).

Si X est une martingale (resp. sous—martingale, sur—-martingale), alors Uapplication T >
t— E(X;) est constante (resp. croissante, décroissante).

Ezercice 1.5.2 Soit X une surmatingale, continue et positive. Montrer que
X;=0, t>7, sur{r<oo}

ot A
r=inf{t > 0; X; =0} .
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1.5.1 Inégalités des (sous—)martingales en temps discret

Avant de présenter quelques inégalités de martingales en temps continu, nous montrons
les équivalents en temps discret.

On se donnen > 1. On considére ici T = {1,...,n}. Dans ce paragraphe X = {Xy; k =
1,...,n} désigne une martingale (ou une sous—martingale). On définit

A - A .
Xi=sup Xy, X;=sup [Xy], 1<j<n.
1<k<j 1<k<j

Remarque 1.5.3 Dans ce cas le point (iii) de la Définition 1.5.1 peut étre remplacée par
E(Xgi1|Fe) = Xk p.s. (resp. > X, < Xy), Vke{l,...,n—1}.

Ezercice 1.5.4 Soit X une martingale a valeurs dans RE. S’il existe p > 1 tel que E|X,|P <
oo alors, E|XgP < oo (1 <k<n)et

E( |Xk+1|p |fk) Z |Xk|p p-.S., V1 S k<n.

[Utiliser Uinégalité de Jensen A.2.5], i.e. {|Xk|P; k=1,...,n} est une sous—martingale.

Proposition 1.5.5 Soit X une sous—martingale a valeurs dans R,

1 1
P(X;>c)<-EX])<-E(X,]), Y¢>0.
C C

Preuve Posons A = {X; > c} et Aj = {X; | < cfN{X; >c}. Aj € Fj et Aestla
réunion disjointe des Aj: A=3"_;, Aj. Ona

E(X,)> E(X14) > E(X,14) > Y E(X,1y4)

1<j<n
Comme Xy, est une sous—martingale, E(Xy, 14;) > E(X;14,). Enfin E(X;1y4,) > cP(4;),
d’ot E(X,) > ¢P(A). La deuziéme inégalité est triviale. O

Dans la démonstration de la Proposition 1.5.5 nous avons également prouvé le

Corollaire 1.5.6 Soit X une sous—-martingale a valeurs dans R,

P(X; > C) < %E (Xn 1{X;;>c}) < %E (|Xn| 1{X;;>c}> ) Ve>0.

Proposition 1.5.7 (Inégalité de Doob) Soit X une martingale a valeurs dans R%, pour
toutp > 1

P(X,>c) <ci (XuP 15,0y < l E(X,P), VYe>0. (1.12)

Pour tout p > 1

E(IX,]P) < E (X7) < (%)p E(X,]) . (1.13)
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Preuve Si||X,]||, = 0o la proposition est triviale. On peut donc supposer que || X,]|, < oo.
Alors d’apres UEzercice 1.5.4, || Xk|l, < 0o (1 < k < n). Ainsi 0 < XP < S0 | Xi|P
LY(9Q).

De UEzercice 1.5.4 et de la Proposition 1.5.5 on déduit (1.12).

La premiére des inégalités de (1.13) est triviale.

D’apres (1.12) : ¢ P(X,, > ¢) < E(|Xy| 1{5,5¢))- On en déduit, pour k> 0 fizé,

E (X, AR)P) = [)\”X"A”“)

Xn/\l'i
( p AP d)\)

( PN Mg o d)\>

pATIP(X, > \)d)

I
&

I
&5

c\\

p AP 2E |X |1{X >/\}) dA

XnAK
= pE||X, |/ NP2\

= (| X,] (Xp AR)P!
o1 E (1Xa] ( )

S5

Awvec l'inégalité de Hélder, on obtient
_ p _ p—1 1
E((Xn A)') < =5 (Bl AR)]) 7 (B(X])?
c’est a dire

B(nnp) < (25) BOxP).

Pour conclure il suffit de faire tendre k a l'infina. ad

1.5.2 Inégalités des (sous—)martingales en temps continu

On suppose ici que T = [0,T] (T < o0) et on considére un espace de probabilité filtré et
X ={X;; t€[0,T]} un processus a valeurs dans R¢. On note

X;é sup Xy, XTé sup | Xy .

0<t<T 0<t<T

Ezercice 1.5.8 Si X est une martingale telle que pour un certain p > 1 on ait E(|X7[P) <
00. Montrer que | X|P est une sous—martingale. [Méme raisonnement que celui de I’Ezercice

1.5.4].

Proposition 1.5.9 Si X est une sous—martingale continue a valeurs dans R, alors

1
P(X:>c¢)<-E(X}), Ve>0.
C
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Preuve On fize n et on pose N = [2"T| (partie entiére). La suite Y; = Xjon (1 <i < N),
Yy = X7 est une sous-martingale en temps discret de filtration G; = Fijon (1 < i < N),
Gny1 = Fr. Posons ki =i/2" (1 <i < N), k., =T. D’apres 1.5.5, on a

1
P(sup Xk,n>c> <-EX].
1 ¢

I<N+1

On considere l'événement A, = {sup,<y 1 Xx» > c}. La discrétisation par instants diaidiques
implique que la suite {A,} est croissante et,par densité des diadiques et continuité de X,
Par la propriété de continuité monotone séquentielle, on a le résultat cherché. a

Proposition 1.5.10 (Inégalité de Doob) Soit X une martingale continue a valeurs dans
R?, pour tout p > 1

- 1
P(Xy>c) < — E(|X¢[P), Ve>0. (1.14)
¢
Pour tout p > 1
p
B < B () < (1) BQxaP). (115
Preuve Si E(|X1|P) = oo, les inégalités sont évidente. Si E(|Xr[P) < oo, on montre

que Xy € LP(Q) en utilisant le méme raisonnement que celui de la démonstration de la
Proposition 1.5.7.

Les inégalités (1.14) se déduit de la Proposition 1.5.9 et de I’Ezercice 1.5.8.

Dans (1.15), la premiére des inégalités est triviale. Avec les notations de la démonstration
Proposition 1.5.9, on pose

2

Zn sup | XpgznlP et = sup |Xy|? .

1<i<N+1 0<t<T

7€), 0< Z, 1 Z p.s., alors Z, € LYQ) et (EZ,)'? < [E(|X¢P)]V? (Vn > 1) et par
convergence monotone (EZ)'/P < [E(|X1[P)]'/P. O

1.5.3 Martingales et mouvement brownien

On montrera en exercice la

Proposition 1.5.11 Soit (2, F, F;, By) un mouvement brownien standard, les processus sui-
vants sont des F,—martingales

(7’) B,
(11) By Bf —tI (a valeurs dans R¥*?),
(1) M = exp(a* By — 3 o* ), pour tout o € R%.
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En fait cette derniére propriété est une caractérisation du mouvement brownien (voir
Revuz—Yor [20] p. 141):

Théoréme 1.5.12 (Théoréeme de caractérisation de Lévy) Soit X un processus & va-
leurs dans RY tel que Xo = 0 p.s. Les propriétés suivantes sont équivalentes

(1) X est un Fr—mouvement brownien standard.
(i) X est une F-martingale continue et {X; X; —tI;t> 0} est une F,-martingale.

(1) X est une F—martingale continue et pour tout u € R?,

1
{exp (iu*Xt— §|u|2t> ; OgtﬁT}

est une F;~martingale (a valeurs complezes, i* = —1).

1.6 Solutions des exercices

Solution de I’Exercice 1.2.3 1l existe plusieurs démonstrations de ces résultats, nous allons
utiliser celle qui utilise les outils les plus simples (voir Dacunha—Castelle et all [9]).

Notons que By, = (B, — By—1) + -+ + (B1 — By) est la somme de n variables i.i.d. N(0,1).
D’apres la loi 0-1 de Kolmogorov P(limsup,, .o Bp > a) =0 oul. On a

{limsuan > a} = ﬂ sup B, > a
n—00 p>0 n>p

qui est une intersection d’ensembles décroissants. Comme

1 o0
P|supB, >a ZP(BI,Za):—/ e_“:2/2dm,
n>p 21 Ja)

avec p — 00, on

N —

PlsupB, >a] >
nzp
Donc P(limsup,,_,o, Bp > a) =1 pour tout a et ainsi

P(limsup B, =o0) =1.

n—o0

Pour la limite “inf” il suffit d’utiliser ce dernier résultat et de noter que —B est également un
mouvement brownien standard.

La loi des grands nombres donne By /n — 0 p.s. quand n — o0o. On a

< 2| Bug1 — Bulll2 <=2
2

sup |Bsin — Bn|
0<s<1

donc, en utilisant linégalité de Tchebychev, pour tout e > 0 :

4
P(sup |Bs+n—Bn|2€n>§ 55 -
0<s<1 e2n
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Soit ep, 1 0 tel que Y, (ep n)~? < 0o. Par le lemme de Borel-Cantelli, pour presque tout w, il existe
no(w) tel que, pour tout n > ny(w) :

sup |Bsin(w) — Bp(w)| <epn .
0<s<1

Pour s de partie entiére [s] > no(w), on a

B, Bl
s [s] = Elsl

et Bg/[s] — oo p.s., done Bs/s — oo p.s. O

Solution de I’Exercice 1.2.4 Nous ne démontrons que le cas de Y. Yy = t By, est de loi
N(0,t) et d’apres I’Evercice 1.2.3, limy g+ Yy = 0 =Yy (d’ow la continuité en 0) et pour h >0 :

EY,Yyn) =E t(t+h)BlBLh =t.
t t+
En conclusion, le processus Y est gaussien, centré et de covariance (s At), c¢’est donc un mouvement
brownien.
D’apres ’Ezercice 1.2.3:

B B
limsqu}:limsup—t =00, limian}:liminf—t = —00
t—00 t—0 t t—o00 t—0 t
ainst B n’est pas dérivable en 0. O

Solution de I’Exercice 1.3.6 B est F;—adapté, By = 0 et B est continue. Il faut enfin vérifier
le point (ii) de la Définition 1.3.5. Soit 0 < s < t, By — B est gaussien, centré et de matrice de
covariance N(0,(t — s) Q), enfin pour tout & v.a.r. Fs—mesurable

E((B; — By) ) = E(E[B; — Bs|Fs] €)

et comme B est une Fy—martingale E[B; — Bs|Fs] = 0 ce qui montre que By — By 1 €. O

Solution de ’Exercice 1.3.6 Les deux premicres convergences se démontrent comme pour le
Théoréme 1.2.7. Pour la derniére, utiliser ['identité :

n—1

Bt2 - Z(ngﬂ_BtQk)

n—1
= Z(Btk+1 +By,) (B}, — B})
k=0
n—1 n—1
= Z Btk+1 (BtQk_i_l - Bt2k) + Z Btk (BtQk_i_l - Bt2k) °
k=0 k=0
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Solution de ’Exercice 1.3.10 I suffit de remarquer que, pour tout t > 0,

{wEQ;T(w)St}:ﬂ U {weQ; Xs(w) € Fiyp}

PEN s€[0,t]

s rationnel

A . . :
o Fyj, est Uouvert F, = {a: ERY; d(x, F) < %} (7). On en déduit le résultat puisque une tribu
est fermée pour les réunions et intersections dénombrables. O

7.d(z,F) éinf(|:v—y|;y€F).
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Chapitre 2

Calcul différentiel de 1t6

2.1 Intégrale stochastique
On considére un mouvement brownien standard (Q, F, Fy;, P, By). Dans un premier temps

nous allons construire ['intégrale stochastique en dimension d = 1.

2.1.1 Classes d’intégrands

Définition 2.1.1 Un processus oy(w) défini sur [0,T] x Q [resp. RT x Qf est dit progressi-
vement mesurable si, pour tout t € [0,T] [resp. t € R" [, Uapplication

[0,t] x 23 (s,w) — ps(w) € R
est B([0,t]) ® F,—mesurable.

Définition 2.1.2 (i) M}

0c(0,T) est lespace des processus progressivement mesurables ¢
tels que

T
/ p;dt < oo p.s.
0

(1) M?(0,T) est 'espace des (classes®) processus progressivement mesurables ¢ tels que

T
E/ Qi dt < oo .
0

11) € est ’espace des processus en escalier, ¢.e. des processus © de la forme
14 p ; p 2

n—1

th(w) - Z Qg (w) 1]tk,tk+1](t)

k=0

avecn €N, 0 <ty <ty <---<t,etay€ L*(VF,,P),0<k<n.

1. modulo la relation d’équivalence: ¢ ~ 1) & EfOT lor — | dt = 0.
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On définit également

M2 é m MQ(O,T) ) Ml2oc é m Ml2oc(07T) :

7>0 >0

(0,T)], on définit M?*(R")
(RT) € M}

loc*®

De la méme maniere que l'on a défini M?*(0,T) [resp. M}

loc
[resp. ME (RT)] en remplagant [0,T] par RT. On a M?*(RY) C M? et M}

loc

Lemme 2.1.3 M?*(0,T) [resp. M*(R")] munit du produit scalaire (o, 1)) = EfOT Oy Yy dit
[resp. (o, 1) 2 EfﬂéF o dt] est un espace de Hilbert.

Preuve [l s’agit de montrer que M*(0,T) est un espace complet, i.e. que toute suite de
Cauchy y converge. On considére une suite de Cauchy {p"}. Comme M?(0,T) est inclus
L*(0,T; L*(Q, F,P)) et que ce dernier est un espace de Hilbert, il existe p appartenant a
L*(0,T; L*(Q, F, P)) tel que

T
E/ |g0?—<,0t|2dt—>0.
0

Ainsi fOT E|p} — @2 dt — 0, il existe donc une sous suite @™ de @™ et un négligeable (pour
la mesure de Lebesque) N C [0,T), tels que o — ¢, dans L*(Q, F, P), pour tout t ¢ N.

De plus cp?' € L*(Q, F;, P) et ce dernier espace est fermé dans L*(Q2, F, P), on a donc
oV — o, dans L*(Q, Fi, P), pour tout t ¢ N.

Posons
- J e sitgN,
PPV 0 sinon.

On vérifie que ¢ € M?(0,T). Enfin, EfUT |l — 2 dt — 0, donc EfOT |t — @¢|*dt — 0,
i.e. " — @ dans M?(0,T) (?). O

Lemme 2.1.4 Pour tout ¢ € M?(0,T) il existe une suite p,, € & telle que, pour tout T > 0,
Pn 1[0,T] — Q 1[0,T] dans M2(0, T)_

Preuve Pour tout n fizé, on considére Uopérateur P, : L*(RY) — L*(R") défini par

2

A n i/n
[Pnf](t)ZZ(n [ f(s)ds) 1y, (1) (2.1

Sur Uintervalle ]+ %] on prend la moyenne de f sur ['intervalle précédent et P, f est nul

n?
n2+1]
n i

en dehors de ["intervalle ]%,

2. Trop compliqué! En fait M2(0,7) est un sous—espace de L?(0,T; L?>(Q, F, P)) qui est un espace de
Hilbert, pour montrer que M?(0,7) est un espace de Hilbert il suffit de vérifier qu'il est fermé dans
L*(0,T5L*(Q, F, P)).
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En utilisant 'inégalité de Cauchy—Schwarz, on obtient

i/n 2 i/n
[P, f1?(t) = (n/ f(s) ds) < n/ fAs)ds, telt,H], 1<i<n?.
(i (

i—1)/n i—1)/n
On en déduit que fﬂg[Pnf t)dt < fR f2(t)dt, c’est a dire:
| Pof 20y < I flle2ory »  f € L*(0,T) (2.2)

On vérifie aisément que
| Pof — flle2or) — 0 quand n — oo, Vf € L*(0,T) . (2.3)

En effet, ce résultat est évident pour f € Cx(RT) et s’étend o f € M*(0,T) en utilisant le
fait que Cx (RT) est dense dans L*(0,T) et l'inégalité (2.2).

Soit maintenant p € M?*(R"). Pour tout n, P,p € € et

1P = ollseer) = E <||Pn90 = ellias ) :

Mais || P, — 90||%2(R+) — 0 p.s., et ||Pyp — cp||L2 g+ < 4||c,0||L2 g+, dong par convergence
dominée, || Py — 90”?\42(11%) — 0.
De méme, si ¢ € M?, alors, pour tout T > 0, ||Pyp — g0||?\42(0 7 — 0. O

Remarque 2.1.5 Dans le cas d'un élément o € M?*(R") dont le support est inclus dans un
intervalle fize [0, T] et telle que sup, E(cpf) < 00, alors on peut approcher ¢ par

ZS@”% :

au liew de P, .

2.1.2 Intégrale des processus en escalier

Définition 2.1.6 Soit o, = Zz;é o L)y, 1,11 (t) un processus en escalier, on définit I'inté-
grale stochastique de ¢ par

Bi(yp) = /wtdBt Zak (Bintes, — Bing) , t20.

Lemme 2.1.7 Soit ¢ € &€, pour tout t > 0
E[Bi(¢)] = 0,

t
BB = E [ s,
0
Plus généralement, pour tout t > s > 0,
E[Bt((p) - Bs((p)|fs] = 0,

El(Bu¢) - Bo(g)2|F] = E[ [ s
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Preuve On montre les deux premiéres égalités.

La premiére se déduit du fait que oy (Bt/\tkH — Byat,) est le produit de deux variables
indépendantes, chacune de carré intégrable et ['une d’entre elle d’espérance nulle.

Pour démontrer la seconde équation, pour k < {, on pose

Ske = Qi (Bt/\tkH - Bt/\tk) 07 (Bt/\tHl - Bt/\tz)

Comme produit de deuz variables de carré intégrable et indépendantes, oy (Bt/\t,chl — Bin,)
est de carré intégrable. Donc oy (Byny,,, — Biny,) e est intégrable et Fy,~mesurable (car
tiy1 < tg), elle est donc indépendante de la variable intégrable et centrée Bintyoy — Bint,-
Par conséquent, E&gy pour k < €mais également pour k > £. On en déduit :

n—1 2 n—

E Z Q; (BtAtk+1 - Bt/\tk) = F
k=0

—_

(]

04;% (Bt/\tkH - Bt/\tk)2

=
Il
o

S

I
(]

E[ai] E[(Bt/\tk+1 - Bt/\tk)2]

S =
= o

t
= E[aﬁ][t/\tk+1—t/\tk]:E/ ©2ds .
0 0

B

O

D’apres le lemme, B(p) est une martingale continue, donc d’apreés la Proposition 1.5.10,
pour tout T" > 0,

E ( sup Bt(¢)2> < 4E/0T ©2ds . (2.4)

0<t<T

2.1.3 Intégrale des processus de M?(0,7T)

On considere ['opérateur linéaire

B: & — L*Q,C([0,T)))
¢ — B(p)

défine par
t
Bt(go):/ psdBg, 0<t<T.
0
Il s’agit d’un opérateur continu puisque 'équation (2.4) s’écrit également

1Bl L2.cqom)) < 2 ll@llarzo,r -

Comme & est dense dans M?*(0,T), on peut prolonger B de maniére unique en une application
linéaire continue B définie sur M*(0,T) a valeurs dans L*(Q2,C([0,T))). Cette application
sera également notée B(p) = fot v, dB;.

La proposition suivante découle immédiatement du Lemme 2.1.7
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Proposition 2.1.8 Soit ¢ € M?, B(p) est une martingale continue qui vérifie, pour tout
t>5>0,

ElBi(¢)] = 0,

B = B [ ods

pour tout t > 0. Plus généralement, pour toutt > s > 0

Bl(Bie) - Bo)7 = E | [ plas

J—'s]
et donc, par linéarité de o — By(yp), pour tout o, ¥ € M? et tout t > s > 0

EL(Bi(9) - By(¢) (Bi(v) — By())| 7] — E [ [ voens

’)

Proposition 2.1.9 Soit p € M2(R"), alors By(¢) — Boo(p) 2 [ s dBy p.s et dans L*(Q)
quand t — o0.

Preuve D’aprés la Proposition 2.1.8

E[(Bi(¢) — By(9))?] = E/t ©?ds — 0

quand s, t — oo. Donc By(p) converge dans L*(Q) quand t — oo. La limite p.s. se déduit de
[inégalité

4 o0
P (s lBi(o) - Bl > ) < 58 [ gas
t

r>t

qui est une conséquence de (2.4). a

Ezercice 2.1.10 Soit h : R — [0,00[ continue a support compact, alors on on peut
intervertir lintégrale de Ito et celle de Lebesgue dans la formule

/_ Zh(x) ( /0 tl}x,oo[(Bs)st> dv = /0 t < /_ Zh(aj)l]xm[(Bs)d;p> iB, ps (25)

2.1.4 Intégrale des processus de M2 (0,7)

loc

Pour définir lintégrale stochastique B(p) pour ¢ € Mp,. (ou MZ.(0,T)), on considere le

temps d’arrét
t
Tn:inf{tZO;/ gp?ds>n} .
0
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Il est clair que t — 1j95,)(t) est progressivement mesurable (ce résultat est vrai pour tout
temps d’arrét), on en déduit que 1y )¢ € M*(R"). On peut donc définir, pour tout n,

t
n VAN
Blg) 2 By, ¢) = / Vom () @rdB, £ 0.
0

Nous allons maintenant montrer que, pour tout T > 0, Bg‘(go) converge presque stdrement,
uniformément en t € [0, T]. Cette limite est notée

¢
Bt(go):/ psdBs,, t>0.
0

Cette convergence se déduit du fait que 7, T 0o p.s., et du

Lemme 2.1.11 Soit p € M? et 7 un temps d’arrét. Alors 119 € M? et p.s.

t tAT
/ Lio71(s) @5 dB; =/ psdBy, t>0. (2.6)
0 0

En effet, sin < m alors 7, < 7, en appliquant le Lemme 2.1.11 a 1y, ¢ et 7,

t tATn
B?’((,O) = / I[O,Tn](s) l[O,Tm](S) Ps st = / I[O,Tm}(s) Ps st
0 0

et ce dernier terme ne dépend pas de m > n. Soit T > 0 fizé. Sur l’événement Q,, = {1, > T},
la suite {B"(¢);0 <t <T}, m=n,n+1,..., est constante, donc égale & sa limite. On a
le résultat cherché en notant que €2, T Q2 p.s.

Preuve du Lemme 2.1.11 Dans (2.6) on peut remplacer T par t A T qui est un temps
d’arrét borné. Pour tout n, on pose tf = k27", k=1,...,N =sup{k; t} <t} ett},, =t,

alors
N+1

A A
To(w) = Z Lanty , avec Ap = {tj_ <tAT <t}
k=1
alors {1,} est une suite décroissante de temps d’arrét qui converge presque sirement vers
tAT.
1l suffit donc de vérifier que pour tout n

¢ ¢
/ l[Tn,t](S) Ps st = / Ps st
0 tATh
qui se ramene & montrer que

t t
/ ]-A’,g Ps dB, = ]-A’,g / Ps dB;
t

n

I tATh
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c’est a dire, pour tout 0 < s <t, A€ F,, p € M?

t t
/ IA(,OrdBVZIA/ (,OrdBr
mais

t t
E((/ IA@rdBr_lA/SordBr> fs)
t
ZIAE (/ [lA—l](,OrdBr>
t
ZIAE(/ lAc(,Osz

2

2

t 2
fs>+1AcE<</ ].A(,OrdB7->
t
J—"s> +1ACE</ 1402 dr J—“s> =0.

Ezercice 2.1.12 (Identités de Wald) Soit B un F; mouvement brownien standard et T un
Fi temps d’arrét tel que ET < oo.
Montrer que

:

EB, =0, EB*=Er.
[On pourra utiliser le Lemme 2.1.11.]

Remarque 2.1.13 Soit ¢ € M?.(0,T), B(yp) est un processus continu et F,—adapté. Le

résultat du Lemme 2.1.11 s’étend a M7.(0,T), par contre ®; peut ne pas étre intégrable et A

loc
par conséquent les propriétés de la Proposition 2.1.8 ne sont plus nécessairement vraies.

Proposition 2.1.14 Soit o € M2 (0,T), il existe un processus continu
t
Bt(SO):/SOsst, 0<t<T,
0
tel que Bl(p) £ Bins, (@), avec 1, = inf{t; fot 0% ds > n}, soit une F,—martingale vérifiant

EKB?@»—-Bﬂ¢»2ua>=za(/‘”}ﬁdu

NTn

fs> L 0<s<t<T.
By(p) n'est pas nécessairement intégrable mais
t
BB < E [ s, (2.7)
0

Si p € M?*(R") alors By(¢) = Buoo(p) 2 Jg+ €5 dBg p.s., quand t — co.



e ~a4Lsidd L L ALUVLS & LAV AL LS4 L L /L VALY L A4 LS A4d L LS

Preuve La premiere partie de la proposition découle de la construction de ['intégrale sto-
chastique sur M7 ,(0,T). L’inégalité (2.7) est évidente : soit le membre de droite est fini et
© € M*(0,T), soit il est infini est 'inégalité est triviale.

Soit ¢ € M*(R"), posons B2 = [ ¢, dB,. On définit B, = B sur Q, = {1, = co}.

Q, 19, la preuve se déduit donc de la Proposition (2.1.9). a

Proposition 2.1.15 Soit ¢ € M2 .(0,T). Pour tout a, M > 0,

1 T T
P(sup |Bt(<,0)|>a,> §—2E<M/\/ |<,0t|2dt>+P(/ |g0t|2dt>M> :
0<t<T a 0 0

Preuve On définit le temps d’arrét

- inf{t <T; [} |ps2ds > M}y, si [ |ps2ds > M,
M T, si [y |ps|?ds < M .

On pose o} = ¢, 1 ,,1(t). On a

T
{/ o] ds < M} C { sup |By(o — ™) =0}
0 0<t<T
T
{ sup ‘Bt(go—gpM)‘ > 0} C {/ s |* ds > M}
0<t<T 0
et ainsi

P (s (Bloll>a) = (s [B™) +Bilo—o")|>a)

0<t<T 0<t<T

< P (s 18" > )+ P (s 180~ o)1 >0)

0<t<T 0<t<T
> M > .

T
|tk as
0
On conclue en notant que

1 T 1 T
P ( sup |By(oM)] > a> < ?E/ s |2 Lio, 7y (t) dt < EE (M/\/ 0] dt>
0 0

0<t<T

< P (s B > a)

0<t<T

(utiliser la Proposition 1.5.10). 0

De cette derniere proposition, on déduit aisément le

Théoreme 2.1.16 Soit ©™ une suite de M7 ,(0,T) et p € M}

loc loc

(0,7). Si
T
/ |} — ©i|*dt — 0 en probabilité.
0
Alors

sup |Bi(¢") — Bi(¢)| —> 0 en probabilité.
0<t<T
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Théoréeme 2.1.17 (Inégalités de Burkholder—Davis—Gundy) Soit B un mouvement
brownien réel standard. Pour tout p > 0, il existe C,, > 0 tel que, pour tout p € M}

(/ﬂ; ©? dt> " (/ﬂ; ©? dt> m] : (2.8)

Pour une démonstration de ce résultat voir Revuz—Yor [20] pp. 151-161. La deuziéme
mnégalité, pour p > 2, fait 'objet de 'exercice suivante :

1
—F

<FE {sup |Bt(g0)|”] <C,E
Cp

£>0

Ezercice 2.1.18 (Inégalité de Burkholder—Gundy) Soit (0, F,F;, P, B;) un mouvement
brownien réel standard, o € M?(0,T) et p > 2 tel que

(/OT o7 dt>p/2] <00 . (2.9)

Poser X; = f(f s dBy et, apres avoir développé | Xy|P a laide de la formule de Ito, montrer

qu’il existe C, > 0 tel que
¢ T p/2
/ @, dB, (/ ©? dt> ] . (2.10)
0 0

[Utiliser une technique de localisation : établir (2.10) en remplagant ¢ par ¢™ = ¢ 1 5,] ot
7, =inf{0 <t < T |f0t s dBg| V f(f ©*ds > n}/]. Noter que si (2.9) est fauz, (2.10) vrai.

E

p
E[sup }ngE

0<t<T

2.1.5 Extension au cas vectoriel

Soit (Q, F,F, P, By) un mouvement brownien standard & valeurs dans R?. Soit ¢ un
processus & valeurs dans R™® (matrices) tel que ¢ € M?(0,T) ou M2.(0,t) (1 <i < n,

loc

1 < j <d). Lintégrale stochastique t — By(p) est un processus a valeurs dans R" défini par

Proposition 2.1.19 Soit o, 1 € [M?(0,T)]"™*4, pour tout 0 < s <t <T,
B(Ble) - BB - B 7) = B( [evia]n), @

B((B) - B B0 - Bl ) = B( [ waclpuvijan| 7). @213

2.1.6 Intégrale stochastique de fonctions déterministes

Proposition 2.1.20 Soit (2, F, F;, P, B;) un mouvement brownien standard a valeurs dans
R? et p € [L2(0,T)]™*%, le processus B(y) est gaussien.
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Preuve On suppose d =n = 1. ¢ est la limite dans L*(0,T) d’une suite {©"} de la forme

n—1

or = Z ay Ly i 1(8)

k=0

ou A, = {t}} est une subdivision de l'intervalle [0,T] telle que |A,| — 0 et af sont des
constantes de R.

On vérifie aisément que o € M?*(0,T), ¢" € & et que " — ¢ dans M*(0,T). On en
déduit, par définition de l'intégrale stochastique dans M?(0,T), que

n—1

Bt(gon) - TI,IIA)HC}O Z O[z (Bt/\tz_‘rl — Bt/\t?) dans LQ(Q) .
k=0

Ainsi By(p) est la limite au sens L* d’une suite de variables gaussiennes, on en déduit
que By(p) est une variable gaussienne (voir Proposition A.1.2).

Avec le méme raisonnement, on montre que pour tout n et tout (ty,...,t,) € [0,T]", le
vecteur aléatoire (By, (@), ..., By, () est gaussien. Ce qui montre la proposition. O

2.2 Calcul différentiel stochastique

On considere (0, F, Fi, P, By) un mouvement brownien standard de dimension n.

Définition 2.2.1 On appelle processus de Ito, un processus X & valeurs dans RY de la
forme

t t
XtéX0+/fsds+/gsst, 0<t<T (2.14)
0 0

ot Xo est un vecteur aléatoire de dimension d et Fy—mesurable, f € Llft(O,T;Rd), g €
[M2_(0,T)]4™. X est un processus continu et Fi—adapté. L équation (2.14) peut également

loc
s’écrire sous forme différentielle

dXt:ftdt+gtdBt, OStST
Notation Llft(O,T;Rd) est l’espace des processus p mesurables et F;—adaptés a valeurs
dans R¢ et tels que fOT |pe] dt < oo p.s.

2.2.1 Cas scalaire

Proposition 2.2.2 Soit ® € C*(R), alors

t 1 t
(I)(Bt) = (1)(0) —|—/0 (I)I(Bs) dB;, + 5/0 (I)”(Bs) ds, t>0.
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Preuve Soitt > 0 et A, = {t}} une suite de subdivisions de l'intervalle [0, t] avec |A,| — 0
quand n — oo. D’apres la formule de Taylor, pour tout k, n il existe une variable aléatoire
0y €ltr_,, t] tel que

®(B) = +Z( (By) — ®(By 1))

1 n
= ®(0) + Z ®(By ) [By — By |1 +5 ) 2" (By) By — By )
k=1

t 1 t
_ @(0)+/ <I>’(Bs)d35+§/ "(B,) ds .
0 0

En effet les deur sommes convergent en probabilité, c’est ce que nous allons montrer main-
tenant.
On définit 7, = inf{t > 0; |By| > p}, p € N. D’apres la Remarque 2.1.5

t/\Tp
Zq’ Bt" ) 1{t;g<r [Bt" _Bt" ]—>/ B;
dans L*(Q). Ainsi, pour tout p €N, Y71 | ® (B ) [Bpw — By | — fo ®'(By) dB en proba-

bulité sur €2, = {7, > t} et donc également sur = U,0,.
Par ailleurs,

> [@"(By) = @"(By_ )] [By — By I

k=1

n ‘

< sup
1<k<n

D By = By I’

k=1

@l! (Ba;cl) @l! (Btn )

k—1

< sup sup |0(B) ~ @"(By )| Y [By - By P — 0
k=1

CI<k<ntp<t<ty |

en probabilité quand n — oo.
Enfin, comme ci—dessus, pour montrer que

n

t
> @"(By) By — By | — /0 ®"(B,) dB,
k=1

en probabilité, il suffit de montrer que

n tATp
> "(By) Lipny By — By I — /0 (B
k=1

dans L*(Q). Mais cette derniére convergence est une conséquence immédiate du résultat sui-
vant :

(Z @, (Bop) [(By — By_,)* — (8 — t}i_l)]>

k=1
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= EY @(Bgy)’[(By — By )* = (tp = ti_,)]
k=1

<2 sup [@(2)* Y (tf —thy)® — 0

|z|<p k=1

avec la notation ®(x) 2 Q" (x) 1{jz/<p}- .

Théoréme 2.2.3 (Formule de It6 scalaire) Soit X un processus de Ité de la forme X; =
Xo+ fot fsds+ f(f gsdB; et ® € C%(R), alors presque sirement

t t 1 t
P(X;) = (X)) +/ ' (X5) fs ds+/ ®'(X,) gs dB, + 5/ P"(X,)g2ds, t>0.
0 0 0

Preuve Soitt > 0. Il suffit de montrer le résultat dans le cas d’une fonction ® a support
compact. De plus, d’aprés le Théoreme 2.1.16, il est suffisant de démontrer le résultat pour

tout fonction g? d’une suite de M7, telle que

t
/ |g” — gs|* ds — 0 in probabilité quand p — oo .
0

On choisit
p—1 D ktly
A A P
gP = Zgw- I]Et Mt](s) avec Gpi = ;/ gsds | Vp | A(=p)
k=1 PP ot
avec p = 2%. On peut donc supposer que g est borné et constant sur chaque intervalle

Jot, 4], keNetge N

Comme pour la démonstration de la Proposition 2.2.2, on utilise la formule de Taylor,
on a

n tz n tz
d(X,) = <I>(X0)+Z®’(thl)/ fsds+2<1>’(thl)/ g5 dB,
k=1 L k=1 %

k k—1

1 n
3 2 ¥ (X)X — X[
k=1

Les limites des deux premiéres sommes sont triviales. Pour le dernier terme, on considere

2 2
t t ty tr
Xy — Xy J" = (/ [s d8> +2 fsds / gs dBs + (/ 9s st> :

k—1 k—1 k—1 k—1

La somme sur k des deux premiers termes est majorée en valeur absolue par

175 75 175
sup fsds + / gs dBy| X / |fs| ds
1<k<n |Jtp | th_1 te_1
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qut tend presque stirement vers 0 quand n — oo. Il reste donc a étudier la limite de

2
n t
Z CID"(Xag) (/ gs st) )

k=1

on peut se limiter & calculer cette limite pour n = n’, { € N. Pour { > q, g est constant sur
th_,, t}] puisque g est constant sur |t |, t'], m = 2. Donc

2
n tz.
Z ‘I)”(Xag) (/ s st> =
k=1 t

k—1
=) [@"(Xgp) — @"(Xyp)] g7 By,
k=1 =1

- Btg]2 + Z (I)”(th) ggg [Bin

2
k+1 Btﬁl :

De luniforme continuité de t — ®"(X,), de la bornitude de ®" et de g, du Théoréme 1.2.7,
on déduit que le premier terme du membre de droite de cette derniére égalité tend vers 0 en
probabilité quand { — oo.

Par ailleurs, une généralisation du Théoreme 1.2.7 donne

> "Xy gin [(By,, — By)® = (i — )] — 0 dans L*(€2) .
k=1

Enfin, presque sdrement,

n

t
S @yt - 8) — [ @) s
k=1 0

Corollaire 2.2.4 (Formule de Ité scalaire) Sous les hypotheéses du Théoréme 2.2.3, pour
toute fonction ® € CH2([0,T] x R) et tout 0 <t < T, on a

t

¢ ¢
o(t, X;) = @(0,X0)+/0 @;(S,Xs)dst/O P! (s, X;) fsd3+/0 P! (s, Xs) gs dBy

1 t
+§/ "2 (s,Xs) g2 ds . (2.15)
0

Notations C'?([0,7] x R) est l’espace des fonctions continues ® : (t,z) — ®(t,z) € R,
dont les dérivées d’ordre 1 en t et les dérivées jusqu’a ['ordre 2 en x sont continues par
rapport a (t,x). @ (s,x) est la dérivée de ®(s,x) en s.
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2.2.2 Cas vectoriel

On considere (0, F, Fi, P, By) un mouvement brownien standard de dimension n.

Théoréeme 2.2.5 (Formule de Ito vectorielle) Soit X, un vecteur aléatoire de dimen-
sion d et Fo—mesurable, f € L (0,T;R?), g € [M},(0,7)]*"™. On pose

t t
X, éXOJr/ £, ds+/ gsdB; . (2.16)
0 0
X est un processus continu et F;—adapté.
Pour tout fonction ® € CH2([0,T] x RY) et tout 0 <t < T, on a

t

t t
O(t, Xy) = @(0,X0)+/0 @;(S’XS)d8+/0 P’ (s, X,) fsd8+/0 P! (s, X,) gs dB

1 t
+§/ trace[®': (s, X5) gs gi]ds . (2.17)
0

Notations

— CY2([0,T] x RY) est l'espace des fonctions continues ® : (t,z) w ®(t,z), dont les
dérivées d’ordre 1 en t et les toutes les dérivées jusqu’a l'ordre 2 en x sont continues
par rapport a (t, )

- L}t(O,T; R?) est I’espace des processus ¢ mesurables et Fi—adaptés tels que

T
/ lpe] dt < oo, p.s.
0

— @) est la dérivée en t, P!, est le vecteur gradient (vecteur ligne) en x et @} est la matrice
des dériwées secondes en x

, A 0P(t,x) " A [0%®(t,x)
tx) = —2 Lt 2) = |2 .
gpt( ,ZL‘) at ) Py ( 7:1“) |: axl axj I<ij<d
, a [0®(t, x) 0P(t, x)
. (t,x) = [ 9o O

— M* désigne la transposée de M. ®',(s, X,) gs g5 est une matrice d x d, [®(s, X;)[* gs
est une matrice 1 x n (vecteur ligne).

Corollaire 2.2.6 On considere Xy, Yy deuz variables aléatoires réelles Fo—mesurables, f,a €
L% (0,T) et g,b e [M.(0,T)]". On pose

loc

t t t t
Xt=X0+/ fsds+/<gs,st>, Y;=Y0+/ asds+/<bs,st>
0 0 0 0
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alors
t t t
szxoYo+/(Xsas+1@fs>ds+/<Xsbs+Ysgs,st>+/<gs,bs>ds
0 0 0

qui s’écrit également

t t t
Xth:XoYmL/ Xdes+/ Y;dXs+/<gs,bs>ds.
0 0 0

2.3 Représentation des martingales

Soit (Q, F, Fi, P, B;) un mouvement brownien standard a valeurs dans R? et FP la filtra-
tion naturelle associée.

Théoréeme 2.3.1 (Théoréme de représentation des martingales) Soit {M;; 0 <t <
T} une FP-martingale de carré intégrable a valeurs dans R telle que My = 0. II existe alors
un unique processus p € [M?(0,T)]¢ tel que

t
Mt:/(gps,st>, 0<t<T.
0

Preuve On suppose que d = 1.

L’unicité se déduit aisément du fait que si ¢ et ¢ vérifie le théoréme, alors EfOT lps —
©L12ds = 0.

Maintenant, il suffit de montrer qu’il existe alors o € M?*(0,T) tel que

T
MT:/ 0, dB, . (2.18)
0

En effet, si tel est le cas M; = E(Mp|FP) = fot psdBs (0 <t <T). On considére l’espace
vectoriel
A

T
H = {c+/ 0sdBy ; cER, p € M2(0,T)} c L*(Q, FE,P) .

0
Puisque My € L*(Q, FE P), si on montre que H = L*(Q2, FE, P), alors My € H et comme
EMz =0 on en déduit que Mt est de la forme (2.18). Pour montrer que H = L*(Q, FE, P)
on procede en deux étapes :

Etape 1: M est un sous espace fermé de L3(Q2, FB P). On considere une suite h, = ¢, +
fOT ©" dB, € H qui converge vers h dans L*(Q, FE, P). On a donc ¢, = Eh,, — Eh, on pose
c = Eh. Il reste donc a montrer qu’il existe p € M?(0,T) tel que

T
h:c+/ s dB; . (2.19)
0

Comme h,—c, = fOT ©" dBy converge dans L*(Q, FE P), {¢"} est une suite de Cauchy dans
M?*(0,T). Ce dernier est un espace de Hilbert (voir Proposition 2.1.3), il existe donc ¢ €
M?*(0,T) tel que " — ¢ dans M?*(0,T). Donc fOT 0" dB; — fOT ©sdBy dans L*(Q, FE P),
ce qui prouve (2.19).
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Etape 2: H contient un ensemble total dans L*(Q, FE, P). On considere I’ensemble

T T
K= {S(p):exp </ PtdBt—%/ P?dt> ) pELz(O,T)}
0 0

On note X, = fot ps dBg — %fot p2ds et E(p) = exp(Xy). On a

E(p) = Ex(p) =1+ / €(p) p dB,

et {E(p)pe; 0 <t <T} e M?*0,T) (voir Exercice 2.3.5). Donc K C H. Le fait que K soit
total dans L*(Q, FE, P) est démontré dans la Proposition 2.3.2.

Conclusion K C H C L*(Q, FE, P). D’une part K est total dans L*(Q0, FE, P), d’autre part
H est un sous espace vectoriel fermé de L*(Q, FE, P), d’ou H = L*(Q, FE, P). O

Proposition 2.3.2 La classe

T 1 T
K= {5(p)=eXp (/ ptdBt_§/ p?dt> : pELQ(O,T)}
0 0

est totale dans L*(Q, FE, P) (i.e. ’'ensemble des combinaisons linéaires d’éléments de K est
dense dans L*(Q, F£, P)).

Preuve On montre que [orthogonal de K dans L*(Q, FE P) est réduit a {0}, c’est a
dire: si Z € L*(Q,FE P) et E(ZE&(p)) = 0 pour tout p € L*(0,T) alors Z = 0. On fize
Z e L*(Q, FE,P).

Etape 1 E(ZE&(p)) = CE[Z exp(fOT pidBy)] ou C est une constante non nulle. On suppose
donc que

FE [Z exp (/OT D dBt>] =0, Vpe L*(0,T) . (2.20)

On considere p; = Zz;é kg1 Ly ) (8), avec 0 =ty <ty < -+ <t, <T et ay,...,0n €R
p ainsi défini est un élément de L*(0,T). L’équation (2.20) se réécrit

Z exp <z": a; (By, — Bt¢_1)>] =0.

=1

E

Donc E|Z exp(a) By, + o By, + - - -+ !, By,)] = 0 pour tout o, ... ,al, € R, i.e. si on pose
X =1[B,-..,B]" (d valeurs dans R"), on a

E[Ze*Y) =0, YacR". (2.21)
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Etape 2 Montrons que (2.21) entraine
E(Z|x) =0 p.s. (2.22)

E[Z X = E[E(Z e!*X)X| = E[E(Z|x) /*X] = 0. E(Z|x) = h(x) avec h est une fonction
mesurable. On a donc,

E[h* (x) Y] = E[h~ (x) ¢!*¥] . (2.23)

Avec o = 0 on obtient E(h*(x)) = E(h™(x)) = k. Si & = 0 alors on a (2.22), sinon on
définit Q et QQ~ deuz mesures de probabilité sur (R*, B(R™)) par

Qﬂmﬂ:%hﬂ@fwdw, Qjmﬁ:%hT@P%Mﬁ.

L’équation (2.23) s’écrit donc
/ el QF (d) :/ e Q= (dz) VaeR .

Ainsi les transformées de Laplace de Q" et Q= coincident, on en déduit que QT = Q~, c’est
a dire gt (x) = g~ (z) Py—p.p., d'ou g(§) =0 p.s., ce qui montre (2.22).

Etape 3 On montre que (2.20) entraine Z = 0 p.s. On sait que pour tout n et 0 < t; <
o<ty <T, 0onaE(ZBy,...,B,)=0. On considére l’algébre

A= {0(By,...,By) ;i n>1,0<t <---<t, <T} .

On a donc [, ZdP =0 pour tout A € A.

Comme FF = o(A), pour tout A € FF il existe une suite {A,} dans A telle que
P(AAA,) — 0, d'ou [, ZdP = lim [, ZdP = 0. Comme Z est Ff -mesurable, on a
Z =E(Z|FB)=0 p.s. O

Corollaire 2.3.83 Soit T > 0 et £ € L*(Q, Fr, P). Il existe alors un unique processus @ €
[M?(0,T)]¢ tel que

5=E<f>+/0 (o0, dB)

Preuve [l suffit de remarquer que
A
M, = E[¢|F] — E[¢]

est une martingale qui vérifie les hypothéses du Théoréeme 2.3.1. O

Proposition 2.3.4 Soit T >0 et £ € LP(Q, Fr, P) pour un p > 1 donné. Il existe alors un
unique processus ¢ € [M2.(0,T)]¢ tel que E[(fOT lou|? dt)P/?] < oo et

5=E<f>+/0 (o0, dB)
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Preuve Supposons qu’un tel @ existe, en combinant les inégalités de Burkholder—Davis—Gundy
et de Doob, on obtient, en notant M; = fot<gos, dBy),

T p/2
UWMMQ
0

L’unicité de ¢ se déduit de cette inégalité. L’existance découle du Corollaire 2.3.3 et (2.24)
dans le cas p > 2.

Supposons maintenant que 1 < p < 2. Puisque L*(Q, Fr, P) est dense dans L*(Q, Fr, P),
il existe une suite {&,} C L*(Q, Fr, P) telle que &, — € dans LP(Q, Fr, P). Pour chaque &,,
a Uaide du Corollaire 2.3.3, on associe " € [M?(0,T)]? tel que

E

<GE (sw 1) < LG E(E-BE) . 220

0<t<T

b0 = B(6y) + / (o1, dB,) . (2.25)

D’apres (2.24),

2

T p/
(/ o — 90?|2dt>

0
ce qui implique que la suite ™ est de Cauchy dans [’espace des processus progressivement

mesurable dans LP(Q; L*(0,T;R%)) et admet donc une limite. En prenant la limite dans
(2.25) on démontre la proposition. O

Ezercice 2.3.5 (Martingales exponentielles) On considére (Q, F, F;, P, B;) un mouvement
brownien standard o valeurs dans R, FP sa filtration naturelle et ¢ € L*(0,T). On définit

t 1 t
Ztéexp</ gosst—§/g0§ds> 0<t<T.
0 0

et X; = f(f psdBg — %fot ©2ds. Montrer que

t
Zt:1+/Zscpsst 0<t<T.
0

[Utiliser la formule de Ité avec V(z) = exp(x)]/.
Montrer que Z o € M?(0,T). [Utiliser le fait que, comme @, est une fonction détermi-
niste, alors X est un processus gaussien ; calculer la moyenne et la variance de X/.

On suppose maintenant que ¢ € M*(0,T) et qu’il existe C' < oo tel que |y < C p.s., pour
tout t € [0,T]. Monter que & satisfait toujours la méme équation et que Z o € M?*(0,T) [utili-
ser une technique de localisation avec T, = inf{t < T; Z, > n} et le Lemme de Gronwall]. En
déduire immédiatement que Z est une F,—martingale. Montrer également que E(Z}) < oo,
pour tout p >0 et 0 <t <T.
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Ezemple 2.3.6 Soit o € M?, on pose

t 1 t
Zy = exp(Xy) avec Xy = / psdB;s — 5/ peds
0 0

D’apres la formule de Ito dZ, = Z, py dBy, Zy = 1.

AveccpzlonaZt:exp(Bt—%) et

dZt:thBt, Z[):l

On peut donc dire que le role usuel de la fonction exponentielle, dans le calcul stochastic de

Ito, est joué par la fonction exp (Bt — %)

2.4 Intégrale de Stratonovich

Ezercice 2.4.1 Soit B un mouvement brownien standard ¢ € [0,1] et A, = {t}'} une
partition de [0,t] telle que |A,| — 0 quand n — oo.
On considere 'approzimation :

3
—

1>

S

((1 — 8) BtrktJrl +e Btz) (Bt’k’ — Btz) (226)
0

=
Il

de l"intégrale stochastique “ Ot B, dB,".
Montrer que

1 1
i 5= Lop (- ) o

n—o0 2

(limite dans L*(Q) ). Le terme de droite de (2.27) est une martingale si et seulement si e = 0.

Soit (0, F, Fi, P, By) un mouvement brownien standard réel et t € [0,T] fizé. On se donne
une suite de subdivisions A, = {t}; k = 0,...,n} de Uintervalle [0,t] telle que |A,| — 0
quand n — oo. On a

t n—1
/ B,dB, = lim Y By [By  — By] dans L*(Q) . (2.28)
Considérons la suite
n—1
Y B, [By,, — Byl avec py €[t t5,] .
k=0

Contrairement aux sommes de Darbouz dans la construction de lintégrale de Reimann, le
choiz de linstant py dans Uintervalle [t} , 1}, ,] n'est pas indifférent :
— En prenant p, =t} (i.e. intégrale de Itd), on obtient par exemple

n—1

t
/ B,dB, = lim » By [By  — By] dans L*(Q) .
0 k=0

n—o0
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— En prenant p, =t et en utilisant le Théoreme 1.2.7, on obtient

t n—1
— 2
t+ /0 B, dB, = lim ;B% [Bip,, — B] dans L*(Q) .
Si on considére le choiz py = tZ% (avec, par définition, Z+% = (tpy +13)/2), la somme

Z;é BtZ+% [Biy,, — By] converge dans L?*(Q) (voir Ezercice 1.2.9) vers une limite appelée

intégrale stochastique de Stratonovich et notée fot B, odB; :

n—0o0

t n—1
A L.
/0 B, 0dB, = lim ZB%% [Biz,, — Byl dans L*(9) .
k=0
On peut montrer (voir Ezercice 1.2.9) que
¢ ¢
szz/ B, ostzz/ B,dB; +t .
0 0

Pour montrer cette derniére égalité il suffit de prendre la limite (n — oo) dans

n—1 n—1 n—1
B = Z(BEEH N BEZL) - 223’5? (Btﬁ+1 — By) + (Btz+l N BtZ)Q
k=0 k=0 k=0

(car a® —b* = (a—b) (a+b) =2b(b—a) + (a — b)?).

Ainsi le calcul différentiel de Ito [d(B?) = 2 B, dB; + dt] n’obéit pas auz régles du calcul
différentiel habituel contrairement a l'intégrale de Stratonovich [od(B?) = 2 By o dBy].

Ce “petit défaut” de lintégrale stochastique de It6 est largement contrebalancé par l'une
de ses principales qualités : intégrale de Ité (des processus de M?(0,T)) est une martingale.
Ce n’est pas le cas de l'intégrale de Stratonowvich.

Ezercice 2.4.2 (Intégrale de Stratonovich) Soit (0, F,F, P, By) un mouvement brownien
réel standard, A, = {t}} une suite de subdivision de l'intervalle [0,t] telle que |A,| — 0.
Etant donnés f, g € M*(0,T) avec |f;|V |g:| < C p.s. On pose

t t
Y}:/fsd3+/gsst, 0<t<T.
0 0

(i) Développer Y; By par la formule de Ito.

(ii) Montrer que

7
L

(Yep

k+1
0

t
— Yp) (Bthl — By) — /0 g2 ds dans L*(Q) .

=
Il
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(ii) Montrer que

n—1
limZLZ+l+Ytz (B, —By) = lim Y Yn | (By,, — By)
2 1 ) T % t:_% 1 tr

k=0

n—o0

(limites dans L*()). On notera [} Yy o dB; cette derniére quantité.

(1) Posons X, 2 fOtYs o dBs, pour ® € C}(R), montrer que

t
<I><Xt>=<1><0>+/ Y(X)Y, odB. . 0<i<T.
0

2.5 Théoréme de Girsanov

Soit ¢ un processus de [M2]¢. On pose

loc

t 1 t
Z, 2 exp (/ (gos,st>—§/ |g05|2d3> t>0. (2.29)
0 0

A Uaide de la formule de Itd, on montre
t

Zt:1+/<ng05,st> t>0. (2.30)
0

Lemme 2.5.1 Z est une F;—surmartingale positive et EZ; < 1. Z est une martingale si et
seulement st EZ; =1 pour tout t > 0

Preuve On pose
t
Tnéinf{tZO; ZtV/ |g05|2d52n} .
0

et Z}' 2 Zinr,, t > 0. En utilisant la formule de Ito, comme pour (2.30), il est clair que Z
est une martingale. D’apres le lemme de Fatou pour [’espérance conditionnelle on a

EZ}|F| < Zs, 0<s<t

donc Z est une surmartingale. La fonction t — EZ; est décroissante avec EZy = 1, [’hypo-
these du lemme implique que cette fonction est constante et égale a 1. On en déduit que la
variable aléatoire Zs — E[Z;|Fs), 0 < s < t, est d’espérance nulle, ce qui démontre le lemme.
(I
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Théoréme 2.5.2 (Girsanov) Supposons que EZ; =1 pour tout t > 0. Alors il existe une
probabilité P sur (Q, F) telle que

et le processus B défini par
— A t
Bt:Bt_/ psds , >0
0

est un F;,—P—-mouvement brownien.

Théoréme 2.5.3 (Théoréeme d’extension de Kolmogorov) Pour tout t > 0 on consi-
deére une probabilité Q; sur (2, F;) qui vérifie la propriété de cohérence suivante

Qt|]:S:Qs; 0<s<t.

Alors il existe une unique probabilité Q sur (2, F) telle que Q|z, = Q; pour tout t > 0.

Preuve du Théoreme 2.5.2 Les hypotheéses du Théoreme 2.5.2 assurent que dQ)y 2
Zy dP|g, défini, pour tout t > 0, une probabilité sur (0, Fy). Par hypotheése et d’apreés le
Lemme 2.5.1, la condition de cohérence du Théoréeme 2.5.3 est satisfaite. Donc pour démon-
trer le Théoreme 2.5.2, il suffit de vérifier que {B; 0 < s <t} est un mouvement brownien
sous la loi définie par dQy = Z; dP.

On note Ey, la probabilité associé a la probabilité Q. 1l suffit de démontrer que pour tout
n0<t < - <t,<tetuy,...,u, €R¢, ona

Eq, exp (iZ(uj,Btj>> = exp (—% Z (uj, ug) (; /\tk)> ,

j=1 1<j,k<n

Zy exp (z (uj, Btj>>
7=1

Supposons, dans un premier temps qu’il existe C > 0 tel que fot lps|*ds < C p.s. On

c’est a dire

3

E

= exp (—% > (ug,u) (tj/\tk)> : (2.31)

1<j,k<n

pose Vs = s +iy " ujli(s). Alors fot [s?ds < C p.s et on vérifie aisément (par une
généralisation immédiate de I’Ezercice 2.3.5) que

E {exp (/Otws, dB,) - %/Ot |¢s|2ds>] ~1 (2.32)
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ce qui montre (2.31).

¢ t
Tnéinf{tZO;ZtV/ |<ps|2ds\// |1/JS|2dSZn} ,
0 0

et on utilise les notations équivalentes a celles du Lemme 2.5.1. D’apres la premiére partie

de la démonstration
t 1 t
B lewo [ (i apy -3 [urpas)| 1.
0 2 Jo
Par ailleurs

o ([ amy - [ weras)

14 t; 1
= Zgl exp [’LZ <Uj, Btj - / (,0? d5> + 5 Z (uj,up> X (t] A\ tk)
j=1 0

1<j,k<p

On pose

D’apres la Proposition A.1.4 Z"* — Z; dans L' (). Le deuziéme terme de membre de droite
de cette derniére équation converge p.s. et son module est borné indépendamment de w et
de n. Ainsi le produit converge dans L*(Q), d’ou (2.32) ce qui prouve (2.31) et démontre le
théoreme. a

Remarque 2.5.4 Le Théore¢me de Girsanov 2.5.2 a été énoncé pour t € RY. C’est ce qui
nous a contraint a utiliser le Théoreme d’extension de Kolmogorov 2.5.3. On peut, naturel-
lement, se limiter a un horizon fini. Supposons qu’il existe T > 0 et ¢ € [MZZOC(O,T)J tels

que EZr =1, alors iZt; 0<t< T} est une martingale et il existe une probabilité P sur
(Q, Fr) définit par dP = ZypdP et {B;; 0 <t < T} est une F,—P-mouvement brownien.

Proposition 2.5.5 (Formule de Bayes) Soit 0 <t < T < oo fizés et £ € LY(Q, Fr, P).
Supposons que Z est une Fy—P-martingale. Alors € Zp € L'(Q, F, P) et

E[¢ Zp|F]

E[ﬂft] = Z, )

P et P p.s. (2.33)

Preuve La premiere affirmation est évidente. Comme Z; > 0 P—p.s., le terme de droite
de (2.83) est bien défini p.s. Il suffit maintenant d’établir le résultat pour & > 0. Soit n une
v.a.r. positive et F, mesurable,

Ené] = En¢Zr
= EmEE Zr|F)]

- E[nzitE@Zﬂft)] -
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1l existe quelques critéres qui assurent que EZ, = 1,t > 0, et donc que Z est martingale.
Cette derniere condition assure la validité du Théoréeme de Girsanov. La condition la plus
faible est donnée par la

Proposition 2.5.6 (Critére de Novikov) Soit ¢ € [M}

loc

1 T
FE exp (5/ s |? dt> < 00 (2.34)
0

(0, 7)]%, si

alors EZp = 1.
Preuve On note Z, = Z,(p) et, pour tout a > 0,

t 1 t
Taéinf{th;/<gos,st>—§/|%|2d3:—a}/\T.
0 0

Soit A < 0, on montre
EZ, (Ap)=1. (2.35)

OnaEZ, (Ap) =1+ [[* Zy(A¢) psdBs, il suffit donc de montrer que
E/ Z2(Np) pids < oo . (2.36)
0
Par hypothese
Ta 9 1 Ta 9 1 T
E pids < 2 Eexp 5 pids | <2Fexp 3 ©?ds | < oo . (2.37)
0 0 0
Par ailleurs, pour A <0 et 0 < s < 7,
\2
Zs(Ap) = exp ()\/ Y dB, — 3/ oy du>
1 2 )\2 s )
= exp| A goudB - = s du exp | |A— — @, du
2 2|/,
y 1
< exp </\ U pudBy, — 2/ idUD < exp(|A|a) .
0 0

Donc, pour 0 < s < 7,, Zs(Ap) < exp(|Aa) et (2.36) se déduit de (2.537).
11 faut montrer (2.35) pour X < 1. On définit p,,(Ap) = e** Z, (Ap). Si A <0, d’apres
(2.35)
Ep(Ap) = (2.35)

Ta Ta 1 Ta
Aé/ o2ds Bé/ gpsst——/ e2ds+a>0.
1] 0 2 0

Posons



On définit la fonction u(z) = pr,(Ap) avec A\ =1— /1 —2 (si0 <2 <1 alors0 <A <1).

On a ,
u(z) = exp <§A+(1—\/1 —z)B) :
Pour z < 1, p.s. la fonction u(z) peut s’écrire
z
u(z) = Z R
k>0

avec pr > 0 p.s..
Si z < 1, d’aprés le Lemme 2.5.1, Fu(z) < exp(a(l —v/1—2)) et donc, pour tout
0 <2z <1, Fu(z) < co. On en déduit que pour tout |z| < z,

k>0 k>0

et par le théoréme de Fubini, pour tout |z| < 1,

2k 2k
Eu(z) =FE Z T PE= Z i Epy, . (2.39)

k>0 k>0

Avec z < 1, exp(a (1 =1 —=2)) = ;502" cx/k! ot ¢ > 0. On en déduit, avec (2.38) et

(2.39), pour —1 < z <0, que
2k 2k
D=2 o

k>0 k>0
et donc Epy = ¢ et ainsi, pour 0 < z <1, Eu(z) =), Zk—I: cr = exp(a(l — 1 —2)). Ce
qui montre I’Equation (2.38) pour tout z < 1. Comme A et B sont non négatifs p.s., on a

2

o (0 ) = exp (AB+ (A— %) A) ton(p) quand AT1.

Par convergence monotone et (2.38), Ep,, (¢) = limyy Ep., (A ) = limyy exp(Aa) = e* et
par conséquent EZ. (p) = 1.
En conclusion

1 = EZ,(¢) = BE(Z:,(¢) Lir,<1y) + B(Z:, () L{r,—1y)
= E(Zy,(¢) Limery) + E(Z0(¢) 1nery)

donc
EZy(p) = 1= E(Zr, () Yir,<ry) + E(Zr(9) Lz <1})
mais 1, <y — 0 p.s. et EZp(p) < 1 done E(Zr(p) 1ir,<1y) — 0. De plus, sur l’ensemble

{ra <T}:
1 Ta ) 1 T )
Z, (p)=exp | —a+ = pids ) <exp|—a+ = w5 ds
2 Jo 2 Jo
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on en déduit E(Z,,(¢) 1ir,<r}) < e * Eexp(s fOT ©ds) — 0. O

Proposition 2.5.7 (Lipster-Shiryayev [18], pp. 220-222) Soit p € [ME,
conditions suivantes est vérifiée :

(1) |l < K <00, p.s., 0<t<T;

(i) ¢ L B;

(i1) o{pp;v<u+e} Lo{B,—Bs;s<v<t}pourtout 0 <u<s<t<Tete>0;
(iv) il existe 6 > 0 tel que Eexp(d ) < oo, 0 <t <T;

(0, 7)]%, si l'une des

alors le critére de Novikov (2.34) est vérifié et on peut utiliser le Théoreme de Girsanov (car

EZp=1).
Le critére (iv) de la précédente proposition s’applique dans le cas gaussien suivant :
Ezxzemple 2.5.8 Supposons que ¢ est un processus gaussien tel que
Elpy| + Var(p) <oo, 0<t<T.
Alors en prenant § < [2 sup,<p Var(py)] ™' alors

) (E(;Ot)2
1 — 26 Var(py)

Eexp(6 |¢:|*) < sup exp < > x (1— 26Var(90t))_1/2 < 00 .
t<T

Remarque 2.5.9 Plagons—nous sur l’espace canonique @ = C([0,T]; R?) muni de sa tribu
borélienne F. Sur (2, F) on considére P la mesure de Wiener, i.e. la loi de probabilité
d’un processus d’un mouvement brownien standard (voir Ezercice 1.1.11). Soit Xi(w) = w(t)
(processus canonique) et Fy la filtration telle que X soit un F; mouwvement brownien. Si ¢
est un processus Fi—adapté et borné, il existe une loi de probabilité P sur (0, F) telle que X
définit par

t
Xt:Xt_/ Yy ds
0

soit un P—mouvement brownien.

Par définition de (2, F) et X, pour toute mesure de probabilité QQ sur (2, F), la loi du
processus X sur (2, F,Q) est Q. Donc P est la loi d’'un mouvement brownien (mesure de
Wiener) et P est la loi de la somme d’un mouvement brownien et d’une intégrale stochastique.
Le théoréme de Girsanov nous dit en particulier que ces deux lois sont équivalentes (i.e.
possédent les mémes ensembles de mesure nulle). Ce résultat est cohérent avec le fait que,
pour la loi d’un mouvement brownien (comme pour la loi de la somme d’un mouvement
brownien et d’une intégrale de Lebesque), I'ensemble des fonctions continues dont la variation
quadratique sur [0,t] est t (pour tout t € [0,T]) est de mesure 1.

Par contre, les lois d’un mouvement brownien et du processus {f(f gsdBs; 0 <t <T} ne

sont pas équivalentes deés qu’il existe t € [0,T] tel que P(f(f g>ds #1t) > 0.
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Remarque 2.5.10 Le critére de Novikov est, d’une certaine facon, génériquement le plus

fin. En effet la condition
1 T
Eexp ((— —5) / gofds) < 00
2 0

nimplique pas nécessaire que EZr =1 et ce quelque soit € > 0. L’exemple suivant le prouve.

Proposition 2.5.11 On pose
A
.={t<T; B, —(1—¢)t=—a}

avec 0 <e <1/2 eta>0.

e E exp ((% —~ 6) /OT 1f.7.)(5) d3> = Eexp ((% - 8) TE) = 240

1
FEexp <BTE ~5 TE> <1. (2.41)

mats

Preuve On pose
MEf{t<T;n< B, <—a+(1—c)t}

Eexp <(% - g> Tg> = 0,(0) | (2.42)

1-2¢)a—n

et on vérifie que

ot
A e~ 2en _ 67(

e—(a+2en) _ o—(1-2¢)a e—(a+2en) _ o—(1-2¢)a

el _

U (2)
est solution de ’équation différentielle
vn(x) =21 —e)v,(x) + (1 —2&)v,(x) =0 avec v,(—a) =v,(n)=1.

1/2—¢

Pour prouver (2.42), on considere la fonction v, (x) e )t d’apres la formule de Ito

X e | (5 -¢) ] =)+ [ "X exp (3-¢) o e

ot X = B, — (1 —¢)t. De méme, pour tout N > 0,

) e[ (5-2) G am] w0+ [T e e [(3-) o] 4

Done, puisque pour —a < x < n la fonction vl (x) est bornée,

TEAN 1
E/ v (Xs) exp [(5 — 6> s] dB; =0
0
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oo E {vn(XTgAN) exp [(% - 6) (7" A N)] } = va(0) . (243)

Comme 0 < inf_,<ocn vp(2) < SUP_4cpep, Un(T) < 00, 0N @

pep|(5-2) (2am] < e <%

En passant a la limite (N — o0), on déduit

1 v (0)
E — — "< .
o KQ 6) TE} ~ inf_ococn Un(2)

De cette inégalité et de
1 1
Up(Xn)exp || = —¢ | (TPAN)| < sup vp(z)exp || =—¢) 70
: 2 —a<z<n 2

on déduit qu’il est possible de passer a la limite (N — oo) dans équation (2.43) dans la
mesure ot v, (X:n) = 1 p.s. Ceci démontre donc (2.42). En prenant la limite (n — 00), on
obtient (2.40).

Enfin, notons que

1 1

explB,, — 7./2) = explB,, — (1 — )r.]exp {(5 - ) ] ~ exp [—a (5 - ) ]

d’ot Uon déduit, o l'aide de (2.40), que Eexp|B, — 7./2] = exp[—2a¢] < 1, c’est a dire
(2.41). O
2.6 Exercices supplémentaires
Ezxercice 2.6.1 Soit B un mouvement brownien, on pose

T=inf{0<t<1; t+B} =1}

2
———~ _Blyen, 0<t<1
Xt: (1_t)2 t{tg} -

0, t=1.

(1) Montrer que P(t < 1) =1 et donc que fol X2dt < oo p.s.
(1) Appliquer la formule de It6 au processus: {(Bi/(1—1))?; 0 <t < 1} pour montrer que

1 1 1 ) T 1 1 )
XydB, — = [ Xlds=—-1-2 - B2dt < -1 .
0 2 Jo o \(I—=0)* (1-1)°
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(7i) La surmartingale exponentielle

t 1 t
Zy(X) = exp ( / X,dB, — 3 / X3d3>
0 0

n’est pas une martingale, pourtant, pour tout n > 1, et 0, =1 — (1//n), le processus
{Ziro, (X); 0 <t <1} est une martingale.

FEzxercice 2.6.2 Soit B un mouvement brownien et

S; =sup By .

s<t
Soit f une fonction de classe C*, montrer que
N 1(S0) = (S = B)'(S)

est une martingale locale.
Soit g une fonction borélienne bornée sur tout compact de R et

Montrer que G(S;)— (S — By)g(S;) est une martingale locale (on peut utiliser un argument
de classe monotone).

Ezercice 2.6.3 Soit (2, F,F;, P, B;) un mouvement brownien réel standard. On pose
signe(x) Slsiz> 0, —1 sinon.

Montrer que l’intégrale stochastique

t
X, 2 / signe(B,) dB;
0

est bien définie et que X est un mouvement brownien standard mais que (X, B) n’est pas un
mouvement brownien & valeurs dans R?. [(X, B) n’est pas gaussien car X, et By sont non
corrélés mais non indépendants/.

2.7 Solutions des exercices

Solution de I’Exercice 2.1.10 Supposons que h est a support dans [0,b], posons
v k n
Dn:{ k:2_nb3 k=0,...,2 }, n>1.

D,, est une partition de [0,b]. On choisit une modification de f(f My 00[(Bs)dBs qui est continue en
x. L’intégrale de Lebesgue (ou Reimann) du terme de gauche de (2.5) est approchée par la somme :

2" —1 t

b t
> Z—nh(bg)/o Ly oo (Bs)dBy :/ F,(By)dB

k=0 0
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ot la suite de fonctions:
m—1

A b, ..
Fol@) £ Y Sh(b]) L oor(@)
k=0

est uniformément bornée et converge, quand n — oo, vers l'intégrale de Lebesgque (ou Reimann):

F@) 2 [ bty o)y

—0o0

Donc la suite {f[f F,(Bs)dBs; n > 1} converge dans L%(Q) vers f[fF(Bs)st qui est le terme de
droite de (2.5). O

Solution de I’Exercice 2.1.12  Le processus {1jo -(t) : t > 0} est progressivement mesurable

et
pr (/0 1[207T](s)d5 < oo> =P (/0 Lpo(s)ds < oo) =P(tr<o0)=1.

Done {Mpg -(t); t >0} est un élément de M,

loc

t tAT
/ 1[0,7_}(8)st = / st = Bt/\T .
0 0

(R"). Par ailleurs

Donc ] N
BT :/0 1[0’7-}(5)st :/0 1[077_](5)st .
On a N N
E/ 1[20,7}(5) = / E(1j(s))ds = ET < o0 .
0 0
Donc

EBT = E/O 1[077](8)6135:0

2 o]
EB? = F (/ 1[0’7-}(8)st> = E/ 1[20,T}(8)d8 =FET.
0 0

Solution de ’Exercice 2.1.18 Dans toute la démonstration C, désignera une constante stric-

tement positive ne dépendant que de p.
t t
/ s dBs \// ©? ds Zn}/\T
0 0

On pose
et of = pt1[o7,)(5). On a " € M?(0,T), on peut donc, en utilisant le lemme de Fatou, supposer
que @ € M?(0,T) et que X est une martingale.

D’apres la formule de Itd

Tnéinf{tST;

vy [ s p-1 =1 (" 22
| X¢|P =p | signe(X;) |Xs[P™" psdBs + 5 | X 5] lps|” ds .
0 0
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donc, en prenant I’épérance et faisant tendre n — 0o, on obtient 4 l'aide du Lemme de Fatou,

T
Xl = C,F /0 X2 ol ds

T
G E (SUP|Xt|p2/ s ds)
t<T 0

T
|[ o as
P 0
p—2

Par ailleurs, o € M?(0,T), le processus X = B(p) est donc une martingale et d’apres l’inégalité
de Doob

IN

IN

Cp

sup | X, [P ?
t<T »

sup | X;[P~?
t<T

p
< — .
< Lo Il
P
On en déduit

T
1201 < G 17 o H | teulas
p—2 0

p

ce qui démontre le résultat cherché. O

Solution de I’Exercice 2.4.1 La premiére partie est triviale puisque
A n—1 n—1
Su =2 By, (By = By) +e) (By — By)”
k=0 k=0

Le premier terme du membre de gauche tend vers fot BsdBs = 1 (B? —t) dans L*(2), le second vers

et p.s.
On pose Xt:%Btz—l—(s—%) t. Soit 0 <s<t,

B—g—l— (6—1>U' u<s>+(€—l>t

2 2 T 2

B—Z%- (s—l> u; u<s>+(€—l>t
2 2 T 2

1
E(Xi|Xy; u<s) = §E<Bt2

1
= 5E(E(B,?|Bu; u < s)

= E(B} —t|By; u<s)+t
= BZ s+t

(d’apres le théoréeme de caractérisation de Levy), donc

B2 N 1 <o) 4 AW
— e—=]u; u<s €— =

2 2 T 2

t—s+ 1 t+B§
= 6—_ _
2 2 2

== Xs+€(t—8)

1
E(X|FX) = 5 (t — s+ B?

donc X une martingale st et seulement si € = 0. Ce cas correspond & l'intégrale de Ito. Avec € = %,

on obtient intégral de Stratonovich, qui satisfait les régles habituelles du calcul différentielle telles
que f(f BsodB; = 1B}
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Enfin pour £ = 1, on obtient lintégrale de Ité rétrograde (voir McKean (1969), p.35). La sen-
sibilité de la limite (2.27) respectivement au parameétre € est due au fait que les trajectoires du
mouvement brownien sont a variations non bornées. O

Solution de I’Exercice 2.6.3 Posons o, = signe(Bs), ¢ € M? puisque, pour tout T > 0,

T T
E/ gpfds:E/ lds =T < o .
0 0
Donc X est bien défini. Par ailleurs X est une martingale est on pose Yy = X} —t. Soit 0 < s <t
t
EYyFs) = E (/ goudBu> Fs| —1t
0
s 2 t t s
= FkE (/ npudBu> + (/ npudBu> +2/ goudBu/ YudBy | Fs | — 1
0 s s 0
s 2 t 2 t s
= (/ npudBu> + FE ((/ npudBu> ) +2F (/ cpudBu> / pudB, —t
0 s s 0

= X2+ (t—s)—t
= XSZ—s:YS P.S.

2

2

Donc d’apres le théoréme de caractérisation de Levy, X est un mouvement brownien.

On a . . .
1
B; X, :/ signe(Bs)st+/ |Bs|st+§/ signe(Bs) ds .
0 0 0

Donc ;
1
E(B, Xt)E/ Esigne(B;s)ds =0 .
0

Ce qui montre que B et X sont non corrélés. Maintenant soit s < t, I"événement A = {B,; s <
u <t} est FP mesurable, mais

E[(X,— X,)14] = B Ut signe(By) dBy 14| = E[(B — By)14] > 0

en revanche si X et B avaient été indépendants :
E(X; —X5)14]|=E(X;—X;)E(By; s<u<t)=0

ce qui est contradicatoire. O

Solution de I’Exercice 2.6.1 Posons Y; = t + B?, Y est un processus continue, Yy = 0,
Y1 =1+ B2 >1 et P(B? =0) =0, donc pour tout w p.s., Y1 > 1, il eziste donc p(w) < 1 tel que
Y,w) =1, ce qui montre que P(t <1) = 1.

Par ailleurs, pour t < 7, B? <1—t. On en déduit

1 ) 1 BtZ T 1
X dt=4 ——— L, dt < 4 ——dt .
/0 ! /0 (T—pt =7 = /0 Q-
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D’apres la formule de Ito avec p(t,z) = (x/(1 —t))?

dp(t,z)  2z? op(t,r) 2z Po(t,r) 2
ot (1-t3" or  (1-t?2’ 022  (1-1)?%°
2
do(t, By) = + 2B gy 2Bt g 1 g

(1—-1)? (1—1)? (1—1)?

Donc

T 2B2 T 2B T 1
B;) —¢(0,By) = - ——— __dB —_dt
ol 3) o0, 80) =+ [ o [ [t

c’est a dire, par définition de T et de X,

1 T 2B? 1 1
—0:+/ %dt—/XtdBtJrl—
o ( 0 1

1—71 1—1t)3 -7
i.e. ) .
1 T 2B 1
—0= L _dt— | X,dB;—1
1—7 +/0 (1—¢)3 /0 teby— L+
i.€. ) ) ) )
1 1 T 2B
/XtdBt——/ det:——/ X,?dt+/ Lodt—1
0 2 Jy 2 Jo o (1—1)
i.€.

1 1 1 T 1 1
X,dB; — = | X?dt= -2 - Bidt—1<—1.
/0 L 2/0 ! /0 {(1—75)4 (1—t)3} ! N

On a donc Zy(X) < et < 1, donc, E[Z;(X)|Fo] < 1, mais Zo(X) = 1, donc Z(X) n'est pas
une martingale. On pose o, =1 —1/y/n et on considere

Zing, (X) = Zy(X")

avec
2

A
X' =Xt lj<oonry = NENE Bily<onry -

Le critére de Novikov est satisfait puisque

b o4 2 w4
X7 dt = ——B71 dt < dt
/0v | t | /0 (1 _ t)4 t H{t<onAT} - /0v (1 _ t)3

qui est une constante finie. O

Solution de ’Exercice 2.6.2 Si f est de classe C2, soit

Fla,y) = fy) — (y—2)f'(z) .

La formule de It6 permet d’écrire
t t
F(BiS) = 1O+ [ f(8)dB.~ [ (805, - B)is.
0 0
t
B

— F0)+ /0 7(S,)dB,
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car la mesure dSs est portée par l'ensemble {s; Ss = Bs} et {Mtf} est une martingale locale.
Pour tout a > 0, notons

Taéinf{tZO; Sy > a}

{Mtjj\a; t > 0} est une martingale locale.
Soit a > 0, notons T = 14, et Hq Uespace vectoriel des fonctions boréliennes bornées g telles que

My, = G(Siar) = (Siar — Binr)9(Sinr),

soit une martingale. H, contient I'ensemble des fonctions de classe C*. Soit {g,} une suite de H,
et g une fonction borélienne sur [0,a]. On a

(Ga(Sins) — G(Sinr))? < Stnr / ' (gn (1) — g(w))2du

et E(Sinr)? <AE(B},) = E(t A1) < 4t.
Done, dés que g, — g sur [0,al], la suite étant uniformément bornée sur [0,a], on a

gn(St/\T) — g(St/\T)
Gn(st/\T) — G(St/\T)

dans L*(Q2). Cela implique
Mtg/sz - Mtg/\T
dans L?(QQ) et lespérance conditionnelle étant un opérateur continue L?, g € H,.
En particulier : si g, — g uniformément sur [0,a], g € Hq donc H, contient les fonctions

continues sur [0, al.
On termine avec un argument de classe monotone. d
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Chapitre 3

Equations différentielles stochastiques

3.1 Existence et unicité

Hypothéses 3.1.1 On se donne
(i) (Q,F,F, P, B;) un mouvement brownien standard & valeurs dans R™ ;

(ii) & un vecteur aléatoire & valeurs dans R™, de carré intégrable et Fy—mesurable (et donc
indépendant du mouvement brownien B);

(iii) deuz applications
f @ RV XRYS (t2) > f(t,z) € RY
g @ RYxRY> (t,z) — g(t,z) € R .

On note |f| = (30, A2, |g| = (trace(g g*))Y2. On suppose qu’il eviste une constante
K telle que pour tout t > 0, z,y € R? :

|£(t,0)] +g(2,0)]
|f(tz) = ft )|+ g(t,x) — g(t,y)|

Les hypothéses (3.1) et (3.2) impliquent que f et g sont & croissance au plus linéaire :

K, (3.1)

<
< Klo—yl. (3:2)

[f ()| + g(t, )| < K (14 [x]) . (3.3)

On considere ’équation différentielle stochastique (EDS)*

Xt:§+/0tf(s,Xs)ds—|-/Otg(s,Xs)st,tZO. (3.4)

Dans (8.4), le coefficient de “ds”, i.e. f(s,Xs), s’appelle le coefficient de dérive, celui de
“dBs”, i.e. g(s,Xs), s’appelle le coefficient de diffusion.

1.5i g = 0, 'EDs (3.4) devient une e.d.o. (équation différentielle ordinaire). La condition de Lipschitz
(3.2) assure Dexistence et 'unicité d’une solution et I’hypothese (3.1) permet d’étendre cette solution a tout
RT.
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Soit x € RY, on désigne par X*® = { X" ; t > 0} le processus solution de I’équation
tVs tVs
o — gt / F(r, X2%) dr + / g X3V dB, . 1>0. (3.5)
S S

On note X® = X% Etant donnée une variable aléatoire & Fo-mesurable et & valeurs dans
R, on désigne par X*%, le processus : X (w) = X (w), w € Q.

Théoréeme 3.1.2 Sous les Hypothéses 3.1.1, il existe une unique solution X € [M?]¢ 4 I’'EDS

(3.4).
Preuve On définit une application ® : [M?)¢ — [M?] par
t ¢
Q(U)té§+/ f(saUs)d8+/g(3,U5)st, tZO,
0 0

avec U € [M?)¢. D’apres les Hypothéses 3.1.1, on a ®(U) € [M?|¢. Ainsi, une solution de
(3.4) est un point fize de l'application ®. Nous allons déduite ’existence et l'unicité d’un
point unique du fait que, pour tout T > 0, ® est une contraction stricte de [M*(0,T)]% muni

de la norme
T 1/2
A _
U, 5= (E/ e ﬁt|Ut|2dt>
0
pour 3 suffisamment grand.

_ Soit UJ UI € [M2]d; posons U =U— UI; ft - f(ta Ut) __f(ta Ut{): gt - g(ta Ut) - g(ta Utl)y
®, = ®(U); — ®(U");. Pour tout 3 € R, on développe e P |®;* par la formule de Ito :

T T T
e P10, |2 = —ﬁ/ e—ﬂt|<i>t|2dt+2/ e PPy, ftdt+gtdBt>+/ e P trace(g, g7) dt .
0 0 0
Comme U, U' € [M?)%, on peut prendre l’espérance dans cette derniere équation, on obtient
B T o T
B,0,5 < QE/ e PHD,, f,) dt + E/ e Pltrace(g, g;) dt
0 0
T B T ~ T
< E/ eﬁt|c1>t|2dt+E/ eﬂt|ft|2dt+E/ e P g,)? dt
0 0 0
T B T B B B
< E/ eﬁt|<1>t|2dt+2K2E/ e MU dt= P, 5+2K* U, 5.
0 0

Avec 3 =1+4K?, on obtient |, ®(U)—2(U") , % <s5;,U=-U", %, ce qui prouve le théoréme.

O

1
21

Ezercice 3.1.3 (EDS linéaires) On considere le processus X a valeurs dans R solution
de I’'EDS linéaire a coefficients constants :

dXt - FXt dt+ GdBt y XO :g ) (36)
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ot F' et G sont des constantes, B est un Fy—mouvement brownien et & est Fo—mesurable.
En s’inspirant des équations différentielles ordinaires (formule de variation de la cons-
tante), déterminer ®(t) la solution fondamentale de (3.6), i.e. la solution de I’équation

d
SO =Fo@), 20)=1, (3.7)

et montrer que .
X, =20+ () [ @) Gab,
0

est la solution de (3.6).

(i) Etendre le résultat précédent au cas de ’équation
dXt:(FXt+f)dt+GdBt, X[):g,

ou f est une constante.

(ii) Etendre le résultat précédent au cas des coefficients non constants, i.e. F(t), f(t) et
G(t) sont des fonctions mesurables de t.

(ii1) Etendre le résultat précédent au cas multidimensionnel : X [resp. B est & valeurs dans
R? [resp. R"/, F(t), f(t) et G(t) sont des matrices R, R? et R¥*".

(iv) Supposer que & admet une loi gaussienne. Vérifier que le processus X est gaussien :
Xy ~ N(u(t), R(t)). Ecrire l'équation de pu(t) et R(t) (en dimension 1 dans un premier
temps).

Ezercice 3.1.4 (Processus d’Ornstein—Ulhenbeck) On considére le processus X a valeurs
dans R solution de I'EDS linéaire a coefficients constants :

dX, = —a X,dt + 3dB,, X,=¢, (3.8)

ot a et B sont des constantes, B est un F,—mouvement brownien et & est une variable
Fo—mesurable. On suppose que o > 0.

(i) Montrer que la solution de (3.8) est donnée par
t
X, = e—ta5+/ e"=34dB, , t>0.
0

(i) En déduire que si & est une variable gaussienne, alors X est un processus gaussien
d’espérance et de fonction de covariance® données par

u(t) £ B(X)=e"E(),

t
R(t+6,1) £ Cov( X5, X;) = e Vgr(€) et + / e~ (tH—uwa g2 p=(t=ua gy,
0

pourt>0,6 > 0.

=

2. Fonction de covariance: Cov(Xy, X;) = E[(X: — EX}) (Xs — EX)"].
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(12) St E(§) = 0 et Var(§) = $*/(2a) alors le processus X est centré (i.e. u(t) = 0) et de
covariance stationnaire, i.e. R(t + d,t) ne dépend plus de que de § :

R(t+6,t)==—e’% Vt>0,0>0.

(iv) Si & est une variable gaussienne, alors quand t — oo, l'espérance et la fonction de
covariance du processus {Xi5; 0 > 0} tendent vers celles du cas stationnaire :

2
E(Xi5) =0, Cov(Xips, Xi) — 25— e 0,
(07

3.2 Propriétés de la solution d’une EDS

Proposition 3.2.1 Soit [ et g" des coefficients qui vérifient les Hypothéses 3.1.1 unifor-
mément en n (i.e. avec une constante K ne dépendant pas de n). On suppose de plus que

ft,z) = f(t,x), g¢"(t,z) = g(t,z), quandn —oco, (t,z)€ R xR*.

Alors
X" — X, , quandn — oo dans L*(Q;R?) , teR"

ou X" [resp. X[ désigne la solution de I'EDS (3.4) avec coefficients f™ et g" [resp. f et g].
Preuve
Xo-Xp = [1#6X0) = P ds + [ ol X) - 65, XD dB,
0 0
= [0 = s Xl ds+ [ (76X - (s, X)) ds
’ t ’ t
+ [T, X0) = 9" XV dB+ [ [67(5:X0) = (s, X7 B,
0 0

donc?

t
B(X, - XPP) < 4pu(®) + 41+ 0 K? [ B(X, - XIP) ds
1]

ol . . .
oty 2t B / (s, X,) — f(5, X)) P ds + E / 9(s,X,) — g"(s, X) P ds
0 0

pn(t) est une fonction croissante de t, donc

E(|XS—X§|2)§4pn(t)+4(1+t)K2/ E(|Xu— X" du, 0<s<t
0

3.(a+b+c+d)? <4(a®+ b2+ 2+ d?).
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avec le Lemme de Gronwall B.2.2 on a

E(|X; = X{'[?) < 4pn(t) exp(4(1+) K*t) , t>0.
Pour conclure, il suffit de démontrer que p,(t) — 0. (P 2 g(s, X5) — g™(s,X;s) — 0 p.s.
pour tout s > 0 et d’apreés (5.3) |C** < Cte(1+€|%) qui est AP x ds—intégrable. Avec le mme
raisonnement pour f(s, Xs) — f"(s, Xs), on montre p,(t) — 0 par convergence dominée. O

Proposition 3.2.2 Soit p > 2 tel que E|§|P < oo, il existe alors une constante C, telle que

E ( sup |Xs|p> < O, (14 EIEP) (1 +17) exp(C, (2 + 7)), t>0. (3.9)

0<s<t

Preuve C, désignera une constante qui ne dépend que de pmais qui varie au cours de la

démonstration. On note Y; = supyc,<; | X7,
s p
/ g(s, Xs) dB; > :
0

De l'inégalité de Burkholder—Davis—Gundy et des hypothéses (3.1-3.2), on déduit

t
ns@(mMW*/V@&W@+wp
0

0<s<t

t t
EYtg(JpE<|§|p+tp+tp—1/ |Xs|pds+tp/2+t”/2_1/ |Xs|”ds> :
0 0

et

t
EY, < G, (EIE[P + 77 + ) + C, (/21 4+ 1) / EY,ds |
0

le théoréme se déduit donc du Lemme de Gronwall B.2.2. O

Proposition 3.2.8 Pour tout T > 0 et p > 2, il existe une constante C(p,T) telle que

E(wpW?—XWW>SCmTMLHW+MVMb—ﬂW+M—fW

0<t<T

pour tout s, s' € [0,T] et z, ' € R?.

Preuve Supposons s' < s et désignons X*% [resp. X5%] par X [resp X'[, X — X' par X,
x — 2’ par . On considére trois cas:

o Sit <5, alors | Xy|P = |z|P donc

E sup |XP = |z]P . (3.10)

0<t<s

e 51 s’ <t<s, alors

p

t t
P = x—/ f(r,X;)dr—/ o(r, X') dB,

’
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L’argument utilisé dans la preuve de la Proposition 3.2.2 conduit a

B (s bol) <6, (ol +1s—op [+ ls— e o ar)

s'<t<s
et d’apres la Proposition 3.2.2, E(|X!|P) < C(p,T) (1 + |2|P), donc

E sup [ X, P <Cp,T) 1A+ |']P) (|s — s'|P/? + |zP) . (3.11)

s'<t<s

e Sit>s, alors

p

Xpr<c, (|Xs|p . .

Yy

T T
B sup X <C)E <|Xs|”+K”tp‘1/ |Xr|pdr+K”t”/2‘1/ |Xr|pdr> |

s<t<T

Jex0 = s xnar| + | [ gt ) - ot X1 a5,

S S

et par suite

£ sup |KJP < O T) B(ZP) (3.12)
s<t<T
La proposition se déduit en combinant (3.10), (3.11) et (3.12). 0

Corollaire 3.2.4 Soit X [resp. X' la solution de I’'EDS (3.4) avec condition initiale £ [resp.
€'[. Pour tout T > 0 et p > 2, tels que E(||P) + E(|E'|P) < oo, alors il existe une constante
C(p,T) telle que

E ( sup |X, - Xél”) < C(p,T) E(E — €P) .

0<t<T

3.3 Processus de diffusion

Le processus X solution de I'EDS (8.4) est un processus de Markov. Les processus de
Markov de ce type sont appelés processus de diffusion.

Définition 3.3.1 On appelle générateur infinitésimal du processus de diffusion X solution
de l'EDS (8.4), Uopérateur aux dérivées partielles du second ordre défini par

L) 25 Y aylta a 8x]+ S, .) seR.  (3.13)

1<i,j<d 1<i<d Li
~ _ *
ot a=gg*.
Remarque 3.3.2 Le générateur infinitésimal L apparait de maniére naturelle dans la for-

mule de It6. En effet, avec les notations du Théoreme 2.2.5 pour tout fonction ® € C*(R?)
et tout 0 <t <T, ona

d@(Xt) = Lt(I)(Xt) dt + @l(Xt) gt dBt .



S 4 LUV VLIV VN AL AL L VALY e

Lemme 3.3.3 Soit s > 0. Pour tout vecteur aléatoire & & valeurs dans RY et F,~mesurable,
le processus X¢ est solution de ’équation

t t
X;7€:g+/ f(u, XE) du—l—/ g(u, Xp)dBy , t>s. (3.14)

Preuve On suppose s = 0, on considére donc X¢. Comme il y a unicité de la solution, il
suffit d’établir que X¢ est une solution de (3.14). Soit & un vecteur aléatoire & valeurs dans
R? et Fy-mesurable.

€ variable étagée. Supposons que & est une variable étagée, i.e. il existen, v; € R et A; € Fy
(i=1,...,n)tels que & = > x; 14, (pour toute fonction h: h(§) = ¢ h(z;)14,). On a
done X¢ = Sor X{ 14, Par définition de X*', on a

t t
Xfi:xﬁ/f<u,X5i>du+/g<u,X5i>dBu, 20, i=1,...n
1] 0

En multipliant cette égalité par 14, et compte tenu du fait que A; est Fo—mesurable (ce qui
permet d’intervertir la multiplication par 1,4, et l'intégrale stochastique), on obtient (3.14)
apres sommation Sur 1.

¢ de carré intégrable.  Si & est de carré intégrable, il existe une suite {£"} de variables étagées
Fo-mesurables qui converge vers & dans L*(Q). Soit Y [resp. Y] la solution de I'EDS (3.14)
avec condition initiale & [resp. £"].

D’apres le cas précédent, Y™ = X", De plus Y* — Y; en moyenne quadratique (voir
Corollaire 3.2.4). Enfin, £ — & en moyenne quadratique, on peut donc en extraire une
sous—suite (également notée ") qui converge p.s. Par continuité de application x — X[ :
an — Xf p.s. Récapitulons :

Y =X = XE ps. et Y=Y dans L2()

on en déduit que Xf =Y, p.s. (t >0)., i.e. ces deuzx processus sont une modification 'un
de lautre, comme ils sont également continus, ils sont donc indistinguables, ce qui montre

(3.14).

Cas général. On note " 2 § Lyjg<ny, " est une suite de variables Fo—mesurables, de carré
intégrable et qui converge presque stirement vers & quand n — oo. Par continuité de [’appli-
cation x — X : an — Xf p.s. D’autre part, Y;* — Y, p.s. Donc, pour tout t fizé, Xf =Y,
p.s., Par continuité, ces processus sont donc indistinguables. O

Remarque 3.3.4 Soit & un vecteur aléatoire & valeurs dans R et Fy—mesurable et X le
processus solution de X; = & + fotf(u,Xu) du + fotg(u,Xu) dB,, t > 0, alors X, est un
vecteur aléatoire ¢ valeurs dans R® et F,—mesurable. On a donc trivialement X, = th’Xs,
t>s.
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Théoréeme 3.3.5 Sous les Hypothéses 3.1.1, la solution de I'EDS (3.4) est un processus de
Markov.

Preuve Soitt>s>0 et A€ B(R?), d’apres le Remarque 3.3.4
E(14(X)|Fy) = E(La(X;)|F)

D’une part o = 14 est une application borélienne et bornée, d’autre part {X,*; x € R} est
une fonction aléatoire continue & valeurs dans R? indépendante de Fi.
En appliquant le Lemme A.2.7, on obtient

E(14(X;)|F) = EQa(X;)

X5)
c’est a dire P(X; € A|F;) = P(X; € A|X,). O
Remarque 3.3.6 Au processus de Markov X on associe sa loi initiale, i.e. sa loi de Xy = €&,
et sa probabilité de transition

p(s,z;t, A) 2 PX;cAlX,=2), t>s>0, AcBRY.
At, s, x fivés, Uapplication A p(s,z;t, A) est une probabilité sur (R, B(R?)) qui coincide
avec la loi de X,"*. Ainsi, la probabilité de transition ne dépend que des coefficients de dérive
et de diffusion.

3.4 Cas homogene

On considere un processus X solution de [’'EDS homogéne en temps
dX, = f(Xy)dt +g(Xy)dB,, t2>20, Xo=¢,
sous les Hypothéses 3.1.1.

Proposition 3.4.1 Les processus {X}%;t > 0} et {X";t > 0} ont méme loi, i.e. le
processus X est homogeéne en temps.

Preuve
Xip = x+/ FX5) du/ (XY d
=:x+Afmﬁ;m+Agxﬁz B (u=s+v)
ot By, = By, — By (v > 0) est un mouvement brownien (voir Exercice 1.2.4). Par ailleurs,

t t
X —at [ pxendos [ g0 s,
0 0
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Comme B et B ont méme loi, on en déduit la proposition. O
Les probabilités de transition p(s,x;t,-) et p(0,x;t — s,-) coincident, on pose donc
po(x, A) 2 p(0,2;t,A), t>0, xR A€ BRY) . (3.15)

Proposition 3.4.2 Soitt >0 et ¢ : R — R borélienne, on pose

Pigl(x) 2 / o) pile, dy) = Elp(XP)], Vo e R (3.16)

Rd

L’opérateur P, : ¢ — Pyp est un opérateur linéaire continu. La famille {P;; t > 0} vérifie
une propriété de semi—groupe, i.e. :

PsoPt:PtoPs:Ps+t7 SatZO, Py=1.

Preuve
Elp(X1,)] = E[p(X)] = [Pupl(y) |
[Powl(x) = Elp(XE,)] = Elp(X0 )] = E[(Pop)(XP)]
done [Pyyigl(x) = [P (Pp)](x) = [P 0 P() (). 0

Co(R?) désigne l’espace des fonctions continues définies sur R o valeurs dans R et nulles
a Uinfini. C%(R?) désigne l'espace des fonctions deuz fois continument différentiables définies
sur R? & valeurs dans R et a support compact.

Théoreme 3.4.3 On suppose que les fonction f et g sont lipschitziennes et bornées. Les
opérateurs {P;; t > 0} forment un semi—groupe fortement continus d’opérateurs markoviens
sur Co(R?).

De plus, pour tout o € C%(R?), le processus M¥¢(z)

VPG 2 0X7) — plo) — [ LolXD)ds . 120, (317
est une F—martingale et
Pl(x) = o(x) + /0 P(Lo)](x)ds, t>0, z€RE. (3.18)

ou L désigne le générateur infinitésimal de la diffusion X.

L’opérateur Py est dit markovien st P11 =1 et st f > 0 implique Pyf > 0.

Preuve
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Point 1: Si o € Co(R?) alors Pyp € Co(R?).  L’application (t,x) — o(XF) étant p.s. conti-

nue bornée, la continuité de lapplication x — Pyp(x) = E[p(X[F)] est une conséquence du

théoreme de convergence dominée. Il faut maintenant vérifier que Py est nulle a l’infini.
Soit r > 0,

|Prp(a)] < Sup_ o)+ lellee POXE — 2] > 7).
Y, |1 TYIST

Par ailleurs
x 1 T 2

P(XY —z[>r) < — E(X{ —z[)

E(

14 1)

r
2 t t

< Zle(|[ renas [ atxsyas,

r 0 0

)

)

<

et |p(y)] = 0 quand |y| — oo. Donc

) 2 K?
lim_ Pp(o)] < ol 3t (140)

En faisant tendre r — +o00 on montre que [Pyp](z) — 0 quand |x| — oo.

Point 2: Caractére continu du semi—groupe. Soit o € Co(R?), il faut montrer que
| Pip — Ps|lo = 0 quand |t —s| — 0 .

En se ramenant a s = 0, il suffit de montrer que

|Pip — ¢l|loo = 0 quand t — 0 . (3.19)
On a
sup |Pp(z) — p(z)] < sup () — 0] + 2|l P(IX} — 2| > 1)
zER {(z)y); lz—y|<r}
t(1+1)
< sup () — oW)] + 2[[plloc —5—
{(z); le—y|<r} r
donc

lim sup sup |Pyp(z) — p(z)| < sup lp(z) — ¢(y)]
t=0  geRd {(@y); |lz—yl<r}

et ce dernier terme tend vers 0 quand r — oo car ¢ € Co(R?) est uniformément continu. Ce
qui démontre (3.19).



Point 3: Preuve de (3.17) et (3.18). Soit ¢ € C%(R?), avec la formule de It6

X = o) + | Lo(X7)ds+ / o (X5) g(X7) dB,
donc .
MF (z) = / (X7 g(X*) dB,

qui est une F; martingale.
En prenant espérance dans (3.17) et en appliquant le théoréme de Fubini on obtient

(3.18). 0

Corollaire 8.4.4 Pour tout ¢ € C%(R?)

P, _
Lo tim TP =¥
t—0 t

pour la topologie de Co(R?).

Preuve

Pt o [ (Pled - o) @) ds

Remarques 3.4.5 (i) On définit le domaine du générateur L par
P —
D(L) = {f € Co(RY) ; # a une limite quand t — 0}

(limite pour la topologie de Co(RY) ). L est un opérateur non borné de Co(R?) de domaine
D(L) dense (puisque, d’apres le Corollaire 3.4.4, il contient C%(RY)). L est appelé
générateur infinitésimal du semi—groupe {P;;t > 0}.

(i) En dimension finie un semi—groupe est caractérisé par son générateur infinitésimal. En
dimension infinie, le théoréme de Hille—Yoshida fournit des conditions suffisantes pour
qu’un semi-groupe soit caractérisé par son générateur infinitésimal (voir Ethier-Kurtz

[11] pp. 10-16).

3.5 Solution faible d’EDS

On peut affaiblir les hypotheses d’existence et d’unicité de la solution d’une EDS intro-
duites précédemment (notamment les conditions de Lipschitz) et donc introduire une nouvelle
notion de solution dite faible, en opposition auz solutions fortes. Cect a des implications im-
portantes ausst bien pour la théorie que pour les applications.

Définition 3.5.1 La solution faible de I’équation (3.21) est un triplet :
- (Q,F,F, P), un espace de probabilité filtré,
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~ B, un F,-mouvement brownien (standard),
- X, un processus Fy—adapaté

(ces deuz processus étant définis sur l'espace donné) tel que

P (/Ot 11 (5, X0)] + g5, X,)|7] d5> —1, t>0, (3.20)

et
dXt = f(ta Xt) dt + g(ta Xt) dBt ) XO = g . (321)

Définition 3.5.2 (Unicité en loi) L’EDS (3.21) admet une unique solution faible en loi
st, étant données deuz solutions faibles

(Q,F, F,P,B,X) et (QF F,P B, X)

(avec conditions initiales de méme loi), alors les processus X et X ont méme loi.

Dans ce cadre, il existe également un autre concept d’unicité : L’EDS (3.21) admet une
unique solution faible au sens trajectoriel si, étant données deux solutions faibles

(Q,F,F,P,B,X) et (QF,F,P B, X)

(donc seuls les processus et les filtrations sont différentes B est un mouvement brownien
pour les deuz filtrations) avec méme condition initiale, alors les processus X et X sont
indistingables.

Exemple 3.5.3 L’équation
dX,; =signe(Xy)dB; , Xy=0,

admet une solution faible unique en loi. En effet, X est une martingale telle que de variation
quadratique t, il s’agit d’un mouvment brownien. Il n’y a pas unicité au sens trajectoriel car
—X est ausst solution cette équation. Enfin, on peut montrer que cette équation n’admet pas
de solution forte (cf. Karatzas—Shreve [16] p. 302), cela demande un peu de travail...

La transformation de Girsanov est un outil fondamental pour démontrer ['existence et
l'unicité de solution faible d’EDS :

Proposition 3.5.4 (Existence) On considére I’équations
dX, = f(t,X;)dt + dB, . (3.22)
On suppose que f est borélienne et qu’il existe K < oo tel que
ft,2)| < K(1+|z]), t>0, zeR?. (3.23)

Alors pour toute mesure de probabilité p définie sur RY, (8.22) admet une solution faible de
loi initiale loi(Xo) = p.
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Preuve On considére lespace canonique (2, F, P), X le processus canonique, F; la filtra-
tion naturelle associée et P, la loi du “mouvement brownien issu de x” (i.e. du processus
x+mouvement brownien). On sait que

22 e ([0, axy - [ 1xras)

est une F,—P,-martingale quelque soit x € RY. On définit alors la loi

dQz
dp, |,

:Zt, tZO

Alors .
BtéXt—x—/ f(S,XS)dS
0

est un Fi—Q,-mouvement brownien avec Q.(By =0) =1. D’ou
t
Xt:x—i-/ f(s,X5)ds+B;,, t>0.
0

Enfin, sous la loi Q,(A fRd Qz(A) p(dx), (0, F, Fi,Qpu), B, X est une solution faible de
(8.22) avec loi initiale yJ a

Proposition 3.5.5 (Unicité) On considére (U, F', Fi, PY), B', X' (i = 1, 2) deuz solu-
tion faibles de ’équation (3.22) avec méme loi initiale. Si, pour tout T > 0,

T
P! (/ |f(t,X;')|2dt<oo>:1, i=1,2, (3.24)

0
alors (X1, BY) et (X?, B%) admettent la méme loi sous leur mesure de probabilité respective.

Preuve On se fite T > 0. Pour tout k on définit le temps d’arrét

7 &in {t>0 /|st |2ds_k} AT

7 T, P'—p.s. quand k — oo. On pose

a(x) e (= [t xp.axy + [ 1rexras.)

A Uaide du critére de Novikov on montre que {&inri (X%); t > 0} est une martingale sous P'.
On peut donc définir un loi QiT’k sur (2, F) telle que

) tATy
XZAT _X5+/ f(s,X)ds+BzAT
0
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est une QiT,kfmouvement brownien.
Q%yk est la restriction d’une mesure de probabilité Q% aux processus continues, constants
apres Uinstant 7/ et arrétés en T, pour tout k.
Enfin, pour tout n, 0 =ty <t; <--- <t, <T et tout borélien I de R2d(nt1
P! [(X ! B}

to? “to? "

X, B el i =T]
1 1
B /Ql Ernn (X1 Li(xdy Bl Xl Bl et rp =1} A

1
= / 2 (Y2 1{(X30,Bfoy---,X?nnyn)ERT,§=T} dQ%k
02 gt/\Tk( )

- P2 [(Xt207 Bt207 st 7Xt2n7 Bth) 6 1—‘, 7—]3 = T] .
Pour conclure, il suffit de faire tendre k — oo. 0

3.6 EDS & EDP

Soit P, . la lov sur 'espace canonique sous laquelle
dXs = f(s,Xy)ds + g(s,X5)dBs , Xy =2, t<s<o0, (3.25)

ot B est un P,, mouvement brownien. On note E;, l’esprérance associée a P, . On note
Px == PO,a: et Ex == Eg,x.
On fait les hypothéses suivantes

Hypothéses 3.6.1

(i) Les coefficients f et g sont continus et a croissance au plus linéaire.

(1) Quelque soit (t,z) € [0, 00[xR?, I’équation (3.25) admet une solution faible, unique en
los.

On se fite T > 0, L > 0, A\ > 1 et on considére des fonctions continues o : R? — R,
B:[0,T] xR — R, v:[0,T] x R [0, 00| telles ques

(i) |o(a)| < L1+ [z[*),
ou (3.26)
(i) a(x) >0,

pour tout v € R?, et
(i) 18(t,2)] < L1+ [z[*),
ou (3.27)
(1) B(t,x) =20,

pour tout 0 <t < T, v € RY.
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On définit le générateur infinitésimal associé a la diffusion (3.25):

d

el £ 00 0+ B aten) g5

=1 1<3,5<d

A *
avec a = gg*.

Théoréme 3.6.2 Sous les hypothéses 3.6.1, supposons que v : R x [0,T] — R? est de
classe CH2([0, T[xRY) et vérifie le probleme de Cauchy suivant

ov

5 +yv=Lw+ B sur [0,T[xR , v(T,r)=a(z), zcR (3.28)

et est a croissance polynomiale

< 2 d .
Oriltzi)%v(t ) <M1+ |z[*), zeR (3.29)

pour des constantes M > 0 et p > 1 données. Alors v admet la représentation suivante
T r s
v(t,x) = E;, [a(XT) e~ Je A(wXu)du | / B(s, X,) e I 1wXu)du ds] (3.30)
t
sur [0,T] x R, en particulier une telle solution est unique.

Preuve On applique la formule de Ito au processus v(s, X;) e Je 7wXu)du g e [t T]. Avec
=inf{s > t; | X;| > n}

T ATy,
v(t,x) = Eig {/ B(s, Xs)e = J¢ 7w Xu) du ds]
¢
—|—Et7$ |:’U(7'n,X )6 ft 7w, Xu) du 1{7—”<T}:|

o [a(XT)e I wX) dU1{Tn>T}] (3.31)
L’estimée sutvante

E,, Imax X, <O (14 [z]™)efCD | 1 <s<T, (3.32)

est valide pour tout m > 1 (C est une constante strictement positive fonction de m, K, T et
d uniquement).

Par convergence dominée et a ’aide de (3.32) et (3.26)—(i) [ou par convergence monotone
et a laide de (3.32) et (3.26)-(ii)], le premier terme du membre de droite de (3.31) converge,

quand n — 00, vers

T
Ete {/ B(s, Xs) e~ J YW Xu)du 7o
t
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Le deuziéme terme est borné en valeur absolue par
By (|0(, Xr)| Ymuery) < M (L+0*) Py(r, <T) (3.33)

mais, d’apres (3.32) et Uinégalité de Chebycheff

Pt,az(Tn < T) < Pt,:z: <tr<ni)§~ |Xr| > n) (334)
< nPE, (max |X,|> (3.35)

t<r<T
< Cn72 (1 + o)) et . (3.36)

En choisissant m > i, le membre de droite de (3.33) converge vers 0 quand n — 0o.
Enfin, le dernier terme de (3.31) converge, par convergence dominée ou par convergence
monotone, vers

Et,a: OZ(XT) e~ ftT 7v(u,Xu) du

Proposition 3.6.3 Une condition suffisante pour ['existance d’une solution v du probléme

de Cauchy (3.28) satisfaisant aux conditions de croissance polynomiale (3.29) est donnée par
(cf. Freidman [13]):

(7) Ellipticité uniforme : Il existe une constante § > 0 telle que

(y,a(t,z)y) > 6 y|?

pour tout x, y €RY, ¢ > 0;
(#) Bornitude : Les fonctions a(t,x), f(t,x), v(t,z) sont bornées sur [0,T] x R? ;

(77) Continuité holderienne : Les fonctions a(t, z), f(t,x), v(t,x), B(t,x) sont uniformément
hélderiennes sur [0,T] x R? ;

(iv) Croissance polynomiale : Les fonctions a(z) et f(t,x) vérifient (3.26)—(1) et (3.27)(i)
respectivement.

On admet la résultat suivant (cf . Karatzas-Shreve [16] p. 367) :

Proposition 3.6.4 Supposons les coefficients bornés, i.e.

filtt, o)+ gi(ta) <K, i=1,...,d, z€R", 0<t<T. (3.37)

j=1

Alors la condition de croissance polynomiale (3.29) dans le Théoréme 3.6.2 peut étre rem-
placée par

max |v(t,z)| < Ke*P | 2z ee R, (3.38)
0<t<T

pour un certain K >0 et 0 < p < 1/18 pTd.
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3.7 Exercices supplémentaires

Ezercice 3.7.1 Soit (Q, F,F;, P, By) un mouvement brownien réel standard et X un pro-
cessus de [to

t t
Xt:X0+/fsds+/gsst, 0<t<T.
0 0

On suppose que Xy > 0 p.s. (0 <t <T). Il s’agit d’établir la formule
t t
X, t=Xx,1 - / X, 2dX, + / X, g2ds . (3.39)
0 0

On procéde par étapes
1 n pose T, = in <t<T; Xy <=} Montrer que 7, est un temps d’arrét (Vn €
) O inf{0 <t <T; X, <~t}. Mont tunt d’arrét N
et que T, — 00 p.s. quand n — Q.
i) Etablir (3. avec t remplacé par t A1,. [On appliquera la formule de It a une fonction
1) Etablir (5.59 t [ t 0 [ [ le de It t
¢n € C2(R) telle que pn(z) =L pour x> .
(#i) Etablir (3.39).

Nous avons définit les équations différentielles stochastiques & valeurs dans RY, il est
également possible de définir des équations a valeurs dans d’autres types d’espaces (ex. des
variétés). Dans les deuz exercices suivants on considéres des équations différentielles stochas-
tiques a valeurs dans un intervalle de R.

Ezercice 3.7.2 On considere [’équation différentielle stochastique
et on suppose que 0 < Xy < 1.

(1) Montrer que P(X; € [0,1] V& > 0) = 1 et que si X; = 0 [resp. Xy = 1] alors X; =
0 [resp. Xy = 1] pour tout t > s. Ainsi l'équation (3.40) a un sens (i.e. vérifie les
conditions du théoréeme d’existence et d’unicité sur le domaine |0,1[).

(i) On pose T £ inf{t > 0; Xy = 0 ou 1}, on consideére I’équation (3.40) pour t € [0, 7],
dans ce cas on a X; €0, 1].

(111) La fonction ]0,1[3 z + log(z/(1 — x)) est de classe C*. On pose Y; = log(X,;/(1— X)),
utiliser la formule de It6 pour trouver [’équation dont Y; est solution [aide : sur]0,1] le
processus t — (1 — X;) X; est dans M?. Solution :

et —1
dY; =dB; + = dt .
! AbFowiy
Ezercice 3.7.3 On considere [’équation différentielle stochastique

dXt = (aXt+C) dt—|—2\/ Xt dBt (341)

on suppose que Xy > 0.

(i) Sous quelle condition P(X; > 0, Vt > 0) = 1 [réponse : ¢ > 0. Montrer que I’EDS (3.41)
a un sens (i.e. vérifie les conditions d’existence et d’unicité sur l'ensemble [0, 00]).
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(i) On pose Y, = /Xy, utiliser la formule de Ité pour trouver I’équation dont Yy est solution.
[Solution :

1
Y, =dB, + — (aY}? -1 .
dY; dt+2Yt(at+c )dt ]
Ezxercice 3.7.4 Soit X solution de
dXt:CXtdt‘i‘XtadBt, X07é0

avec o # 1. Trouver u(-) telle que Y; = u(Y}) soit solution d’une équation avec coefficient de
diffusion égale a 1.

Ezercice 3.7.5 On considére l’eds linéaire a valeurs dans R
dXt: (FtXt+ft) dt+<GtXt+gt7 dBt> ) X0:€ 5 (342)

ot B est un Fy—mouvement brownien & valeurs dans R*. Les coefficients Fy, f;, Gy, g¢ (a
valeurs dans R, R, R™ et R" respectivement) sont Fy—adaptés et localement bornés. On pose

¢ 1
B, 2 exp / (Fsds+<Gs, dBt>—§|Gs|2ds> | (3.43)
0

Montrer que l'unique solution de l’équation (3.42) est

t t
Y=t fer [ 000 Guads+ [ @ 0] (3.41)
0 0

En particulier, la solution de [’équation

dXt == Ft Xt dt + <Gt Xt7 dBt> ; XU = f y (345)
est donnée par
! 1
X, = fexp/ {(Fs — §|Gs|2) ds + (G, st>] . (3.46)
0

Dans le cas de coefficients constants Fy = F, Gy = G, s1 2 F < |G|* alors X; — 0 p.s. pour
tout condition initiale &.

Ezxercice 3.7.6 On considere l’eds a valeurs dans R
dXt == Ft Xt dt + GdBt s Xo =a . (347)
On suppose que Fy < —a < 0, pour tout t > 0. Montrer que

G? G?
E(Xf)<—+<x2—2—> et >0,
o)
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3.8 Solutions des exercices

Solution de I’Exercice 3.7.1 On pose
T Sinf{t <T; X, <1/n} AT

[1/n,00[ est un fermé, donc 1, est un temps d’arrét (voir Exercice 1.3.10). Pour tout w p.s., t —
Xi(w) > 0 est continu sur [0,T], il existe k(w) > 0 tel que Xy(w) > k(w), ce qui montre que 7, — T

..
On considére oy, € C2(]0,00[) telle que py,(z) = 1/ pour x > 1/n. D’apres la formule de Ito

t
1
en(Xt) = pn(Xo) +/0' ‘P;z(Xs) dXs + §<PII(XS)9§ ds, 0<t<T.
Mais pour t < 7, on(Xy) = X, 1, donc
t
1
X=Xt —/0 Xs_QdXs+§Xs_3g§ds , 0<t<T,.

En faisant n — oo, on obtient le résultat cherché. O

Solution de I’Exercice 3.7.4 D’apres la formule de It6 : le coefficient de diffusion de l’équation
de Y; est

u'(Yp) Y
il suffit donc de prendre u'(z) x® = 1, c’est a dire u(z) = 217%/(1 — a). On obtient :

(01

Y =dB l—-a)Y; — —— .
d dt+<c( a)Yy 2(1—a)Yt>dt

Solution de I’Exercice 3.7.5 Il suffit d’appliquer la formule de It6 au membre de droite de
Uégalité (3.44) pour montrer que Xy défini par cette méme égalité est solution de I'équation (3.42).
Le Théoréeme d’existence et d’unicité prouve que cette solution est unique.

L’équation 3.45 avec coefficients constants admet pour solution

Xi = gexp |(F = JI6P) 1+ (G.aB)

Si |G| = 0, Uexercice est trivial. Si |G| # 0, alors Wy = (G,dBs) /|G| est un mouvement brownien
standard, posons p=F — %|G|* et o = |G|, alors

1
z(,ut—i—aWt) —pu<0 p.s.
car W/t = 0. Donc
1
X; = Xy exp (t {Z(ut—i—aWt)]) —0 p.s.

Solution de I’Exercice 3.7.6 Posons V; = E(X?). D’apres la formule de Ito
Vi=2FV,+G* < -2aV,+G”.

Le résultat s’obtient a l'aide du Lemme de Gronwall. O
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Chapitre 4

Application en finance

4.1 Introduction

La bourse offre un grande variété de produits financiers. Certains produits ne garantissent
pas de revenu, d’autres proposent plus de garanties. Voici quelques intruments classiques (liste

tres succinte!) :

Actions, représente une fraction de [’entreprise.
Elle donne un droit de vote auzr assemblées d’ac-
tionnaires. L’actionnaire a droit au dividende (si
la société réalise des profits et décide d’en dis-
tribuer une partie, au lieur de réinvestir). Une
action est une “brique” d’une société : elle corres-
pond & une part de actif net de la société (fonds
de commerce et tous les biens possédés de [’entre-
prise, déduction faite de ses dettes). En achetant
une action on court le risque de perdre, au plus,
le priz de Uaction, méme en cas de faillite. Cer-
tains types d’action ne donmnent pas les mémes
droits (actions & dividendes prioritaires et certifi-
cats d’investissements n’ont pas de droit de vote).

Obligations, représente la fraction d’une créan-
ce sur l'organisme émetteur (celui—ci vous doit de
Uargent). Les obligations sont émises par I’Etat,
les collectivités publiques et les entreprises, pu-
bligues ou privées. La valeur nominale d’une obli-
gation est le priz facial du titre, celui qui ser-
vira de base de remboursement et au calcul des
intéréts. Une obligation peut étre émise a un pric
inférieur a sa valeur nominale : on dit qu’il y a
prime d’émission. A léchéance d’une obligation,
Uémetteur devra la rembourser a son détenteur,
auw minimum & la valeur nominale. S’il la rem-
bourse plus cher, on dit qu’il y a prime de rem-

boursement. Une obligation donne droit a un in-
térét exprimé en pourcentage de sa valewr nomi-
nale. Une obligation est cotée en bourse donc ces-
sible a tout moment.

Titre composite, a la fois proche de laction et
de 'obligation : les titres participatifs et les obli-
gations convertibles. Un titre participatif est un
emprunt perpétuel émis par des sociétés apparte-
nant o Uetat. Il offre a la fois une rémunération
fize (un pourcentage de sa valeur nominale), et
une rémunération variable fonction d’un indica-
teur (évolution du chiffre d’affaires, du résultat
etc.). Sa rémunération peut étre comprise entre
un plancher et un plafond. Une obligation conver-
tible reprend les principales caractéristiques de
Uobligation mais peut étre convertie en action de
émetteur, dans des conditions définies initiale-
ment. Elle offre une rémunération inférieure a
la moyenne des obligations de risque et de durée
tdentique. Le jour de som échéance, une obliga-
tion convertible est soit transformée en action,
soit remboursée a sa valeur nominale.

Contrat a terme, engage deur parties. L’ache-
teur s’engage 4 acquérir & une date ultérieure,
appelée échéance, un bien 4 un pric fixé aujour-
d’hui. Il peut porter sur des matiéres premiéres
mais également sur des taux d’intérét ou des obli-
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gation : ce sont alors des contrats & terme finan- Bon de souscription, permet de souscrire une
ciers. Un contrat 4 terme peut étre revendu (par action nowvelle & un priz fizé le jour de son émis-
Uacheteur initial) ou racheté par le vendeur ini- sion, jusqu’a une date déterminée.

tial jusqu’a son échéance.

Nous nous intéresserons plus particulierement au probleme des options. En effet, c’est un
des domaines de la finance ot l'analyse stochastique brownienne s’est montrée la plus fruc-
tueuse. Les premiers travauz, de Black-Scholes [2] et de Merton [19], ont porté sur [’évaluation
et la couverture des options.

Contrat d’option négociable
A. Définition

Une option est un titre donnant droit a son détenteur, et non 1’obligation, d’acheter ou
de vendre (suivant la nature de l'option), une certaine quantité d’un actif financier, a une
date convenue et a un prix firé d’avance. Les éléments d’un contrat d’option sont:

— la nature de 'option : option d’achat (call) ou option de vente (put).

— L’actif sous—jacent (titre, valeur, instrument financier ou matiére premiére) sur lequel
porte ['option ;

— Le montant, i.e. la quantité d’actif sous—jacent a vendre ou a acheter.
— Le prix d’exercice de référence auquel se fait la transaction en cas d’exercice de [’option ;

— L’échéance, en principe trimestrielle, au dela de laquelle [’option ne pourra plus étre
exercée ou négocie’ ;

Ces parametres restent constants pendant toute la durée de vie du contrat.

L’option a un un prix, appelée prime. Lorsque [’option est cotée sur un marché organisé,
la valeur de la prime est donnée par ce marché. En [’absence de cotation, le probléme du
calcul de la prime se pose. De méme pour une option cotée, il est intéressant d’évaluer cette
prime afin de détecter une anomalie du marché.

L’acheteur de [’option a le droit, mais non ’obligation, d’exercer son option jusqu’a
I’échéance fizée, c’est-a—dire d’acheter (option d’achat) ou de vendre (option de vente) l’ac-
tif sous—jacent, au priz d’exercice et pour la quantité prévus dans le contrat, une somme
correspondant au cours coté de l'option (le premium ), qui reste définitivement acquise a ce
dernier.

Le vendeur de [’option est dépendant de la décision de ’acheteur : en cas d’exercice de
Uoption par ce dernier, il est tenu de livrer (option d’achat) ou de payer (option de vente)
la quantité d’actif sous—jacent prévue au contrat, au priz d’exercice fixé.

1. On ne parlera ici que des options européennes qui ne peut étre exercée qu’a I’échéance. Il existe aussi
les options américaines qui peuvent étre exercées & n’importe quel instant précédent 1’échéance. Il existe
également les options asiatiques qui sont de type européen (exercable uniquement & échéance) dont le prix
de référence est calculé selon la valeur moyenne du prix du titre & des dates fixées & l’avance au cours de la

vie de 'option.
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Prenons, a titre d’exemple, le cas d’une option d’achat (call) d’échéance T', sur une action
dont le cours a la date t est P,. On note q le priz d’exercice. A [’échéance, deux cas se
présentes :

(i) si Pr < q, le détenteur de 'option n’a pas intérét a exercer son option,
(i) si Pr > q, le détenteur exerce son option et réalise un profit de [Pr — q.

A Uéchéance, la valeur de Uoption d’achat est donc de
[Pr— CI]+ .

En cas d’exercice (cas (ii)), le vendeur de l'option doit étre en mesure de fournir une action
au priz q. 1l doit donc produire, a 'échéance une richesse égale & [Pr—q]*. Au moment de la
vente de l’option, que l'on fize a t = 0, le cours Pr est inconnu et deuzr questions se posent :

(Q1) Combien faut—il payer a l'acheteur de l'option ? Pour répondre a cette question,
il faut évaluer, a Uinstant t = 0, la richesse [Py — q|* disponible a la date T.
C’est le probleme de ’évaluation owu pricing

(Q2) Le vendeur touche la prime q a la date t = 0. Comment parviendra—t—il @
produire la richesse [Py — q|™ a l’échéance ? C’est le probléme de stratégie de
couverture.

B. Arbitrage

Les questions que [’on vient voir ne peuvent se poser qu’avec un minimum d’hypothéses.
La plus importante est que, dans un marché, il est impossible de faire des profits sans prendre
des risques. On dit qu’il n’y a pas d’opportunité d’arbitrage. Cect ce traduit par des hypothéses
mathématiques développées plus loin.

Cette hypothese, induit une relation entre option d’achat et option de vente. Supposons
qu’il est possible d’emprunter ou de placer de [’argent a un tauzx r constant.

Soit Of [resp. O}] le priz de Uoption d’achat [resp. de vente]. Supposons qu’ils ont la
méme date d’échéance T et le méme prix d’exercice q. En l’absence d’opportunité d’arbitrage,
on a la relation suivant, dite de parité call/put :

O — O =P, —qe TV 0<t<T. (4.1)

Ezemple 4.1.1 (Opportunité d’arbitrage) Supposons qu’a un instantt, (4.1) ne soit pas
vérifiée, par exemple : O — O > P, — qe "I, On achéte alors une action et une option
de vente et on vend une option d’achat. A cet instant t, cette opération nous coite donc :

J— a v
k=0] -0/ =P,
St k > 0, on place cette somme au tauzr r jusqu’a ’échéance, sinon on emprunte au méme
2 2
taux. A la date T, deux cas se présentent :

(i) Si Pr > q alors on exerce son option d’achat, on livre l'action, on encaisse la somme q
et on solde ’emprunt ou le prét, on obtient donc une richesse

g+ IO -0 —P)>0.
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(i) Si Pr < q, alors on exerce son option de vente et on solde ’emprunt ou le prét. On
obtient donc une richesse

g+ IO —0"—P)>0.

Dans les deuz cas on a réalisé un profit: c’est un exemple d’arbitrage (pour plus de détails
sur ces relations d’arbitrage voir Cox—Rubinstein [7]).

C. Modéle de Black € Scholes

Bien que les relations d’arbitrage donnent beaucoup d’informations, elles ne permettent
pas d’évaluer les prix (ce qui est le but rechercher). Il est nécessaire de modéliser [’évolution
des cours. Black et Scholes ont les premiers établi un modéle conduisant a une formule
explicite pour le priz d’une option d’achat européenne et une stratégie de gestion qui permet
au vendeur de ['option de se couvrir parfaitement, i.e. d’éliminer totalement le risque. Dans
ce modele, le prix de ['option d’achat est la somme exacte dont on doit disposer initialement
pour suivre la strategie de couverture et produire ainsi exactement la richesse [P,—q|T. Cette
formule dépend d’un parametre, appelé coefficient de volatilité, qui n’est pas directement
observable et qu’il est nécessaire d’estimer.

La suite du chapitre se décompose de la facon suivante :

— Nous présentons un modéle d’évolution du priz des titres d’un marché pour lequel nous
développons la notion de processus de portefeuille et de consommation. Nous décrirons
dans quelle mesure une couple portefeuille/consommation est “admissible”.

— Dans le cadre des biens contigents, un peu plus général que celui des options, nous répon-
drons auz questions (QL) et (Q2). Nous présenterons les résultats de Black € Scholes.
Nous ne considérons que le cas des options européennes (les options américaines font
apparaitre des techniques de temps d’arrét : a quel moment faut—il exercer son option?).

— Nous nous intéresserons enfin au probleme du choix optimal de processus de porte-
feuille/consommation.

4.2 Portefeuille et consommation

4.2.1 Définitions

On consideére un marché composé de d + 1 titres (ou actifs) négociés en temps continu.
Dans tout ce chapitre on se fize un horizon fini T < co. A Uinstant t, P} désigne le priz de
Vactifi (1=0,...,d).

on suppose que l'un des actifs (i = 0) est sans risque, i.e. son priz évolue suivant l’équation
différentielle ordinaire :

PP=r P, P=1p", (4.2)

(le tauz d’intérét instantané r est un processus stochastique).
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Le cours des d autres actifs “a risque” est régi par le systeme linéaire d’EDS :

d
dP} = Pjbjdt+ P} Y o/dB], Pi=p ,i=1,...,d. (4.3)

J=1

ot, B =[B'--- B"]* est un F,~mouvement brownien standard & valeurs dans R (on suppose
que F; est la tribu naturelle de B).
Le processus de taux d’intérét r, le vecteur des taux moyens de rendement

yAN *
be = [b; -~ bf]
et la matrice de dispersion (généralisation du coefficient de volatilité)
0 = [0 hi<ij<a

sont des processus F;—adaptés (a valeurs dans R, , R, R respectivement) et bornés uni-
formément en [0,T] x Q.

On pose a; 2 o) et on suppose:
a>el >0, 0<t<T, p.s (4.4)

Cette hypothese signifie que le marché est complet (cf. Bensoussan [1]). Sous cette condition,
o admet une inverse et?

1
\[a;‘]*lx\g—6|a;|, reRY, 0<t<T, ps. (4.5)

VE

Imaginons qu’un investisseur dispose d’une dotation initiale x > 0. Il souhaite investir
dans les d + 1 titres décrits précédemment.

Définition 4.2.1 On pose:

A L . . .
N; = nombre de parts du titre i que posséde l'investisseur a l'instant t.

2. Pour une matrice M de dimension d x d, on définit la norme |M| 2 sup,zo(|Mwz|/|z]). On a |[M| = [M*|.
A T’aide de l'inégalité de Cauchy-Schwarz

le* M*y| = |y* M x| < |y| |Mz| < |y| |M]|z] .

Prenons y = M*z, on obtient |M* x| < |M||z| et donc |M*| < |M]. L’inégalité inverse se montre de la
méme maniere.

Maintenant (4.4) implique que o est inversible. En effet, dans le cas contraire, il existe z # 0 tel que
(z,a;z) = |o} x|* = 0. Posons z = [0;]~! y, on peut réécrire (4.4) comme

. 1
o]yl < 7zl
pour tout y € R?, 0 <t < T, p.s., c'est a dire |[0;]~' < 1/4/z. Comme |0, | = |[o7]7}], il ¥ a équivalence

entre (4.4) et (4.5).
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N =[N° ... N9 est appelée stratégie de gestion. La valeur du portefeuille ou processus de
richesse a l'instant t est donc définie par

Xt:<Nt;Pt>; X()E.’E:<N0,p>. (46)
La somme investie sur le i—eme titre (1 <i < d) est

I 2 Ni pi

Si le négoce des titres se fait a des instants discrets, disons at et at+h, et siln’ y a
pas injection ou retrait de fonds, alors

Xon — Xe =Ny, Pon — By) (4.7)

Par ailleurs, si ['investisseur choisit a [instant t + h de consommer un montant de h Cyyy,
(et donc de déduire sa “richesse” d’autant) alors (4.7) doit étre remplacé par

Xt+h - Xt — <Nt7 Pt+h - Pt> - th+h . (48)
En temps continu (4.8) devient
dXt = <Nt; dPt> - Ctdt .

Avec (4.2), (4.3), (4.6), on a
dXt = (7",5 Xt — Ct) dt + <bt — T'tl, Ht> dt + <Ht, O¢ dBt> (49)

=

ot 1 =[1---1]* € Re. Cette équation admet une unique solution explicite :

t t
Xt:efo”uduH/ eliredn (1, b, — 7,1) — C,) ds+/ eliredn (11 o, dB,) . (4.10)
0 0

Définition 4.2.2 Un processus de portefeuille I1 est un processus de [M7,.(0,T)]%. Un pro-
cessus de consommation C' est un processus positif tel que fOT Cydt < oo p.s. Les composantes
de IT peuvent devenir négatives ce qui s interprete comme une vente a découvert. La quantité
investie sur le titre sans risque 1) = Xy — (IT;, 1) peut aussi devenir négative, ce qui signifie
que [’on emprunte au tauz ry.

Définition 4.2.3 La paire (I1,C), composée d’un processus de portefeuille et d’un processus
de consommation, est dite admissible pour une dotation initiale © > 0 si le processus de
richesse (4.6) satisfait

X;>0,0<t<T, p.s (4.11)
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4.2.2 Changement de loi de probabilité

Posons A
9t = (O't)_l (bt — Ttl) (412)

Z, 2 exp (/ (0, , dB;) / 10, |2ds> (4.13)
0

est une martingale, on peut donc définir une nouvelle mesure de probabilité

et borné, alors

dpP 2 7, dp (4.14)
sous laquelle
B, 2B, + /t 0, ds (4.15)
0
est un F; — P-mouvement brownien. X est alors solution de 'EDS
dX; = (ry X, — C)) dt + (I, 0,dB)) , Xo=ua . (4.16)

En ce sens, P est appelée loi corrigée du risque (comparer avec I’Equation (4.9)). La solution
explicite de (4.16) est

t t
Xt e_fO Ty du +/ e_f(frudu CS dS = "L‘—'—/ e_f;rudu <HSJ Og st> . (417)
0 0

Lemme 4.2.4 Soit (II,C) une paire portefeuille/consommation optimale, alors

T
E/ e oreduiCydt < g (4.18)

0

Preuve Pour une paire admissible (I1,C), le terme de gauche de (4.17) est positif et le
terme droite est une F,~P-martingale locale.

On en déduit que le terme de gauche, mais aussi X; exp(— fot ry du), sont des P—sur—-mar-
tingales (car une martingale locale positive est une sur—martingale [a vérifier]). On pose :

T=inf{t <T; X, =0}AT . (4.19)
D’aprés ’Exercice 1.5.2
X;=0, 7<t<T, pssur{r<T}.

St <T, on dit qu’il y a faillite a [instant 7.
D’apres les propriétés des sur-martingales, on a

T
E (XT e Jo rudu | / e~ Joruwdu dt> < (4.20)
0
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On en déduit le lemme. O

La condition (4.18) est aussi suffisante au sens de la

Proposition 4.2.5 On se donne x > 0 et un processus de consommation C qui vérifie
(4.18). Alors il existe un processus de portefeuille 11 tel que (II,C) est admissible pour la
dotation initiale x.

Preuve Soit D = fOT Cre~Joredu gy et

T
& 2E (/ CyeJomdu g
t

£) + (o - BD)Jirete.

On a donc
t
& = eJo mudu <:1: —my — / C, e Jorudu ds> (4.21)
0
ou
A = - E(DZr|F)
my=FED|\F)—-FED=——"""-—-FE(DZ
t ( | t) E(ZT|ft) ( T)

(cf. formule de Bayes, Proposition 2.5.5). Comme F; est une filtration brownienne, P—presque
toutes les trajectoire de la martingale

N, 2 E(DZs|F), 0<t<T

sont continues et d’apres la Proposition 2.3.4 il existe un processus Y € [M2(0,T)]? tel que

t
N, = E(D Zr) +/ (Y,,dB,), 0<t<T, P-p.s. (4.22)
0

Par ailleurs, my = u(Ny, Z;) — E(D Zr) avec u(x,y) = x/y. D’aprés la formule de Ito,
en posant p; = (Y + Nu0,)/ Z;, on obtient

t
mt:/(cps,st>, 0<t<T (4.23)
0

(utiliser équation dZy = —Z, 0, dBy et (4.15)).
Maintenant posons :

I, = el et (51) 1, (4.24)

de telle sorte que (4.21) devienne (4.17) en prenant X = €.
T € [M2,(0,T)]* se déduit de (4.5), du fait que Y € [M2.(0,T)]%, de la bornitude de 0

et de la continuité de Z et N (la continuité de N est une conséquence de (4.22)). O
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4.3 Evaluation (pricing) des options

Nous considérons une généralisation de la notion d’option introduite au début de ce cha-
pitre :

Définition 4.3.1 Un bien contingent (ou actif conditionnel) est un instrument financier
composé d’un taux de remboursement g et d’une rémunération finale fr a maturité. g est un
Fi—processus positif et fr est une v.a.r. Fr—mesurable positif. On suppose q’il existe pu > 1

tel que
T 1
E (fT+/ gtdt> <00 . (4.25)
0

Une option est un cas particulier de bien contingent avec g =0 et fr = (Pp—q)*.

Définition 4.3.2 On se donne x > 0 et (II,C) une paire admissible portefeuille/consom-
mation pour linvestissement initial x. La paire (IL,C) est appelée stratégie de couverture
contre le bien contingent (g, fr) si

Ci=qg, 05t<T, Xp=fr,

p.s. ou X est le processus d’enrichissement associé a la paire (IL,C') avec dotation initiale
XO =T.

Le concept de stratégie de couverture est introduit afin de permettre une solution au
probleme d’évaluation du bien contingent : quel est le prix équitable a payer, a ['instantt = 0,
pour un bien contingent? S’il existe une stratégie de couverture qui est admissible pour une
dotation initiale Xo = x, 'agent qui acheéte alors a Uinstant t = 0 le bien contingent (g, fr)
au priz x aurait pd, a la place, investir sa richesse de telle sorte a dupliquer la rémunération
du bien contingent. Le prix du bien contigent ne doit donc pas étre supérieur ¢ x. Peut—on
également, avec une dotation initiale strictement inférieur a x, dupliquer le gain du bien
contingent ? La réponse peut étre affirmative.

Exercice: Considéronslecasr =0,d=1,b; =0 eto = 1. On se donne le bien contingent
g =0 et fr =0, donc il existe trivialement une stratégie de couverture x = 0, C' = 0 et
[T = 0. Montrer que pour tout x > 0, il existe une stratégie avec Xy = .

Définition 4.3.3 Le prix équitable d’un bien contingent est la plus petite somme x > 0 qui
permet la mise en ccuvre d’une stratégie du couverture avec dotation initiale x.

Nous allons montrer que sous la condition (4.4) et les hypothéses la précédent, le bien
contingent posseéde un prixz équitable.

Lemme 4.3.4 Soit un bien contingent (g, fr), on définit
T
QEe Jorudip / e et g ds . (4.26)
0

Alors EQ < oo et EQ est inférieur au priz équitable de (g, fr).
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Preuve Comme r est uniformément borné en t et w, on a Q@ < L(fr + fOT gsds) ou L est
une constante déterministe. D’apres (4.13), pour tout v > 1:

T , [T
(Zr)" = exp </ (—vls, dBs) — —/ |95|2d8>
0 2 Jo
T T _ T
= exp </ (—vbs, dBs) — 1/ v 0, ? ds> X exp (M/ |95|2d8>
0 2 Jo 2 0

et comme |0| est borné pour une constante K, on a
v(ivr—1
EZY < exp (%K2T> <o .

Avec p vérifiant (4.25) et v donné par (1/v)+ (1/p) = 1, Uinégalité de Holder implique :
u

. T T I
EQgLE(ZT (fT+/ gsds>> SL(EZ%)I/” <E <fT—|—/ gsds> > < 00 .
0 0

Maintenant, soit (I, C') est une stratégie du couverture contre le bien contingent (g, fr)
et le processus de richesseNX de condition initiale Xo = x. Avec la Définition 4.3.2 et (4.26),
on réécrit (4.20) comme EQ < x. O

Théoréeme 4.3.5 Sous la condition (4.4) et les hypothéses la précédent, le prix équitable du
bien contingent (g, fr)

T
EQ=F (e‘fOT”d" fr +/ e~ o ”d“gsds> .
0
De plus, il existe une stratégie de couverture avec condition initiale Xog = x.

Preuve Posons
T
& £ plorudu <EQ +my — / eJo e du Js ds> , (4.27)
0

ot my = E(Q|F,) — E(Q). En utilisant la méme démarche que celle de la preuve de la

proposition 4.2.5 en remplagant D par Q, on définit 11 par (4.24) et C = g, de telle sorte
que (4.27) devient (4.17) en identifiant X = &, © = EQ. Mais alors, (4.27) peut aussi
s’écrire :

T
X,=E (e‘ftT”d“ fr +/ e~ Jimudug ds
0

ft> , 0<t<LT (4.28)

d’ou l'on tire que X; >0, 0 <t <T et Xr = fr p.s. O
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4.3.1 Modele de Black & Scholes
A. Le modéle

Nous supposons d = 1 (un actif sans risque et un actif risqué) et les coefficients constants :

rn=r>0, b=b, o'=0>0.

L’évolution du priz de lactif sans risque est donné par

celur de Uactif risqué par
dP! =bP!dt +oP!dB,, P, =p". (4.29)

Cette équation admet la solution explicite
02
Pt1 = p' exp (bt— ?t—FUBt)

P} suit donc une loi log-normale. En fait P' vérifie (4.29) si et seulement si le processus
log(P') est la somme d’un mouvement brownien et d'une dérive constante (linéaire en t).
Cela conduit aux propriétés suivantes :

Proposition 4.3.6 Le processus P! est continue, ses accroissements relatifs sont indépen-

dants, 1.e.
P! - p!
tT A (T(.P1 )

u )
S

u<s), 0<s<t,

et stationnaires, i.e.

PI_PI Pl _Pl
s 0

Ces propriétés sont des hypotheses “raisonnables” pour décrire [’évolution du cours de
laction.

B. Changement de loi de probabilité
Sous la probabilité P, définie par (4.14), on a la représentation :
dP! =r P!t +oP'dB,, P} =p",

Pour l'option consistant a acheter une part de ’actif sous—jacent a l’échéance T au priz
q, on a, d’apres (4.28),

X, =E[e"" (P —q)f|F], 0<t<T. (4.30)
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C. Solution explicite du probleme de Cauchy

Posons :

2 ®(pi(T —t,2)) —qe™ T @(p_(T — t,1))

ot z) pour 0<t<T, >0,

(4.31)
(x—q)t si t=T, x>0,

A 1 1 02> A 1 /x 9
t,x) = log—+t|r+ — et P(r)=— e *2dy .
pltia) £ —tog 4t (v g we = [

avec

La fonction v(t,z) est solution du probléme de Cauchy(?)

1
—0+rv= 502 2?v" +vzv' sur [0,7[x]0,00]

avec condition finale

v(T,z)=(x—q)t, 2>0.

Elle vérifie également les conditions du Théoréeme de Feynman—Kac. On conclue de ce dernier
théoreme et de la propriété de Markov appliquée a (4.30) que

X, =v(t,P)y, 0<t<T, ps (4.32)

On a donc une formule explicite pour la valeur d’une option a ['instant t en terme du
priz courant P! de Uactif 1, du temps a maturité T —t et du priz d’exercice q.

4.4 Investissement et consommation optimal. Cas géné-
ral

On se donne maintenant

— 3, un processus d’escompte F;—adapté,

— une fonction d’utilité U : R, — Ry strictement croissante, strictement concave et de
classe C' telle que:

U@0)=0, U'(o)2 lim U'(C)=0.

C'—o0

Eventuellement U'(0%) = oo.

Etant donnée une dotation initiale x > 0, linvestisseur veut choisir une paire admissible
(I, C) de processus de portefeuille/consommation dans le but de mazimiser la fonction cott

A

T
Vie(z) = E / elo ~Buduyr(C,) ds .

0

3.S0it v : [0,7] x R — R, dans ce chapitre nous utiliserons les notations suivantes: o(t,z) = dv(t, z)/0t,
v'(t,x) = Ov(t,x)/0x, v"(t,x) = O%v(t,x) /02,
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La fonction valeur de ce probléme est
V(z) = sup {ViLc(z); (I, C) admissible} . (4.33)

D’apres la condition nécessaire d’admissibilité (4.18), V(0) = 0.
On déduit de la Proposition 4.2.5, pour un processus de consommation C, (4.18) est

veérifié si et seulement si il existe un portefeuille 11 tel que (I1, C') est admissible pour x. On
définat

T
D(x) 2 {processus de consommation C' ; E/ e~ Jored ¢y dt = x} : (4.34)
0

Dans la mazimisation de la fonction valeur (4.33) on peut donc ignorer 11 et seulement
considérer C € D(x).

Proposition 4.4.1

T
V(z) = sup E/ eJo —Bs ds UCy)dt, z>0.

CeD(x) 0

Preuve Supposons que (II,C) est admissible pour x > 0, posons

T
yéE/ e~ hored o dr < o
0
Siy > 0, on définit C, = %C’t, C € D(x). Il existe un portefeuille 11 tel que (I1,C) est
admissible pour x et

Vie(r) < Vielz) - (4.35)

Sty =0, alors Cy = 0, pour presque tout t, presque sdrement. On peut donc trouver une
constante ¢ > 0 telle que Cy = ¢ € D(x). A nouveau, (4.35) est vérifiée pour un certain 11
choisi tel que (I1,C) est admissible pour x. a

Définition 4.4.2 (La fonction Z(x)) La bijection U’ : [0, 00] — [0,U’(0)] est strictement
décroissante, elle admet donc une inverse I : [0,U'(0)] — [0, 00|, que l'on étend a Z(y) =0
pour y > U'(0). On a Z(0) = oo et Z(o0) = 0. On vérifie aisément la relation suivante :

UZy)—yZ(y)>U(c)—yc, 0<c<oo, 0<y<oo. (4.36)

Définition 4.4.3 (Les fonction X(y) et Y(x)) On définit la fonction X de [0, 00] a va-
leurs dans [0, 00| par

T
X)L E /0 it T (y 7, el Berddn) s (4.37)
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On suppose que
Xy <oo, 0<y<oo. (4.38)

On pose

4

y=sup{y > 0; X est strictement croissante sur 'intervalle [0, y]}

Sous I’Hypotheése (4.38), X est continue et strictement décroissante sur [0,y] avec X (0) = oo
et X(y) =0 (*). On peut donc définir Y : [0, 00] — [0,7], Uinverse de X.

Théoréme 4.4.4 Pour une dotation initiale x > 0, on définit

Co2Z() avee i), = Y(x) Zy s Bemrdn (4.39)

lg définition de Y implique Ce D(x). Sous ’Hypothése (4.38), le processus de consommation
C est optimal :

T
V(z) = E/ e~ by (Cy)dt . (4.40)
0
Preuve Soit C' € D(z),
T R
E / e JoBeds [(Cy) — U(Cy)] dt =
0

- E/o e o [(U(T () = () — (U(C) = 7 Co)] dt

T
+V(2) E / e hreds (G, — ) dt

0

D’apres (4.36), le premier terme du membre de droite est positif, le deuziéme est nul car
C, C € D(x). O

Nous avons donc détermané la fonction valeur et le processus de consommation optimal,
mais nous n’avons toujours pas n’avons toujours pas de forme explicite pour le processus de
portefeuille I1. On peut obtenir des formulations plus explicites dans des cas particuliers.

4.7 est strictement décroissante sur [0,U’(0)] et constante sur [U’(0), o[, on en déduit que X est non
décroissante et, pour 0 < y; < y2 < 00

: ft(ﬁufru)du U,(O)
X(y) = X(y2) = P | min Z e < =0,

dans ce cas X(y1) = X(y2) = 0, d’otr I'égalité X' (§) = 0. L’égalité X' (0) = lim, o X'(y) = oo est une
conséquence du théoreme de convergence monotone. La continuité de X sur 0, 7], et donc sa surjectivité, se
déduit de (4.38) et du théoreme de convergence monotone.
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4.5 Investissement et consommation optimal. Cas des co-
efficients constants

On suppose que U est trois fois continument différentiable et que
G=p, m=r, b=b, o =0, (4.41)

ou b eRY, o € R est inversible.

4.5.1 Le cadre du probleme

Le prix de Uactif sans risque est donné par
P)=p’e™, (4.42)
celur des actifs risqués évolue suivant le systeme :
dP} = P}b'dt+ P} o'dB} , Pi=p' ,i=1,...,d. (4.43)
La valeur du portefeuille évolue suivant [’équation :
dX; =(r Xy —C)dt+(b—rl,I)dt+ (I, cdB;) . (4.44)

ATl =1 € RY et Oy = ¢ € [0,00[ fiwés, on définit le générateur infinitésimal associé a
(4-44) : ,
L7 (x) 2 re—c+{{b—rl, )¢ (x)+ 3 lo*m |2 " (x) . (4.45)

4.5.2 Forme explicite de la fonction valeur

Hypothése 4.5.1 On suppose que 0 # 0 et qu’il existe des fonctions G, S : [0, T]x]0, co[—
[0, 00[ de classe CH3 telles que pour tout 0 <t < T ety >0,

~G(ty) +8G(ty) = NGty +UIy), G(T.y) =0, (4.46)
- St,y)+6S(ty) = NSty +yZly), ST,y)=0. (4.47)

ou N est lopérateur :

Ne(y) £ (5 =)y @) + 51675 9" (9)

avec 0 = o7 (b—r1).

On suppose de plus qu’il existe M > 0 et A > 0 tels que pour tout y > 0,

< T .
fax H(t,y) < M(1+y " +y7) (4.48)

pour H =G, 0G/dy, S et 0S/0y.
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Ezercice 4.5.2 Soit H : [0,T]x]0,00[— [0,00[ de classe C** vérifiant (4.48). Supposons
que H est solution du probléeme de Cauchy suivant: pour tout 0 <t <T ety >0

—%jLBH(t,y)ZNH(t,yHg(t,y) , H(T,y)=0.

Alors H admet la représentation suivante

T
H(t,y)=FE / e P00 g(s, Vi) ds
t

o

>

ye Bms=b zt (4.49)
1

2 exp [-(9, By = B) = S0P (s = 1) - (4.50)

[Aide : Considérez le changement de variable ¢ = logy].

De UExercice 4.5.2, on déduit les représentation suivantes

T
Glty) = E [ e 0U@aim)ds, (4.51)
Y or
S(t,y) = yE/ e "D ZET(Y ) ds (4.52)
¢
On définait
N T
V(t,z) = sup {E/ e P U(Cy) ds; (I1,C) admissible pour (t,x)} : (4.53)
¢

“admissible pour (t,x)” signifiant que P, 4(Xs > 0;t <s<T)=1.
Etant donné un processus de consommation C, il existe un portefeuille 11 pour lequel
(I, C) est admissible pour (t,x) si et seulement si (cf. Proposition 4.2.5)

T
E / ezt Cods < w . (4.54)
t

Définition 4.5.3 (Les fonctions X(t,y) et Y(t,z)) Pour 0 <t <T, on définit X(t,-) :
[0, 00] = [0, 00] par

A

T
X(t,y)=FE / e ZE (YY) ds (4.55)

t
ainss
yX(t,y)=S(t,y) <o, 0<y<oo. (4.56)

Par ailleurs

g(t) 2 sup {t > 0; X(t,-) est strictement décroissante sur [0,y]} = oo
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et comme au paragraphe précédent, pour 0 <t < T, X(t,-) est strictement décroissante sur
[0,00] avec X (t,0) = oo et X(t,00) = 0. On définit la bijection Y(t,-) : [0,00] — [0, 0],
Uinverse de X (t,-) :

Yit,X(ty)=y, 0<y<oo, 0<t<T. (4.57)

Proposition 4.5.4
V(t,z) =e PG, Y(t,x)), 0<t<T, x>0. (4.58)

On peut ainsi résoudre les probléemes de Cauchy (4.46) et (4.47) et déduire une forme explicite
pour V (t,x).

Preuve Pourt<s<T etx >0, on définit
o= Z(nt®)  avec nb* 2 V(t,z) Zt e (=) (4.59)

alors

V(t,z)=FE / ' e P U(C,) ds (4.60)

Ceci se déduit comme au Théoréeme 4.4.4, la différence est que pour y = Y(t,x), on a
nh* =Y on obtient donc (4.58). O

Ezercice 4.5.5 Prenons Ul(c) 2 A&, avec 0 < § < 1. Montrer que si

1 )
¢ ﬁ(ﬁ—”ﬁ'@' m)

>

est différent de 0, alors

Glty) = -t (4

S(t,y) = 0G(ty),

1 — e—k(@=t)\ 170
V(t,z) = e P! <6T> 2

)wn

Y

(o)

Sit k=0, alors

) = @-n (9"
St,y) = 6G(ty),
Vit,g) = e P (T —1)020.
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4.5.3 Stratégie en boucle fermée

Nous avons une description explicite (4.58) de la fonction valeur, mais nous n’avons
toujours pas de représentation explicite de la consommation et du portefeuille en “boucle
fermée” (feedback), i.e. comme fonction du processus de richesse optimal. Pour obtenir une
telle représentation nous introduisons l’équation de Hamilton—Jacobi-Bellman (HJB) pour ce
modele. Cette EDP non linéaire du second ordre donne une caractérisation de la fonction va-
leur. Cette équation est difficile a résoudre, dans notre modéle nous avons toutefois pi éviter
d’avoir recours a l'équation de HJB en résolvant les deux équations linéaires (4.46—4.47).

Lemme 4.5.6 Soit Q : [0,T] x [0, 00[ [0,00[ de classe CY2([0,T] x [0, 00[), une solution
de l’équation de HJB suivante :

Q(t, ) + max {£Q(t,x) +eP'U(c)} =0 (4.61)
c>0
wER?

pour 0 <t <T,0<x<o0 (L™ est définie par (4.45)), alors

Vit,z) <Q(t,zr), 0<t<T, 0<zr<. (4.62)

Preuve Pour toute condition initiale (t,x) et paire (II, C') admissible, soit X le processus
de richesse associé. Posons

1 S
Tnéinf{SE [t,T]; Xs >n ou Xy, < — ou / |Hu|2du:n} )
n 0
On a Ey, OT" Q' (s, Xs) (Il, 0 dBs) = 0, donc, a l’aide de la formule de Ito ainsi que de (4.61)
0 S Et,a:Q(Tn; Xm)
= Q(t, ) +Em/ {Q(s,Xs) +£HS’CSQ(3,X5)} ds
t

< Q(t,x)—Em/ne_ﬁsU(Cs)ds.
t

En faisant n — oo, a l’aide du théoréme de convergence monotone, on obtient

T
o / B U(C,) ds < Qt )
t

En maximisant le terme de gauche de cette derniere inégalité parme toutes les paires admais-
sibles (I1,C), on démontre le lemme. O

Une solution de l’équation de HJB n’est pas nécessairement unique, méme si [’on précise
les conditions aux bords

Q(t,0)=0, 0<t<T, QT,z)=0, 0<z<o0. (4.63)
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Ceci est di au fait que la croissance d’une solution Q(t,x) quand |x| — oo peut varier. On
peut espérer que la fonction valeur est une solution de HIB et, d’apres (4.62), qu’elle soit la
plus petite des solutions positives.

Proposition 4.5.7 Avec les conditions précédentes la fonction valeur V (t,z) est de classe
CY2([0,T[x]0,00]), satisfait l'équation de HJB (4.61) ainsi que les conditions auz bords

(4.63).

Preuve Si0 <y <U'(0), alors

d

d—yU(I(y)) =U'ZW)Z'(y) =yI'(y) , (4.64)
siy > U'(0), alors Z(y) = Z'(y) = 0 et (4.64) est encore vrai. Nous avons supposé G et S
de classe CY?, on peut donc dérwer (4.46) et (4.47) par rapport a y et remarquer que les

fonctions définies par

pity) = =y G (ty) . ealty) = —926% (S(z y)>

vérifient chacune
—@it,y) +Bei(t.y) =Nei(t.y) =y T'(y) , wi(T,y)=0, 0<t<T, y>0.

En particulier, T' est continu en y = U'(0), i.e. une condition nécessaire pour notre hypotheése
est U"(0) = 0. L’Exercice 4.5.2 implique p1 = @y, car les deux fonctions admettent la méme
interprétation probabiliste. On en déduit

G'(t,y) = ya% (@) =y X'(t,y) (4.65)

et d’apres (4.58), (4.57) on a
Vit,g) = e "' Y(tx), (4.66)
V(t, X(ty) = ~Y(tX(ty) X(ty) . (4.67)

Enfin, (4.47) et (4.56) impliquent
—X(ty)+rX(ty) = (B—r+ 1)y X'(ty) — % 0] y* X" (t,y) = Z(y) (4.68)

pour 0 <y <oo, 0<t<T.

On veut maintenant vérifier que la fonction V(t,x) définie par (4.58) est solution de
Uéquation de HIB (4.61). Avec Q =V, le terme de gauche de cette équation devient e=P*
fois

G(tv y(tv .’L‘)) - ﬁG(t, y(ta :L‘)) + G,(tv y(tv .’L‘)) j}(t’ :L‘)
1
+ max |[(re—c)+(b—-rlm| Yt )+ 3 lo* 72 V' (t,z) + U(c)| . (4.69)

c>0
wERE
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La maximisation par rapport a c est obtenue en

c=Z(Y(t,x)) . (4.70)
Comme Y' est négatif, la maximisation par rapport a w est atteinte pour
_ V(t, x)
* 1 )
7=—(co") " (b—rl) Vi) (4.71)

Apres substitution, (4.69) devient
G(t,Y(t,2)) = BG(tV(t,2) + G'(8, V(t,2)) V(t,2)

+raY(t,z) = V(t,v) Z(V(t, ) — % |9|2 ijj((:::j))

En faisant le changement de variable y = Y (t,x) dans cette derniére équation et en utilisant

(4.65) et (4.67) et (4.46) on obtient ’expression

+U((Z(Y(t,z))) .(4.72)

Glt,y) ~ BG( )~y X (1) +ry Xt y) —yT() — 3 0P 4> X'(t,9) + U(Z()

=y |- Xty +rX(ty)— (B—r+|0)yX'(ty)
1
-5 017 y> X" (t,y) — Z(y)| ,

qui tend vers 0 d’apres (4.68). Ceci démontre que V' est solution de I’équation de HIB (4.61).
D’apres le définition de V' (4.53) et la condition d’admissibilité (4.54) en x = 0, les conditions
auz bords (4.63) sont satisfaites. O

En conglwgion, nous savons déja que, pour tout (t,x) € [0,T[x]0, 00|, il existe une paire
optimale (I, C), soit X le processus de richesse associé. Si lon répeéte la démonstration du
Lemme 4.5.6, en remplacant (I1, C') par (I1,C) et Q par V', on obtient l’inégalité

T
0 < V(t,x)+E/ {V(s,Xs)+LHs,csV(s,Xs)} ds
t

< V() —E/T e P UC,) ds . (4.73)

T

On a utilisé le théoréme de convergence monotone et 'inégalité
Vs, X,) + L0V (s, X,) < —e P UC,) <0, t<s<T (4.74)

qui se déduit de l’équation HJB pour V. Mais, d’aprés (4.60), il y a donc égalité dans (4.73) et
par suite également dans la premiere inégalité de (4.74), au moins pour tout (s,w) p.p.Xp.s.
dans [0,T] x Q. Il y a égalité dans (4.74) si et seulement si Il et C' mazimisent l’expression

. ~ 1 N
[rXs—c+ (b—rl )] V’(S,Xs)§ " 72V (5, Xs) +e P U(c), t<s<T,
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c’est a dire (cf. (4.70) et (4.71))

Cs = Z(V(s,Xy)) (4.75)
(s, XS)
y,(sa XS) .
pour tout (s,w) p.p.xp.s. dans [0,T] x . Les expressions (4.75) et (4.76) nous donnent les
processus de consommation et de portefeuille en boucle fermée.

I, = —(co") (b—rl) (4.76)

Ezercice 4.5.8 Montrer que dans le cadre de I’Exercice 4.5.5, les processus optimauz de
consommation et de portefeuille sont des fonctions linéaires du processus de richesse X.
Résoudre celle—ci et démontrer que X1 =0 p.s.

4.6 Solutions des exercices

Solution de I’Exercice 4.5.2 Posons H(t,l) = H(t,e'). H est de classe CH2([0,T] x R) et
vérifie ‘
H4+BH=NH+gte), 0<t<TIeR
et H(T,1) =0, 1€ R
La condition (4.48) sur H implique que H vérifie (3.38) pour tout pn > 0 et M > 0 dépendant
de p. On déduit de la Proposition 3.6.4 que
L= z) .

ot dLy = (8 —r — |0]2/2) ds — (0,dBs). Cest Ueds satisfaite par log VY, et done

T
H(t, ) =FE </ e P g (s, el) ds
t

T
H(ty) = Hitlogy) = B ( [« 7 gl vt as)
t
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Annexes
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Annexe A

Probabilités

Pour des exposés détaillés voir Breiman [5], Shiryayev [21] et Cottrell-Duhamel-Genon-Catalot /6/
pour des résumés de cours et des exercices corrigés.

A.1 Probabilités

Proposition A.1.1 Soit X,, (n € N) et X des variables aléatoires,

Y E(X,-XP) <o = X, Xps.
keN

Preuve Se montre en utilisant I’Inégalité de Bienaymé—Tchebycheff et le Lemme de Borel-Cantelli.
O

Proposition A.1.2 Si {X,} est une suite de variables gaussiennes qui converge en loi vers une
variable aléatoire X, alors X est également une variable aléatoire gaussienne.

Proposition A.1.3 Soit X,, (n € N) et X des variables aléatoires réelles, on suppose que
X, = X en probabilité.
Alors
(i) Sisup, E(X2) < oo, alors X,, — X dans L'(Q).

(i1) Si X, >0 p.s. et B(X,)=FE(X)<oo (Vn€N), alors X, = X dans L*(2).
(iii) SiYy, =Y LY Q) et si|X,| < C p.s. (Yn €N), alors (X, Yy,) = (XY) dans L' ().

Proposition A.1.4 Soit X, (n € N) et X des variables aléatoires réelles, on suppose que
X, —= X p.s
Alors

(i) Sisup, E(X2) < oo, alors X, = X dans L'().
(ii) Si X, >0 p.s. et B(X,) = E(X), alors X, = X dans L'().

Proposition A.1.5 Si X,, ~ N(0,0?) et X, —Y,, — 0 en probabilité alors Y,, = N(0,0?).
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A.2 Espérance conditionnelle

On considére un espace de probabilité (2, F,P) et G une sous tribu de F.

A.2.1 Définitions, caractérisations
Premuere définition

Notons Pg la restriction de P 6 G et L*(G) le sous espace wvectoriel fermé de L*(Q, F,P),
isométrique & L*(Q,G, Pg), défini comme lensemble des classes de P—équivalence contenant qu
moins un représentant qui soit G-mesurable. Alors :

Soit X € L*(Q2,F,P), on définit E(X|G) (Iespérance conditionnelle de X sachant G)
comme la projection orthogonale dans L*(Q, F, P) de X sur L*(G).
E(-1G) est un opérateur linéaire continu qui se prolonge par continuité a L' (2, F, P). D’autre part,
la définition peut se prolonger (par limite monotone croissante) aux variables aléatoires réelles non
négatives (non nécessairement intégrables).
Le paragraphe suivant présente un résultat qui peut étre wtilisé comme définition de l’espérance
conditionnelle.

Deuzxieme définition
Soit X une variable aléatoire réelle intégrable [resp. non négatives|, E(X|G) est l'unique (classe
d’équivalence de) variable aléatoire réelle intégrable [resp. mon négative| qui vérifie :
(i) E(X|G) est G-mesurable,

(i) pour tout Z variable aléatoire réelle G—mesurable et bornée [resp. G—mesurable et non

négative] : E(Z E(X|G)) = E(Z X).
Par ailleurs (i) < (i1’) < (it”) avec :
(ii’) [oE(X|G)dP = [, X dP pour tout G € G.

(iW”) [oE(X|G)dP = [, X dP pour tout C € C, ou C désigne une sous classe de G stable
par intersection finie et telle que o(C) = G.

A.2.2 Propriétés
Proposition A.2.1 Soit X, X1, Xo € LY(Q, F, P) [resp. F-mesurables et non négatives :
(1) Pour tout o, B € R [resp. RY/:
E(a X1+ 8X2|0) = a E(X41|9) + BE(X,|G) .

(i) X >0 p.s. = E(X|G) >0 p.s.

(ii) X >0 ps. = E(X|G)>0p.s.

(i) [E(X|G)Lr < IX][L1 < oo [resp. < oof.
(v) o(X) LG = E(X|G) = BE(X).

(vi) Soit H une sous tribu de G :

E( E(X[H) |9) = E( E(X|9) [H) = E(X|H) ,
en particulier E(E(X|G)) = E(X).
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(vit) SiY est G—mesurable et telle que XY soit intégrable [resp. et telle que Y > 0 p.s.|
alors: E(XY |G) =Y E(X|G).
(viti) Si G L {o(X)VH} (1) alors BE(X|GVH)=E(X|H).

Proposition A.2.2 (Convergence monotone) Soit X,, (n € N) et X des variables aléatoires
F-mesurables

(1)) 0< X, T X ps. = EX,|G)TEX|G) ps.,
(i) 0> X, X ps. = EX,|G) | EX|G) ps.

Proposition A.2.3 (Lemme de Fatou) Soit X,, (n € N) des variables aléatoires F-mesurables

(i) X, >0 p.s. (VYneN) = E(liminf X,|G) <liminf £(X,|F) p.s.,
(ii) Xp, <0 ps.(VneN) = E(liminf X,|G) > liminf E(X,|G) p.s.

Proposition A.2.4 (Convergence monotone) Soit X,, (n € N) et X des variables aléatoires
F-mesurables telles que

(i) Xp, = X p.s.,
(i) 3Z € LY(Q, F, P) tel que | X,| < Z p.s. (Yn € N).

Alors X, (n €N) et X € LY(Q, F, P) et E(X,|G) — E(X|G) p.s.

Proposition A.2.5 (Inégalité de Jensen) Soit X une variable aléatoire & valeurs dans RS et
¢ : RY — Rt une fonction conveze, alors pour toute sous tribu G de F

p( B(X|9) ) < E(p(X) [9) -

Proposition A.2.6 (Continuité dans LP) Soit X,, (n € N) et X des variables aléatoires F-mesurables,
etp>1:

(i) Xel? = BE(X|G)eLr,
(i) Xy, = X dans LY = E(X,|G) = E(X|G) dans LP.

1. FV G est la plus petite tribu contenant F et G, i.e. FV G 2 o(FUG).
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A.2.3 Espérance conditionnelle par rapport & une variable aléatoire

A toute variable aléatoire X on associe o(X) la plus petite tribu qui rende X mesurable. Soit Y
une variable aléatoire intégrable, on définit espérance conditionnelle de' Y sachant X par

E(Y|X) 2 E(Y|o(X)) .

Soit X etY des variables aléatoires définies sur (Q,F), on suppose que Y est o(X)—-mesurable,
alors il existe une application mesurable p : R — R telle que

Y =¢pX).

Comme E(Y|X) est o(X)-mesurable, il existe ¢ telle que E(Y|X) = o(X) p.s., on définit alors
E(Y|X = z) (x € R), 'espérance conditionnelle de Y sachant que X = z, comme l'unique classe
d’équivalence p(z) de variables aléatoires sur (R, B(RY), Px) telle que

/ ¥ (W) dP(w) = / o(z)dPx (z) , VB € BRY) .
{XeB) B

A.2.4 Un lemme

Lemme A.2.7 On considére un espace de probabilité (2, F,P), G une sous tribu de F, {Z;; x €
REY wne fonction aléatoire continue a valeurs dans R indépendante de la tribu G et & un vecteur
aléatoire G—mesurable & valeurs dans RF .

Alors, pour toute application ¢ : R — R borélienne et bornée

E(p(Z2)|9) = E(p(Zz)[€) - (A1)

Preuve Supposons, dans un premier temps, que

Yo € Cp(RY), VE vecteur aléatoire étagé G-mesurable, } (A.2)

E(p(Ze)|9) = 0y(8)

o U, (z) 2 E(p(Zy)). On se donne ¢ € Cp(RY) et & un vecteur aléatoire G-mesurable.
Il existe une suite {{™} de variables étagées qui converge vers & p.s. et, d’aprés (A.2),

E(p(Zgn)|G) = Up(E") , neN.

On peut prendre la limite dans cette derniére équation :

(i) Le membre de droite tend vers W, (), en effet

(W, (") — Tp(§)] < E(lo(Zen) — o(Ze)])

et p(Zen) converge vers o(Ze) dans L' par convergence dominée.

(7) Le membre de gauche tend p.s. vers E(p(Z¢)|G) par convergence dominée pour lespérance
conditionnelle.
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On obtient donc, E(p(Z¢)|G) = Y, (&) et en prenant ['espérance conditionnelle par rapport a & dans
cette derniere équation (en utilisant le fait que W, () est mesurable et { est G—mesurable), on déduit

E(p(Z)[§) = E(Ty(§)[€) = V(&) = E(p(Ze)|G) ,

soit E(p(Z¢)|€) = E(p(Z¢)|G).

On a donc démontré (A.1) pour tout ¢ € Cp(R?). Par un argument de classe monotone, le
résultat s’étend a toutes les fonctions mesurables.

Il reste donc a démontrer (A.2). Soit ¢ € Cy(R?) et & étagé. Il existe donc n, x; € RE, A; € G
tels que {(w) =Y 1 @i La;(w). Ainsi p(Zg) = >0 o(Zy;) 14, et

E(p(Ze)IG) = ) B(p(Zy;)14,19)
=1
= Z E((P(sz”g) La;
=1
= Z E(‘P(sz)) La; (car {Zy; x € Rk} 1g)
=1

= Z U, (wi) 14, = U,(8)
=1

ce qui conclut la démonstration du lemme. O

A.3 Le théoreme des classes monotones

Définition A.3.1 Une classe P de parties de €2 est appelée un m—systeme si elle est stable par
intersections finies.

Définition A.3.2 Une classe L de parties de §2 est appelée un A—systeme si elle vérifie

()\1) QEEJ
(M) A, BELet ACB = B\AeL,
Ng) {An) CLet A, 1A = AeL.

Théoréme A.3.3 (Théoréme w—\) Soit P un w—systeme et L un A—systéme tels que P C L.
Alors o(P) C L.

Preuve Soit A\(P) le plus petit A\—systéme qui contient P. Si A(P) est aussi un w—systéme, alors
c’est une o—algebre, d’ot o(P) C A(P) C L. Montrons que A\(P) est un mw—systéme.

Pour tout A C Q, on pose G4 ={B; AC B € A(P)}. Si A€ AX(P) alors Ga est un A\—systéme, a
fortiori st A€ P. Si A€ P alors P C Ga et G4 est un A—systéme. Donc, si A € P alors \(P) C G4.
Autrement dit :

AeP, BeEAXP) = ACBe)P).
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Donc, si B € \(P) alors P C Gp et Gg est un A—systeme. D’ot,: B € A\(P) = A(P) C Gg. Ainsi,
si B,C € AN(P) = BNC € XP). On a montré que o(P) C A(P). L’inclusion \(P) C o(P) est

trivial. O

Corollaire A.3.4 Soit P un m—systéme, alors A(P) = o(P). C’est a dire: si P est stable par
intersections finies, la plus petite classe contenant P et €, stable par différence et limite croissante,

est o(P).

Théoréme A.3.5 (Théoréme des classes monotones) Soit P un w—systeme, G = o(P) et H
une classe de variables aléatoires réelles qui vérifie :
(i) 1g € H et pour tout A€ P, 14 € H,
(i) H est un espace vectoriel,
(ii) {Xn} CH, X, T X et X finie [resp. bornée] = X € H.
Alors H contient toutes les variables aléatoires réelles G—mesurables [resp. toutes les variables réelles
G-mesurables et bornées|.

. A . .
Preuve Soit L= {A;14 € H}. L est un w—systéme qui contient P, donc d’aprés le théoréme
7=\ (Théoréeme A.3.3), G C L.
Soit X une variable aléatoire réelle non négative et G-mesurable [resp. G—mesurable et bornée/.
On pose

n’ n

n2
a R N
Xn(w) :ZglAg(w) , o A} =X 1([& ﬂ[) ]
k=0

Alors X,, € H et Xon 1 X donc X € H.
Soit enfin une variable aléatoire réelle G-mesurable [resp. G—mesurable et bornée], X = Xt —
X~ € H grice a (ii). O
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Annexe B

Divers

B.1 Exponentielle de matrice

Soit A une matrice d x d. e est une matrice d x d définie par

L

3
B!A 4+ .-

AL L 1 5
¢ _ZHA =1+ A+ A%+
k>0

ot A¥ est la k¢ puissance de A. Attention, d’une maniére générale [eA]ij £ edii sauf si la matrice
A est diagonale. Par ailleurs, si A et B sont deux matrices d X d,

si AB=BA alors: et eP =eP et =eATB

et donc
c’est o dire, e est inversible et

On considere Uapplication R S t — e, elle définit un semi—groupe, i.e.

etA esA _ e(t+s)A 7

de plus, par définition de €', on a

ietA:AetA:etAA.
dt

B.2 Lemme de Gronwall

Proposition B.2.1 Soit p : RT — R. Supposons qu’il existe a € R et b > 0 tels que

t
np(t)ga—{—b/ p(s)ds, t>0, (B.1)
0

alors
o) < aexp(bt), 130,
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Preuve Le cas b =0 est trivial, supposons b > 0. On multiplie (B.1) par exp(—bt) :

d t t
— <ebt/ o(s) ds) =e M p(t) — bebt/ @(s)ds < ae .
dt 0 0

t t
/ p(s)ds < aebt/ e ds = 2 (e —1)
0 0 b

On conclue en utilisant & nouveau (B.1). O

donc

Corollaire B.2.2 Soit p, a, b : Rt — R, a et b non décroissantes, b non négative. Si

() < a(t) + b(2) / ols)ds, t20)

alors
p(t) < alt) exp(b(t)t) , t=0.
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Annexe C

Finances

C.1 Glossaire

beta (coefficient), voir coefficient de volatilité
d’une action.

Black & Scholes (Modeles), modéle mathéma-
tique d’évaluation des options négociables proposé
par Fisher Black et Myron Fisher en 1975.

CAC, voir cotation assistée en continu, voir in-
dice CAC 40.

coefficient de volatilité, tauz de variation des
cours d’un titre par rapport & la tendance géné-
rale d’une marché.

cotation, fization quotidienne des cours des
titres par confrontation des offres et des de-
mandes exprimées pendant la séance. Il existe
plusteurs techniques de cotation: a la criée, en
continu, par boite, par casier, par fixing.
cotation assistée en continu (CAC), sys-
teme de cotation informatisé, mis au point ¢ To-
ronto, et introduit & la Bourse de Paris en juin
1986. Il consiste en la confrontation permanente
des ordres introduits directement par les sociétés
de bourse dans le cahier de cotation électronique
tenu par Uordinateur central : celui—ci établit un
cours d’équilibre, de 9h a 10h puis de 10h a 17h,
sert les ordres “au fil de 'eauw” (au fur et a me-
sure de leur arrivée). Depuis le 2 décembre 1991,
toutes les wvaleurs frang aises et étrangéres du
marché a réglement mensuel, du marché comp-
tant, du second marché et du marché hors—cote
sont introduites dans le systéeme CAC.

couverture (stratégie de), appelé aussi “hed-
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ging” par les anglo—sazons, 'opération de couver-
ture est pratiquée sur les marchés a terme dans
le but de se prémunir contre les risques de wva-
riations des taux. Elle consiste a prendre sur un
marché a terme une position de sens contraire a
sa position sur le marché au comptant.

Cox & Ross—Rubinstein, auteurs d’une mé-
thode d’évaluation théorique des options.

delta (coefficient), rapport entre la variation
de la valeur théorique d’une option (premium,)
et la variation en cours auw comptant de lactif
sous—jacent.

fixing, systéme de cotation. 1) Procédure de co-
tation générale, a un moment donné, de tous les
ordres d’achat et de vente, par exemple utilisé
pour la cotation de la barre d’or sur toutes les
places boursiéres.

gamma (ceofficient), rapport entre la variation
du delta d’une option et la variation unitaire de
I’actif sous—jacent.

gestion de portefeuille, activité régie par la lot
(1989, 1990). Cette nouvelle profession résulte
de la fusion juridique de deux anciennes activi-
tés de remisier et gérant de portefeuille (abrogées
en 1989). Elle recouvre trois fonctions: le cour-
tage, la gestion de portefewille proprement dite
et le conseil en investissement. Son champ d’ac-
tion s’étend non seulement auz valeurs mobiliéres
mais aussi aux contrats a termes négociables et
auz produits financiers, cotés ou non cotés.
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indice CAC 40, indice boursier constitué de
40 wvaleurs du marché a réglement mensuel ap-
partenant & 'ensemble des secteurs économiques
et faisant partie des cent premiéres capitalisa-
tions boursieres. Il est pondéré par la capitalisa-
tion boursiére des valeurs le composant. Cet in-
dice a €té créé en 1988 pour servir de support a
des contrats a termes et a des contrats d’options
négociables.

omega, coefficient mesurant en pourcentage la
variation du priz d’une option (ou prime) pour
une variation de 1% du priz du support.
portefeuille, ensemble de valeurs mobiliéres dé-
tenues par une personne physique ou morale et
déposées dans un compte couvert auprés d’un in-
termédiaires financier.

premium, cours coté de l'option établi séparé-
ment pour chaque série d’options négociables.
Le cours exprimé en francs pour une unité du
contrat doit étre multiplié par le nombre de titres

C.2 Termes anglo—saxons

asset, avoir, actif, élément d’actif.
bankruptcy, banqueroute, faillite.

borrowing, emprunt.

consumption, consommation.

consume (to), consommer.

contigent claim, bien contingent, actif condi-
tionnel (ex. option).

discount, réduction, escompte, rabais, remise.
Discount rate, tauxr d’escompte.

endowment, dotation

fair price, priz équitable.

growth, croissance. Growth rate, tauz de crois-
sance.

hedging, couverture contre un risque. Hedging
strategy, stratégie de couverture.

interest rate, taur d’intérét.

investment, investissement

investor, investisseur, épargnant.

maturity, échéance. Maturity date, date d’¢-
chéance. Maturity value, valeur a échéance.

4 AL VL VLEAJLALL e L LA V4 ALY AN

du contrat pour connaitre le montant du pre-
mium global du contrat ou somme que l’acheteur
doit immédiatement verser au vendeur lors de la
concluston d’un contrat d’option.

titre, instrument (certificat ou inscription en
compte) représentatif d’un droit de créance et
conferent a4 son titulaire la propriété de la
créance. Dans le langage boursier, le titre est sou-
vent utilisé comme synonynme de valeuwr mobi-
liere.

théta (coefficient), rapport entre la variation
du priz de option (ou prime) et le temps. Ce co-
efficient permet de mesurer la variation du prix
de l’option pour une journée écoulée.

véga (coefficient), rapport entre la variation du
priz (ou prime) d’une option et la variation de
1% de la volatilité de lactif sous—jacent.
volatilité, tauxr de variation des cours d’un titre
par rapport & la tendance générale du marché.

option, option.

offset (to), compenser, équilibrer.

payoff, reglement, acquittement, solde. Payoff
rate, tauz de remboursement.
portfolio, portefeuille financier, d’investisse-
ment

pricing, établissement des priz, fization des prix
trade (to), négocier, échanger

trading, commerce, négoce

return, revenu, rendement, bénéfice. Return of
capital, rémunération du capital. Return on in-
vestment, rapport, rendement, profitabilité d’un
1nvestissment.

securities, valeurs boursiéres, titres

share, part, action.

short—selling, vente & découvert.

wealth, richesse, patrimoine.

withdrawal, retrait. Withdrawal of capital, re-
trait de fonds.
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Notes bibliographiques

On pourra consulter :
— Sur la théorie des probabilités : consultera [5, 21, 3, 6].
— Sur les processus stochastiques: [4, 5, 8, 9, 14].

— Sur les processus de diffusion : [20, 16, 15, 12]. [16] est un exposé trés complet et acces-
sibles, les autres références sont plus ardues!

— Sur les applications en finance: [17, 16, 10, 7]. [17] est un exposé trés accessible, il
constitue avec [3, /] une présentation compléte de la théorie des probabilités, des pro-
cessus stochastiques et de leurs applications (en particulier en finance).

Enfin, je ne saurais que trop vivement conseiller la lecture des ouvrages qu’Etienne Par-
doux tarde (sic) a publier voire a rédiger (sauf son cours I’Ecole Polytechnique, avec Jacques
Neveu, son cours a UEcole d’été CIMPA en Chine et ses nombreuz polycopiés de I’Univer-
sité de Provence qui circulent sous le manteau [les polycopiés, pas l'université[). Ce cours
sinspire — a ce niveau, on peut avancer le terme de pillage — de toute cette matiére.
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Index

£, 23

M?, 24
M?*(0,7), 23
M2(RY), 24
Ml2ocJ 24
Mfoc((),T), 23
MlQ()c(R-'_)’ 24
actif

a risque, 81
conditionnel, voir bien contigent
sans risque, 80
sous—jacent, 78
admissible (processus de portefeuille/con-
sommation), 82
arbitrage, 79

Bayes (formule de), 44
bien contingent, 84
Burkholder—Davis—Gundy (inégalités de), 30

CAC, voir cotation assistée en continu
call, voir option d’achat
Chapman—Kolmogorov (équation de), 13
coefficient

beta, voir coefficient de volatilité

de wvolatilite, 80, 109

delta, 109

gamma, 109

omega, 110

théta, 110

véga, 110
consommation, 80
contrat d’option négociable, voir option
cotation, 109

assistée en continu, 109

Doob (inégalité de), 17, 19

4 L

dotation initiale, 81

échéance, 78
EDS, voir équation différentielle stochastique
équation différentielle stochastique, 57
homogeéne, 64
linéaire, 58
espace de probabilité filtré, 10
évaluation, 79, 84

faillite, 83
filtration, 10
naturelle, 10
fixing, 109
fonction
coit, 88
d’utilité, 88
valeur, 88

générateur infinitésimal, 62
domaine du, 67

gestion de portefeuille, 109

Girsanov (théoreme de), 4249

Gronwall (lemme de), 107, 108

indice CAC 40, 110
indistingabilité, 3
intégrale stochastique, 25-29
cas vectoriel, 31
de fonctions déterministes, 31
Ito (formule de), 32, 34, 35
produsit, 36
vectorielle, 35

Kolmogorov (critére de), 4
Kolmogorov (théoréme d’extension de), 2,

43

Lévy (théoréeme de caractérisation de), 20
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A-systeme, 105
loi corrigée du risque, 83
lois marginales, 1

martingale
(sous— et sur—) définition, 16
exponentielle, 40
inégalité de (sous— et sur—), 17, 18
locale, 12

matrice de dispersion, 81

modification, 2

mouvement brownien, 6
Fi—adapté, 12

Nowikov (critére de), 45

option, 78
américaine, 78
asiatique, 78
d’achat, 78
de vente, 78
Ornstein—Ulhenbeck (processus d’), 59

parité call/put, 79
n—systeme, 105
portefeuille, 80, 110
premium, 78, 110
pricing, voir évaluation
prime, 78
priz d’exercice, 78
Processus
d’escompte, 88
de consommation, 82
de portefeuwille, 82
de richesse, 82
processus de diffusion, 62
processus stochastique, 1
Fi—adapté, 11
a accroissement indépendants, 6, 11
continu, 3
de Ito, 32
de Markov, 13
loi initiale (d’un), 18
probabilité de transition (d’un), 13
homogéne, 64
progessivment mesurable, 23
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put, voir option de vente

semi—groupe, 65
stratégie
de couverture, 79, 85, 109
de gestion, 82
Stratonovich (intégrale de), 10, 40-42

taur
d’intérét, 81
moyen de rendement, 81
temps d’arrét, 12
temps d’entrée, 13
théoreme des classes monotones, 106
théoreme de représentation des martinga-
les, 36
théoreme -\, 105
titre, 110

valeur mobiliere, 110
vente a découvert, 82
volatilité, 81, 110

Wald (identités de), 29



