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NOTATIONS

— A° complémentaire de A.

fonction indicatrice: 14(x) = 1 si x € A, 0 sinon.

— I, matrice identité de dimension n.

- Vi f(z,0) = (0f(x,0)/00; - --Of (x,0)/06,)* gradient de f(z,6) par rapport a 6.

— px(z) densité de la loi de la variable aléatoire X.

~ px|y(z|y) ou px|y—y(x) densité conditionnelle (de la loi) de X sachant que Y = y.

— “id” indépendant(e)s et indentiquement distribué(e)s.
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Chapitre 1

Probabilités, indépendance et variables
aléatoires

1.1 Probabilités

Soit 2 une ensemble donné,
Définition 1.1.1 Une famille F de sous ensembles de 2 est appelée tribu, ou o—algébre, si
(i) Ae F=> A€ F,
(i) {An,n € N} CF = U,cn4An € F,
(iii) Q € F.
Les éléments de F sont appelés des événements. Le doublet (2, F) est appelé espace probabilisable.
Soit (2, F) un espace probabilisable,
Définition 1.1.2 On appelle probabilité (ou mesure de probabilité) une application P : F — [0,1] qui vérifie
() P(9) =1,
(i) Pour tout {An;n > 1} CF, tel que Ay N A =0 sik#1,

(00) - S

Un triplet (0, F, P), ot P est une mesure de probabilité, est appelé un espace de probabilité.
Dans toute la suite de ce chapitre, un tel espace de probabilité (Q2, F, P) sera supposé donné.

Remarque 1.1.3 Le paralléle avec la théorie de la mesure est le suivant: un espace probabilisable est un
espace mesurable, une probabilité est une mesure positive u telle que u(Q) = 1, c’est & dire de masse totale
égale a 1.

1.2 Probabilités conditionnelles

Définition 1.2.1 Soient A, B € F, avec P(A) > 0. La probabilité de I’événement B, conditionné par A (ou
la probabilité conditionnelle de A sachant B) est donnée par
A P(AN B)

P(BIA) £ =55 (1.1)



A étant fixé tel que P(A) > 0, on vérifie aisément que @ définie par Q(B) = P(B|A) est une mesure de
probabilité.
L’égalité (1.1) peut s’écrire
P(ANnB)=P(A)P(B|A) .

Cette derniére égalité est vraie méme losrque P(A) = 0, & condition de convenir que 0 x terme indéterminé =
0.

Proposition 1.2.2 Soient A, € F, k=1,...,n, alors
P(AjNnAyNn---NA,) = P(A;)P(A2]|A1) P(A3|A1NAg)---
- P(AplA1NAanN---NAy) . (1.2)

Preuve Deux cas possibles
(i) P(A1NnAyn---NA,) =0,
(i1) P(AynAsn---nA,)>0.
Cas 1 Si P(A1) =0, (1.2) est satisfaite. Si P(A;) > 0, il existe m € {2,...,n} tel que
0=PA N---NA,) <PAIN---NA,_1).

Dot P(Ap|A1N---NA, 1) =0, et (1.2) est satisfaite.

Cas 2 On démontre (1.2) par récurrence. Elle est vraie pour m = 2. Supposons que l’on ait
P(A1n---NA,) = P(A;) P(A3]|A1) P(A3]A; NAg)--- P(A|A1N---NAy) .
Alors en multipliant cette derniére égalité par

P(ArN---N A)
P(Al ﬂ~~~ﬂAn,1)

= P(Ap|A1 NN An_y)

on obtient le résultat. O

1.3 Evénements indépendants
Définition 1.3.1 Deuz événements A et B € F sont dits indépendants si
P(ANnB)=P(A)P(B) .

Lorsque P(A) P(B) # 0, A et B sont indépendants si et seulement si P(B) = P(B|A), ou P(A) = P(A|B);
c’est & dire A et B sont indépendants si et seulement si la probabilité de B n’est pas modifiée par I'information
“A est réalisée”.

Exemple 1.3.2 Sur l’espace de probabilité produit
(Qvfap) = (Ql X 927-7:1 ®f2,P1 X P2)

on considere les événements
A:Alxﬂg etB:leBg

ot A1 € F1 et By € F5. A et B sont des événements indépendants, en effet AN B = Ay X By donc
P(ANB) = Pi(A1) Px(B2) = P(A) P(B) .

Exercice 1.3.3 Soient A et B deux événements indépendants.



(i) Montrer que A° et B° [resp. A° et B, A et B¢] sont indépendants.
(#3) Etablir la relation P(AU B) = P(A) + P(B) — P(A) P(B).
Définition 1.3.4 Une suite {A1,...,A,} C F est dite indépendante si
PA,;NA,N---NA;)=P(A;)P(A,) - - P(A;,)
pour toute suite d’indices deux & deuz distincts iq,...,1r compris entre 1 et n.

Remarque 1.3.5 Le fait que les événements A; soient deuz & deux indépendants n’entraine pas que la suite
{Ay,..., A} soit indépendante (cf. exemple suivant).

Exemple 1.3.6 On joue trois fois 4 “Pile ou Face” avec une piéce non truquée. On pose

X = { 1 si on obtient Pile au 1éme coup,
;=

0 si on obtient Face au iéme coup.

On suppose la suite {X1 = 1}, {Xo
probabilité %

On pose A;; = {X; = X;}. Les événements Aja, Ass, A3 sont deux 4 deux indépendants, mais la suite
ne l’est pas.

1}, {X3 = 1} indépendante, chacun de ces événement étant de

Définition 1.3.7 Le suite Cq,...,Cp de sous classes de F est dite indépendante si
P(BinByNn---B,)=P(By)P(By)---P(B,)
pour tout B; € C; N {Q}, i = 1, cdotsn.

Proposition 1.3.8 Si la suite {A1,...,A,} est indépendante, les 2™ suites {A},..., Al } obtenues en choi-
sissant AL = A; ou AS sont encore indépendantes.

Preuve Il suffit d’établir que I'indépendance de la suite {A;,..., A, } entraine celle de

{A]."--aAlflaAlC7Al+17"'7An}

pour tout [ € {1,...,n} et d’itérer ce résultat. La notion d’indépendance d’une suite ne faisant pas intervenir
Vordre, il suffit d’établir le résultat pour ! = 1. Pour établir 'indépendance de {A§, As,..., Ay}, il suffit
d’etablir que pour tout i1, ...,4 indices deux & deux distinct dans {2,...,n},

P(ATN Ay N---N Ay ) = P(AT) P(Ay) -+ P(Ay)
mais le membre de gauche est égal a
P(Ai1 n "'ﬂAik) —P(Al ﬂAil n--- ﬂAik) = (1 —P(Al))P(A“) P(Alk) .

O
Etant donnée une suite {Ay, ..., A,}, définissons les tribus F; = {0, A;, A5, Q}. De la proposition (1.3.8)
on déduit aisément le

Corollaire 1.3.9 Pour que la suite {A1,..., Ay} soit indépendante, il faut et il suffit que I’égalité
P(Bin---NB,)=P(B;y)---P(B,)
soit satisfaite, pour tout B; € F; (i=1...n).

Définition 1.3.10 Une suite infinie d’événements {A,,n € N} est dite indépendante si toutes les sous—
suites de {An,n € N} sont indépendantes, c’est 4 dire, si pour tout k et i1,...,4 entiers deux & deux
distincts,

P(Ail n"'nAik) :P(All)P(Alk) .



Lemme 1.3.11 (Borel-Cantelli)

(i) Pour toute suite infinie {A,,n € N} C F,

o0

Z P(A,) <o = P(limsupA,)=0
n=1 n—oo

(ii) Sila suite {An,n € N} est indépendante
Z =00 = PlimsupA,)=

n=1
Remarque 1.3.12
() Dans le cas d’une suite indépendante, on a en particulier une loi 01

P(limsup A,) =0 ou 1.

n—oo

(#) (%) est fauz sans Uhypothese d’indépendance, comme le montre 'exemple suivant: A, = A, 0 < P(A) <
1, limsup A,, = A.

Preuve
(i)

P(limsup A,)

s = (0 )

- ,,}ILHOOP<UA>

n=m

< lim iP(A ) =

puisque par hypothése la série > P(A4,) converge.

(1)
(00 1-r( ).

1l suffit donc de montrer quer P (., A%) =0, pour tout m. D’aprés 'indépendance,

(ﬂ AC) = ﬁ — P(4,)) .

n=m

En posant log0 = —00, et en utilisant 'inégalité log(1 + z) < x, Vx > —1, et 'hypothése, on obtient

log[ﬁ(l—PA =ilog(l—P(An))g—iP(An)z—oo.



1.4 Variables aléatoires

Définition 1.4.1 On appelle variable aléatoire réelle une application mesurable
X:(QF)—(RDB) .

On appelle vecteur aléatoire (de dimension d) une application mesurable

X : (2,F) = (R, By) .

On emploiera souvent “variable aléatoire” (en abrégé v.a.) pour désigner indifféremment une variable aléatoire

réelle (en abrégé v.a.r.) ou un vecteur aléatoire.
Remarque 1.4.2 X : (Q,F) — (R, B) est une application mesurable si
VBeB X Y(B)eF.
Pour vérifier que X est mesurable il suffit n fait de démontrer que
VeeR, {we;Xw)<z}eF.

Définition 1.4.3 On appelle tribu naturelle du vecteur aléatoire X (de dimension d) la tribu

o(X) 2 X~Y(By) = {X~'(B); B€ By} .

Si IP est un ensemble de parties de 2, on note o(IP) la plus petite tribu sur Q qui contient P, c’est la

tribu engendrée par IP. Si G et H sont deux tribus de parties de {2, on note
GVH=0(GUH)

la plus petite tribu qui contient G et H (G U H n’est pas nécessairement une tribu). De méme

GiVGV-- VG20 (GUGU---UGy) .

Proposition 1.4.4 Soit {X;,i = 1---n} des vecteurs aléatoires de dimensions respectives di, ...

pose
X1

Alors o(X) =o(X1)V---Va(X,).

Preuve Danslecasn=2,dy =dy=1.

THB) = XH({A xRy Ay € By))
;1(31) =X"1 ({R X AQ;AQ € Bl}) s

donc o(X;) Vo(X2) = a(X71(C)) ot
C= {A1 X R;A; € Bl}U {R X A1; A € Bl} .

Or o(C) = Ba, et (X 1(C)) = X L(o(X)) = o(X).

.

On

O

Définition 1.4.5 FEtant donné un vecteur aléatoire X de dimension d, on appelle loi de probabilité de X

(ou simplement loi de X ), la mesure de probabilité notée Px sur (R%,By) définie par

Px=PoX™ 1.



Etant donnée une mesure de probabilité @ sur (R?,By), il existe un espace de probabilité et un vecteur

aléatoire défini sur cet espace, de dimension d et de loi Q: Q =R?, F =By, P = Q, X (w) = w.

Définition 1.4.6 Soit X une variable aléatoire réelle [resp. un vecteur aléatoire de dimension dJ. On appelle

fonction de répartition de X la fonction
F : Rlresp. R*] — [0,1]

définie par
g F(z) = P(X <z) = Px(] —00,z|)

[resp. F(z1,...,2q4) = P(X1 <21,...,Xq < 2z4) = Px(] — 00,21 [X - - X] — 00, 24])/.
Proposition 1.4.7 Soit F' une fonction de répartition réelle

(i) F est croissante,

(i) F est continue & gauche: z, 1 ¢ = F(x,) — F(x),

(i1i) F(z) — 0 six — —o0, F(z) = 1 si z — +00.

Soit a,b € R?, avec a < b. Soit A le pavé Hle[ai, b;[. Ce pavé a 2¢ sommets qui sont les x = (x4, .. .

ou chaque z; est égal soit & a; soit & b;. On pose

ApF = Z signe 4 (x) F(x)

sommet de A
ou signe 4 (z) = %1 suivant que le nombre de z; égaux & a; est pair ou impair.
Proposition 1.4.8 Soit F' une fonction de répartition sur R?
(i) pour tout A = Hle[ai,bi[, a<b:ApF >0,
(ii) si z\¥) 1 2; (Vi) alors F(a®) = F(z),

(i11) F(x) — 0 si 3i tel que x; — —o0, F(x) — 1 si Vi, x; — +00.

,.Td),

Proposition 1.4.9 Soit F : R? — R qui vérifie (i), (i) et (i) de la proposition 1.4.8. Alors il existe une

et une seule mesure de probabilité P sur (R?,By) dont F est la fonction de répartition.

1.5 Variables aléatoires indépendantes

Définition 1.5.1 Le suite des vecteurs aléatoires X1, ..., X,, de dimensions respectives dy, . ..,d,, est dite

indépendante si la suite de tribus o(X1),...,0(Xn) est indépendante.
Nous pouvons relier cette notion d’indépendance & celle du paragraphe 1.3.
Proposition 1.5.2 Soit (A4;,...,A,) C F. Pour tout i <n, on note
Fi={0, A;, AS,Q} .
Les trois conditions suivantes sont équivalentes
(i) la suite d’événements (A1, ..., An) est indépendante (au sens de la définition 1.3.4),

(i) la suite des tribus (Fi1,...,Fn) est indépendante (au sens de la définition 1.3.7),

(i11) la suite de variables aléatoires réelle (14,,...,14,) est indépendante (au sens de la définition 1.5.1).



Preuve L’équivalence (i) < (47) a été établie au corollaire 1.3.9. (i¢) < (ii1) est immédiate car F; = a(14,).

O
Théoréme 1.5.3 Soient Cy,...,C,, des m—systémes inclus dans F. Si la suite (Cy, ...,C,) est indépendante,
alors la suite de tribus (o(Cy1),...,0(C,)) est aussi indépendante.

Preuve Soit A,,..., A, avec A; € C;U{Q}, et P(A3N---NA,) > 0. Soit Q : F — [0, 1] défini par

(AnAyn---NA,)
P(A;Nn---NA,)

Q) =2

@ est une mesure de probabilité, qui coincide avec P sur C;, donc sur o(Cy). L’égalité
P(AinAyNn---NA,)=P(A)P(As)---P(A4,)

est donc vraie pour tout A; € o(C1), A2 € C2 U {Q},... A, € C, U {Q}. Par récurrence, on démontre que
cette égalité est vraie pour tout A; € o(4;), i < n. O

Théoréme 1.5.4 Pour que la suite de vecteurs aléatoires X1, ...,X,, de dimension respective di,...,d,,
soit indépendante, il faut et il suffit que la loi du vecteur aléatoire X = (X1,...,X,) sur R?, d = S di,
soit le produit des lois des X;, c’est 4 dire

Px(dl‘l,...,dl’n) = le(dxl)--~PXd(da:n) .

Preuve Soit By € B4,,...,Bn € Ba,, si la suite X1,...,X,, est indépendante
Px(By x---xBp,) = P((X1,...,X,) € By X---x By,)
= P{Xi€eBi}n---n{X, € By})
= P(X,€B,)---P(X, €B,)
= Px,(B1)---Px,(B,) .
Réciproquement, si cette égalité est satisfaite, alors pour tout B; € B;
P{XieBi}n---n{X,€B,})=P(X1 € By)---P(X, € B)
c’est & dire
P(Ain---NnA,)=P(A;)---P(A,)
pour tout A; € o(X;). O

Corollaire 1.5.5 Si la suite de vecteurs aléatoires X1,...,X,, de dimensions respectives dy,...,d,, est
indépendante, et si chaque Px, admet une densité f; par rapport a la mesure de Lebesgue sur R% | alors Px
admet la densité

f@e, . xn) = fi(z1) - .- fo(zn)

par rapport & la mesure de Lebesque sur R?, d = > di

Proposition 1.5.6 Soit X1,...,X, une suite de vecteurs aléatoires indépendants, (X1,..., X)) une per-
mutation de (X1,...,X,). Alors les k vecteurs aléatoires
(X1, 0 X)) (X - X0,) s (Xpyrs-- 0 X0

(ou n < n) sont indépendants.

Preuve Utiliser le théoréme 1.5.4, et ’associativité du produit de mesures. O

Proposition 1.5.7 Soit X1,...,X,, une suite de vecteurs aléatoires indépendants de dimensions respectives
di,...,dn, et f; : R4 — RE, i = 1, cdotsn, des applications mesurables. Alors fi(X1),..., fa(Xn) est une
suite de vecteurs aléatoires indépendants.



Preuve 1l suffit de remarquer que
O'(fi(Xi)) C U(Xi) .
O

Proposition 1.5.8 Une suite infinie de sous classes de F est indépendante si toutes les sous suites finies
sont indépendantes.

Une suite infinie de vecteurs aléatoires est dite indépendante si toutes les sous suites finies sont indépen-
dantes.

1.6 Moments des variables aléatoires

Définition 1.6.1 Soit X une variable aléatoire réelle définie sur l’espace de probabilité (Q, F, P). X est dite
quasi—intégrable si

/X+dP<oo ou /X_dP<oo.
Q Q
Elle est dite intégrable si

/|X|dP:/X+dP+/X—dP<oo.
Q Q Q

Définition 1.6.2 Soit X une variable aléatoire réelle intégrable (ou seulement quasi —intégrable). On définit
alors I’espérance mathématique de X par

E(X)é/QXd,P.

Soit X un vecteur aléatoire de dimension d, X = (X1,...,Xn)*, tel que chaque X; (i = 1---d) soit une
variable aléatoire réelle intégrable. On définit alors l’espérance de X, E(X), comme le vecteur de coordonnées
E(X;),i=1---d.

Proposition 1.6.3 Soit X un vecteur aléatoire de dimension d, ¢ : R* — R uen application mesurable.
Alors p o X est P (quasi-—)intégrable si et seulement si ® est Px (quasi-)intégrable, et dans ce cas

/ o X(w) dP(w) = / o(z) dPx (z) .
Q

R4

Remarque 1.6.4 Cette proposition est essentielle pour le calcul pratique des espérances.

Etant donnée @ une probabilité sur (R, B), si [; |#|dQ(x) < oo, alors on peut définir I’espérance de la
probabilité Q comme la valeur commune des espérances de variables aléatoires réelles de loi ), grace a la
proposition 1.6.3.

Proposition 1.6.5 (Inégalité de Jensen) Soit X un vecteur aléatoire de dimension d, et ¢ : R — R
une fonction convexe. Si X est intégrable, alors o(X) est quasi—intégrable et

e [E(X)] < Elp(X)] .
Preuve On va utiliser la propriété suivante des fonctions convexes: Va, € R¢, Ja € R? tel que
a* (x = z0) + p(w0) < p(x), Vo € R .
Donc avec 79 = E(X) on a: Ja € R? tel que
a* (X — E(X)) + ¢(B(X)) < ¢(z), ps.

en prenant ’espérance & droite et & gauche de cette inégalité on en déduit le résultat. |



L’inégalité de Jensen ne s’étend pas au cas ol I’on remplace ’espérance par une intégrale par rapport &
une mesure quelconque.

Soit X une variable aléatoire réelle. Si X? est intégrable (on dit que X est de carré intégrable), alors X
est intégrable (appliquer l'inégalité de Cauchy—Schwartz & 1 x | X|), et d’aprés 'inégalité de Jensen

[E(X))* < E(X?) .
Si X et Y sont de carré intégrable, alors X + Y est de carré intégrable et XY est intégrable (utiliser les

inégalités (z + y)? < 222 + 292, |zy| < (22 +9?)/2).
On peut alors poser les

Définition 1.6.6 Soit X une variable al’eatoire de puissance p—iéme intégrable (p > 0). On appelle moment
d’ordre p de X la quantité E(XP).
Si X est de carré intégrable, on appelle variance de X la quantité
Var(X) £ B [(X - B(X))?] = E(X?) - [B(X)P .

Si X et Y sont deuz variables aléatoires réelles de carré intégrable, on appelle covariance de X et Y la
quantité

Cou(X,Y) 2 E(X — E(X)) (Y — E(Y))] = E(XY) — E(X)E(Y) .

Définition 1.6.7 Soit X un vecteur aléatoire de dimension d tel gye chaque X; (i = 1---d) soit de carré
intégrable. On appelle matrice des moments d’ordre 2 de X, la matrice E(X X*), et la matrice de covariance
de X la natrice

Cov(X) = E[(X-EX)(X—-EX)=EXX*)—EX)E(X)".
Ces deur matrices sont auto—adjointes et définies non négatives.

Proposition 1.6.8 (Inégalité de Bienaymé—Tchebicheff) Soit X une variable aléatoire et p > 0. Alors

E(|X]|P
Plx| 20 < ZED - ves o

Preuve
E(XP) > / IX[PdP > ¢ P(IX| > c) .

X|>e

Proposition 1.6.9 Soient X et Y deux variables aléatoire réelle intégrables et indépendantes. Alors
(i) XY est intégrable,

(ii) E(XY) = E(X)E(Y).

Preuve

(7) Supposons tout d’abord que X > 0 et Y > 0. On utilise la proposition 1.6.3, le théoréme 1.5.4 et le
lemme de Fubini

E(XY) = /Rjydp(x,m(xv?/)
- / / vy dPx (z) dPy (y)
= /:chX(x) x/ydPy(y)
= E(X)E(Y).

(#) Cas général: |X| et |Y| sont indépendantes. Donc (%) résulte du cas précédent. (4i) se démontre alors
comme ci—dessus.

O



Chapitre 2

ESTIMATION PARAMETRIQUE

2.1 CONCEPTS GENERAUX

2.1.1 Modéles Statistiques

On observe X le résultat d’'un phénomeéne aléatoire. X est un vecteur aléatoire & valeurs dans R™ défini
sur un espace de probabilité (2,7, P). La loi de X n’est que partiellement connue (voire pas du tout). On
suppose que cette loi appartient & une classe donnée {Py; § € O} de lois de probabilités, i.e. il existe 6y € ©
tel que loi(X) = Py,. Le probléme d’estimation est typiquement la détermination de ce paramétre & partir
de P’observation (d’une réalisation) de X.

Posons X = X () C R, X est Pespace des observations. Py est une loi sur X munit de sa tribu borélienne.

Définition 2.1.1 Un modéle statistique est un triplet (X, F, {Pp;6 € O}) ou

X est une partie de R™ représentant l’espace des observations;
F est la tribu borélienne sur X ;
{Py; 0 € O} est une famille de lois de probabilité définies sur (X, F).

Losrqu’il n’existe aucune ambiguité sur l’espace des observations, on appellera modéle statistique la famille
{Py; 0 € ©}. Si on note p(z;6) la densité de Py, la famille de densités {p(-;0); 6 € O} sera aussi appelée
modeéle statistique. On notera Ey (resp. E) l'espérance associée & Py (resp. P).

Remarque 2.1.2 X est une variable aléatoire définie sur (Q,F,P), a valeurs dans R™. Donc si I est une
partie de R™ on a
P(X el)=Py(I) .

Pour des raisons de commodité on utilisera souvent la notation suivante
Py(X el).

Cette notation, quoique formelle, présente l'intérét de faire apparaitre que ’on considére “la probabilité que
lobservation X soit dans I, sous l’hypothése que la loi de X est Py”. De méme si ¢ est une fonction de R™
dans R, on a

Eo(X)=FEpp .

Dans la suite on utilisera aussi la notation Eg p(X).

On aura souvent & manipuler des suites X1, ..., X,, de variables indépendantes suivant toutes une méme
loi

Définition 2.1.3 On appelle n—échantillon d’une loi Fy, de densité f(-;0), sur un espace A toute suite
Xi,..., X, de variables aléatoires indépendantes de méme loi Fy.



On considére un n—échantillon Xy, ..., X, d’une loi de densité f(-;60) sur A € R dépendant d’un paramétre
inconnu 6 € ©. Le modéle statistique associé & cette situation est le suivant

X = A",
f
Py

boréliens de X,
loi de densité p(z;6) = [, f(z:6) ,

o x = (z1,...,Zn) € X. p(x;0) est appellée la densité conjointe de ’échantillon X, ..., X,,.

2.1.2 Estimateur

On se donne un modéle statistique (X', F, {Py;6 € ©}). On cherche & estimer 6 le paramétre inconnu.

Définition 2.1.4 On appelle estimateur toute fonction mesurable
T: X - 0,
de l’espace des observations dans l'espace des parameétres. On parlera d’estimateur de 6.

Cette notion d’estimateur est trés large. On verra dans les paragraphes suivants deux grandes classes d’es-
timateurs (ou plutot de méthodes d’estimation), les estimateurs paramétriques et les estimateurs non para-
métriques.

2.2 ESTIMATEURS PARAMETRIQUES

On se donne un modéle (X, F, {Ps;f € ©}), et on suppose que O est une partie de R?. On note p(z;8)
la densité associée & la loi Ps.

2.2.1 Biais et Risque
Définition 2.2.1 Le biais de I’estimateur T est la fonction

9 —bO,T)2 E,T —9ecR? .
Le risque de l’estimateur T est la fonction

9 — R(0,T) 2 Eo|T — 0> .
Le biais définit donc I'erreur moyenne d’estimation. Le risque donne un critére de qualité de Iestimateur T'.
Définition 2.2.2 Un estimateur T est appelé estimateur sans biais (SB) si
b0, T)=0, VOe€O.

Etant donnés deux estimateurs Ty et Ts de 0, Ty sera dit préférable a T si

R(T1,60) < R(T»,0), Y9€©O.

Sauf dans certains cas triviaux, il n’existe pas d’estimateur préférable & tous les autres. Il est donc inutile
d’en chercher un! En revanche, il est possible de trouver un estimateur SB qui soit préférable & tout autre
estimateur SB.

Définition 2.2.3 Un estimateur T est dit uniformément de variance minimum sans biais (UVMB) s’il est
sans biais et si, pour tout autre estimateur sans biais S, T est préférable a S, i.e.

R(0,T) < R(6,S), Y6eO.



Supposons que T soit un estimateur UVMB, il serait intéressant de pouvoir mesurer la qualité de cet
estimateur. En d’autres termes, on aimerait pouvoir trouver une borne qui minimise le risque de tous les
estimateurs sans biais. Cette borne est donnée dans le théoréme 2.2.5, mais avant on introduit la notion
d’information de Fisher

Définition 2.2.4 On suppose que © est une partie ouverte de R? et que p(x;8) est réguliére par rapport d
0. On définit la matrice d’information de Fisher

A ((910gp(X;0)810gp(X;0)>
= Ey .

I(0) € R4d est une matrice symétrique définie positive.
Soit  Xi,...,X, un n—échantillon d’une loi de densité f(-;0) régulicre par rapport & 6. On définit
linformation de Fisher (deuziéme forme)

A dlog f(X1;6) dlog f(X1;6)
[1(9)]1',3' = Ey ( 90, agj ) :

On peut vérifier (cf. exercice B.2.7) que
I(0) =nZ(H) .

On vérifie que la matrice d’information de Fisher s’écrit

/ (310gp(:v;9)310gp(m;9)
zEX

) p(z;0) dz , (dans le cas continu),

90; 90,
Z ( og p\T; 08 P{T; ) p(z:0) , (dans le cas discret).
= 90; 90,

. 2
/A (%ﬁ) f(a;9)da , (cas continu) ,

a2
) (%{W) f(a;0) , (cas discret) ,

z€EA

7(0) =

Théoréme 2.2.5 (Inégalité de Cramer—Rao) On suppose que © est une partie ouverte de RY et que
p(x; 6) est réguliere par rapport a 0. Alors pour tout estimateur sans biais T,

R(9,T) > trace (I(9)™") , VO€O.
Un estimateur sans biais T qui réalise [’égalité dans l'inégalité précédente — pour tout @ € © — est dit
efficace.

2.2.2 Estimateur du Maximum de Vraisemblance

Tl n’existe pas de méthode d’estimation qui, dans tous les cas, minimise le risque (voir I’exercice 2.6.6).
Toutefois, il existe une méthode qui donne habituellement de bons résultats. Considérons ’exemple suivant

Exemple 2.2.6 Supposons que l'on jette une piece de monnaie 10 fois de suite dans le but d’estimer p
la probabilité d’obtenir face (F). Si on obtient 4 faces, il semble clair que le meilleur estimateur de p est
0.4. Pourquoi ? Il suffit de se dire que c’est la proportion de faces (=4/10). Mais en fait il existe une autre
maniére de raisonner: supposons que l’on observe la séquence

zg= FPPPFPPFFP.

Si la probabilité d’obtenir F est p, la probabilité d’obtenir la séquence xo est

p*(1—-p)°.



Pour certaines valeurs de p, disons 0.9, la probabilité d’obtenir xo est trés petite. Donc si p = 0.9, on
n’aurait vraisemblablement pas pd obtenir la séquence xo. En fait, connaissant le résultat des 10 jets, il est
ratsonnable de penser que la vraie valeur du parameétre p est celle qui donne & la séquence observée la plus
grande probabilité. C’est—a—dire, choisir comme estimation la valeur de p qui mazimise p*(1 — p)S. Cette
fonction de p est nulle en 0 et 1, positive sur |0,1[. On peut trouver son mazimum en dérivant

d 4 6

— 1-— = 0

dp (p ( p) ) )
ie. 4p*(1—p)—6p*(1—p)°® = 0.

Ainsi le mazimum est atteint en p = 0.4. Dans ce cas, p = 0.4 est notre “estimateur du mazimum de
vraisemblance”.

Comme on vient de le voir, si Py est une loi discréte, et si on observe g, 'estimateur du maximum de
vraisemblance est la valeur de 6 qui maximise la probabilité d’observer zg, i.e.

~

0(a0) € Argmax Fy({zo}) = Argmaxp(wo; 6) -

Si Py est une loi continue P({zo}) = 0, 'argument précédent n’est donc plus valable. Mais maintenant si
Cy, est un carré de coté 6 centré en zg, on a

Py(Cay) = /C pla:60) do = p(o; 6) 5"

*0o

Si on veut rendre la probabilité de tomber dans le voisinage de xo la plus grande possible, on choisit (comme
dans le cas discret)

0(xo) € Argmax p(xo;0) .
0O

Exemple 2.2.7 Avant de lancer sur le marché un nouveau type d’ampoule électrique, le producteur veut
en déterminer la durée de vie moyenne. On prend donc un échantillon de 100 ampoules et on mesure t =
(t1 -+ -t100), 00 t; est la durée de vie de la iéme ampoule. On suppose que la durée de vie de chacune de ces
ampoules suit une loi exponentielle de parameétre A et que la durée de vie de l'une est indépendante de celle
de lautre. L’observation admet donc une loi de densité

100

1 _, 1 i
p(t; \) = H Xe ti/XN — We (t1+---+t100) /A , te {R_F}IOO ) (2.1)
=1
Supposons que les durées de vie observées soient 1900,2534,...,1672, on substitue ty - - - t100 par ces valeurs

dans (2.1). Remarquons que seule la somme de ces durées de vie intervient dans (2.1). Si cette somme est
égale a 175262, on obtient comme expression de la densite

)\1100 67175262/A . (22)

En posant la dérivée du logarithme de cette derniére expression égale a 0, on obtient

A 175262
A =50

D’une maniére générale, pour un échantillon de taille n, le logarithme de la densité s’écrit

ti4-+t,

I\ 2log p(t; \) = —n log A — :

(2.3)

L’équation



donne

Notez au passage qu’il n’est pas nécessaire de calculer une expression générale de la densité (cf. (2.3)) pour
utiliser la méthode du maximum de vraisemblance. On peut aussi se placer dans le cas d’une réalisation
particuliere (cf. (2.2)). Ces deux démarches ont étés utilisées dans cet exemple.

La définition générale de I'estimateur du maximum de vraisemblance est la suivante

Définition 2.2.8 L’estimateur du maximum de vraisemblance (EMV) de 0, noté 0, est défini par

~

O(z) € Argrgleaécp(:c;ﬁ) , YxeX.

La fonction § — L(0) 2 p(-;0) est appelée fonction de vraisemblance (L(6) est une variable aléatoire dé-
finie sur (X, F). Par définition, "TEMV est le maximum de cette fonction. Dans les deux exemples précédents,
ce maximum a été calculé en posant la dérivée de L(6) égale 4 0, i.e.

Vo p(:0)g_g) =0 - (24)

(2.4) est appelée équation de la vraisemblance. Pour écrire une telle équation, il est nécessaire que © soit
une partie ouverte de R? et que L(#) soit régulier par rapport & #. Mais cela n’est pas suffisant pour assurer
I’existence et I'unicité d’une solution. En effet, il faut aussi que le point ou s’annule la dérivée soit bien un
maximum global (vieux probléme!).

Dans 'exemple 2.2.7, au lieu d’écrire (2.4) on a annulé la dérivée du logarithme de la fonction de vrai-
semblance. On explique pourquoi dans I’exemple suivant

Exemple 2.2.9 On dispose d’un n—échantillon d’une loi de densité f(-;60) ou 6 appartient & une partie ©
de R?. La densité jointe de I’échantillon est donc

n

p(z;0) é]__[f(:vi;é?) , VeeX.

=1

Si on écrit l’équation de la vraisemblance (2.4), on obtient

S IIf@5:0) | Vo f(zi;0)=0. (2:5)

i=1 \j#i

Si on annule la dérivée du logarithme de p(x;0), on obtient
i _1 v, f(z:;0)=0. (2.6)
~ f(z:;0)

Une rapide comparaison de (2.5) et (2.6) explique l’intérét de passer par le logarithme.

Comme on vient de le voir sur cet exemple plutot général, il est plus intéressant de considérer ’équation
de la vraisemblance sous la forme suivante (équivalente & (2.4))

Vi log p(x;0)|9:é(z) =0. (2.7)

1l existe des cas irréguliers oli on ne peut pas utiliser I’équation de la vraisemblance pour calculer 'EMYV.
L’exemple suivant en est une illustration

Exemple 2.2.10 (EMV du paramétre d’une loi uniforme) On considére un n—échantillon d’une loi uni-
forme sur [0,6], ow 8 est un paramétre positif inconnu. Cette loi admet une densité sur R définie par

A 0, a<0,
fla;6)=<¢ 1/6, 0<a<b, (a € R)
0, a>0,



la densité conjointe de ’échantillon est donc

A 1/, size{r;0<x;<0,i=1---n}, n
p(a:;G):{ 0/ sinon{ } (zeR). (2.8)

Posons
1(6) 2 log p(x;6) = —nlogh .
Maintenant on doit faire trés attention, si on cherche & résoudre l’équation de la vraisemblance en prenant
p(z;6) = 1/6™, on obtient
—2 =0=0=—-0.
0

Mais en fait 1/6™ n’est pas la densité conjointe. L’EMV de 0 se calcule en mazimisant la densité (2.8) par
rapport 4 6, on obtient .

0(z) = max{z1,..., 2.},
(o vérifier en exercice).

Proposition 2.2.11 L’EMYV posséde les propriétés suivantes

(i) Principe d’Invariance: on se donne une fonction h : © — RF alors h(0) = h(f) i.e. 'EMV de h(f) est
égale o h(EMYV de 0).
(i) Lien avec la borne de Cramer—Rao: s’il existe un estimateur sans biais qui atteint la borne de Cramer—

Rao, alors il s’agit aussi de VEMV.

La propriété (i) signifie que '"EMYV d’une certaine fonction de 6 peut étre calculée en appliquant cette fonction
a V’EMV de 6. Ce résultat est trés intéressant en pratique. La propriété (ii) est limitée par le fait qu’il est
difficile de trouver un estimateur sans biais efficace. L'EMV posséde d’autres propriétés intéressantes qu’on
exposera dans le paragraphe 2.3 consacré a la théorie asymptotique.

2.2.3 Estimateurs Bayésien et “MAP”

On considére un modéle bayésien, i.e. un modele statitistique (X, F, {Pp;0 € O}) et une densité py(-) de
la loi d’une variable aléatoire 8 définie sur ©. Etant donné T un estimateur de 6, on définit le risque bayésien
associé a la loi a priori pg

/ R(0,T)pe(R)dd , (sipe est continue),
®

Z R(0,T)pe(0) , (sipy est discréte).
=C)

>

R(T) (2.9)

Définition 2.2.12 Soit 6 un estimateur du parameétre 6. Si pour tout estimateur T de 6 on a

R(9) < R(T) ,
alors 6 est appelé estimateur bayésien du paramétre 6 associé & la densité a priori pa(-).

Proposition 2.2.13 L’estimateur bayésien associé a la densité a priori pg(-), s’écrit explicitement en fonc-
tion de p(-;0), la densité de Py, de la maniére suivante

' / 0 p(; 6) po(8) dB
@

/ p(x;6) pa(8) d6
(€]

0(z) = { (2.10)
> 6p(x;0) pa(6)

€O

> p(w;0)po(6)

\ 0€0

., (si pg est continue) ,

(si pg est discréte) ,




Exemple 2.2.14 Soit X1,..., X, unn—échantillon d’une loi de Bernoulli de paramétre 8 de densité conjointe
p(z;0) =6 (1—-6)""* , (xe€{0,1}") ,
ol 8, =21 + -+ + . On se donne une densité a priori sur le paramétre 8 de la forme
A o _
pe(0) =071 (1 -0t [(He0,1]),

avec a > 0 et B> 0. On rappelle les formules d’analyse suivantes. On définit la fonction

B(u,v) 2 /O1 01 (1—6)""1db .

Elle vaut T'(u) T'(v) /T (u + v) ot T'(u) est la fonction Gamma définie par

T(u) 2 / e 0" dp .
0

Cette fonction vérifie T(n + 1) = n! pour n € N et T(u + 1) = ul'(u). On utilise ces résultats pour calculer
Destimateur bayésien de 0 défini par (2.10) (cas continu)

fol gotsn (1 — g)n—snt8-1 49
) Gatsn=1 (1 — @)n—s+6-14f
T(a+s,+1) T(a+B+n)
Fla+B+n+1) T(a+sn)
o+ Sp,
n+a+p8"

6(z) =

Cet estimateur est biaisé car

Le risque de cet estimateur est

a+6)?—n)+0 (n—2a(a+p))+a?
(n+a+p3)? .

R(6,6) = E, (5—0)2 _7(

Prenons par ezemple o = 3 = \/n/2. On obtient alors l’estimateur

i) = 2O
de risque
RO,6)= — .
A1)

Ce risque est constant (ne dépend pas de 6).

Dans le cadre bayésien, il existe une seconde approche pour calculer un estimateur de 6.

Remarque 2.2.15 Soit p(z) la densité de la loi d’une variable aléatoire X & valeurs dans R. Quel est le
point xg de R qui peut le mieux représenter X ¢ Il existe deux approches. Premiérement, on peut dire que ce
point est Uespérance de X, i.e. zg = [ p(z)dx. Cette approche est justifiée par le fait que xo ainsi défini
minimise la fonction © — E(X —x)? (’erreur quadratique). Deuziément, on peut choisir un point tel que la
probabilité que X tombe dans un voisinage de ce point soit la plus grande possible. Cela revient & choisir xg
qui mazimise la fonction x — P(z —a < X < x4+ a) («a petit). Donc xqy est le point qui mazimise p(x), g
est appelé le mode de p(x). Cette seconde approche suppose que p(x) admette un maximum unique. Dans le
cas d’une densité gaussienne, le mode et l’espérance coincident.



D’aprés cette remarque, on peut choisir comme estimateur celui qui maximise la densité a posteriori
p(z;6) po(6)
p(x;6) pe(0) b
R
Peojx p(z;6) po(6)
> pl; 60) pa(6)

0coO

, (sl pg est continu),

(si pg est discréte),

Définition 2.2.16 L’estimateur “MAP” (mazimum a posteriori) de 6 pour la densité a prioiri pe(0), noté
Onrrap, est défini par

éMAP(.Z') € Argrgleag)cpﬂx(ﬂX) = Arg raneag)cp(x;a)pgw) , VzelX.

Supposons la densité p(x;#) unimodale, c’est—a—dire ne possédant “qu’une seule bosse”. Prenons pour
pa(6) une densité uniforme sur un intervalle [- K, K] (K grand). Il est alors facile de vérifier que I’estimateur
MAP et ’EMV coincident. En effet

1
Arggleagpg\x(ﬂlm) = Argrgleaggp(xﬁ)pg(")
1
= Arg_fgngaé?K—chp(x,H)

= Arg _Igr%ag;Kp(x; 0)

= Arg raneaécp(x; 0) .

Cette derniére égalité est due au fait que, pour K suffisamment grand, le maximum en 6 de p(z; ) est atteint
sur lintervalle [- K, K].

2.3 THEORIE ASYMPTOTIQUE

Soit X = (X; X5--- X, --+) un échantillon de taille infinie d’une loi Fy de densité f(-;0) sur A C RF.
On suppose que 6 est unidimensionnel (@ C R). Le modéle statistique correspondant est le suivant

X = A,
F Dborélien de X,
Py loi de densité p(z;0) = o) f(zi;0), z=(21 - 2p---)EX.

On dispose d’une suite {T},} nen d’estimateurs de 0 tels que, pour tout n,

Tn=Tw(X1,...,.X,),
(i.e. T,, ne dépend que de X1, ..., X,,). Il s’agit d’étudier le comportement des estimateurs T, lorsque n — oo.
Définition 2.3.1 On dira que la suite d’estimateurs {T},} de 0 est consistante si pour tout § € ©

T,(X1,...,X,) — 6  Pyps. (1) .

n—+oco

Théoréme 2.3.2 Supposons la densité f(-;0) réguliere par rapport 4 6. On considére VEMV 6,, défini a

~

partie de X1, ..., X,, i.e. 0, = én(Xh ..., X,) est solution de l’équation de la vraisemblance
i 2logf(Xi;G) =0.
P o0

La suite est consistante

0, — 0, Py-p.s., (V6 € O).

n—+4oo

1.&n — & Py—p.s. signifie que Pp(é&n — &) =1.
n—oo n—oo



Définition 2.3.3 Soit {T,,} une suite d’estimateurs de 0 telle que

loi (%W) o N

pour une suite (fin(0),0,(0)) € R x R donnée. Une telle suite d’estimateurs est dite asymptotiquement
normale. y.,,(6) est appelée la moyenne asymptotique et o, (8)? la variance asymptotique. La quantité suivante

pn(0) — 6
Un(e)

définit le biais asymptotique. La suite {T,} est dite asymptotiquement sans biais si le biais asymptotique
tend vers 0 lorsque n — +00.

Théoréme 2.3.4 Supposons la densité f(-;6) réguliere par rapport 4 6. On considére VEMV 8, = 8,,(X1, . ..
La suite 8,, est asymptotiquement normale avec

1n(0) 26, 0.(0)° = (nxI0)" .

C’est—a—dire

loi(\/ﬁx(én—a)) — N(0,Z(6)") , (¥0€O),

n—+oo

ot Z(0) est linformation de Fisher (définition 2.2.4).

2.4 INTERVALLES DE CONFIANCE

Dans toutes les méthodes d’estimation, une question naturelle vient & esprit: qu’elle est la différence
entre la vraie valeur d’un paramétre et son estimation ¢ Une premiére possibilité consiste & utiliser la fonction
risque. Mais on peut vouloir une notion “plus parlante”. Pour cela on utilise la notion d’intervalle de confiance.

On se donne un modéle statistique {Py;0 € O}, © C R, et un estimateur T de 6. Si par exemple, aprés
estimation, on obtient 7' = 7.0, on se doute que 6 sera proche de 7.0, mais rarement égale a 7.0. Ce que 'on
aimerait obtenir, c’est un intervalle autour de la valeur estimée de la forme [7.0 — 0.2,7.0 + 0.2] (noté aussi
7.0 £ 0.2) tel qu’avec une grande probabilité, § soit dans cet intervalle. La taille de I'intervalle nécessaire
pour contenir # donnera donc une bonne indication de la précision de ’estimation.

En général, on cherche deux fonctions G(T') et D(T') de lestimateur T, avec G(T) < T < D(T), telles
que

b € [G(T),G(T)]
avec une grande probabilité. On aimerait trouver une procédure générale, i.e. des fonctions G(-) et D(-)

qui puissent étre utilisées avec n’importe quel estimateur 7" de 4.

Définition 2.4.1 FEtant donné T une estimateur de 0, un intervalle de confiance (IC) de niveau 1 — a est
la donnée de deuz fonctions G(T) et D(T) (G(T) < T < D(T)) de lestimateur T telles que

P9 €|GT),DT)))>1—a, (Vec0).

2.4.1 Cas des Grands Echantillons

Dans beaucoup d’applications il existe une maniére simple de calculer des IC fondée sur le fait que, pour
les grands échantillons, I’estimateur & une loi simple. On se place dans le situation du paragraphe 2.3. On
dispose donc d’une suite {7, } d’estimateurs de 6.

Supposons d’abord que

T, ~N (0, 0,(0)*) .

En utilisant une table de la loi de Gauss (cf. table p. ??), on vérifie que

T.€ [0—20.00),0+20,(0)], avec une probabilité de 0.95 ,
i.e. 8€ [T, —20,00),T,+20,(0)], avec une probabilité de 0.95 .



Si on suppose l’estimateur consistant, i.e. T,, ~ 6 (pour n grand), et que o, (6) est une fonction réguliére de
0, on peut remplacer dans Pexpression précédente o, (0) par ¢,,(T,,). On obtient alors

0 € [T — 20,(T0), T + 20,(T)]

avec une probabilité asymptotiquement (n — +o00) égale & 0.95. On a donc construit un IC de niveau
(asymptotique) 0.95 .
De maniére plus générale, on se fixe un niveau 1 — « et on calcule z > 0 tel que

P(—z2<Z<z)=1-«,
{ Z v.ar. de loi N(0,1). (2.11)
Alors
Py(T,e[0—z0,(0),0+20,(0)]) = 1—«a,
i.e. Pp0e[Th,—20n0), Tn+z20,00) = 1—«a.

On remplace 0, (0) par o,(Ty) pour conclure que
[Ty — 20n(Th), Tn + 20,(Ty)]

est un IC de niveau (asymptotique) 1 — «, ol z est donné par (2.11). Donc dans le cas ou T, est une suite
d’estimateurs non biaisés et de loi normale — T,, ~ N(#, 0,(8)?) —, on a décrit une maniére générale de
construire des IC dans laquelle G(T,) = T, — 20,(Ty) et D(Ty,) =Ty, + 20, (Th).

Cette approche se généralise au cas des suites {7, } d’estimateurs asymptotiquement normaux et sans
biais, i.e. les suites telles qu’il existe une suite

(1n(6) o (6))

(T — pn(9) 11n(6)0
loi (T@) n_}—_;ooN(O,l) et (@) n_}—i_mo.

En utilisant la méme démarche que ci—dessus, on obtient le résultat suivant

telle que

Proposition 2.4.2 Soit {T,,} une suite d’estimateurs asymptotiquement normale et sans biais, de moyenne
et de variance asymptotique p,(0) et 0,(0)%. Alors

[T — 200(0), Tn + z0,(6))
est un IC de niveau (asymptotique) 1 — «, ot z est défini en (2.11)
Dans la cas d’une suite ’EMV (cf. théorémes 2.3.2 et 2.3.4), on obtient le résultat suivant

Proposition 2.4.3 Soit 0, = én(Xl - X,.) une suite ’EMV de 0, ot X1, ...,X, est un n—échantillon d’une
loi de densité f(-;0) réguliere par rapport a 6. Alors

z 1 N z 1
—_— an 4+ — —

VR T6y V16
est IC de niveau (asymptotique) 1 — o, ou z est défini en (2.11) et T est lVinformation de Fisher (défini-
tion 2.2.4).

Dans I'IC de la proposition 2.4.3, on voit apparaitre un terme en 1/4/n. Pour diviser cet IC en deux il
est donc nécessaire d’utiliser un échantillon 4 fois plus grand. Néanmoins, ces deux IC (propositions 2.4.2 et
2.4.3) donnent de bons résultats pour n > 20.

On peut retenir la régle pratique suivante

~

bn

Etant donné une suite {T,,} d’estimateurs de 0, la plupart du temps (dans les cas réguliers)
on supposera cette suite asymptotiquement normale et sans biais. Il suffira donc de calculer sa
variance (asymptotique) et d’utiliser I’IC décrit dans la proposition 2.4.2.



2.4.2 Cas Des Echantillons Moyens

On se place ici aussi dans le cadre du chapitre 2.3. Lorsque ’échantillon est de taille moyenne, la méthode

du paragraphe précédent n’est plus justifiée. On peut alors utiliser 'inégalité de Bienaymé—Chebychev
EY?
P(Y|>6) <

En effet, soit T}, une suite d’estimateurs de 6 sans biais et de variance r2() = Vary T,,. Dans I'inégalité
précédente, remplagons Y par (T, — 6)/r,(8). On obtient

T,—6 1
P, > < =
([Falze) < &
T,—-06 1
.€. — < > - =
e %(nﬁﬂ—ﬁ = 1T
1
i.e. Py(0 [T, —6r.(0),T,+6r,(0)]) > 1-— 5 (2.12)
Choisissons ¢ tel que
1—i:1—oz7 i.e.é:i‘

62 Va
Si la suite {T,,} est consistante et si 7,(0) est une fonction réguliére, on remplace r,(6) par r,(T3) dans
(2.12) pour obtenir le résultat suivant

Proposition 2.4.4 Si {T,,} est une suite consistante d’estimateurs de 6 sans biais et de variance r,(6)?,

alors
rn(0) 7,,(0)
va Ve

Tn_ 7Tn+

est un IC de niveau (asymptotique) 1 — a.

Cette méthode peut étre utilisée pour des échantillons de taille moyenne (n > 10), mais elle présente
I'inconvénient de donner des IC plutot imprécis.
2.4.3 Cas Général

Plagons—nous dans le cas ou ’on dispose d’un estimateur 7' de 6. Supposons que ’on puisse trouver deux
fonctions monotones a(f) et b(6) telles que

Py (T €[a(0),b(0)])=1—«a, (Vo € 0O) . (2.13)
Puisque les fonctions a( - ) et b(-) sont monotones, on peut trouver deux fonctions G(-) et D(-) telles que
a(d) <T < b(8) = GT)<o6<D(T).
Dans ce cas, [G(T), D(T')] est un IC de niveau 1 — @ car (2.13) est équivalent &
P0e[GT),DM))=1-a, (Vo € ©) .

Proposition 2.4.5 Soit T un estimateur de 0 tel qu’il existe deuzr fonctions monotones a(0) et b(0) vérifiant
(2.18) ot 1 — « est un niveau fixé. Alors
[G(T), D(T))]

définit un IC de niveau 1 — a.
Ce résultat est intéressant & double titre. Premiérement, il est vrai quelque soit 'estimateur 7". Deuxié-

mement, ce n’est pas un résultat asymptotique, il est donc utilisable quelque soit la taille de 1’échantillon.
En revanche, il est trés difficile en pratique de trouver des fonctions a(8) et b(f) qui vérifient (2.13).



2.5 LE MODELE LINEAIRE

Exemple 2.5.1 Un chaine de grandes surfaces désire ouvrir un nouwveau magasin et hésite entre plusieurs
villes. Naturellement on souhaite que ce magasin soit le plus rentable possible. On retient l’hypothése —
quelque peu naive — selon laquelle le chiffre d’affaires annuel (Y ) d’une de ces grandes surfaces dépend
linéairement des parameétres suivants:

a1 : nombre d’habitants,
as : revenu moyen par habitant,
az : éloignement par rapport au centre ville.

Pour les dix magasins déja existants les valeurs de Y, a1, as, ag sont:

(i1 2 3 4 5 6 7 8 9 10|

Y; | 237 514 1855 1685 929 4572 691 2942 1954 601
at | 200 500 2000 1800 950 5000 700 3200 2100 600 (2.14)
at | 70 80 77 84 & 95 88 83 87 89
as| 0 6 16 5 8 25 18 10 28 6.5

L’hypothése faite plus haut s’écrit donc
Y ~al 6 +a6s+albs, (i=1...10) . (2.15)

On veut estimer 0 = (01 0203)*, en essayant de faire correspondre “le mieuz possible” les données réelles
(2.14) avec le modéle théorique (2.15). Une approche consiste a minimiser l’erreur de modélisation que l’on
peut représenter par la quantité suivante

10
S(0) =D (Yi—dj b1 —a}0—a365)°, (2.16)
=1
S(0) mesure Uerreur que l’on fait lorsque l’on décide de choisir la valeur 0 du paramétre. L’estimateur 0 qui
minimise cette quantité est appelé estimateur des moindres carrés (EMC).

2.5.1 L’Estimateur des Moindres—Carrés

D’une maniére générale, le probléme s’introduit ainsi: on considére Y un vecteur aléatoire & valeurs dans
R™, d’espérance A# et de covariance 0% I,,. § € R? est un paramétre inconnu, A € R**¢ est une matrice
connue. On suppose, pour l'instant, 2 connu. Le but est d’estimer 6.

L’estimateur des moindres—carrés est celui qui minimise ’écart entre ’observation (d’une réalisation) de
Y et l’espérance donnée par le modéle. Cet écart est mesuré par

SO =Y —A0)" (Y —A09) . (2.17)
L’EMC est donc défini par .
S(0) = Inin S() , (2.18)
c’est—a—dire
95(0)

W(g:é:07 1.€. (A A)GIA Y.

Donc si on suppose la matrice (A* A) inversible, 'TEMC s’écrit
6=(A*A)TA*Y . (2.19)
Définition 2.5.2 L’estimateur des moindres—carrés § de 0, est défini comme étant la solution de
S(6) = min S(8
(6) = min S(6) |
si on suppose la matrice (A* A) inversible, alors cet estimateur s’écrit

6=(A"A)TAY .



On fait les hypothéses
EgY=A0,
Eg(Y —A0) (Y — AB)*=0?1, ,

et
(A" A) est inversible .

Sous ces hypothéses, on a le résultat suivant
Proposition 2.5.3 L’estimateur des moindres—carrés 6 vérifie
(4) 0 est un estimateur linéaire de 6,

(i) 0 est un estimateur sans biais: Egd =6 (V6),
(ii1) Eo(0—0) (0 — 0)* = (A* A)~'o2,
(iv) pour tout 8 estimateur linéaire non biaisé:

Ey(6—0) (6 6)" > Eo(6—0) (6 - 6)"
preuve .
(i) = LY avec L = (A* A)~! A*, § est donc un estimateur linéaire.
(ii) Eg@ = (A* Ay L A* B, Y = (A*A) LA A0=6.
(iii) —0=(A*A)" P A*Y — = (A* A)~' A* (Y — AH) donc

(V)

(V0) .

Eo(B—0)(0—0) = (A*A) A Ep((Y — Af) (Y — A0)") A(A* A)~"

= o2 (A" AT AY T, A(AF AT
o? (A* A~

(iv) On se donne un estimateur linéaire sans biais
6=CY, E0=9.
Donc E4(CY) =8 i.e. C A9 =0 et ceci pour tout 6 d’on
CA=1;.
La covariance de § est donnée par

Es0—0)0—-0)" = Ey(CY—-6)(CY —0)*
= Ep(CY—-CAO+CAH—0)
(CY -CA0+CAH—0)*
= CE;((Y —A0)(Y —A0)CY)
= o2CC*.

Posons D = C — (A* A)~! A*

DD* = (C—(A"A)7"A")(C— (A4~ 4"

(car CAO—6=0)

= CC*—(A"A) "ACT —CA(A"A) T+ (A" A"

= CC*—(4*A)t, (car C A =1,)
> 0.

Donc ¢2C C* > 02(A* A)~! ce qui termine la preuve de la proposition.

(2.20)

(2.21)



2.5.2 Estimation de la Variance
Dans la proposition 2.5.3, on a montré
Eo(6—0)(0 —0)* = (A* A)~1o? .

0% est un paramétre de la loi de Y. En général, ce paramétre est inconnu et doit donc étre estimé. Un

estimateur non biaisé est décrit dans la proposition suivante

Proposition 2.5.4 Un estimateur non biaisé de o2 est

2 A S(é)
T n—d

& (2.22)

ot n est la dimension du vecteur d’observation, d la dimension du paramétre 0 et S(0) est la somme des
carrés des résidus

S0) = (Y —AG)*(Y — AD) . (2.23)
preuve (2.19) dans (2.23) donne
S@) = (Y-A(A*A 1A* )* (Y - )"LA*Y)
Y* (I, - A A* A*) (I, — ) LAY Y

= A7) (
= Y (I,—A(4"A 1A*)Y
= trace (I, — A(A*A)T'A*) YY*,

donc EyS(f) = trace(I, — A(A* A)T'A*) (0?1, + AO6* A*)
o trace (I, — A(A* A) "' A*)
o?traceI,, — 0% trace A (A* A)~! A*
= o?tracel, — o®trace (A* A)"1 A*A
(car trace AB = trace BA)

a2 trace I, — o2 trace I,
0-2 (n - d) ’

ie. Ep62 = o2.

2.5.3 Le Modéle Linéaire Gaussien

La proposition 2.5.3 établit que PEMC est le meilleur des estimateurs linéaires (au sens de lerreur
quadratique). D’une maniére générale, on ne sait pas démontrer plus, sauf dans le cas gaussien. En effet,
dans ce cas on peut montrer que ’EMC est le meilleur des estimateurs sans biais et on peut aussi calculer
explicitement sa loi. Tous ces résultats sont regroupés dans la proposition suivante

Proposition 2.5.5 Supposons que Y ~ N(A0,0%1,), ou 0§ € R et o € R sont inconnus, A € R**? connu.
L’EMC 6 est sans biais, de variance minimum, i.e. pour tout estimateur 6 sans biais:

Eg(6-6)(6—-0)">E(8-6)(6—-0)" (v0),
c’est—a—dire, 6 est UVMB. Et 0 suit une loi de Gauss de moyenne 0 et de covariance o® (A* A)~1. De plus,

6, — 6,
VCi x 62

ot Tp—_q est la loi de Student & n — d degrés de liberté et Cy; est le ieéme élément diagonal de (A* A)

~ T

-1



Exemple 2.5.6 (suite de ’ezemple 2.5.1) Dans cet exemple, on obtient
6, =090, 6,=077, 63=-026.

Ainsi pour une valeur a = ai as as du parameétre a associé a une ville donnée, une nouvelle succursale
J
installée dans cette ville “devrait” mhe un Chiﬁ76 d’aﬁai7 es de

Y =0.90 a; +0.77 az — 0.26 a3 .
Par ailleurs, en utilisant (2.22), on obtient l'estimation suivante de la variance
6% =4.42?%
donc, si on suppose que l’on est dans le cas gaussien Y ~ N(A0,0%I,,), on peut affirmer que
Y; =0.90 @} +0.77 a5 — 0.26 a}  (£2 x 4.42) , (i=1...10),

avec une probabilité de 0.95. La proposition 31 permet — dans le cas gaussien — de mieux préciser l’erreur
d’estimation. En effet, dans cet exemple n —d =7 et 4 laide d’une table statistique de la loi de Student, on
obtient

b; — 6;
Pl |2 | >1.895]|=0.1,
o (‘\/CﬁX&Q - )
ou en d’autres termes

6; = 0; £ 1.895+/C;; x 62 avec une probabilité de 0.9 .

2.6 EXERCICES

Exercice 2.6.1 Soit X1,..., X, un n—échantillon d’une loi de Bernoulli B(0) de paramétre inconnu 6 €
[0,1].

— Ecrivez le modéle statistique correspondant da cette situation, et calculez T la moyenne empirique.

— Calculez le biais et le risque de T'.

Exercice 2.6.2 Soit X1, ...,X, un n—échantillon d’une loi de Gauss sur R, d’espérance u et de variance

2.

— En supposant o connu (=1), calculez VEMV de p.
— En supposant p connu (=0), calculez VEMV de o?.
— Calculez VEMV de 6 = (u,0?).

Dans chacun des cas étudiez le biais et le risque. Dans les deuz premiers cas calculez la borne de Cramer—Rao
et vérifiez si la borne est atteinte ou pas (cf. probleme 2, annexe B).

Exercice 2.6.3 (Ezemple d’EMV biaisé) Soit X1, ..., X, un n—échantillon
d’une loi de densité .
f(zi;0) = 02 x,; e 0%

sur Ry, ot 6 est le paramétre inconnu.
— Calculez p(x;0) (x = (z1---2p)) la densité conjointe.
— Posez I’équation de la vraisemblance et calculez § VEMV de 6.

— Vérifiez que Uestimateur 0 est biaisé.



Exercice 2.6.4 Soit X1,...,X, un n—échantillon d’une loi log-normale, i.e. la loi de log(X;) est N(u,c?)
(X; est & valeurs dans Ry ).

— On définit € et v l’espérance et la variance de X;, vérifiez que

2

§=ea:p(u+%> , v=2¢g (e"Q—l) .

— Montrez que ’EMV de (£, v) est

R _ o s? oy [

{-emp(X—F?), r=X (e —1),
ot

goXit A X g

n n

Commentez (principe d’invariance).

Exercice 2.6.5 (La méthode des moments) On considére un n—échantillon
d’une loi — appelée exponentielle double — de densité sur R définie par

fla;a, ) = % g lo—el/b (a €R),

ot 0 = (a, B) est un paramétre inconnu.

— Calculez les deuz premiers moments py(, 8) et uz(a, ) de X; (réponse: a et 2 32 + a?).

On considere les deux premiers moments empiriques de Xq,..., X,
A Xt Xa
b = —,
n
A XP4+---+X2
b= =

On pose les équations
ul(avﬁ)zﬂl ) u2(a75) =/l2 -

— Déduisez de ces équations des estimateurs & et B de a et 3 (réponse: & = fiy et 8= V(2 — [i2)/2).

La méthode que ’on wvient d’utiliser est une méthode générale (et ancienne) d’estimation appelée méthode
des moments. On considére un n—échantillon d’une loi de densité f(-;6), le parameétre inconnu 6 est estimé
en faisant correspondre les moments théoriques:

/ a® f(a;0) da , (cas continu) ,
A

A
p(6) =
Z a* f(a;0) , (cas discret),
acA
avec les moments empiriques:
oA XP++ XE
b= —""".
n
On obtient des équations de la forme
Xf+---+ X,
() = ="

n



Si 0 est unidimensionnel on écrira une seule équation:

X, 4+ X,
)= ——— .
11(9) -
Si 0 est bidimensionnel on écrira deux équations:
X144+ X,
p() = ————,
X? + "oy xe
pa(b) = ———— .

Ainsi de suite.

— Appliquez cette méthode au cas d’un n—échantillon d’une loi gaussienne
g(';,u70—2>7 0:(/*1'70—2)‘

La méthode des moments donne parfois des équations beaucoup plus simples o résoudre que les équations de
la vraisemblance. Mais, en général, il est difficile de savoir si cette méthode va donner des estimations de
qualité.

Exercice 2.6.6 (Comparaison des risques de trois estimateurs) Soit X1 --- X,, un n—échantillon d’une loi
de Bernoulli de paramétre 8 € [0,1]. On considére les trois estimateurs de 0 suivants

>

Tl ) T2:7 ) T3_

Sn A Sn+ 4 N
~ =
ot S, = (X1 4+ -+ X,)/n. Th est UEMV (ou la moyenne empirique). Ty est l’estimateur bayésien associé
a la densité a priori pe(f) = OV™/2=1 (1 — §)V"/2=1 (cf. exemple 2.2.14). T3 est lestimateur constant égale
a un 6y € [0,1]donné.

— Calculez R1(0), R2(0) et R3(0) les risques associés respectivement o Ty, Ta et Ts.
— Tracez les trois courbes 6 — R;(0) (i =1,2,3) et commentez.

(Aucune des courbes n’est en—dessous des deux autres, i.e. aucun des estimateurs n'est préférable auzx autres.
Sur un intervalle centré en 1/2, Ty est meilleur que Ty, mais la longueur de cet intervalle tend vers 0 losrque
n— 00).

Exercice 2.6.7 Pendant N jours consécutifs on fait la méme expérience: on irradie 1000 mouches et on
compte le nombre de mutations. Le résultat de ces N expériences est noté ny, ns, ..., n,. Le traitement est
le méme durant les N jours et le nombre de mutations est trés faible comparé au nombre de mouches.

Supposons que chaque mouche ait une probabilité p de muter et ¢ = 1—p de ne pas muter. Ainsi le nombre
total n; de mutations par jours est le résultat de 1000 réalisations indépendantes d’une loi de Bernoulli de
parameétre p. Comme les n; sont petits comparés a 1000 — le nombre total d’éssais —, on en déduit que p doit
étre relativement petit. Donc une bonne approxrimation pour le nombre total de mutations par jours est une
loi de Poisson de paramétre . On retient donc le modéle statistique suivant: (nq ---ny) est un échantillon
d’une loi de Poisson de paramétre .

— Calculer p(ny ---ny; A) la densité de la loi de I’échantillon.

— Poser ’équation de la vraisemblance et calculer N VEMV de ).



Chapitre 3

TEST D’HYPOTHESES

3.1 CONCEPTS GENERAUX

Dans un probléme d’estimation on recherche la vraie valeur d’un paramétre 4, et la réponse est un point de
I’espace des paramétres ©. Dans un probléme d’intervalle de confiance, on recherche un intervalle contenant
la vraie valeur du paramétre et la réponse est un intervalle de ©®. Dans un probléme de test, il n’existe que
deux réponses possibles: “oui” ou “non”.

On se donne un modéle statistique {Pp; 6 € ©}, le probléme de test se formule ainsi: étant donnée une
partie ©g de O, la vraie valeur de 0 est—elle dans ©g ou non ?

Exemple 3.1.1 Un test d’intelligence non verbal a été mis au point sur un grand nombre d’enfants francais
de tel sorte que la répartition des résultats de ce test suit une loi normale de moyenne 100 et d’écart—type 10.
Ce test est utilisé sur 50 enfants américains et le score moyen obtenu est 97.1 . Est—ce—que ce résultat est
suffisamment plus petit que 100 pour indiquer une différence significative entre le score des enfants américains
et celui des enfants francais? En fait on essaie de savoir si la loi sous—jacente aux résultats obtenus par ces
50 enfants dévie de maniére significative de la loi N(100,100).
Ce probleme peut se traiter & différents niveauz.

Supposons que le résultat X = (X1 --- Xyo) est une suite de variables indépendantes, équidistribuées. Le
modeéle le plus simple consiste 4 choisir comme loi sous—jacente auz X; une loi normale d’écart—type 10. Le
modeéle statistique correspondant est donc

{N(u,100); p € ©} , avec © é]0700[ .

Comment choisir ©g ¢ On peut prendre Oy = {100} : dans ce cas on veut savoir si la loi de X; est N(100,100).
On peut aussi prendre ©g = Ry \ {100} : dans ce cas on veut savoir si la moyenne de X; n’est pas 100.
Supposons que la variance empirique de l’échantillon (X1 --- X50) soit 59.5 . Dans ce cas il n’y a aucune
raison de penser que l’écart—type des X; soit 10. Le modeéle statistique approprié est alors

{N(1,0%); (p,0) €O} ,  avec © =]0,00[x]0, 0] -

L’hypothese selon laquelle la loi de X; ne différe pas sensiblement de N(100,100) s’écrit (u, o) = (100, 10).
Dans ce cas ©g = 0\ {(100,10)}. On peut maintenant ne pas étre intéressé par l’écart—type mais seulement
par la moyenne, i.e. on veut seulement tester si p = 100. Dans ce cas Oy = © \ {(100,0); o €]0,00][}.

A un autre niveau, on peut aussi remettre en cause [’hypothése selon laquelle la loi des X; est normale.
Ce genre de situation sera étudié dans le chapitre consacré aur méthodes non-paramétriques.

Définition 3.1.2 Un probléme de test d’hypothéses est la donnée d’un modéle statistique {Py; 0 € O}
et d’une partie ©g de ©. L’hypothése Hy: “0 € Oy” est appelée hypothése nulle. On pose ©1 = © \ Oy,
Uhypotheése Hy: “0 € ©1” est appelée hypothése alternative.



Dans un probléme de test, au vu d’une observation X, on veut décider si I’hypothése Hy est vraie ou
fausse. On veut en fait une “régle de décision”

0 si on décide d’accepter Hy au vu de z,

X3z — plx) = { 1 si on décide de rejeter Hy au vu de z.

Le plus souvent cette régle de décision sera de la forme suivante: p(z) = Ip(x), i.e. on accepte Hy si x ¢ D
et on rejette dans le cas contraire.

Définition 3.1.3 Soit {Py; 0 € O} un modéle statistique et ©¢ un ensemble de test. Soit D une partie de
l’espace des observations X. La régle de décision pp — ou test d’hypothése —, fondée sur l’ensemble D est

A [ 0, i.e accepter Hy six gD,
X9$—>p1)($)—{1’ i.e. rejeter Hy sizeD .

D est appelé région de rejet de I’hypothese Hy (D sera parfois aussi appelé test).

Pour un probléme de test donné, il existe plusieurs tests — régles de décision — possibles (autant que
de parties de X). 1l est alors important de pouvoir comparer tous ces tests, dans ce but on introduit les
notations suivantes

Définition 3.1.4 Soit pp un test de région de rejet D. La puissance du test pp est la fonction
N
© 360 — Bp(0) = Pe(D) .

La taille du test pp est la quantité

ap £ sup Py(D)
0€0g

Exemple 3.1.5 Supposons que l’on vous donne une piece de monnaie en vous demandant de vérifier si elle
est biaisée ou mon. Vous voild dans ’embarras. Quel niveaw de biais vous demande—t—on de détecter? Vous
demande—t—on de mettre au point un test capable de détecter un biais de 1%, de 5%, ou alors est—il suffisant
de pouwvoir détecter un biais de 20%% On veut tester I’hypothése

Hy : “p=105".

On construit le test suivant: on jette la piece n fois, soit X = (X1 ---X,) le résultat obtenu (X; = 0 si le
ieme jet est “face”, 1 dans le cas contraire). On définit le test

84 |X1+---+Xn— %| < N on accepte Hy,
) |X1+---+Xn— %| > N on rejette Hy.

Ou le seuil N est 4 déterminer. La région de rejet associée 4 ce test est

Dé{xE{O,l}”;

x1+---+xn—g‘>N} :

La puissance de ce test est

=

Bo(p) £ Py(D) = P, ({a;

R LR

Pour n petit on peut calculer Bp en utilisant une table de la loi binomiale, pour n grand on utilise l’approxi-

mation normale
X+ -+ X, —
loi [ 22 A ") N0, 1),
np(l—p) n—oo

pour obtenir
o N+n/2—-n/p

Bop) =2 x [ glaio1)ds Sl



( g(-;0,1) densité de la loi normale centrée réduite). En prenant n = 1000, N = 16, 32,48 on obtient

N=16 D 0.46 0.48 0.50 0.52 0.54
Bp(p) | 0.95 0.61 0.82 0.61 0.93

N=32 P 046 048 0.50 0.52 0.5/
Bo(p) | 0.69 0.23 0.05 0.23 0.69

N=/8 p | 046 048 050 052 0.54
Bo(p) | 0.40 0.0/ 0.003 0.0/ 0.40

On considére maintenant la tailled de ce test ap = Py5(D). Si N = 16, d’aprés les tableauz précédents, on
obtient ap = 0.32. Cela signifie que, bien que Hy soit vraie, 32 fois sur 100 l’observation X tombera dans
D (i.e. rejet de Hy). En revanche, si on prend N plus grand (N = 48), alors ap = 0.003 et dans ce cas on
ne rejettera (a tort) Hy que 3 fois sur 1000.

Définition 3.1.6 Soit a €]0, 1] fizé, un test pp est dit de niveau « si ap < «. Un test pp est dit uniformeé-
ment le plus puissant (UPP) au niveau « si

pp est de niveau

pour tout test pc de niveau a:  Bp(6) > fc(F), VO€ O .

Rechercher un test UPP de niveau « implique que les hypothéses Hy et H; ne sont pas considérées de la
méme maniére. Le tableau suivant donne les différents résultats possibles d’un test

| VERITE | DECISION | RESULTAT |

H, H, décision correcte
H, H, erreur de type I
H, H, erreur de type II
H,; H,; décision correcte

Donc rechercher un test UPP de niveau a revient a

choisir parmi tous les tests tels que P ( erreur de type I ) < «
celui qui minimise P ( erreur de type II')

Cette dissymétrie s’introduit de maniére naturelle dans beaucoup de problémes concrets. Par exemple, si Hy
est “tel traitement médical est dangereux”, en controlant l'erreur de type I on controle en fait le risque le plus
grave: celui de juger inoffensif un traitement qui, en réalité, est dangereux. Juger ce traitement dangereux
alors qu’il ne l'est pas est naturellement beaucoup moins grave.

3.2 TEST DE 2 HYPOTHESES SIMPLES

Dans la plupart des problémes il n’existe pas de test UPP. Une exception est le cas ou l’espace des
parameétes est réduit & deux points

Hy : “0=6
(—)é{emal} et {H(l) . “0:02”

Dans ce cas nous allons voir qu'il existe un test UPP.

Exemple 3.2.1 Lorsque un certain événement se produit, un transmeteur radio a pour tdche d’envoyer un
signal “+17 sur un court intervalle de temps. Comme le canal qui transmet ce signal est bruité, le signal est
échantillonné 10 fois durant Uintervalle de temps en question. On obtient donc une observation de la forme

X;i=S8+b, i=1...10,



ot S — le signal — vaut 0 ou 1, b; est un bruit d’observation additif que l’on suppose gaussien
les b; sont indépendants et de méme loi N(0,1) .

Dans Pobservation X = (X1 --- X19), on dit que le signal est présent si S = 1, qu’il est absent si S = 0. Au
vu de l'observation X on veut savoir s’il le signal est présent, i.e. tester I’hypothése

Hy : “présence d’un signal (i.e. S=1) 7.

Le modéle statistique associé est {p(x;6);0 € {0,1}} ou

10 o 2
p(x;0) = H L exp (—M> , xeRO.
=1

V2T 2

L’espace des paramétres © est constitué de deuz valeurs g =1 et 61 = 0. On se fize a €]0, 1] et on cherche

un test pp tel que
P@o(D) S « ,

et tel que Py, (D) soit le plus grand possible. Une autre maniére de construire D est la suivante: “D doit
contenir tous les points x tels que la probabilité qu’ils soient effectivement observés est grande sous H;p et
petite sous Hy”. Ceci suggére la procédure suivante: étant donné un certain seuil ¢, on inclut x dans D si le
rapport des densités vérifie
p(z;6o)
p(z;61)

ot ¢ est calculé tel que Py, (D) = a. Dans notre exemple

<c,

p(x;bo) _ 5
@0 e exp(x1 + -+ x10)

et le test s’écrit
21+ +20<5+loge=c".

La regle de décision est la suivante: accepter Hy si la somme des signauz re¢us est inférieure 4 un certain
seuil et rejeter Hy dans le cas contraire. Le seuil ¢’ est déterminé tel que

Py ({mszy +---+x10 <) =0 .

Notez que Z = Z}L((Xi —1)/4/10) est une variable N(0,1) sous ’hypothése Hy. L’équation précédente peut

s’écrire ' 10
P (Z < L) =q.

V10

On détermine ¢’ 4 Vaide d’une table (cf. Annexe ?7 paragraphe ??) de la loi normale. Si on veut un test de
nieaw 0.05 (i.e. « =0.05), a l'aide d’une table on vérifie que P(Z < —1.65) = 0.05 d’ou ¢’ = 4.78.

L’approche utilisée dans cet exemple marche dans tous les cas ol ’espace des paramétres © est réduit a
deux points et aboutit au meilleur test:

Théoréme 3.2.2 (lemme de Neyman—Pearson) On considére un modéle statistique {Py;60 € O} avec
© = {60,601}, Py de densité p(z;0) (x € X). On veut tester ’hypothése

Ho : “0=06,".

A p(x;60)
= . <
D= {a:EX, (@:01) c}

ot ¢ est choisi tel que Py, (D) = a. Alors, le test pp de région de rejet D, est un test UPP de niveau a.

On définit la région de rejet




preuve Soit D' une autre région de rejet de niveau «. Pour démontrer le théoréme il suffit de vérifier
que

Py, (D) > P, (D") .

Onpose B=DND', A=D\Bet A =D'\B.Ona
Py(D) = Pp(A) + Pop(B) , Pp(D') = Pp(A") + Py(B) , (6 ="6p,61) .

Comme Py, (D) = a et D' est de niveau «

Py (A") < Py (A) .
Comme A’ est en dehors de D, pour z € A’ on a

p(@;60) > c p(x;61) ,
donc en intégrant (ou en sommant dans le cas discret) sur A’ on a

Py (A") > c Py, (A") .
Maintenant A est dans D, donc si z € A on a

p(z;00) < c p(z;61) ,
donc en intégrant (ou en sommant dans le cas discret) sur A on a

Py, (A) <c Py, (A4) .

Des deux inégalités précédentes on déduit Py, (D') < Py, (D).

Remarque 3.2.3 Dans le cas ot p(x;0) est une densité continue, il est toujours possible de trouver c tel que
Py, (D) = a. Mais dans le cas discret cela est souvent impossible. Par exemple, s’il existe 50 valeurs possibles
pour x, chacune ayant une probabilité de 1/50 sous Py,, on ne peut pas trouver c tel que Py, (D) = 0.95 . En
pratique, il suffira de choisir ¢ de telle sorte que Py, (D) soit le plus prés possible de la valeur choisie.

Dans le théoréme 3.2.2, ’expression importante est le rapport

2 p(w;6o)
Me) = p(x;61)

appelé rapport de vraisemblance de 'hypothése “6 = 65 ”. A\(x) nous a donc permis de construire un test de
région de rejet {\ < c}. Cette approche se généralise au cas out © ne se réduit plus & deux points, mais le
test ainsi obtenu n’est plus UPP.

TEST DE 2 HYPOTHESES SIMPLES
(Neyman—Pearson)

H, H, On rejette Hy au niveau « si
p(X;60)
0=6y | 0+£86 MX)=——=<
0| 676 &) p(X;0r) =€

ou c¢ est choisi tel que Py, ({z; A(z) < c}) = a.



3.3 TEST DU RAPPORT DE VRAISEMBLANCE (TRV)

On considére le probléme de test suivant
{PQ;HE(“)}, Hy : “0€0y”.

On note p(x;0) la densité de la loi Py. On ne suppose plus que © se réduit & deux points. Le raisonnement
du paragraphe précédent se généralise de la maniére suivante

Définition 3.3.1 Le rapport de vraisemblance de I’hypothése Hy est la fonction

/\(l') é SuPoeeo p($7 6)
SUPgco p(x;0)

Le test du rapport de vraisemblance (TRV) de I’hypothése Hy est définit par

> c¢ on accepte Hy,
A(X)
< c¢ on rejette Hy,

ot ¢ est un seuil fizé. Le TRV est le test de région de rejet {\ < c}.

Remarque 3.3.2 Le calcul du seuil ¢ se fait de la maniére suivante: soit o un niveau fizé. Lorsque ¢ croit,
la région de rejet {\ < ¢} grandit. On prend donc la plus grande valeur de c telle que Py(A < ¢) < a pour
tout 0 € Qg

¢ = Argmax {u; Py(A <u) < a, VI € Oy} .

Remarque 3.3.3 Au lieu de considérer A(x), on peut considérer un autre rapport de vraisemblance

N(z) & SiPscoq p(x;9)
SuPgee, P(7;0)

C’est en fait X' que l'on a utilisé dans le paragraphe précédent. Lintérét de M\(x) est le suivant: par définition
de PEMV de 0 on a
Az) = SPoco, 2(i)
p(x;0)
done si lon dispose déja de V'EMV de 6, le TRV de région de rejet {\ < c} est plus facile & construire que
celui associé a {\' < c}.
Il est facile de vérifier que A(z) < 1, donc le seuil ¢ vérifie nécéssairement ¢ < 1, mais si 0(z) € Oq alors

b

o) = W0, P@i0) _ p(@if@) _ o
p(z;0(x)) p(;0(x))
Cela signifie que {0 € ©g} C {\ > c}. On en déduit donc la régle générale
si 0(x) € ©q alors accepter Hy .
Naturellement il y a des cas ot é(m) &€ Og et ou le TRV accepte Hy.

Dans beaucoup d’exemple il est préférable d’utiliser la forme suivante du rapport de vraisemblance I(x)
—2 log \(z), qui est parfois plus simple & calculer (en particulier dans le cas gaussien).

2

Dans le paragraphe suivant nous allons appliquer le TRV & des échantillons gaussiens pour différents
problémes de test.

TEST DU RAPPORT DE VRAISEMBLANCE
H, H, On rejette Hy au niveau « si

su X;0
BeBy | ¢ 06 A(X):%
€ ’

ot ¢ = Argmax {u; Py(A <u) < a, VI € Oy} .



3.4 APPLICATIONS DU TRV AU CAS GAUSSIEN

Soit X = (X1, --,X,) un échantillon d’un loi N(u,0?). Les EMV de p et o2 sont

Sy A Tt 4o
i(z) = ——,
n

R A 1L .
) B =3 (- p).
=1
Un autre estimateur de la variance est

R AN, 1 .
2(z) = 6% = Z(x, — )%

n—1 n—1

Les estimateurs ji et §2 sont indépendants et

4 ((X)—pu) ~ N(0,1) loi normale centrée réduite,
1
— E (Xi —p)? ~ x2 loidu x? an degrés de liberte,
(22
1
20X E (X;—p)? ~ x%2_, loidux?®an—1 degrés de liberté,
B

vn ((X)—p) ~ t,_1 loide Student & n —1 degrés de liberté,

3.4.1 Tests Portant sur L’Espérance
On veut tester ’hypothése

Hy : “p=po” contre alternative Hy : “ p# puo”

(3.1)

(3.2)

(3.3)

ol gy € R est une valeur donnée. On suppose que la variance o2 est inconnue (on présentera le cas ot o2 est

connue en fin de paragraphe). On veut calculer le rapport de vraisemblance

Az) 2 Z2Poces p(z;6)
supgco P(7;0)

Dans notre cas
O={(p,o); pneR,0>0} et O¢={(,0); p=po,o>0}.
o

Le dénominateur du rapport de vraisemblance est égal & p(x; é, ), ol 6 est PTEMV de 6.

p(;6,6)

Le numérateur du rapport de vraisemblance est p(z; yig,53) olt g est "EMV de o lorsque p = po, cet EMV

est obtenu en résolvant ’équation de la vraisemblance

%P(%NOJ) =0 )

o=6b¢

on obtient



Le rapport de vraisemblance est donc

La région de rejet du TRV est donc de la forme

9
& _ R/ _
A—gZC"N, 1.e.A—g—120"/2—1:c'
& &

On veut maintenant calculer le seuil ¢’ en fonction d’un niveau o donné, pour cela on considére

&2 6262
&2 - g2
1 n n
S S m?)
i=1 =1
N 2
_ (ft — o
= p
_ n_ (i — po)
n—1 §2

11 suffit de remarquer que (cf. (3.7))

= po
§/\/n

quelque soit o. Si T}, 1 suit une loi de Student & n — 1 degrés de liberté, ¢’ est choisi tel que

- p n (ﬂ_NO)Q >
a = (po,0) n—1 §2 ZC

P (M > -1 ')
(ko,0) $2/n = (n )
= P (|Tn—1| >V(n— 1)01)
= 2P (Tn—l Z m) ’

donc si t est tel que P(T,, 1 >t) = a/2 alors ¢’ =2 /n — 1.
Le tableau suivant rassemble, pour trois problémes différents, les TRV lorsque o est connu. Ces trois tests
se construisent en utilisant la méme démarche que ci—dessus.

~ t,_1 (loi de Student & n — 1 degrés de liberté),

Test sur u (o connu)

H, H, On rejette Hy au niveau « si
R o
< o | > o u2u0+%Z(a)

2> o | < o ﬂSMo-F%Z(l—a)

W= fio | pF o Iﬂ—uo|Z%Z(a/2)




Le tableau suivant rassemble, pour trois problémes différents, les TRV lorsque ¢ est inconnu. Le dernier
de ces tests est celui développé plus haut, les deux autres se construisent d’une maniére similaire. Ces tests

sont communément appelés tests de Student.

TEST DE STUDENT
Test sur p (o inconnu)
H, H; On rejette Hy au niveau « si

A~

S
< > >+ —7(n—1,«
H S Mo | B> Mo M Z o \/HT( )

T(n—1,1-a)

o
_|_
S

> po | p<po | f<p

T(n —1,0/2)

4o

= po | pF po | | — pol >

on P(T,, 1 >7(n—1,a))=a, T, 1 deloide Student & n — 1 degrés de liberté.

3.4.2 Tests Portant sur la Variance

On s’intéresse maintenant aux tests portant sur o (x4 connu et p inconnu). Ces tests se construisent en
utilisant la démarche du paragraphe précédent ainsi que (3.5) et (3.6).

Test sur o (u connu)

H, H; On rejette Hy au niveau « si
1 n
ocg<ogg | o>o0p — ) (Xi—p)? >v(n,a)
%0 =
1 n
og>00 | 0<o0p J—SZ(Xi—u)QS'y(n,l—a)
i=1

o=o0p | 0# 0y ou

23— ) 24,1 - af2)

i=1

ott P(x%2 >~v(n,a)) =a, x2 deloidu x? an degrés de liberté.

Test sur ¢ (u inconnu)

Hy, H; On rejette Hy au niveau « si
52
3
og<o0g | o>0 (n—1)—= >v(n—-1,a)
90
8
og>00 | 0<ag n=1)= <v(n-1,1-0a)
99

§2

(n=1) 15 <A(n—1,1-a/2)

90
o=o09 | 0 #0p ou
(n—1) 25 > 7(n—1,1-a/2)
)

oit P(x2_ ;>~v(n—-1,a))=a, x2 ,deloidux?an—1 degrés de liberté.



3.4.3 Tests D’Indépendance de Deux Echantillons

On considére un échantillon gaussien de la forme
(va) = ((leyi) (X27 Y2) T (Xnvyn)) )

avec
p1  espérance de X,

X " o2 o102 p 01 variance de X,
( ) ~N (( iy ) , ( o1 012'0 o2 )) , U2 espérance de Y,
2 oo variance de Y,
p  corrélation de X; et Y;.

-

.

L’espace des parameétres est

A
0= {02 (M17u27017027p) ; M1, p2 € Ra 01,02 > 07 pE [_171]} -

La loi Py de (X,Y) admet la densité

1
p(z,y;0) = p(x,y; i, 2, 01,02, p) = €xp (—562(96,3/)) V2motad(1-p),

(z,y) € R* x R, ou

n L 2 o o o 9
Q(-%y) - 1 _1/)2 Z [<w101ul> —2p (xz 01u1> <y1 02N2> * (yz Uzlm) ] '
=1

On rappelle que par définition

E(X; — p1)(Yi — p2)
(B(X; —m)* E(Y; — p2)?)

>

P 2 E[_lvl]a

et X, et Y; sont indépendants si et seulement si p = 0.
11 s’agit de tester I'indépendance des deux échantillons (X7 --- X,,) et (Y1 ---Y,), i.e. tester

HO . ou p= 0.
L’espace O associé est
A
O¢ = {0 = (1, p2,01,02,p) 5 p1,pi2 € R, 01,09 >0, p=0} .
On veut calculer le rapport de vraisemblance

A SUPgco, p(-’L’, Y; 0)

Mz,y) = .
(@) suppee P(z,y;6)
On a .
)\(.73, ) — p(x,y,99($,y)) 7
p(z,y;0(x,y))
ol

6o(x,y) € Arg sup p(x;6) est PEMV de 8 sous Uhypothése Hy,
€0

O(x,y) € Argsup p(z;0) est PTEMV de 6.
PEC)

Aprés calcul on obtient
0o = (fir, iz, 61,652,0) et 0= (fu,fi2,61,62,p) ,



ou (fi1, fiz, 01,02, p) est 'TEMV de (u1, p2,01, 02, p) donné par

n & %in , (3.8)
=1

L Ly (39)
1=1

i 2 %ZY , (3.10)
=1

63 = %i(Y — fin)*, (3.11)
=1

R g(xi — i)(Y; = fin) (3.12)

Ainsi le rapport de vraisemblance est

Az, y) m exp(—n) ((27“}1 & @ —;Q)n/Q eXp(—n)>_
= 1=/,

Donc le TRV de Hj a une région de rejet de la forme

D ={(z,y) ; |p(@,y)| >c} .
Ce résultat est le plus intuitif possible: on accepte I’hypothése d’indépendance Hy si ’EMYV de la corrélation
p est suffisament petit. Enfin, pour calculer le seuil ¢ on utilise le résultat suivant

pour n grand et sous Pp: Z = \/n 1[);[) ~ N(0,1) .

(1-p?)

Donc, sous Py avec 6 € g, 1/n p suit une loi N(0,1) (pour n grand), on en déduit le test d’indépendance
suivant

TEST D’INDEPENDANCE
H, H, On rejette Hy au niveau « si
()
=0 0 > —
P p# 1l > Jn

ou z(a) est tel que P(|Z| > 2(a)) = a, Z ~ N(0,1).

3.5 EXERCICES

Exercice 3.5.1 D’aprés une théorie donnée, la loi d’une certaine variable est une loi exponentielle double
de moyenne 0 et variance 1 (cf. exercice 2.6.5). Une autre théorie affirme que la loi de cette variable est
N(0,1).

— Sur la base de n—observations indépendantes, construire un test de 2 hypothéses simples de niveau o
pour l’hypothése que la premiére théorie est la bonne.

Comme ’évaluation directe du seuil ¢ est difficile, on supposera m grand et on utilisera une approximation
normale pour une somme appropriée des observations.



Exercice 3.5.2 Soit X = (X1 ---X,,) un n—échantillon d’une loi N(u,0?), o connu. Pour I’hypothése Hy :
“u=po ” montrer que

— le rapport de vraisemblance est

@) = 55 (@) — po)? , wER"
ot fi est 'EMV de p.
— Le TRV au niveau « rejette Hy si
o= mol 2 T

ot P(Z > z)=«a/2, (Z ~ N(0,1)).
Exercice 3.5.83 Un signal binaire (£1) discret de longueur n noté
S =(S--Sn)
est transmis par lintermédiaire d’un canal bruité, i.e. on observe
X;=8+b;,, i=1---n,

ol S; = x1 est la iéme composante du signal et b; est un bruit additif que nous supposerons gaussien:
b1,...,b, indépendants de méme loi N(0,1)

— Etant donnés Xy --- X, calculer S VEMV de S (réponse: S; = X,;/|Xi|).

— Utiliser la réponse précédente pour déterminer la forme du TRV de hypothése Hy: “S = S° 7, ou
S0 = (89--.8%) est un signal donné (réponse:

S {IXi| < i tels que S # 80} . )



Chapitre 4

METHODES NON-PARAMETRIQUES

Les méthodes paramétriques exposées dans les chapitres précédents supposent toutes que ’on connaisse
la forme de la loi de I'observation. Mais dans beaucoup de cas celle—ci n’est pas connue et on aimerait donc
disposer de techniques statistiques ne dépendant pas de la forme de la loi de 'observation. Ces techniques
sont dites non—paramétriques. Les notations utilisées dans ce chapitre sont indépendantes de celles utilisées
dans les chapitres précédents.

4.1 ESTIMATION NON-PARAMETRIQUE

Supposons que ’on veuille des estimateurs utilisables pour un grand nombre de lois possibles. Le premier
probléme non trivial est de déterminer ce que ’on veut estimer. Dans un cas paramétrique ce probléme est
simple: la loi de I'observation appartient & une classe {Py;0 € ©} et on veut estimer le paramétre 6. Dans
un cas non—paramétrique on peut vouloir estimer

(1) laloi de 'observation Py,
(2) les moments de Px,
(3) les quantiles! de Px.
On se place sur un espace de probabilités (2, F,IP) et on considére
X=X,....X,

un n—échantillon d’une loi P sur R. La loi de I"observation est donc Px = P™. On note F la fonction de
répartition? associée.
Définition 4.1.1 La loi empirique de ’échantillon X = X1,...,X, est la loi sur R définie par®

A 1
P,(I) = - #{X; €I}, VI intervalle de R .

La fonction de répartition empirique est définie par

~

Fo(z) = % #{X; <2} =P.(|—o0,a]), VzcR.

F, estla fonction de répartition de la loi empirique P,.

1. Soit P une loi sur R et o € [0, 1], le quantile de cette loi est le nombre zo € [—00,+00] tel que P(] — 00, za]) = o
2. Par définition: F(z) = P(] — oo,z]) = P(X; < z), Vz €R.
3. # {X; € I} est le nombre de 1 tels que X; € I.



Ainsi P, peut aussi étre définie comme la loi discréte qui associe la probabilité 1/n & chacun des points X
(cette derniére définition se géneralise au cas multidimensionnel). On peut aussi remarquer que P,, dépend
de l’observation {X;}, donc P, est aléatoire.

La loi empirique P, est un estimateur de la loi P. En effet, soit I un intervalle de R, si on veut estimer
P(I) =1P(X; € I) la probabilité pour que X; appartienne & I, il suffit de calculer

Pol) = - #{Xi €T}

Soit f : R — R, si on veut estimer E f = [E f(X;) (IE désigne l'espérance associée a IP) on calcule

E, est I'espérance associée & P,. Pour estimer les moments IE(X;)* on utilise les moments empiriques

Définition 4.1.2 Les moments empiriques d’un n—échantillon X = X,,..., X, sont par définition les mo-
ments de la loi empirique

XF+.. .+ Xk
pre T (hen .

La variance empirique est la variance de la loi empirique
Al
o= (X =)

Pour estimer les quantiles de la loi P on introduit les définitions suivantes: soit X1 le plus petit élément
parmi {Xy,..., X,}, i.e. X(1) = min{X;}, X(5) le suivant, ainsi de suite

Définition 4.1.3 On définit

iy
—
—

|

Enlin {X:},
A .
X = min {XiXi> Xy},

i.e. X(;) est le FIEME pius petit élément parmi {X1,...,X,}. X(;) est appelée la J1EMeE statistique d’ordre de

Déchantillon X = Xq,..., X,.
Pour estimer z,, le quantile d’ordre « de la loi P on utilise le quantile empirique défini par

Définition 4.1.4 Soit « € [0,1], le quantile empirique d’ordre « de l’échantillon X = X1,..., X, est défini
par

LA
o = X([naj+1) >

ot [n o] désigne la partie entiére de n a.
Les propriétés de ces estimateurs sont rassemblées dans les deux résultats suivants

Théoréme 4.1.5

(i) Pour tout I intervalle de R



() Pour tout x € R

(i1i) Pour tout f: R — R
E(E.f)=Ef , E(Enf—Ef)zz%Vadf(Xi)).

(iv) Soit p(x) la densité de la loi P, alors pour tout a € [0,1] et pour n grand

a(l—a)

Ei, ~z, , E (fq — 2a)* ~
(Fo = 2a) P(za)

S|+

A T’aide de ce dernier résultat on peut montrer le
Théoréme 4.1.6 Pour tout I intervalle de R, x € R, f: R — R et a € [0,1]

(I — P(I) P-ps.,

n—oo

(z) — F(z) P-ps.,

n—oo

n | — Ef IP-p.s.,

n—oo
T — 2o IP-p.s..
n—oo

Un des résultats importants concernant la fonction de répartition empirique est le suivant

Théoréme 4.1.7 (Théoréme de Glivenko—Cantelli)

ilég E.(z) — F(z)

— 0, P-ps .

n—oo

Ces trois théorémes sont vrais quelle que soit 1a loi de X;. On peut donc utiliser ces estimateurs dans toutes
les situations sans se soucier de la forme de la loi de ’observation.

4.2 TESTS NON-PARAMETRIQUES

Dans un cadre paramétrique (Q, F,IP, { Py; 6 € ©}) les problémes de test portent toujours sur le paramétre
0. Il existe pourtant des questions que ’on peut se poser sur un échantillon qui ne demandent pas de spécifier
un modéle paramétrique, comme par exemple

(1) L’échantillon Xj --- X,, provient—il d’une loi P donnée?

(2) Les échantillons Xj --- X, et Y ---Y,, proviennent—ils d’une méme loi?

(3) Les échantillons Xj --- X, et Y; ---Y,, sont-ils indépendants?
Dans les trois paragraphes suivants nous allons présenter des outils statistiques permettant de répondre a
ces questions sans avoir & préciser un modéle paramétrique.
4.2.1 Test D’Adéquation

On dispose d’un n—échantillon X = X;,..., X, i.e. les X; sont des variables indépendantes et identique-
ment distribuées définies sur un espace (2, F,IP). On se donne une loi de probabilité P sur R et on s’intéresse
au probléme de test de I’hypothése

H : “Xp,...,X, est un échantillon de la loi P ”



Test d’adéquation de Kolmogorov—Smirnov

Soit F' : R — [0,1] la fonction de répartition de la loi P. On sait construire la fonction de répartition
empirique de I’échantillon X;,..., X,

Fow) =~ #{X: <} .

Pour tester ’hypothése H, une méthode simple consiste & comparer F' et E,.

Définition 4.2.1 Le test d’adéquation de Kolmogorov—Smirnov consiste & accepter l’hypothése H si

" (x) — <
max F.(x) - F(x)| <c,

pour un seuil ¢ convenablement choisi.

Posons R
d= r;leaﬁan(x) — F(x)] .

Supposons que la loi P admette une densité continue sur R. Sous '’hypothése H, on peut alors montrer que
la loi de d ne dépend pas de la loi des X; (qui est P sous H). On peut alors calculer le seuil ¢ en fonction
d’un niveau « € [0, 1] fixé grace au tableau

n | a=090 a=0.95
10 0.37 0.41
20 0.26 0.29
30 0.22 0.24

Par exemple, pour n = 10, IP(d < 0.37) = 0.90. L’inconvénient de ce test réside dans le fait que le calcul de
d est difficile. 1l existe une méthode plus simple.

Test d’adéquation du y?

On se donne k£ + 1 points —0o < a1 < a2 < -+ < agy1 < 00 et on pose

A .
I, = [ajvaj-l-l[v J=1k,
n; 2 nP(I),
N A
n; = # {XiEIj} .

On définit alors le test suivant

Définition 4.2.2 Le test d’adéquation du x2 consiste d accepter I’hypothése H si

2

= (; —n;)
—<c¢,
=1
pour un seuil ¢ convenablement choisi.
Posons
- 2
(s =)
— J J
d=) ===,
j=1 ’

et plagons—nous sous ’hypothése H. Pour n grand, on peut montrer que d suit une loi du 2 & k — 1 degrés
de liberté. Soit « € [0, 1] donné, pour que le test de la définition 4.2.2 soit de niveau «, il suffit de choisir ¢
comme étant le (1 — a)—quantile de la loi du x? & k — 1 degrés de liberté.

L’inconvénient majeur de ce dernier test réside dans le fait qu’il dépend de la partition de R que I'on se
donne.



4.2.2 Comparaison de Deux Echantillons
Sur un espace (2, F,IP) on considére deux échantillons indépendants de taille n

X1,X,,..., X, n—échantillon d’une loi P,
Y1,Ys,...)Y, n—échantillon d’une loi @ .

On suppose que les lois admettent des densités continues. On veut savoir si ces deux échantillons proviennent
de la méme loi, en d’autres termes tester I'hypothése

H : “P:Q”

Test du Signe

Posons

Proposition 4.2.3 Soient X et Y deux variables aléatoires indépendantes. Si elles possédent la méme loi
alors V.= X —Y admet une loi symétrique en 0.

Ainsi sous ’hypothése H, les variables V; définies par (4.1), admettent une loi dont la médiane? est 0,
d’ou )
IP(V1>0)=---:IP(Vn>0)=§. (4.2)

Considérons maintenant le signe des variables V;. Le test du signe est fondé sur le fait que, lorsque (4.2) est
vrai, les signes “+” et les signes “~” se répartissent comme le nombre de “faces” parmi n jets d’une piéce non
biaisée. Donc si S, est le nombre de V; positifs

Sp 2 # {Vi>0}, (4.3)
alors la loi de S, est celle du nombre de faces parmi n jets d’une piéce non biaisée.

Définition 4.2.4 Le test du signe consiste a accepter I’hypothése H lorsque

ol ¢ est un seuil convenablement choisi.

Pour calculer le seuil ¢ on peut soit utiliser une table de la loi binomiale ou, lorsque n est grand, utiliser
I’approximation normale.

Test de Wilcoxon

Le test du signe est trés simple & mettre en ceuvre mais n’est pas trés précis (faible niveau de détection).
Le test suivant donne de meilleurs résultats. On définit

U2 Vil=|Xi-Yi|, i=1--n. (4.4)

On range les U; en ordre croissant, i.e. on calcule

U+
U~

Exemple 4.2.5 Supposons par exemple que l’'on obtienne

[Vi[-31 +2.5 +4.2 0.8 +27 58 02 +83 +18 +6.5 ]

U(l) < U(2) << U(n) , (4.5)

et

somme des rangs des V; positifs dans la suite (4.5), (4.6)

> e

somme des rangs des V; négatifs dans la suite (4.5).

4. La médiane v d’une loi P est le quantile d’ordre 1/2 de cette loi: P(] — oo,v]) = 1/2.



On range par ordre croissant la valeur absolue de ces nombres

signe | - - + + + + - + - +
Vil | 0.2 08 1.8 28 25 27 31 42 538 6.5
rang 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

Les rangs des V; positifs sont 3,4,5,6,8,10; les rangs des V; négatifs sont 1,2,7,9. Donc
Ut=36 , U =19.
Il est facile de vérifer que Ut est a valeurs dans {0,1,..., N} ou N =n(n +1)/2.

Définition 4.2.6 Le test de Wilcoxon consiste a accepter H si
k<U"<N—-k,
ot k est un seuil convenablement choisi.

On se place sous ’hypothése H, on se donne « € [0, 1] et on veut calculer k tel que
P(k<Ut<N-k)=a.

En pratique on prend k tel que IP(T' > k) = o ot T' est une variable gaussienne d’espérance n(n +1)/4 et
de variance n(N = 1)(2n + 1)/24.

Test de Kolmogorov—Smirnov
On considére les fonctions de répartition empiriques associées aux deux échantillons

BX@ = #iXi<a) , B @=_#{i<a}.

A X A Y
Pour tester ‘H on peut comparer F,, et F,, :

Définition 4.2.7 Le test de Kolmogorov—Smirnov consiste a accepter ’hypothése H si

A X LY
- <
max E, (x)-F, (v)|<c,

ol ¢ est un seuil convenablement choisi.

Sous ’hypothése H (P = @) on peut montrer que la loi de la variable aléatoire

A ~ X ~Y
d= F, - F, | )
max |F, (@) - £, (@

ne dépend pas de la loi sous—jacente P. On peut donc supposer que P = @ =loi uniforme sur [0,1]. Ceci
permet de calculer le seuil ¢ en fonction d’un niveau a € [0,1] donné, ainsi on acceptera ’hypothése au
niveau

a=0.10 si <4/2/nx1.22,

a=0.05 si <+4/2/nx1.36,

a =0.01 si <+4/2/nx1.63.



Test du 2

Supposons dans un premier temps que les X; et les Y; soient & valeurs dans ’ensembel {1,2,...,J}.

Posons N N
pfEP(Xi=j), pf EPYi=j), j=1---J.

Les lois P et @) sont égales si et seulement si pf — p}/ =0, j=1---J. Comme ces quantités sont inconnues,
on utilise les estimateurs

x AR Ax A .
A . X =# {X;=j} ,
NG o sy &

k= mn > nk—#{Yi:k}‘

Définition 4.2.8 Le test du x2 consiste & accepter I’hypothése H si

Y)2

Z AX <c,

ot ¢ est un seuil convenablement choisi.

On peut montrer que sous ’hypothése H (P = @), l'expression

J ~ X AY)2
déE (’IL] _nj)
- ~ X ~Y ?
= ny +n;

suit une loi du x? & J — 1 degrés de liberté. Etant donné a € [0, 1], pour que le test de la définition 4.2.8 soit
de niveau a, il suffit de prendre ¢ comme étant le (1 — a)—quantile de la loi du x? & (J — 1) degrés de liberté.

4.2.3 Test D’Indépendance du x?
Sur un espace (2, F,IP), on considére deux échantillons de taille n
X1, Xo,.... X, et Y1,Ya,...,Y,. (4.7)

Dans le paragraphe précédent on s’est intéressé aux tests permettant de vérifier si ces deux échantillons
proviennent d’une méme loi. Mais avant d’utiliser de telles méthodes il convient de vérifier si les deux
échantillons sont indépendants. On s’intéresse donc au test de I’hypothése

H : “{X;;i=1---n} indépendant de {Y;;i=1---n}”

Supposons que les X; soient de variables aléatoires discrétes et prennent leur valeurs dans {1,2,...,J}
et les Y; dans {1,2,..., K}. Posons

A
pir = P(Xi=j5Yi=k),
A
ij = ]]_3()(1-:_])7 (48)
A
py = PYi=k) .

Les X; et ¥; sont indépendants si et seulement si p;r. — pX pf =0 pour tout j=1---Jet k=1---K. Donc
pour tester H il suffit de considérer la différence p;i, — pJX pi’, mais les termes qui la composent n’étant pas
connus, nous sommes donc amenés 3 les estimer. Des estimateurs simples de pj, pj( , pY sont

Aﬁ ik

p k= ) ~ A .

- =it (XY = (G, 1)}

ﬁjX:% , ot AX=# {X; =4} , (4.9)
~y A

Ayéﬁ}: Y # {Y = k}



Définition 4.2.9 (Cas discret) Soient {X;} et {Y;} deuz échantillons de taille n, X; a valeurs dans {1, ..., J}
et Y; a valeurs dans {1,...,K}. Le test d’indépendance du x? consiste & accepter I’hypothése H si

— Y)

J K fl]k Y
nzzn—ygc, (4.10)

j=1k=1 Mg
our un seuil ¢ convenablement choisi, ou les termes P, DX, Py sont définis par (4.9).
) J 7 Yk

Supposons que les X; et les Y; soient des variables aléatoires & valeurs dans R. On peut utiliser la méme
démarche que ci-dessus: on se donne deux partitions en intervalles de R: {I¥;j = 1...J} et {I};k =
1...K}; on pose

Ap
pi=P (X; e XY, eI)) ,
P; X2Pp (XieI)) (4.11)
A Y2op (Y, eI)) .
Si les X; et Y; sont indépendants, alors pj, — pJX pz =0pourtout j=1---Jet k=1---K. Donc, comme

ci-dessus, pour tester H on considére la différence p;, — pj‘ py , dont les termes qui la composent sont estimés
par

TX aps# {(XnYi) e IX x IV},
PR on g S (Xer¥) (4.12)
Ay ap=# {Yiell} .

Définition 4.2.10 (Cas continu) Soient {X;} et {Y;} deuz échantillons de taille n & valeurs dans R;
{57 =1...J} et {I}';k = 1... K} deux partitions de R en intervalles. Le test d’indépendance du x?
consiste 4 accepter Uhypotheése 'H st

J K ﬁ - n Y)
j Ny
n ————— < 4.13
I AT <O (4.13)
7=1k=1
pour un seuil ¢ convenablement choisi ol les termes Pjy, ﬁ;{, DY sont définis par (4.12).

Sous ’hypothése H on peut montrer que I’expression

suit une loi du x? & (J — 1) (K — 1) degrés de liberté. Soit a € [0,1], pour que le test de la définition 4.2.10
soit de niveau a, il suffit de choisir ¢ comme étant le (1 — a)—quantile de la loi du x2? & (J —1) (K — 1) degrés
de liberté.



Annexe A

Résumé de théorie de la mesure

A.1 Espace mesurable

Définition A.1.1 Soit E un ensemble et A un ensemble de parties de E, A est appelé tribu si
(i) E€ A,
(1)) Ac A= A° € A,

(i) {Ap;n € N} C A=, ey 4n € A

Le doublet (E,.A) est appelé espace mesurable, les éléments de A sont les ensembles mesurables.

Exemple A.1.2 Soit C un ensemble de parties de E, la tribu engendrée par C, notée a(C), est la plus petite
tribu contenant C. Celle-ci est définie par

a(C) = ﬂ{.A; A tribu sur E contenaniC} |

en effet, o(C) ainsi définie est une tribu. C est aussi appelée famille génératrice de A.

Exemple A.1.3 La tribu des boréliens de R?, notée By, est la tribu engendrée par les ensembles ouverts de
R?. C’est aussi la tribu engendrée par les pavés de la forme

d

H] — 00, a;] -

=1

A.2 Mesure

Soit (E,.A) un espace mesurable.
Définition A.2.1 Un mesure positive définie sur (E,.A) est une application
m: A— Ry

qui posséde la propriété de o—additivité : pour toute famille dénombrable {A,;n € N} d’éléments deuz ¢ deuz

disjoints de A
m (U An> =) m(4n) .

neN neN

Le triplet (E, A, m) s’appelle espace mesuré.
Une mesure m est dite finie si m(E) < 0o, o—finie si E est union d’une famille dénombrable d’ensembles
mesurables de mesure finie.



Exemple A.2.2
(1) La mesure de Dirac au point a, notée 6,, est définie par
6,(A) = 14(a) .
(2) Un mesure m est dite discréte s’ existe des poids {an;n € N} (a, > 0) et des points {an;n € N} tels
que
m = Z Qn bq, -
neN
(3) La mesure de Lebesgue sur R? est l'unique mesure o—finie sur R? telle que
d d
m (H[ai, bz]) = H(bl - ai) .
=1 1=1

(4) Soit F : R — R une fonction croissante continue & droite. Il existe une unique mesure o—finie sur R
telle que

m(]a,b]) = F(b) — F(a) .
Cette mesure est appelée mesure de Stieltjes.

Toute fonction F telle que m(]a,b]) = F(b) — F(a) est appelée primitive de m.

A.3 Applications mesurables

Définition A.3.1 Soient (E, A) et (E', A’) deuz espaces mesurables. Une application
f(BA) - (B A)
est dite mesurable si
fHA)C A
(i.e. VA" € A", JA € A tel que f~1(A") = A). Le triplet (E, A,m) est appelé espace mesuré.
Proposition A.3.2 Soit f : (E, A) — (E’, A') une application mesurable. f*(A’) est une tribu de parties

de E et si C' est une famille génératrice de A’ alors f~1(C') est une famille génératrice de A. La famille
f7L(C") est dite engendrée par f.

Exemple A.3.3 Si (E, A) et (E', A") sont des espaces boréliens, une application mesurable f : (E,A) —
(E', A") est appelée application borélienne. Les applications continues sont boréliennes.

Proposition A.3.4

(i) Soient f et g deuz applications mesurables d valeurs dans R? et a et 3 deuz réels quelconques, alors
a f+ Bg est mesurable.

(i3) Soient f et g deuzr applications mesurables a valeurs dans R, f x g est mesurable.

(iii) Soit {fn;n € N} une famille dénombrable de fonctions mesurables d valeurs dans R, sup,cy fn et
inf,en fr sont mesurables.

(iv) Toute fonction mesurable positive (resp. mesurable positive bornée) peut s’écrire comme limite simple
(resp. uniforme) d’une suite croissante {fn;n € N} de fonctions mesurables de la forme élémentaire

sutvante
fn= E a; lﬁli
1€y

ot I, est fini, A® € A et a; > 0.



A.4 Intégrale

Soit (E,.A,m) un espace mesuré avec une mesure m o—finie.

A.4.1 Intégrale de fonctions mesurables positives

Sur I’ensemble des fonctions f mesurables & valeurs dans R, on associe un nombre
foxp= [famer, . (A1)

Théoréme A.4.1 Il existe une unique application (A.1) telle que
(1) T est seni-linéaire,
(i) VA €, T(A) =m(A),

(iii) pour toute suite croissante {fn;n € N} de fonctions mesurables positives
/(hm Tfn) dm = lim T/fndm.

Exemple A.4.2 Procédés de calcul :

(1) Sim est une mesure discréte Y ., @;b,, on a
/deZZaif(az’) :
1=1

(2) Sim est une mesure quelconque, et si f est une fonction mesurable élémentaire

f=> 0l
i=1
alors

/fdngaim(Ai) .

Cet exemple et la proposition A.3.4 (i) donne une méthode de calcul approchéde n’importe quelle
intégrale.

(3) Si X est la mesure de Lebesgque sur (R?, By), lintégrale T définie ci-dessus coincide avec I’intégrale de
Reimann.

(4) Si mp est la mesure de Stieltjes associée a la fonction croissante F, Uintégrale [ fdmp est appelée
intégrale de Stieltjes de f par rapport a F et est aussi notée [ f dF.

Théoréme A.4.3 (Fatou) Pour toute suite {f,;n € N} de fonctions mesurables positives

/ <liminf fn) dm = liminf [ f,dm .

n—oo n—oo



A.4.2 Intégrable de fonctios mesurables réelles

Définition A.4.4 Un fonction mesurable positive f est dite intégrable si

/fdm<oo.

Une fonction mesurable f est dite intégrable si

[11dm < o

/fdm:/fJ’dm—/f*dm.

On note L1(E, A, m) I'ensemble des fonctions réelles intégrables par rapport & m. C’est un espace vectoriel
sur R sur lequel f — [|f|dm définit une semi-—norme. L’application f — [ fdm est une forme linéaire
continue pour cette semi—norme.

et on définit son intégrale par

A.4.3 Espaces L(E, A,m)
Définition A.4.5 Une partie B de E est dite m—negligeable si

JAe A m(A)=0tel que BC A .
Une fonction f définie sur E est dite m—negligeable si elle est nulle en dehors d’un ensemble négligeable.

Proposition A.4.6 Une application mesurable f est m—négligeable si et seulement si

[1s1dm =0

Une propriété sur les points de E est dite vraie m—presque partout (m-p.p.) si elle est vraie sur tous les
points de E sauf sur un ensemble m—négligeable.

On note LP(E, A, m) I'espace vectoriel des fonctions réelles mesurables f telles que [ |f[” dm < co. Dans
LP(E, A,m) la relation d’équivalence

f ~ g <= f— g est m—négligeable

est compatible avec la structure d’espace vectoriel et la passage & 'espace quotient transforme la semi—norme

£ [ 1f1am

en norme et la forme bilinéaire positive
(f.9)— /f-g dm

en produit scalaire.
On note LP(E, A,m) lespace des calsses d’équivalence dans LP(E, A, m).

L?(E, A,m) muni de la norme
A 1/p
1712 ([ 1517 dm)

est un espace de Banach.
L?(E, A, m) muni du produit scalaire

<f9 >:/f.gdm



est un espace de Hilbert.
Théoréme A.4.7 (Théoréme de convergence dominée) Soit {f,;n € N} une suite de fonction réelles

convergeant m—p.p. vers une fonction f. On suppose qu’il existe g € LP(E, A,m) telle que |f| < g m—p.p.,
alors les fonctions f, et f sont dans LP(E, A, m) et

/(T}Hﬁofn) m = lim [ fndm = /fdm.

A.5 Exemples

A.5.1 Mesures définies par des densités

Soit f une application mesurable réelle. Pour tout A € A on note

fdmé 14 fdm .
A

A—>/Afdm

définit une mesure positive, notée f.m, sur (E,.A), cette mesure est bornée si et seulement si f € L1(E,.A,m).
Soit v la mesure positive f.m, une fonction mesurable g est v—intégrable si et seulement si |g| f est

m—intégrable et dans ce cas
/ gdv = / gfdm .

Soient T : (E, A) — (E', A') une application mesurable. L’application

Si f est positive

A.5.2 Mesures images

A = m(THAY)

est une mesure sur (E’, A") appelée mesure image de m par T.
Soit p cette mesure image de m par T, une fonction g : (E, A) — (R, B) mesurable est pu—intégrable si et
seulement si g o T' est m—intégrable et

/gd,u:/gonm.

A.5.3 Mesures produits

Soient (E1,. A1, my) et (Es, A2, m2) deux espaces mesurés, m; et my deux mesures finies.
On note A; ® A, la tribu engendrée sur E; X E5 par les rectangles mesurables Ay x Ay, A1 € Ay, As € As.
Tl existe une unique mesure positive o—finie, notée my x ma, sur (E; X Es, A; ® Aj) telle que pour tout
rectangle mesurable A; x A,
my X 7TL2(A1 X AQ) = ml(Al)mg(Ag) .

Cette mesure est appelée mesure produit.
Dans ce cas la régle de calcul provient du théoréme de Fubini. Si f, définie sur Fy X Es, est mesurable
alors ’application 1 — [ f(21,22) dma(z2) est mesurable sur (Es, As) et

/fd mi X ms) /(/f xl,a:Q)dmg(xQ)) dmq(zy) .



Annexe B

EXERCICES CORRIGES ET
PROBLEMES

B.1 Correction des Exercices

Exercice 2.6.3

La densité de 1’échantillon est

p(2:0) = [ F(@i:0) = 62" @1 x - x €70 (o0t ban)

=1

On a
log p(x;0) = 2n log(0) + (log(x1) + -+ - +log(zn)) — 0 (x1 + -+ z5) -

L’équation de la vraisemblance admet donc comme solution

6(z) = 2n x (i x,-) .

Posons b(8) = Eg(6) — 6. On obtient

8 8 PN 2 _9( 4+t )
il = = n CeX X, 2l Tn) dp — 1
aab(@) 5 Js)n 0(x)0°" x1 X -+ X Tp € x

= / é(ﬂf) 62"ty X e X Ty, e~ 0 (@it ten) go
(Ry)™

—/ O(x) (z1 4 - 4+ 2,) 02" T2y X - x @y et Ertte) gp
R4)"

2
2y

7 @) —2n-1,

on en déduit aisément que 6 est biaisé.

Exercice 2.6.4
Soit X; de loi log-normale, i.e. Y; = log(X;) ~ N(u,c?).
EX; = Eexp(Y;)

- / exp(y) ﬂjr_o_ exp (—(y — p)*/(202) dy




/ 1 exp(_y2—2ﬂy+u2—202y>dy
R V2mo2 202

exp(p + 07 /2) /R \/2;7 exp (—W) dy

= exp(p+0?/2),
La moyenne de X; est donc & = exp(u + 02 /2). Par ailleurs
E(X;)?

Eexp(2Y;)
- /R exp(2y) ¢2;—a exp (—(y — 1)?/(20%)) dy

/ 1 exp(_y2—2uy+u2—402y)dy
R V2mo? 20

1 (v = (n+20%))°
= exp(2up+2 2/ e (— d
D220 | e exp 252 Y

exp(2pu+20?)
&% exp(a?) .
Donc E(X;)? = €2 exp(0?) et ainsi
v 2 Var(X;) = B(Xi)? — €2 = €2 (exp(0?) — 1) .

On vérifie que la loi log—normale admet la densité

Flaimo®) = <= L e (~ L top@) - ) (a €loxD)

Soit X --- X, un n—échantillon d’une loi log—mormale, sa densité est donc

p(z;p,0%) = - 1$n (\/2;?) exp (—;7 Z(log(azi) - #)2> .

En résolvant I’équation de la vraisemblance on obtient

(log(w:) — i(x))*

S|

K3

fi(z) = %Zlog(wi) , 0%(2) =

n

ce qui est naturel car log(X1),...,log(X,) est un n—échantillon de la loi N(y,02). Pour obtenir les EMV &
et 7 de £ et v on utilise le principe d’invariance qui permet d’affirmer que

o) = e (1) - Z) L ot = (70 1)

Une autre maniére d’obtenir ce résultat est d’écrire la densité conjointe en fonction de £ et v et de résoudre
léquation de la vraisemblance associée (cette approche est beaucoup plus difficile).

Exercice 2.6.5

Soit X une variable aléatoire de loi exponentielle double de paramétre (a, ).

EX—-a = /oo(x—a)(2ﬁ)_le_|“”_a|/ﬂdx

— 00

= /oo z(2p8)7! e 12118 qx

— 00

= 0, (intégration d’une fonction impaire)



d’ot £ X = «. Par ailleurs

E(X —a)? = /OO (z —a)?(28) e lz—el/B gy

— 00

/oo 22 (28)" e lel/P dy

2/ 2 (28) Le 11/P gy
0

= 2B%, (par intégration par parties)

dout EX? =282+ o2
La méthode des moments conduit dans ce cas aux équations suivantes

d=j , 202+& =,

donc & = puy et = \/fiz — 42/2.

Exercice 3.5.1

Soient Fy la loi exponentielle double de paramétre (0,1) de densité fo et Fy la loi normale N(0,1) de
densité f;. Les hypothéses sont

Hy : X;---X, est un n—échantillon de la loi Fj ,
H; : X;---X,, est un n—échantillon de la loi F; .

Sous Hy la densité de X = (Xy,...,X,) est
po(z) = Hfo(ﬂfi) ie. log po(xz) = —nlog2— i ||
; i=1
Sous H; la densité de X = (Xi,...,X,) est
pi(z) = ﬁfl(xi) Le. logpi(x) = —g log(27) — %Z(%V :
=1 ;

Le log-rapport de vraisemblance s’écrit donc

ou k =log(+/m/2) — 1/2. La région de rejet de Hy est

A 1 9

=1

Pour calculer la taille de ce test on utilise le théoréme central limite. On pose Y; = (| X;| — 1)2, Y1 ---Y,, est
une suite i.i.d. . Sous ’hypothése Hy — i.e. en supposant que X, suit une loi exponentielle double — on
vérifie aisément (merci Macsyma) que EY; =1 et VarY; =8, d’ou

i+ +Y,—n 122
Van n— oo

N(0,1) .



Ainsi
ap = Py(D)
= P nk—}— |X1-|—1)2§c>
{X; } 0.4 d de loi exponentielle double)

(
i P(ZMC_M))
(

Yi+-- Yn—n c—nlog\/m/2
<
v2n

a

e v 2/2 du .

1R

\/ﬂ
( pour n grand avec a = (c — n log \/7/2)/V/2n)

Exercice 3.5.2

L’espace des paramétres est © = {u;pu € R}, espace des paramétres associé & 'hypothése Hy est

0o = {mo}. Soit fi(xz) = > z;/n PEMV de p. Si p(x;p) désigne la densité d’un n—échantillon de la loi

N(u,0?) (o2 connu), le “—2xlog rapport de vraisemblance” s’écrit

l(x) = —2log A(x)

SUp,co, P(T; 1)

SUp,co P(T; 1)

= =2 (log p(z; po) — log p(z; fi(2))) -

= —2log

Aprés calcul on obtient
n .
I(2) = — (Mx) = po)” -
o?
La région de rejet de Hy est

D2 s l(x>zc}={x; m(x)—mz—} .

La taille de ce test est

ap

X 4+ X,
p(‘L_NO

(‘X o > Z2) X did N o)
p (| Xt X

kSR

pour terminer il suffit de remarquer que (X1 + -+ 4+ X,, — npug)/Vno? est une variable aléatoire N(0,1).

Exercice 3.5.3

Le modeéle est le suivant: X = (X1,...,X,) est une suite de variables indépendantes et X; ~ N(S;,1)
(attention X n’est pas un n—échantillon). La densité de X est

p(z; 8) = (\/%—W)z exp (-% g(ﬂfi - 51')2) :



ou Se€0®={SeR";S, ==x1}. EMV de S; est donné par
A4 — . — 1 P )2 — 1 R )2
$i(@) = Arg max log p(z; ) = Arg min, Z_;(w Si)? = Arg min (z; - 55)° ,
on obtient donc S;(z) = 41 si 2; > 0 et §;(x) = —1 si 2; < 0 (si 2; = 0 on peut convenir que S;(z) = +1).

Ainsi
~ X1 Tn
() = (__) .
|1 |Zn|

On se donne S° = (59 -.-592) € O, et on définit 'hypothése
Hy : «§=807".

L’espace des parametres associé a Hy est le singleton ©g = {S°} et le rapport de vraisemblance est (en
utilisant le fait que (S;(x))? =1 = (59)?)

I(x) —2log A\(x)
Supgeo, P(T;5)
SUPsco p(x; S)
. g0
= _2log 2B
p(z; S(z))

= 2 ixi (S’z(x) - S?) .

—2 log

Maintenant il suffit de remarquer que
3 (Sy-(x) —s?) =3 (}(x) —59) =2 % Jail.
=1 : C

Ainsi la forme de la région de rejet de Hy est

DERE ; Z || > ¢
{38 (=)#50}
B.2 Autres Exercices
Exercice B.2.1 Soit Xi,...,X, un n—échantillon d’une loi F de densité

f(a;0) =Mg_1/2941/2)(a) , a€R,
ot 8 € ® =R. Calculez 'EMYV de 6.

réponse La densité de I’observation est

p(:0) = [[ f(xi6) =

n { 1 six; €[0—1/2,0+1/2] pour tout i,
=1

0 sinon,
x = (x1---n) € R*. Il s’agit d’un cas non régulier, on ne peut donc pas calculer 6 en dérivant. On doit

maximiser R
0(x) = Arg maxp(z; ) .



Nécessairement 6 vérifie

N 1 1
i— T+ |, r=1,...,n .
f(x) € [a: 5 T; + 2] Vi n

Donc

~

1 1
O(z) € [maxxi - i,mjn T; + 5] ,

et en fait tout é(x) appartenant & ce dernier intervalle est un EMV de 8. On peut prendre par exemple

A 1

0(r) = maxx; — 3

A . 1

f(x) = minz; + 3

6(z) L L ming, + 1 L ( + mi )

= —(m i——+mnzr;+- ] ==-(m i T INT; | .
T 5 ax 5 in & 5 5 ax in z
Exercice B.2.2 Soit Xi,...,X, un n—échantillon d’une loi F de densité

1
flasp,0) = mﬂ[u—ﬁa,wﬁa](a) , a€R,

ot —0o < f1 < 00 et o > 0. Caleulez VEMV de (u,0).

réponse La densité de I'observation est

A n
pxipo) = [ f@imo
=1

{ ( ) si ; € [u— V30, + /30 pour tout i,
0

sinon,

x = (x1---x,) € R". Il s’agit d’un cas non régulier, on ne peut donc pas calculer (fi,5) en dérivant. On doit
maximiser
i,0) = Ar max T3, 0) .
(f1,6) 3 (u,a)ERXR+p( )

Si on pose y; = min; x; et ¥, = max; x;, on peut vérifier que

1 n
pz;m,0) = (—2\/30) Ti-2)v3,000(7) Ty =10/ vB001(7)

on doit donc trouver

1,5) = A a ;
(f,6) = rg max, (2\/3(7)

D2 {(mo); (h-y)/V3<a, (ya-w)/V3< o)}

En tracant le domaine D sur le plan (en (u,0)), on vérifie que le maximum de (2v/3¢)~™ sur le domaine D
est atteint pour

ou D est défini par

i = Y1+ Yo _ min; z; + max; x;
2 2 ’
Yn — Yn max; r; — min; x;

23 24/3

Q>
I

(Comparez avec ’exercice suivant).

Exercice B.2.3 Dans l’exercice précédent utilisez lo méthode des moments pour estimer u et o.



réponse Les deux premiers moments de X; sont

1 pt+V3o
EX, = / ada=yp,
2V3a u—3o
2 1 ntvse 2 2 2
EX; = a“da=p"+o0
2\/30'/ 30 /J/

Les deux premiers moments empiriques sont

ot o ﬂ2:x§+~~-+xi‘
n n

Les équations de la méthode des moments s’écrivent

po= p',
p+o? = p?,
d’ot les estimateurs
2
EZ&:Z pour f , EZ xi—Eij pour o .
=1 =1 7j=1
Exercice B.2.4 Soit Xi,...,X, un n—échantillon d’une loi F de densité

fla;0)=0e7%*, a€)0,00[,
ot 0 > 0. Calculez la borne de Cramer—Rao (cf. théoréme 2.2.5).

réponse La densité de I'observation est

n

p(;0) 2 T fai;0) = o7 e 0 reten)

=1

= (x1- - %n) € R*. Donc

0 o n
1 1 _r_
56 108 p(x;0) = 20 (nlogl —6(x1 +...+ ) 7 S(x) ,
ou S(z) =(x1+...+zn).
Eo (5‘5) = B(5-s(x )

(ot X = (X1 ---Xn) est une suite i.i.d. de loi F)
2
1 )

Xi—EXi)) (car E(X;) =1/0)

(B

= FE

M:

Il
-

= zn:EX E X)) )
=1

= 0% . (car Var(X;)=1/6%)

Si on note K () la borne de Cramer-Rao, on obtient K (6) = 62/n.



Exercice B.2.5 Soit Xi,...,X, un n—échantillon d’une loi F de densité
fla;0) =6e7%*, a€]0,00],
ot 6 € © =)0, 00[. On considére I’hypothese
Ho : “0<6 7,
ol Oy € O est donné. Ecrire la forme du test TRV de I’hypothése Hy.
réponse L’ensemble des paramétres correspondants a4 I’hypothése Hy est
O 2{0; 6 <6} .

La densité de I’échantillon est
p(:6) 2 [[ flass0) =675,
=1

ouz=(z1- -z,) €R" et S(z) = (21 + ...+ x,). Le rapport de vraisemblance s’écrit

Aa) = ocen p(e:6) _ p(xség(x))
sup p(x;0)  p(z;0(x))
€@

ot f(x) est 'EMV de 8, et y(z) est "EMV de 6 sous ’hypothése Hy. On vérifie que

n

6

<
A n A S(z) S(z)—= "0 >
O(x) = S(x) bo(z) = .
6o s1 () >0 .
Donc
1 S1 SZLZ) S 00 )
)\(ﬁ) == 93 e—f0 5(z)

A si >0 .
(5t5) e HOMAS

Soit ¢ €]0,1[! Notons Z = S(z)/n, la région de rejet de Hy est de la forme

D = {x;Mz)<c}
= {z; M2)<c,Z0 21} U{x; A(z) <c¢, Tl <1}
= {2;1<¢, 20 >1}U{z; (0o2)" e” "7 <c,z0 <1} .

Le premier de ces deux ensembles est vide, donc on rejette ’hypothése Hy si et seulement si
(B z)" e 0T < et BT <1, (B.1)

c’est—a—dire ssi
0z <k, (BZ)

ou k €]0,1[. Le TRV de Hy admet donc une région de rejet de la forme

A 1 —
D= 20 = i<k,
i Spm s

1. il suffit de prendre ¢ dans cet intervalle, cf. remarque 3.3.3, la valeur ¢ = 1 n’est pas intéressante puisque dans ce cas
D =R.




avec k €]0, 1[. (Pour se convaincre de ’équivalence de (B.1) et (B.2) poser § = 6o Z et tracer le graphe de la
fonction ]0,00[> y — y™e™ ™Y, Vérifier alors que “ y™e™ ¥ < cet y < 1”7 est équivalent 4 “ y < k” ou
k €]0,1]).

Exercice B.2.6 Soit Xi,...,X, un n—échantillon d’une loi F de densité

f(a;0) =0 fi(a) + (1= 0) fo(a), a€R,

ot 0 € © =]0,1], et fo, f1 sont deuz densités sur R connues. Vérifiez que f(a;0) est bien une densité sur R.
Estimez 0 par la méthode des moments. Dans le cas d’un échantillon de taille 2 (i.e. n = 2), calculez VEMV
de 6.

réponse  f(-) est positive, [ f(a;0)da = 1 et comme somme de deux fonctions mesurables, elle est aussi
mesurable. Donc f(-;6) est une densité sur R. Posons u; = [a fj(a)da (j = 0,1), u; est la moyenne de f;,
on a

EX;= [af(@8)da= [ afi(a)+ (1=6) fola)) da =6+ (1= 6) o

R R

Si it désigne la moyenne empirique de 1’échantillon, la méthode des moments donne 1’équation: 6 u; + (1 —
) po = ii*, d’ott on tire 'estimateur de § suivant

1 n

= 2 (@

=1

1
M1 — Mo

(ﬂl - Mo)

Dans le cas n = 2 la densité de ’échantillon s’écrit

p(x;0) = f(z1;0) f(x2;0) = (0 fi(w1) + (1 = 0) fo(z1)) (0 fr(x2) + (1 —0) fo(z2)) -

On obtient donc 5

a0"
ou a; = fi(x;) — fo(z;) (j =1,2). EMYV de 0 est donc

p(z;0) =201 @z + fo(22) a1 + fo(z1) @z,

5o 1 fo(z2)on + fo(z1)
0(z) = 2 a1 ap

Exercice B.2.7 Soit X = Xi,...,X, un n—échantillon d’une loi F de densité f(a;0) — réguliere par
rapport & 6 — donnée. On suppose que 6 appartient & © une partie ouverte de R. On note p(x; ) la densité
de X. On définit

P 2
1) = (aa log p(X; 0)) ;
P 2
16) = B glog S(Xi6))
(cf. définition 2.2.4). Montrez que
1(0) =nZ() . (B.3)
Montrez que de plus
d 2 27
B (108 1(Xis0)) = B log S(Xi30). (B.4)

Remarque: 1(0) est plus difficile a calculer que T(0), c’est donc ce dernier que l'on calculera dans le cas des
échantillons pour obtenir Iinformation de Fisher (Les résultats (B.3) et (B.4) pewvent étre admis comme
des résultats du cours).



réponse  Comme log p(x;6) = >, log f(xi;6), on a

( (;99 log p(X; 0)>2

ZE(—log f(X,,0> £ 30 B log f(Xi0) Bt log f(X;:6)

1(6)

i#£]
P 2
= nZI@)+n(n-1) ( % log f(X1,6)> .
Pour démontrer (B.3) il suffit de remarquer que
d [ Hfae)
%log f(X30) = W f(a;0)da

0
/%f(a;é?)da
d
@/f(a;a)da
0 ’

car [ f(a;0)da = 1. Notons 9 I'opérateur de dérivation par rapport a . Pour vérifier (B.4) on calcule
arf\?
L jue () o
[ i)
df\?
62/fda—/ (—) fda
f
2
- [ (5) s

Exercice B.2.8 Utilisez l’exercice précédent afin de calculer information de Fisher I(6) dans lexercice B.2.4.

/(32 log f(a;0)) f(a;6)da

d’ou (B.4).

réponse  On a log f(a;0) = log(8) — 6 a, donc

9? 1
BT log f(a;0) = -
D’aprés 'exercice B.2.7
o 2
10) = nE(a— log f Xl,G)
2
= nE(3 log f Xl,G)
= nE( log f X1,0>
= —nE log f(X;:6)
_ n
62
Exercice B.2.9 Soit Xi,...,X, un n—échantillon d’une loi F de densité
e~?g°
f(a;0) = o a€&N,

ot 0 € © =)0, 00[. Calculez K(0) la borne de Cramer-Rao associé & ce probleme.



réponse D’apreés ’exercice B.2.7, I'information de Fisher est

62 )(Z n
1(6) = 1 B s og f(Xst) =~ B () = f5 X

Et

EX; = Y af(a0)

0
= 6. (car Y} o/ _ e 6"
Ainsi la borne de Cramer—Rao est K(0) = 0/n.
Exercice B.2.10 Soit Xi,...,X, un n—échantillon d’une loi de Bernoulli F' de densité
f(a;0)=6*(1-6)*, ae€{0,1},
o, 0 € © =[0,1]. On se donne une loi a priori sur le parameétre 6 de densité
pe(0) = H]O,l[(a) )

i.e. 0 est uniformément ditribué sur l’intervalle 10,1[. Calculez ’estimateur de Bayes de 0.2. Vérifiez que cet
estimateur est biaisé.

réponse La densité de ’échantillon X = Xq,..., X, est
p(z;0) =05 (1 —9)"=5@) |z e{0,1}",
ou S(xz) =z + -+ + z,. La densité a posteriori de 6 est

p(x;0) pe(6)
p(x;0) pe(8) df

pojx(8]z) 2 T

L’estimateur bayésien de 0 est par définition
E(Q|X1 21'1,...7Xn:$n)
/ 600 x (0]) b
e

Jo 0p(x;60) po(6) df
Jo p(x;0) po(6) d6

2. Utilisez la proposition 2.2.13, ainsi que les définitions des fonctions 8 et I' de ’exemple 2.2.14




Jo 005 (1 —0)"=5) dg
Jo 05(®) (1 = 6)»—5(=) db
B(S(z)+2,n—S(z)+1)
B(S(x)+1,n—S(x)+1)

T'(S(x

_ )+2)T(n—S(x)+1) [(n+2)

B T(n+3) (S(xz)+1)T(n—S(z)+1)
S +1

 on+2

L’estimateur bayésien de € est donc

1+ zn:Xi
_ =1

()= ———— .
(2) 12
On vérifie aisément que cet estimateur est biaisé
Eq6 1 iEX+ ! (ou1 les X; sont i.i.d. de loi B(8))
= i+ —— (oules X; sont i.i.d. de loi
o n+ 2 = n+ 2
0+1
— ot (car EX; =6)
n+2

B.3 Problémes

Probléme 1: Un exemple de contréle de qualité
le probléme

Une entreprise produit un certain type de circuit imprimé. On dispose d’un moyen pour controler le bon
fonctionnement de ces circuits, ce controle est & deux issues: le circuit fonctionne ou le circuit ne fonctionne
pas. Le dirigeants de cette entreprise se posent le probléme du controle de la qualité des circuits qu’ils
produisent. En fait ils veulent estimer le taux de piéces défectueuses en sortie de la chaine de production.
On pose

A i .
0 = taux de piéces défectueuses,
0 est un parameétre inconnu appartenant a l'intervalle [0, 1].

Le moyen le plus naturel pour estimer 6 est le suivant: on prend n piéces dans la production du jour. On
teste ces m piéces, on compte le nombre de piéces défectueuses et on pose

6. 2 nombre de piéces défectueuses

nombre total de piéces (= n)
C’est—a—dire, pour la iéme piéce on pose

2 2 1 sila piéce est défectueuse,
"7 1 0 sila piéce est bonne,

alors

On dit que 6,, est une estimateur de 0. Cet estimateur — appelé moyenne empirique — est le plus intuitif
possible. Supposons qu’on obtienne 8,, = 0.005, on peut alors dire que 0.5% de la production est défectueuse.
Il existe d’autres questions que ’'on peut se poser:

Question 1 Quelle est la qualité de cet estimateur. A—t—on § = 0.005 £ 0.0001, # = 0.005 £ 0.01
ou # = 0.005 = 0.1? On veut donc obtenir une information sur ’erreur commise.



Question 2 Supposons qu’aprés plusieurs jours de controle on puisse affirmer que 0.005 est une
estimation suffisante du taux de piéces défectueuses en cours normal de production. On
décide — par exemple tous les mois — de refaire un controle pour savoir si la qualité de
la production se détériore ou non (mauvais fonctionnement d’une machine, erreur dans la
production). Si un jour on obtient 6, = 0.008, cette valeur est—elle suffisamment plus grande
que 0.005 pour signifier une réelle détérioration de la production?

Pour I'instant, on ne sait pas répondre & ces questions. C’est pourquoi on est amené & construire un modéle
(étape de modélisation) censé décrire cette situation et qui permettra de répondre & ces questions (étape
d’identification).

la modélisation

Cette étape se schématise ainsi

— Modéle Mathématique.

connaissance du probléme
traduction

hypothéses a priori

Considérons trois points

— Si @ est le taux de piéces défectueuses et si on considére une piéce donnée, on peut dire que cette piéce
sera défectueuse avec une probabilité # et bonne avec une probabilité 1 — 6. Si la piéce est défectueuse
on lui associe la valeur 1 et 0 si elle est bonne. En d’autres termes, le résultat du controéle sur cette
piéce suit une loi de Bernoulli B(#) de paramétre 6. Cette loi admet la densité

A6 si a=1,

f(a;&):{ 10 & a0 e fl@®)=010-6"" ac{01}.

— On prend n piéces numérotées de 1 & n et on considére
X; = le résultat du controle pour la piéce numéro i.

D’aprés le point précédent, X; est une variable aléatoire de loi de Bernoulli B(#). On fait I’hypothése
suivante
(H1) le taux de piéces défectueuses est constant durant une journée.

Si les n pidces en question ont été produites la méme journée, alors les X; (i = 1---n) suivent la méme
loi B(#). Donc
loi(X;)=B@#), (i=1---n). (B.5)

— Etant donnés deux piéces, on a remarqué que le fait qu’une des deux piéces soit défectueuse ou non
est indépendant du fait que lautre est défectueuse ou non (ou du moins on le suppose). On est donc
amené & faire I’hypothése suivante

(H2) les variables X1,...,X,, sont indépendantes.

Avec (B.5), on obtient donc
X1,..., X, iid. loi(X;) = B(8) . (B.6)

Posons X = (X1,...,Xn). X est un vecteur aléatoire a valeurs dans {0,1}™. D’aprés (B.6), si on note
p(x;0) la densité de la loi de X (qui dépend de 6), on a

n

P(Xy=a1,..., Xp = 2,) = p(2;0) = [ ] f(2:36) , (B.7)

i=1
x= (21 -x,) € {0,1}" . X est appelée observation (ou données). On construit le modéle statistique

— Espace des observations: X = {0,1}".



— Py loi de observation Py({z}) = P(X =z) = p(z;6) (z € X) , donnée par (B.7).
— Espace des paramétres © = [0, 1].

Si F est ensemble des parties de X' (F est une tribu sur X'), alors le modéle statistique s’écrit
(X7f7{P9;0€®}) . (BS)

Sur ce modéle le probléme se formule ainsi: on dispose d’une observation X dont la loi est inconnue, on
sait seulement que l0i(X) appartient & 'ensemble de lois {Py;6 € ©}, cet ensemble de lois est connu
(i.e. Py est © sont connus). On veut donc déterminer 6 tel que loi(X) = P.

I’identification
identification totale: estimation de 6. Une fonction
T: X — O
z — T(x)

de I’espace des observations dans 1’espace des parameétres est appelé estimateur de 8. Dans le chapitre 7?7 on

a déja construit un estimateur

6,(z) 2 w , (zeX). (B.9)

(1) calcul du biais de én On note Ey 'espérance associée a Py,

E¢b, = EO(X)  (ouloi(X)=Pp))
EXi+4---+X,)/n

X; suit une loi B(6) donc EX; =6, d’ou

Egén:n—aze,
n

ce calcul est vraie pour toute valeur de @, on en déduit
b(0,0,) = Egb, —0 =0, VO€O,
i.e. én est un estimateur non biaisé.

(2) calcul du rique de én

R(0,0,) = Ey|d, 0
= E|é( ) — <9|2 (ot loi(X) ~ Py)

oS, =X1+...+X,. X1,...,X, est une suite de variables i.i.d. de loi B(#), donc S,, suit une loi
binomiale de paramétre (n,0). Ainsi ES,, =n6 et Var S, =n6(1—40), d’ou

. 1—
rRO,6) =019 weo. (B.10)
(tracez la courbe 8 — R(6,8,,), pour 6 € [0,1].)
Commentaires:

a. Pour 8 = 0 et § =1 le risque est nul, pourquoi?

b. Lorsque n — oo, on s appergom d’aprés la courbe, que R(0 6, ) — 0. C’est—a—dire, lorque n — oo
Verreur d’estimation Fp|6, — 0|2 tend vers 0, on dit que 6,, est un estimateur consistant au sens
de lerreur quadratique.



Probléme 2: Un exemple en traitement de signal
le probléme

On transmet un signal y € R par 'intermédiaire d’un canal bruité. Ce signal est échantilloné n fois, i.e.
on obtient une observation de la forme

Xi=p+ow;,, t=1---n, (B.ll)

ol o w; est un bruit additif. o €]0, 0o est P'intensité du bruit. On suppose que {w;;i =1---n} est une suite
iid. deloi N(0,1) ({w;} est appelé bruit blanc gaussien). p représente le signal que lon veut transmettre, u
est donc un paramétre inconnu; o est 'intensité du bruit et le plus souvent il s’agit aussi d’un paramétre in-
connu. Le probléme est d’estimer les paramétres u et 2. Nous allons d’abord construire le modéle statistique
sous—jacent.

Il est clair que {X;;4 = 1---n} donné par (B.11), forme une suite i.i.d. de variables de loi N(u,0?). Donc,
si p(z; u,0?) est la densité de la loi de X = (X --- X,,) on obtient

1 " " (@ — )2 n
p(”“”’”2)=<\/m) ex"(‘z‘z% ) v= (21 2,) ER" (B.12)

et ’espace des paramétres est
A
©={0=(p,0%); p€]—o0,00[, 0 €]0,00[} .
On note P, ,» la loi de densité p(x; u, o 2) et E, > Pespérance associée. P, ,» est la loi N(u, a?).

le probléme d’estimation

Nous allons maintenant décrire les estimateurs du maximum de vraisemblance des différents paramétres.
Les équations de la vraisemblance s’écrivent

0

%log p(z;p,0%) =0,
0
@log p(z;p,0%) =0,

c’est—a—dire

= 0, (B.13)

= 0. (B.14)

1 n
57 22
1=1
n 1 "
57t g 2

On considére trois problémes d’estimation.
a. Estimation de p, o connu (=1) On résoud donc I’équation (B.13) avec o = 1, ce qui donne

. Ti+ -+ Tn
ji(z) = =———" .

. (B.15)

Le biais de cet estimateur est
i i Xyt + X,
b i) = Epip—p=E (ﬁ) -,

ot X; - -- X,, est une suite i.i.d. de loi N(u,1). Aprés calcul on obtient b(yu; i) = 0, donc ji est un estimateur
sans biais de p. Le risque de cet estimateur est

. . Xi+---+ X, 2
R(u;u)=Eu,1\u—ul2:E( — ——ﬂ) ,



ol X7 --- X, est une suite i.i.d. de loi N(u,1). {X;} est un suite de variables indépendantes donc?

n

R(uif) = 5 E (Z(Xi - u)) =Y B -

i=1

et comme X; est de loi N(u,1), on obtient finalement R(p; i) = 1/n. On va maintenant comparer ce risque
4 la borne de Cramer—Rao. L’information de Fisher s’écrit

I(p) = Epun (a%p( 3y 1))2 =E (%p(X;u, 1))2 ;

ou X = (X; ---X,) est une suite i.i.d. de loi N(u,1). On obtient donc

n 2 n
I(p)=E (Z(Xi—ﬂ)> :ZE(Xi—N)2 =n.

=1

Ainsi R(p; o) = 1/n=1/1(p) donc ji est un estimateur efficace de p.
b. Estimation de o, p connu (=0) On résoud donc I’équation (B.14) avec p = 0, ce qui donné*

. 1
52 = 2 B.16
6(@) = = 3o (B.16)
Le biais de cet estimateur est
b(0%;6%) = Ey ,26° —0® = ( ZX > ,

ot X;---X, est une suite i.i.d. de loi N(0,02). Aprés calcul on obtient b(c2?;62) = 0, donc 2 est un
estimateur sans biais de ¢2. Le risque de cet estimateur est

X214 ...4 X2 2
R(02;&2):E0,02|&2—02|2:E<—1+ - + "—a2> ,

olt X;---X, est une suite i.i.d. de loi N(0,0?). {X;} est un suite indépendante donc, en utilisant le méme
argument que pour le calcul de ji, on obtient

2
. 1 - 1 —
R(0%;6%) = pE (Z(Xf - 02)) =2 ZE(Xf —-d?)?,

i=1

et comme X; est de loi N(0,0?) (°) , on obtient finalement
R(0%6%) = ii (EX}-o") = ii 30 —o*) =20"/n .
’ n? gt : n? prt
On va maintenant comparer ce risque & la borne de Cramer—Rao. L’information de Fisher s’écrit

d 2 d 2
I(0?) = Ey 0 (Wp(';ovoj)) ZE(WP(XWJZ)) ,

3. B(Z;(Xi —w)” = ¥, B(Xi — ) + Y B(Xi — ) (X —p) = X, B(X; —p)? carsii # j, B(Xi — p)(X; —p) =
B(X; — w) B(X; —p) =0 N

4. on utilise constamment le principe d’invariance: o2 = 2.

5. utiliser le fait que si Y ~ N(u,0?), alors E(Y — p)* = 30*



ot X = (X ---X,) est une suite i.i.d. de loi N(0,02). On obtient donc®

n 2
oy n 1 2y _ n
I(”)_E<_ﬁ+ﬁ, Xi) REra

Dans cette derniére égalité on a utilisé le fait que

n 2 n
E<ZX3’> = E|Y X!+> XIXx?
=1 i=1

i#£]
= Y EX!+) E(X])E(X})
i=1 i£j
= n3d'+n(n-1)d*.

Ainsi R(0?%;6%) =20*/n = 1/I(c?) donc 62 est un estimateur efficace de o2.
c. Estimation de p et o On résoud simultanément les équations (B.13) et (B.14), on obtient

> (@ - i)

=1

i)=Y () =

Pour i on a

~2 ~2 2 g’
B2 =p Euoeli” —pl”=—

Donc fi est un estimateur sans biais. Calculons le biais de 1’estimateur 2.

2
I I
E,26"==-> E|[Xi-=-) X;| ,
i=1 7j=1
ot X = (X ---X,,) est une suite i.i.d. de variable de loi N(u,o?)
2
1 n
ElX,——
im a2 X
7=1
2
1 n
= b (Xz—u)—;Z(XJ_M
J=1
2
2 n n
= -ZE({(Xi—-m)) (X;-mw ]| +5E{ D (X;—n
j=1 j=1
Si¢# jalors E[(X; —p) (X; —p)] = E(X; —p) BE(X; —p) =0, donc
2
RS 2 2 9 1 2
E )Q-EZXz =0’ ——o’+ —no
7j=1
On obtient finalement
2
- 1 1 n—1
A2 _ 1 N - T - 2
E, .20 —;E X; nj;XZ =0 no = e .

6. Nous utiliserons souvent le résultat suivant: (3, a;)> = 30, a7 + 32,4; ai a;.



Donc 62 est un estimateur biaisé de o2. Maintenant si on pose

(1>

Pa) = =7 > (@i — ()’ =

1 n

alors 32 est un estimateur non biaisé de 2.

2

Eﬂ,gz §2 =0

Le cacul du risque de 32 (ou de 2) est en revanche plus difficile. On peut utiliser le fait que

(n—1)8X) _ zn: (Xi — A(X))*

suit une loi du x? & n — 1 degrés de liberté, on sait alors que”

By (M_(n_1>)2=E(M_<n_1>)2=n_1,

" o2 o2
donc
4
. 2 20
E 2 §2—0'2 =
Ko ( ) n—1

Donc E,, ,2 §* = (n+1)0*/(n—1). Vérifier ce dernier résultat sans utiliser la loi du x? est plus long, en effet

Buoxd' = B3#(X),
2
- ﬁff@m—n(w) :
= ﬁE<;(Xi—u)2—n(u(X)—u)2) , (B.17)

ot X = (Xj --- X,,) est une n—échantillon de la loi N(u,o?). En développant le carré dans (B.17) on obtient

%

2
E,u,,c72 §4 = ﬁ E (Z(X’ - U)2>

—2nE (Z(xi — )2 (A(X) - u)2> +n? B(u(X) =) | - (B.18)

7

Posons

2
T = E<Z<Xi—u>2> : (B.19)

P (B.20)

I
&=
N
>
|
=
=
=
>
!
=
=
N—

T, = E((X)-p)t. (B21)

7.5i Y suit une loi du x2 4 n — 1 degrés de liberté, alors EY =n—1et E(Y — EY)2 =n — 1 (cf. annexe 77 p.?7).



Fi1Gc. B.1 — observation

Nous allons successivement calculer ces trois termes.

Tl = E|) (Xi—p)'+) (Xi—p)?(X; — )’
i i#
= o*@Bn+nn-1)). (B.22)
T, = E Z(Xi — p)? (% Z(Xi - N))
= B[ - | YK - ) (X - )
i i i£j
- (Z(Xi —u)2> b Y B[ (X -0 (Y- p)]
i (i ki k}
pour tout i, j, k tels que j # k on a E [(X; — p)* (X; — p) (Xx — 1)) =0, en utilisant (B.22) on obtient
0_4
Ty = E(3n+n(n—1)) . (B.23)

Enfin, on vérifie aisément que ji(X) suit une loi N(u,02/n), en effet ji(X) est une somme de variables
gaussiennes donc /i(X) est gaussienne, son espérance et sa variance on été calculées plus haut. On en déduit
ot

Ty = B(M(X) - ) =35 , (B.24)

En utilisant (B.22), (B.23) et (B.24) dans (B.18) et (B.19-B.21), on obtient

Ty —2nTa+n?T3 n+1
E 24 _ _ 4
po® 8 (n —1)2 n—1

D’ou le résultat cherché.

Probléme 3: Un exemple en traitement de signal

On veut transmettre un signal continu x4 € R par intermédiaire d’un canal bruité. Le signal est segmenté
N fois, en sortie du canal le signal obtenu (n — X,,) est représenté sur la figure B.1. Ce signal de sortie se
modélise ainsi: on observe g plus un bruit additif d’intensité inconnue. Si on note {X,;n =1,...,N} le
signal de sortie, celui—ci peut s’écrire

Xo.=p+ow,, n=1---N,
ou o >0 et {w,} est un bruit blanc gaussien, i.e.

wy, W2, ..., Wy est une suite i.i.d. de variables N(0,1) .



Fi1Gc. B.2 — estimation

Les estimateurs de y et o sont

= YXe, H= Y (K- )?

n -

Ces deux estimateurs ce calcul de maniére récursive

N A Xn-{-l - ﬂn
/J'n—l—l — Hon + n+ 1 5

~2 ~ A \2 ~ 2
n n 4(n n )
(Jn (“ +1 12 ) ) n 1 ( +1 w +1)

~2

avec fip = 0 et 62 = 0. Avec les observations de la figure B.1, on obtient le résultat représenté sur la figure B.2,
sur cette figure sont tracées les trois courbes suivantes

- n = fin+2462/(n-1).

- N = fin.
i fin— 2 JET ).
On sait que
n&_—Ql (fin, — p) suit une loi du x? & n — 1 degrés de liberté ,
n

en utilisant une table on peut alors vérifier que

-1
P ( o (= ) s2> > 0.95 ,
O-’Il
pour tout n > 60. C’est—a—dire
52 52 |
weE |fin—2 = fin +2 = avec une probalilité > 0.95,
n—1 n—1

Le Programme FORTRAN

Les courbes de simulation et d’estimations ont été obtenues avec u = 5 et 0% = 2.

pour tout n > 60.

program simu

simulation d’une observation de la forme
X(i) = mu + sqrt(sigma2) w(i) , i=1,...,n
w(i) bruit blanc gaussien (i.i.d. N(0,1))

0o o o o0



c et estimation de mu et sigma2 par les moments
c empiriques calcules de maniere recursive
[
c
real mu , muest
dimension x(1000)
data pi /3.1415926535/
[
C—-—=-= lecture des donnees
c
write(0,900)
write(0,901)
c nombre d’observations
read(0,*) n
write(0,902)
[ moyenne
read (0, *) mu
write(0,903)
c variance
read (0, *) sigma?2
write(0,904)
c germe du generateur aleatoire
read(0,*) seed
[
C-—--- simulation
[

do 10 i=1,n,2

tir d’une loi uniforme
call random_$uniform(seed,ul)
call random_$uniform(seed,u2)

[ transformation de Box et Muller
u3d = sqrt( -2*alog(ul) )
vl = u3 * sin(2*pi*u2)
v2 = u3 * cos(2*pi*u2)

c observations X(i) et X(i+1)
x(i) = mu + sqrt(sigma2)*vi
x(i+t1) = mu + sqrt(sigma2)*v2
c
10 continue
c
C--—=-= estimation
c
open(1,form=’unformatted’,file=’simu.data?’)
initialisation
muest = 0.
siest = 0.
c
do 20 i=1,n
formules recursives pour la moyenne et la variance
dmu = (x(i)-muest) / real(i)
muest = muest + dmu
siest = (i-1) *(siest+dmu*dmu)/real(i)
& + (x(i)-muest)*(x(i)-muest)/real (i)
c

write(1) i,x(i),mu,sigma2,muest,siest



20 continue
c
close (1)
write(0,905)
c
900 format (/’Simulation d’une suite X(i) (i=1...n) i.i.d.’
& /’N(mu,sigma2)’
& /’et estimation de mu et sigma2’/)
901 format (° n 2.8
902 format (° mu : 208
903 format (’ sigma2 N )

904 format (’ germe du tir aleatoire : ’,$)
905 format (/’STOP (resultat -> simu.data)’/)

stop
end

Probléme 4: Sujet d’examen 86—-87
I’énoncé
(1) Soit X1, Xs,..., X, un n—échantillon d’un loi gaussienne N(u,1), p € O.
a. Ecrire fi(z) PTEMV (estimateur du maximum de vraisemblance) de p dans le cas ou © = R.

b. Calculer fig(z) PEMV de p dans le cas ou © = [—1, +1]. [rép.:

-1 si z<—-1,
go(z) =< & si —1<z<+41,
+1 si +1<z,
ouz =y z/nl
oit X1, Xa,..., X, un n—€échantillon d'une lo1 gaussienne ,1), p € ® =R. On veut tester pothése
2) Soit X1, X X échantillon d’ loi g i N(p,1), pe®=R. O P’hypothé
HO : “:U’ € [_1’+1]”,
et on se propose pour cela d’écrire le TRV (test du rapport de vraisemblance).
a. Quel est Pespace ©¢ des paramétres correspondant & I’hypothése Hp?

b. Calculer I{(z) = log A(z) ou A(z) est le rapport de vraisemblance de ’hypothése Hp.

¢. La forme de la région de rejet est donc D = {z € R”; log A(z) < ¢} ol ¢ < 0. Expliciter la forme de D°
le complémentaire de la région de rejet D [rép.: D° ={z; -1 —s < i(z) < 1+ s} ou s > 0].

d. (Difficile) On veut déterminer s tel que la probabilité d’erreur de type I soit inférieure a 0.05. Expliquer
comment calculer s.

e. Expliquer pourquoi la forme de la région de rejet de ’hypothése Hy est naturelle.

correction

Le log de la densité de I’échantillon Xi,..., X, est

logp(z;p) = log [(%)nexp (—% 'nl (wz’—#)2>] :

n 1
= -3 log(27) — 3 Z (z; —p)” . (B.25)
i=1
Si ® =R, PEMV de p est
oy R I S
az) = Argrfgﬁ(logp(m,p) =L r=T (B.26)



Si © = [~1,+1], PEMV de 1 est

fro(w) = Arg _max log p(x; 1)

1
= Arg —5 2 (@i —p)’
i=1

max
—1<p<H1
n

= Arg mi 1 (zi — p)

n
—1<pu<+1 n 4
- i=1

1< 1<
= A i P = Y i+ =)l
rg71g2+1 [,u ,un;ac +”;ml

_ . 2 I
= Arg—lgﬂ2+1 |:,u _2lm+ﬁ§ml

Posons F(p) = p® — 2uZ + L 3" 22, On veut donc minimiser (1) sous la contrainte p € [—1, +1]. Trois cas
— Siz € [-1,+1] alors le minimum de F'(u) sur [—1,+1] est atteint en Z.
— Si Z < —1 alors le minimum de F(p) sur [—1, +1] est atteint en —1.
— SiZ > +1 alors le minimum de F'(p) sur [—1, +1] est atteint en +1.

(Pour s’en convaincre il suffit de tracer le graphe de la fonction R 3 p — F(p) € [0, 00[). D’ott le résultat cherché

-1 si z<—-1,
go(z)=¢  si —1<z<+41, (B.27)
+1 si +1<Z.

On suppose que p € ©® =R et on veut tester ’hypothése
Ho : “pel[-1,41]".
L’espace des paramétres associé & cette hypothése est ©¢9 = [—1, +1]. La région de rejet de Hy est donc de la forme

D={zeR";logA(z)<c},

ol
R ggggp(w,u)
M) = e p(m )
e) ’
avec ¢ < 0. Mais d’aprés la premiére partie
logAM(z) = log max p(z;un) — log maxp(z;
g A(z) gueeop( PR gueep( P 1)

= logp(z; io(z)) — log p(; ji(z))

= =33 [ — ) — (i — )]

n

1 . N N .
= —52 @i—jhot+zi—f) (@i = fio—zi+f1)
i=1

n

_ _g(ﬂ_ﬂo)%2(2$i — fio — f2)

i=1

= — (A= A0) (2~ o — i)
= —g(ﬂ—ﬂO)Q-

Donc D est de la forme {z; (ji — fi0)* > ¢’} avec ¢/ = —2¢/n > 0. Donc, avec (B.27), on obtient
D° = {o; () - po()? < '}
= {o V& <ila) (@) <V}



{#: =V <o) = o) < V&, filw) < —1}
u{z; V& < (@) - fio(e) < V&, =1 < (a) <+1}
u{a; V& < (@) — fuole) <V, +1 < j(2) }
= {x;—\/c_’—l<ﬂ(:c)<\/c_’—l, ﬂ(x)<—1}
u{z;—\/E<0<x/c_', —15ﬂ(m)§+1}
Ufz; —VE+1 < ple) < VE+1, +1 < ji(2)}
= {m;—\/c_’—1<ﬂ(m)<—1}

U{z; -1 < ji(z) < +1}
u{m;+1<ﬂ(m)<\/(7+1}

= {m;—\/g—1<ﬂ(m)<\/g+1} ,
on pose s = v/¢' > 0, le complémentaire de la région de rejet a donc pour forme
Df={zeR"; -1—-s<j(z)<1+s}.

On veut calculer le seuil s tel que
P( rejeter Ho | Ho est vraie ) < 0.05 ,

c’est—a—dire

_121}?%(4_1 P.(D) < 0.05,
— < < .
_11%13%(“ 1-Pu(D)) < 0.05,
max (1—P(-l—-s<p<l4s) < 0.05,

—1<p<H
ou fi ~ N(p,1/n). On obtient donc???

min P(-1—-s<pg<1+4s) >0.95,
—1<u<+1

ie. min  P(v/n(—1—s5—p) < N(0,1) < vn(1+s—p)) > 0.95 .
—1<p< 41
Le minimum dans Pexpression précédente est atteint en g = —1 ou p = +1, d’ou

P (—v/ns < N(0,1) < v/n(2+s)) > 0.95 ,

c’est—a—dire, s est choisi tel que

Vats) 2y
/ — e %4z > 0.95 .
—Jms V2T

Probléme 5: Sujet d’examen 87—-88
I’énoncé
On considére trois échantillons indépendants
— X1,..., X, un n—échantillon d’une loi N(p1,0?),
~ Y1,..., Y, un m—échantillon d’une loi N(u2,c?),
~ Z1,...,Z; un l-échantillon d’une loi N(p3,0?).

Le paramétre 0 = (u1, g, p3,0>) est inconnu. Le but du probléme est de construire le test du maximum de vraisem-
blance de ’hypothése
HO . “Nl = s = NS” .

(1) Ecrire © 'espace des paramétres associé & ce probléme et ©g 'espace des paramétres associé a ’hypothése Hy.



(2) Calculer p(z,y,2;0) (z = (z1,...,2Zn), ¥y = (Y1,-..,Ym), 2 = (21,...,21)) la densité de la loi du vecteur aléatoire
(X1, s X, Yiy oo Yo, 21, 20).

[rép.:

n m 1

p(@,y,20) = [ [ f(@i;m,0°) T] @iz pe,0%) [] £ (508,07

i=1 i1 i=1
oft f(a;p,a?) est la densité d’une loi N(p,o?) réelle.|
(3) Calculer § = (ji1, ji2, 13, 52) Pestimateur du maximum de vraisemblance de 6 (poser et résoudre ’équation de
la vraisemblance).

(4) Calculer g P’estimateur du maximum de vraisemblance de 6 sous I'hypothése Hy (poser et résoudre I’équation
de la vraisemblance).

[rép: fo = (jio, fio, fio, 63) o

1 < - :
G 2 m(;m+§y+§z>
n m l

90 = ﬁw (Z(wz - ﬂ0)2 + Z(yz - ﬂ0)2 + z:(zI - ﬂ0)2> ]

i=1 i=1 i=1

>

e
>

(5) Ecrire la région de rejet de I’hypothése Ho.
[rép: on rejette ’hypothése Hy si

Q>| Ql;

o

correction

(1) Les espaces des paramétres sont

>

{0=(pa,p2,p3,0%) 5 pi €R,0” >0},
{0=(,p,p,0%) 5 pE€R,G* >0} .

(C]
(SN

>

2 X = (X1,...,.Xn,Y1,...,Ym, Z1,...,Z1) est un vecteur aléatoire de N = n + m + [ composantes mutuelle-
ment indépendantes (car X' est composé de trois échantillons indépendants). De plus chaque composante est
gaussienne, X; ~ N(u1,0%), Y; ~ N(p2,02), Z; ~ N(u3,0?), donc la densité de la loi de X est

logp(w, Y, z; 9) =
= logp(z,y, 2 p1, p2, p3,0")

n m !
log (Hf(wi;u1,02) 117w ne,0® Hf(zz';us,oz))
i=1

i=1 i=1

- _ntm+l log(27) — %”W log(c?)
n m l
1
952 (Z(mz —m)’ + Z(yz — p2)’ + Z(Zl — 'ng)z) .
=1 i=1 i=1
(3) L’équation de la vraisemblance s’écrit
Ba? logp m7y7z;)u/1“u/2,/1/3,0'2) = ,
9

(

305 logp(z,y, 2 p, p2, ps,0%) =
(
(

O O OO

ap; logp(e,y, 2 p1, b2, p3,0°) = 0,
52z logp(z,y, 25 pa, pa, ps, 0%) =
On obtient
R IR
H1 = ; , Ti ,



{ an logp(e,y, iy py py 0°)
52 log p(x,y, 25, iy 1, 07)
On obtient
1 n m 1
o = i (S e o)
S — (25 — f10)” + > (i —
n+m+l =1 =1

(5) La région de rejet de 'hypothése Hy est

02 {9

et

donc

0
: maXﬂG@op(x’yaza ) Ss} — (3}
maxgee p(,y, 2;0)

1

p(z,y,2;0) = (@r 52) i miD 2

1

p(z,y,2;00) = (2r 63)mrmrD/2

P
YU, ) 5
P

(z,y,2;0)

e(n+m+l)/2 ,

p(z,y,20) (62 ) (rpmtD/2 .

A ~2
p(z,y, 2 60) 90

Ainsi la région de rejet est de la forme {5°/63 < c}.

(ntm+1)/2

(z,9,23600)

%,



Index

échantillon, 10
événement, 1

biais asymptotique, 18
biais d’un estimateur, 11

covariance, 9
Cramer—Rao (inégalite de), 12

densité conjointe d’un échantillon, 11
densité mode d’une, 16

espérance mathématique, 8
espace de probabilité, 1
espace des observations, 10
espace probabilisable, 1
estimateur, 11

estimateur asymptotiquement normal, 18

estimateur bayésien, 15
estimateur consistant, 17

estimateur du maximum de vraisemblance, 12, 14

estimateur efficace, 12
estimateur MAP, 17
estimateur préférable, 11
estimateur sans biais, 11
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