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Pendant trois ans, j’ai enseigné ce module au sein du Mas-
ter Stic-Environnement de I’Université de Montpellier. Cette
expérience m’a permis de constater & quel point [’associa-
tion des mathématiques a un phénomeéne écologique concret,
tel que la succession écologique, rend la théorie plus acces-
sible et intuitive pour les étudiants. Ce choix pédagogique
favorise une compréhension a la fois plus profonde et dy-
namique des deux disciplines. La succession écologique, avec
ses transitions entre différentes communautés d’espéces au
fil du temps, se préte naturellement a une modélisation par
chaines de Markov, ot chaque état représente une étape de la
succession. Ce concept, qui suscite un grand intérét chez les
étudiants, permet également d’aborder la complezité des éco-
systéemes de maniére progressive et structurée, tout en offrant
une perspective pratique et attrayante sur les applications des
mathématiques a l’écologie.

1 Succession écologique

La notion de succession écologique™ désigne le processus dy-
namique naturel selon lequel un écosystéme évolue en une
succession de stades pouvant aller de la colonisation initiale
jusqu’a un stade d’équilibre appelé climaz". Cet équilibre
peut éventuellement étre perturbé, par exemple par le feu ou
par un épisode climatique extréme, et conduire & de nouvelles
successions. Une succession classiques est par exemple :

arbustes herbes
broussailles

oll la communauté climacique est constituée d’arbres; dans
I’exemple d’une prairie la communauté climacique serait cons-
tituée d’herbes. Ici un état est suivi que d’un seul autre état
et ne suit qu’un seul autre état, par exemple “broussailles”
est suivi de “arbustes” et précéde “herbes”. Dans d’autres
exemples, comme celui que nous allons voir & la prochaine
section, plusieurs états peuvent suivre ou précéder un état
donné.

L’idée d’appliquer les modéles de chaines de Markov aux suc-
cessions en écologie est notamment due & Paul E. Waggoner
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et George R. Stephens [14], ainsi qu’a Henry S. Horn [7].
Dans les deux cas il s’agissant de successions dans le cadre
des foréts.

2 Un exemple de communauté subtidale

Dans un article publié en 2004, M. Forrest Hill, Jon D. Wit-
man et Hal Caswell [6] présentent une étude portant sur une
communauté marine située sur une paroi rocheuse dans le
Golfe du Maine. Cette zone, située en deca des variations du
niveau de 'eau dues aux marées, est qualifiée de “subtida-
le”. Je recommande la lecture de cet article particuliérement
intéressant.

2.1 Les données

Quatorze espéces d’invertébrés (éponges, anémones de mer,
bryozoaires, etc.) ont été suivies pendant 9 années consécu-
tives. En superposant un treillis de 30 x 20 cellules de 2 cm
de coté sur des photos haute résolution de la paroi, il est
possible de déterminer ’espéce de 'individu occupant la cel-
lule; la taille de celle-ci correspondant en effet & la taille des
organismes étudiés. La cellule peut étre éventuellement vide.
Donc I’état de la cellule prend une valeur comprise entre 1 et
15, 15 correspondant a “roche” lorsque la cellule est vide. La
zone étudiée de la paroi est constituée de 42000 cellules. Au
final, nous disposons de 9 x 42000 mesures :

Yn,q € B

pour 1 <n <N =9, 1< q< N; = 42000, ot E désigne
I'espace d’état :
E¥{1,...,15}

On note I = |E| le cardinal de ’ensemble E. y, , = ¢ si-
gnifie qu’a 'année n, la cellule g était occupée par ’espéce i
(1 <4 < 14) ou était vide (¢ = 15). Afin de faciliter la lec-
ture des résultats les états 1 & 14 sont classés par abondance
décroissante (i.e. espéce 1 est la plus abondante, 'espéce 2
la deuxiéme la plus abondante etc.).

2.2 Matrice de transition

Afin de dégager une information de ces 378000 mesures, nous
allons les “concentrer” en une matrice de taille 15 x 15. Dans
un premier temps nous construisons la matrice de comptage
suivante :

deéf . .
Cy E#G=0)= Y, D L=y Lynsr o= (1)

1<n<N 1<q<N,

pour ¢,5 € E, cela consiste & compter les occurrences de ¢
vers j, notées ¢ — j, dans une méme cellule au cours de
deux années consécutives. L’ordre de grandeur des termes de
cette matrice va dépendre du nombre de mesures, afin de
considérer une matrice ne dépendant pas de ce nombre, nous
allons normaliser la matrice C' de la facon suivante :

Cij
Ej’eE Cij/

aer F(E—J)
Ba = 4is)

(2)
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.773 .102 .015 .001 .012
.145 .609 .028 .005 .025
.052 .061 .020 .004 .008
.017 .054 .005 .000 .006
.117 .218 .404 .008 .032
.009 .024 .016 .865 .007
24 223 .080 .024 .041
235 .089 .007 .154
147 020 .006 .026
228 .027 .006 .042 .031
222 .036 .000 .025 .020
068 .016 .000 .010 .01l6
179 .063 .000 .030 .020
449 .085 .006 .030 .018
320 .062 .005 .048 .034

.003 .002 .003 .029
.012 .008 .004 .069
.005 .007 .008 .084
.006 .011 .003 .036
.006 .005 .005 .108
.004 .007 .000 .036
.025 .005 .012 .115
.016 .020 .009 .122
.006 .005 .005 .074
.013 .008 .006 .104
.506 .002 .003 .076
.001 .537 .003 .266
.017 .000 .000 .076
.006 .006 .030 .127
017 .017 .013 .294

TABLE 1: Mesures de succession.

pour i, j € E, on obtient ainsi une matrice dite de transition,
c’est & dire une matrice dont les termes sont compris entre
0 et 1, et dont la somme des termes d’'une méme ligne est
1. Dans le cas présent on obtient la matrice représentée a la
Table 1.

Notons que le nombre de transitions #(: — ) issues de 4
est nul signifie que ’état i n’apparait pas dans les mesures
ou bien qu’il n’apparait que dans la derniére année, il se-
rait donc parfaitement impossible de comprendre les aspects
dynamiques de cet état, et il est conseillé de le retirer des
états possibles. Dans les jeux de données pertinents ce cas
n’apparait pas. On suppose donc que #(i — ) > 0 pour
tout i.

L’interprétation d’une telle matrice est la suivante :

Si a une année donnée une cellule est dans I’état

i, alors lannée suivante cette cellule sera dans

l’état j avec une probabilité de P;;.
Toutefois réduire les observations a la matrice de transition P
n’a de sens que si les données correspondent G une hypothése
de modéle de Markov. C’est ce point que nous explorons dans
la section suivante.

3 Justification dans le cas d’un exemple
artificiel

En 1991, le biologiste Michael B. Usher publie un article [13]
extrémement pédagogique sur l'utilisation des modéles de
Markov en succession écologique. Il propose de travailler sur
des mesures artificielles mais présentant les caractéristiques
de données de terrain.

Un quadrat ' subdivisé en 50 cellules a permis de suivre I’évo-
lution 3 espéces sur 3 ans a raison d’'une campagne de mesures
par an (¢ = 1: 50 désignera la cellule et n = 1,2, 3 Pannée).
On dispose donc de 2 successions par cellule. Chaque cellule
peut donc prendre 3 valeurs, l’espace d’état sera noté :

E ¥ {a,B,c}

ou simplement E = {1, 2, 3}.
On dispose des observations suivantes :

n états des 50 cellules

1 ABBA ABBCBBCCA? ACCBAAB

2 CBCAABBBACAACBCCCBBBCAAACCACCBAAB

3 CCCBCBBBBBBCCABABACAAABAABCCBBCCBBC
notées :

y:{yn,q§ 1<n<3, 1§QS50}'

1. Un quadrat est un dispositif d’échantillonnage notamment utilisé
pour évaluer ’abondance d’une espéce, ici il s’agit simplement d’une
zone d’étude quadrillée en cellules de base dans lesquelles on peut
déterminer quelle espace parmi {A,B,C} occupe chacune des cellules.
C’est ce méme principe qui est utilisé dans le cas de la communauté
subtidale.

3.1 Matrice de transition

La matrice de comptage (1) consiste & compter les transitions
i — j pour tout i¢,7 € E. Les données comprennent 100
transitions ¢ — j et aprés calcul :

de vers total
A B C

A 24 12 4 40

B 6 15 9 30

C 3 6 21 30

total 33 33 34 100

On obtient donc une matrice :

24 12 4
c=[6 15 9 (3)
3 6 21

Comme nous le verrons plus loin, le fait de réduire les don-
nées {yn,g;1 < n < N, 1 < g < Ny} sous la forme d’une
matrice I X I n’est pas neutre.

La matrice C' révéle déja quelques informations : il s’agit
d’une matrice a diagonale dominante, i.e. Ci; > Ci; V Cy;
pour tout ¢ # j. Cela signifie que les transitions AA, BB CC
dominent dans les observations. Les transitions CA et AC sont
elles plus rares.

La premiére ligne de la matrice C signifie que lorsqu’une
cellule est occupée par un individu de ’espéce A & une année
donnée, I’année suivante cette méme cellule est occupée dans
24 cas par un individu de la méme espéce, dans 12 cas par
un individu de ’espéce B et dans 4 cas par un individu de
I'espéce C.

La matrice C' dépend du nombre de transitions présentes
dans les données, il est donc difficile comparer de telles ma-
trices pour des jeux de données de tailles différentes. On peut
contourner cette difficulté en aillant une vision probabiliste
du probléme : Etant dans Uétat i une année, qu’elle est la
probabilité d’étre dans l’état j l’année suivante ? Les données
permettent de répondre a cette question de facon empirique.
D’aprés C, si on est dans 1’état A une année, alors I’année
suivante on est dans ’état A dans 24 cas, dans I’état B dans
12 cas, dans I’état C dans cas. Ainsi : on a une probabilité
de 24/40 d’étre en A, 12/40 d’étre en B, 4/40 d’étre en C.
Chaque ligne de C' est ainsi normalisée selon la formule (2)
afin d’obtenir :

(06 03 0.1
PE (02 05 03 (4)
0.1 02 0.7

P;; = probabilité que I’état j succéde a 'état <.

On associe & P un graphe orienté :



A gauche on ne conserve que les probabilités de transition
supérieures ou égales & 0.3. On voit que le systéme est plu-
tot conservatif, i.e. la matrice P est a diagonale dominante.
A droite on conserve les probabilités de transition (non dia-
gonales) : P;; € [0.3,1] (trait plein) et P;; € [0.2,0.3[ (trait
pointillé). Le systéme a tendance a reproduire la transition
A—B—C.

3.2 Dynamique des abondances

D’aprés les données, la premiére année 22 cellules sont dans
Iétat A, 15 dans ’état B, 13 dans ’état C; la seconde 18
cellules sont dans I’état A, 15 dans I’état B, 17 dans ’état
C; la troisiéme année 15 cellules sont dans ’état A, 18 dans
I’état B, 17 dans I'état C. On pose :

P £ (22 15 13),

P (18 15 17),

P £ (15 18 17)
que ’on représente graphiquement :
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Un question naturelle est de prédire 1’état de ce vecteur aux
années suivantes. On note :

1) (2) (3))

pn:(pn s Pn’s Pn n24

I’abondance moyenne de chacune des espéces (A,B,C) a 'an-
née n. Afin de déterminer combien de cellules seront occupées
en moyenne par 1’espéces A I'année 4, il suffit de considérer :

pg) _ pgbs,(l) Pia +pgbs,(2) Ps +p;bs,(3) Py
=15x06+18 x0.2+15x 0.1 =14.3

c’est & dire : parmi les 15 cellules dans ’état A une proportion
Py 1 restera dans ’état A, parmi les 18 cellules dans 1’état B
une proportion P 1 passeront dans I’état A, parmi les 17 cel-
lules dans I’état C une proportion Ps ; passeront dans 1’état A.
1l suffit donc de faire le calcul matriciel suivant * :

 obs 060301\
pa = p3™ P = (15 18 17) x (8:?8:3 8:3) — (14.3 16.9 18.8)

2. Nous avons volontairement écrit ’abondance sous la forme d’un
vecteur ligne, la multiplication avec la matrice P se faisant a gauche.

on obtient des valeurs non entiéres dans la mesure ou il s’agit
de valeurs moyennes.

Il est plus pratique de considérer les abondances relatives,
c’est & dire les abondances ramenées au nombre total d’indi-
vidus (donc de cellules). On pose donc

obs déf 1 obs _
Hn _Epn 7n_1a2537

fin = 2 pn n>4.

de sorte que :
fPn = pn—1 P, n>4
avec 3 = u3™, ou encore :
= pS* P3>3

(en effet P° = I identité).
Une prédiction sur 12 ans :
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3.3 Comportement en temps long et climax

On peut toutefois remarquer que p, semble converger, on
verra que c’est bien le cas, vers un équilibre :

i~ (0.265,0.323,0.412)

et en prenant la limite de part et d’autre de ’Equation (5)
lorsque n — oo, on obtient :

(6)

les solutions de cette équation sont donc les vecteurs pro-
pres (& gauche) de la matrice P correspondant a la valeur
propre 1.

fi=fxP

Ceci souléve de nombreuses questions : quelles sont les so-
lutions de I’Equation (6)? Est-ce que g, converge vers fi et
ceci quelque soit les abondances relatives initiales? Le for-
malisme markovien permet de répondre avec précision & ces
questions, voir la Section 4.

Cette convergence ne signifie pas que 26.5% des cellules se-
ront dans I’état A, 32.3% des cellules seront dans ’état B,
41.2% des cellules seront dans 1'état C. Cela signifie encore
moins que 1’état dans une cellule donnée n’évoluera plus a
I’équilibre. En fait, I’état des cellules continuera & fluctuer
aléatoirement, mais en moyenne, les proportions des cellules
dans les état A, B, Cseront respectivement de 26.5%, 32.3%,
41.2%. Ceci a séduit les écologues qui y ont vu une fagon
de représenté 1’état de climax d’un écosystéme, c’est a dire
I’état le plus stable dans des conditions environnementales
données.

3.4 Tester le modéle

Dans les données nous avons pris en compte les transitions
i — j sans conserver l'année de la transition ni le numéro de
la cellule associée. Cela revient donc a faire les hypothéses
suivantes :



Hypothése de Markov d’ordre 1 : 1’évolution future de I’état
de chaque cellule ne dépend du passé que par 1’état pré-
sent ;

Hypothese d’homogénéité (en temps) : la dynamique de tran-
sition ne dépend pas de ’année.

Il est donc intéressant de tester ces hypothéses, notamment
de vérifier (i) si le modéle de Markov est d’ordre 0 (i.e. les
états de 'année n ne dépendent pas de ceux de 'année n —
1), (#) si le modéle de Markov est d’ordre 2 (i.e. les états
de I'année 3 dépendent des états des année 2 et 1), (44) si
le modele n’est pas homogéne en temps (les transitions des
années 1 & 2 sont de nature différente de celles des années 2
a3).

La répartition

Modéle de Markov d’ordre 0 (cas indépendant) ?

Considérons la matrice P, suivante construite avec la pre-
miére ligne de la matrice P dupliquée sur les deux autres

lignes :
0.6 0.3 0.1
(06 0.3 0A1) . (7
0.6 0.3 0.1

Elle correspond au cas dit indépendant : en effet quelque soit
I’état actuel de la cellule a I'instant n, ’état de cette cellule &
Iinstant n+ 1 sera associé a la répartition [0.6 0.3 0.1]. Cette
dynamique est dite indépendante : a chaque instant on tire
au hasard I'état de la cellule selon la méme loi. En quelque
sorte il n’y a pas de dynamique.

On peut se demander si les observations Yi:so,1:3 sont is-
sues ou non d’'un cas indépendant. Méme si la matrice P
construite & partir de ces observations n’est pas de “forme in-
dépendante” (i.e. avec des lignes égales entres elles), on peut
se poser la question de savoir si les observations sont issues
d’un modéle indépendant, i.e. si les différences entre les lignes
de la matrice (1) sont significatives ou non.

On souhaite donc tester [’hypothése nulle :

Ho @ Les données sont issues d’un modéle indépendant ;

contre l'alternative :

Hi :

Les données ne sont pas issues d’un modéle indé-
pendant.

Pour cela nous faisons appel a un test du rapport de vraisem-
blance” consistant a calculer la statistique suivante :

aet  vraisemblance de ’hypothése nulle

vraisemblance de ’hypothése alternative

en effet, sous certaines conditions, il existe une notion quan-
titative de la vraisemblance d’une hypothése. Lorsque la sta-
tistique A est trop petite, alors ’hypothése nulle est rejetée.
Sans entrer dans les détails [1], on peut montrer que :

S = —2log(A)
avec
S d:et 2 Z Z C@j log(Pi,j/Pj)
i=1 j=1
et

def Z?=1 Ci,j
= 3 3 :
2im1 Zj’: Ciyr
Sous ’hypothése Ho, la statistique S suit asymptotiquement

une loi du x? a 4 degrés de liberté. La région de rejet de Ho
est {S > ¢} ot le seuil ¢ est déterminé par

P;

P(x* a 4 degrés de libertés > ¢) = a.

0.175

0.150 densité de la loi du x?

& 4 degrés de liberté
0.125

0.100
0.075
0.050 .

région de rejet

0.025

0.000

0 5 10 15 20 25

Avec par exemple a = 0.001, a I’aide d’un logiciel, on trouve
c = 18,467. Comme la statistique observée est S = 37,978
est supérieure a ¢, ’hypothése Hg est rejetée. Cela ne prouve
pas que le processus est markovien mais cela prouve qu’il
n’est pas indépendant.

Modéle de Markov d’ordre 27

Considérons séparément les transitions issues de chaque état.
Les transitions issues de A sont :

i
9
9
>
o

C A A AA
C B BB B BB
les 15 issues de B sont :
B B B B B BB BB BB BB B B
B C A B B CB BB CC BB B B
C B C B C CB BB BA AA C C
les 13 issues de C sont :
c cc ¢ C Cc C cc ccce
CcC A C C C BC CC CccC
C cC B C B C AB CC BC

Pour chacun de ces sous-groupes d’observations nous pou-
vons recommencer le processus précédent : calculer la matrice
de comptage et la matrice de transition. Pour les transitions
issues de A on obtient :
def (871
c* = ( 21 1)

A def [ 0.50 0.44 0.06
P” = [ 0.500.25 0.25
101 0.50 0.00 0.50

pour les transitions issues de B on obtient :

B déef (001 B deéf 0 0 1
Cc? = (244 PP= (02 04 04
121 0.25 0.50 0.25

pour les transitions issues de C on obtient :

Cc‘éf(?éS) P“if(? 0 8)

038 0 0.27 0.73

Une chaine de Markov sera dite du premier ordre lorsque
les probabilités de transition ne dépendent que de la valeur
courante du processus et pas des valeurs antérieures. Dans
ce cas, les matrices P*, P®, P° doivent étre identiques et
identiques & P. On ne dispose de suffisamment de données
pour simplement considérer les matrices P*, P®, P°. On peut
d’ores et déja noter plus le modeéle que 'on veut identifier est
d’ordre élevé, plus il faut de données.

On souhaite donc tester 'hypothése nulle :
Ho :  Les matrices P*, P®, P sont identiques.
On construit pour cela la matrice de comptage :
Cijr € #{i — j — k} (nombre de transitions i — j — k)
et la matrice de transition

Ciji/ gy Cijnr

toutes deux de dimensions 3 x 3 x 3. Pour tout ¢, j fixé, k —
P;;1 est bien une probabilité car P;;i, > 0 et Zk P =1,1il
s’agit de la probabilité que I'espace k soit observé dans une

déf

Pijx =


https://en.wikipedia.org/wiki/Likelihood-ratio_test

cellule 'année n, alors que ’année n — 2 elle était occupé par
I'espéce i et I'année n — 1 par ’espéce j.

Comme précédemment (—2 fois le log du) rapport des vrai-
semblance, S = —2 log(A) s’écrit :

3
=23

=17

3
deéf Zi:l Cijk
Pin =55 5% o
Zi:l Zk’:l ijk’

La statistique S suit asymptotiquement une loi du x2 a 12
degrés de liberté. On calcule S = 17.502 qui est associé & une
probabilité supérieure a 1/20. L’hypothése nulle n’est donc
pas rejetée et P*, P®, P° peuvent étre considérées comme

identiques. On peut donc considérer que les observations sont
issues d’une chaine de Markov d’ordre 1.

&

3
S Z ijk log Z]k/P]k)

1 k=1

M«

avec

Modéle de Markov homogéne ?

Le modele sera dit homogéne (en temps) lorsque les proba-
bilités de transition ne dépendent pas de année (attention :
ne pas confondre stationnarité et homogénéité).

A partir des 50 transitions de Pannée 1 4 ’année 2, on calcule
comme précédemment :

c (1P 1)

det £ 0.73 0.18 0.09
ph & (0A07 0.67 027)
10111 0.08 0.08 0.85

a partir des 50 de ’année 2 & I'année 3, on calcule :
aef (88 2 def £0.44 0.44 0.11

c® & (5 55 ) pR & (0.33 0.33 0.33)
2510 0.12 0.29 0.59

La question est de savoir si P = P (et donc aussi égal a
P)?
La statistique adaptée & ce test est :

3 3 2
S0 Y S S  tou(P )

i=1 j=1 ¢=1

a
o

qui suit asymptotiquement une loi du x? & 6 degrés de liberté.
On calcule S = 11.152 qui correspond & une probabilité lége-
rement supérieure a 0.05. On ne peut donc pas rejeter I’hy-
pothése nulle. La chaine de Markov sera considérée comme
homogéne en temps.

On peut se poser aussi la question de I’homogénéité en es-

pace. Supposons que les 25 premiéres cellules proviennent

d’un champ A, et les 25 suivants d’'un champ B. On calcule

donc 2 matrices de comptage :
c® & (122 4 g)

2 18

o w (1)
1513

Le méme test que précédemment ne permet pas de rejeter

I'hypotheése nulle (les 2 matrices sont identiques).

Enfin on peut se poser la question de ’homogénéité en espa-

ce/temps. Avec les mémes procédures de comptage on obtient

les matrices :

lef (732 def /910
o) & (162) oo L (042)
103 018

def (531 def (351
c®» & (153) c?8) & (402)
115 145

Le méme genre de test permet de rejeter 'hypothése nulle
(“les matrices sont les mémes”). Il existe donc une certaine
hétérogénéité en espace/temps.

4 Formalisme markovien

On introduit maintenant le formalisme mathématique des
chaines de Markov [9, 2].

4.1 Processus de Markov

Dans les données on ne prend pas en compte la référence
des cellules. On peut donc définir X,, comme étant 1’état
d’une cellule générique & I’année n. Cette variable prend ses
valeurs dans l'espace d’état E = {1,...,15} dans le premier
cas, E = {A,B, C} dans le second. On a choisit de représenter
la transition de X,, & X, 41 de fagon probabiliste.

Un processus de Markov (X, )nen, ou chaine de Markov, a
valeurs dans un ensemble F fini, est une suite de variables
aléatoires X,, a valeurs dans E telle que :

P(X, = j|Xn-1 =tn-1,...,X0 =10)
=P(Xn = jlXn-1=1in-1) (8)

pour tout m > 1, tout do,...,in—1,j € E. La propriété (8),
appelée propriété de Markov, signifie que les évolutions fu-
tures de la chaine ne dépend de son passé que par l'intermé-
diaire du présent. La matrice de transition est définie par :

déf

Ppij = P(Xn = j|Xn-1=1), Vi,j € E. 9)

Une telle matrice vérifie : P, ;; > 0 et ZJ reE Pp,i; =1 pour
tout 7,7 € E. On définit également la loi initiale par :

n(j) € P(Xo=j), VjEE. (10)

Le processus sera dit stationnaire, ce que nous allons suppo-
ser dorénavant, lorsque la matrice de transition P, ne dépend
pas de n, elle sera alors notée P. Il est simple de montrer que :

P(Xo =0, X1 =11,..., Xn = in) = (o) Piyio -+ Pi,,_yin

pour tout n et io,...,i, € E, en d’autres termes la loi du pro-
cessus (Xn)nen est entiérement caractérisée par sa loi initiale
et sa matrice de transition.

Dans ’exemple de la Section 3, 'espace d’état est E = {1, 2,
3} (correspondant respectivement & A,B,C). Le processus X,
représentera alors ’état d’une cellule générique. En effet,
dans la Section 3 la référence de la cellule dans laquelle une
transition est observée n’est pas prise en compte. De méme,
que n’est pas prise en compte ’année de I'observation de la
transition, ainsi le modéle associé sera de Markov et station-
naire.

Une chaine de Markov est une suite de variables aléatoires
X, a valeurs dans F telle que :

P(Xn = j|Xn_1 = tn-1,...,
=P(Xp = 5| Xn_

Xo = io)
1= inflaan (11)

yin—1,j € E. La matrice de

2 =1in_2)

pour tout n > 2, tout o,...
transitionest alors définie par :

def

Pijr EP(Xp = k|Xn_1=4,Xn 2=7j), Vi,j,k€ E. (12)

On a implicitement supposé ici que la matrice de transition ne
dépend pas de n, c’est & dire que le processus est stationnaire.
Pour caractériser la loi du processus, en plus de P, il faut
également se donner la loi de Xy et de X;.

On peut toujours écrire une chaine de Markov d’ordre 2
comme une chaine de Markov d’ordre 1 en étendant ’espace
d’état : on pose Yy, = (Xn, Xn—1), alors Y, est une chaine de
Markov d’ordre 1 & valeurs dans F x E.

On peut aisément étendre cette définition aux chaines de
Markov d’ordre 3, 4 etc. Par ailleurs lorsque dans (8) le terme
P;; ne dépend pas de i, i.e. les lignes de la matrice P sont
identiques, alors (X, )nen est une suite de variables aléatoires
indépendantes, en ce sens on peut la considérer comme une

chaine de Markov d’ordre 0.



4.2 Comportement en temps long

Notons py la loi de Xy, ie. un(j) = P(Xn = j), alors :

fn = pn—1 X P (13)
en effet
() = PX, = )
= Y en P(Xn = jXums = ) (X1 = )
= ier Pij n—1(7) .
Ainsi, la loi de X, est donnée par p, =n x P".
Nous allons supposer qu’il existe £ > 0 tel que :
P5>0,Vi,j€E (14)

cette hypothése est trés forte mais elle est vérifiée dans les
exemples considérer ici. Elle implique notamment que la chai-
ne est irréductible et apériodique.

En supposant que p, converge vers ji lorsque n — oo, alors
le passage a la limite dans (13) conduit & I’équation :
p=pxP. (15)
Les solutions fi de cette équation telles que (j) > 0 sont ap-
pelée les mesures invariantes de la matrice de transition ou de
la chaine de Markov. Cette notion est donc liée aux vecteurs
propres (& gauche) de P associées a la valeur propre 1 (°).

Un des corollaires du théoréme de Perron-Frobenius appliqué
aux matrices a4 termes positifs est que P admet 1 comme
valeur propre et qu’elle est la valeur propre la plus grande
en module [2, Th. VIIL.6.6.], les termes du vecteur propre
associé ont tous le méme signe et sont non nul, de plus ce
vecteur propre est unique & une constante multiplicative prés.
On peut donc choisir un vecteur propre i dont toutes les
composantes sont strictement positives et dont la somme des
termes est 1; il s’agit alors d’une mesure de probabilité. Pour
toute loi initiale 7, on a la convergence :

o ——— i
n—o0
Comme p, =n x P", on choisissant n(j) = 1;(j), on a :
[P")ij —— 1(4), Vi,j e E.

Ce qui explique que dans nos exemple, les lignes de la matrice
P"™ sont toutes identiques pour n assez grand et égale a la
mesure invariante.
Nous avons un autre résultat intéressant, appelé théoréme
ergodique, de convergence d’une moyenne temporelle vers une
moyenne spatiale :

| —

n S S0 —— Y F0 ), s
k=0

i€E
par exemple avec f(z) = 1,(x), on obtient :

n—1
LS (%) —— ), b, Vi€ B

k=0
Dans ces expressions les moyennes temporelles portent sur
une réalisation du processus (Xn)nen, et bien qu’elles soient
aléatoires, elles convergent vers une moyenne spatiale qui elle
est déterministe. En pratique, cela signifie qu’en simulant la
suite (Xn)nen sur ordinateur (voir la section suivante), on
constate cette convergence.

3. Etant donnée une matrice carré M de dimension d s’il existe
X € CetveR? non nul tel que M v = Awv alors X\ est appelée valeur
propre de M et v un vecteur propre associé. Une valeur propre peut
posséder plusieurs vecteurs propres. Le spectre o(M) de la matrice M
est I’ensemble de ses valeurs propres.

4.3 Simulation

Un processus stochastique (X, )nen peuvent s’appréhender
de deux fagons. On peut d’abord considérer la loi du proces-
sus (c’est a dire la loi de (Xo,...,X,) pour tout n), la loi
marginale du processus a un instant donnée (c’est a dire la
loi de X, & n fixé), comme nous venons de le voir. Nous pou-
vons aussi adopter un point de vue trajectoriel. La trajectoire
d’un processus (Xn)nen est la fonction :

N3cr— X, (w)

pour tout w € €2, c’est a dire lorsque l'aléa est fixé. Cela
revient & simuler Xy en tirant o € E selon la loi n (noté
xo ~ 1n). Pour simuler X1, sachant que Xo = xo, il suffit de
tirer x1 selon la loi de probabilité discrétes :

E>j—P(X1=jXo=20)

c’est & dire selon la loi discréte (Pyyj)jer (noté x1 ~ Py, ..)
et ainsi de suite. L’algorithme s’écrit simplement :
To ~Mn
pour n=1,2,..., N faire
Tn~ Py
fin pour

La plupart des langages dispose d’un simulateur selon une loi
finie donnée. Sinon la technique de base consiste & faire appel
Pinversion de la fonction de répartition”. Soit 1 une probabi-
lité sur F, qui est identifié a {1,..., I}, pour échantillonner
selon cette loi, il suffit de faire :

C +n(1)
U ~U[0,1]
j <+ 1% E estidentifié a {1,...,1}
tant que U > C faire
j—i+1
C + C+n(j)
fin tant que
return j

Attention, ce n’est généralement pas comme cela qu’on im-
plémente cette méthode, surtout pas avec des langages in-
terprétés! De plus le plus souvent on souhaite simuler un
échantillon de taille donnée.

5 Retour a ’exemple de communauté
subtidale

En reprenant ’exemple de la Section 2 et en supposant que
les tests de la section précédente permettent de justifier de
faire appel & un modéle de Markov, le Tableau 1 contient donc
la matrice de transition P de ce modéle. Certains termes de
la matrice P sont nuls mais on peut aisément vérifier que
tous les termes de P? sont strictement positifs, le théoréme
de Perron-Frobenius permet donc d’affirmer que la matrice
P admet une mesure invariante f :

p=pxPpP

avec fi(i) > 0 et >, (i) = 1.

Il est toujours nécessaire de renormaliser les lignes de la ma-
trice P, en effet si ces lignes ne somment pas exactement a 1,
le calcul de P'°% conduira & d’importantes erreurs. La me-
sure invariante m est donc contenue dans mesure.invar-
iante La mesure précédente est en fait trés proche de la
mesure invariante :


https://en.wikipedia.org/wiki/Inverse_transform_sampling

mmm observations
m climax

Fréquences

1 2 3 4 5 6 7 8
Especes

9 10 11 12 13 14 15

Comparaison de la mesure invariante (listée par ordre dé-
croissant d’abondance + substrat & la fin) et de lobservation
a un instant donné. On constate que l’écosystéme est proche
de U’équilibre prédit par le modéle.

laissant supposer, si le modéle est valide, que I’écosystéme
est proche de son équilibre.

La mesure invariante de la communauté (non compris la
roche) est donnée par :

()
Z;/S:I m(j’)

La lecture de la matrice de transition empirique P apporte
de nombreuses informations.

~ ¢ .\ déf

7(5) = pour j=1,...,14.

Transitions au niveau d’une espéce

La probabilité de colonisation par une espéce donnée j cor-
respond & la probabilité que cette espéce occupe une cellule
qui était auparavant libre (substrat, indice 15), ainsi :

P(colonisation par ’espéce j)

=P(Xpni1 = j|Xn = 15) = Pj15.

La probabilité de perturbation par une espéce donnée j est la
probabilité qu’une cellule occupée a l'instant n par l’espéce
j soit inoccupée a 'instant n + 1, ainsi

P(perturbation par ’espéce j)

=P(Xn41 = 15|Xn = j) = Pjus.

La probabilité de remplacement d’une espéce i donnée est la
probabilité qu'une cellule occupée 'espéce ¢ & 'instant n soit
occupée par une autre espéce a l'instant n + 1 :

= P(Xni1 # 1,15/ X, = 4)
=1 - P(Xns1 =i ou 15X, = i)

=1 P(Xps1 = i|Xn = i) — P(Xpi1 = 15|X,, = 9)
=1—-F;— Pas.

P(remplacement de 'espéce 7)

La probabilité de replacement par une espéce j est :
P(remplacement par l’espéce j)
= P(Xns1 = j|Xn # j et 15)
= izji1s P(Xns1 = j|Xn =) P(X, =)
= Zi;ﬁj,15 P P(X, = 1)
En supposant que 'on soit a 1’équilibre P(X,, = i) = m; alors

Z Pz'jﬂ'i.

i#5,15

P(remplacement par I’espéce j) ~

La probabilité de persistance est la probabilité qu’une espéce
j donnée reste en place :

P(persistance de 1’espéce 7)

=P(Xn41 =j|Xn =j) = Pj;

Transitions au niveau de la communauté
La probabilité de colonisation par une espéce quelconque est :
P(colonisation) =
= 214 P(Xn41 = j[Xn41 = 15)
= ijl Pj15 =0.71.

2}4:1 P(colonisation par ’espéce j)

La probabilité de perturbation est la probabilité qu’'un site
occupé, tiré au hasard selon la loi stationnaire de la commu-
nauté, soit perturbé entre n et n + 1 est la moyenne selon la
loi stationnaire :

P(perturbation) =
=y

La probabilité de “replacement de” : la probabilité qu’une
place tirée selon la loi invariante soit occupée par une espéce
différente est la moyenne par rapport a la mesure invariante
des probabilités de replacement :

2]1.4 1 T; P(perturbation par I’espéce j)

-1 7'('] j,15 =0.06

P(remplacement de)
=3t
=31

La probabilité de “replacement par” : la probabilité qu'une
place tirée selon la loi invariante soit occupée par une espéce

différente est la moyenne par rapport a la mesure invariante
des probabilités de replacement :

~, 7;P(remplacement de 'espéce j)

— P — i15) =0.29.

-7 (1

P(remplacement par)
=yt
= Z] 1 71'] [m Zi;&j,15 Pz]] =0.10.

_, ©j P(remplacement par I’espéce j)

Temps de séjour

Le taux de “turnover” de ’espéce i est la probabilité qu’un
site occupé par ¢ change d’état entre n et n 4+ 1, c’est donc
égal &

déf

T B (X1 £l X0 = )
=1-PXpt1=iXn=1)=1—-Py.
Le temps de séjour de I’espéce @
Ti e inf{n > 0 t.q. X,, # i} sachant que X¢ = 1.
Le temps moyen de séjour en i est :
E(r|Xo =14) = Y cn B P(1i = k| Xo =14)
= e kP(Xa =4, .., X1 = 0, Xy # | Xo = 1)
= pwenkP(X1=14,..., Xp1 = 1| Xo =1)
—PX1=14,...,Xk-1 =1, X =i X0 =1)]

—ZkeN [Pk ! Pi’g]:1 ==

— Py Ti
Et le temps de séjour a I’équilibre, toutes espéces confondues,
est donc de :

- I
T_Z#wﬂ] T = 3.4 ans.

Vitesse de convergence a 1’équilibre

La plus grande valeur propre en module de P est 1, on note
|[A2] la seconde plus grande valeur propre en module de P.
La quantité p = 1 — |X\2| > 0, appelée trou spectral, joue un
role important dans la vitesse de convergence a I’équilibre de
la chaine de Markov.



décomposition spectrale : les vecteurs propres de P peuvent
former une base orthozlormée de telle sorte que n = Zf;l o Vi
(avec Ay =1et vy = A) :

pn =nP" = vazl a;v; PPt
= vazl Q )\7, V; Pn_l
= vazl (673 )\? Vi
donc
_ N
[bn = Aillyr < 32520 leu| [l Jlvillyq < C'lA2|"

la quantité 1 — |A2| o A2 est la

On pose :
A1

Tl

oll \1 et A2 sont le deux plus grandes valeurs propres de P
(le plus grande est A1 = 1), alors la communauté converge a
léquilibre (asymptotiquement) au moins a la vitesse exp(—t¢
log p) [1].

Partant de deux lois initiales u' et u?, aprés une itération
en temps les répartitions seront respectivement p' P et p? P,
d’otu le taux de contraction :

|u' P —pu® P,
|t — w2l

(ot [[jull; = >2;cg 1(3)]). On introduit le coefficient de Do-
brushin [10, p. 139] :

T s
w2 et = w2l 23

ul

Ainsi — log @ donne une borne inférieure pour la vitesse de
converge (& comparer a logp) : logp = 0.15 (~ 15%/an) et
—loga = 0.12 (~ 12%/an).
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