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méthodes particulaires

méthodes de simulation séquentielles, de type Monte Carlo

e des particules explorent |'espace d'état, en évoluant de maniere indépendante
comme le processus sous—jacent

e et interagissent sous |'effet d'un mécanisme de sélection, qui concentre
automatiquement les particules (i.e. la puissance de calcul) dans les régions
d'intérét de I'espace d'état

tres facile a mettre en ceuvre : il suffit de simuler de maniére indépendante des

trajectoires / transitions du processus sous—jacent

analogie avec les algorithmes génétiques, les systemes de particules en interaction,
etc.

(introduction) 2

filtrage particulaire

méthode(s) particulaire(s) pour le filtrage

filtrage : estimation bayésienne récursive d'un état caché Xy,
(par exemple, position, et vitesse d'un mobile)
a partir d'une suite d'observations Yy, = (Yo -+ Yi)
(par exemple, mesures d’angle, de distance, etc.)

filtrage particulaire : approximation numérique du filtre optimal par la distribution
de probabilité empirique associée a un systeme pondéré de N particules, i.e.

N
P[X), € dz | You] = > _ w} Oci
i=1
caractérisé par
e positions (&L -+ &N)

e et poids (w} - wd) des particules
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e mutation ou exploration de I'espace d'état
imitation d'une trajectoire / transition typique de I'état caché

e sélection
cohérence (quantifiée par la fonction de vraisemblance) entre un point de
I'espace d'état et I'observation courante

avantages du filtrage particulaire
e facilité de mise en ceuvre

e possibilité de prendre en compte des modeles complexes (hybrides, avec

contraintes, etc.)

e indépendance de la dimension

(introduction) 4

historique
e filtre pondéré séquentiel (Handschin et Mayne, 1970's)
e filtre particulaire (Del Moral, Rigal et Salut, 1992)
e bootstrap filter (Gordon, Salmond et Smith, 1993)

e Monte Carlo filter (Kitagawa, 1996)
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nombreux domaines d'applications
e |ocalisation, navigation et poursuite
e poursuite multi—cible

e vision

robotique

traitement du signal audio
e communications numériques
contributions provenant de plusieurs communautés scientifiques
e poursuite
e vision (algorithme CONDENSATION)
e statistique bayésienne, méthodes de Monte Carlo

e probabilités appliquées (systémes de particules en interaction)

Plan
e introduction
e bootstrap filter (SIR), systemes non—linéaires / non—gaussiens
e modeles de Markov cachés (HMM) généraux
e filtre particulaire, SIR vs. SIS

e variantes algorithmiques
— choix du noyau de mutation
— stratégie de redistribution

— marginalisation (Rao—Blackwellisation)

e contexte scientifique
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systémes non—linéaires / non—gaussiens

» modele a priori pour évolution de |'état caché
X = fr(Xi—1) + Wi avec Wi ~ p(w) dw
d'ou la probabilité de transition
P[Xy € dz’ | X1 = ] = pr(2’ — fr(x)) da’
il suffit de savoir simuler
Xo ~ po(dx) et Wi ~ pr(w) dw
plus généralement

P[X}) € do' | X1 = 2] = Qg (z, dx’)

(bootstrap filter (SIR), systémes non—linéaires / non—gaussiens) 2

» relation entre observation et état caché
Yi = hie(Xg) + Vi avec Vie ~ qi(v) dv
d'ou la probabilité d'émission
PlY, e dy' | Xi =2'] = qu(y — ha(2")) dy
il suffit de connaitre / savoir calculer la fonction de vraisemblance
i(2') = qr(Yi — hi(2"))
cohérence entre un état possible et |'observation réelle, e.g.
Ui (2') = exp{—3 [Yi — h(2)[*}
plus généralement

PlYy € dy' | Xk = x/] - glf(x/-/y/) /\k(dy/>
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bootstrap filter (SIR)

approximation numérique du filtre optimal
pr(dxr) = P[Xy € dx | Yo.k]

par un systéeme pondéré de NV particules, i.e.
N
a4 N —_— ;
He =~ P = Zwi: 552'
i=1 &

caractérisé par
e positions (&1 ---&N)

e et poids (w} - wd) des particules

(bootstrap filter (SIR), systemes non—linéaires / non—gaussiens) 4
. d N ~ N. h icul
transition de p; 4 a p;. @ pour chaque particule

e mutation ou exploration de |'espace d'état
imitation d'une trajectoire / transition typique de I'état caché

X = fru(Xgk—1) + Wi avec Wi ~ pr(w) dw

e sélection
cohérence, quantifiée par la fonction de vraisemblance

Uy (2") = qr (Y — hi(2'))

entre un point de |'espace d'état et I'observation courante
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e rééchantillonnage (sélection) : tirage aléatoire avec remise

N

i N 1 )

S ~ M1 = E Wy 1 551
i=1 k=1

e.g.

1 N) Tkl

Tooq ~ (We_q Wiy et Ek 1=

indépendamment pour tout i =1--- N
e prédiction (mutation) :
& =f(& )+ Wi avec Wi~ pi(dw)
indépendamment pour toutz =1--- N

e correction (pondération) :

wy, = g (Y — hi(})) Z (Vi — hi(&) ]

pourtouti=1---N

11 (bootstrap filter (SIR), systémes non—linéaires / non—gaussiens) 6

effet du rééchantillonnage

e les particules de plus fort poids (vraisemblance) sont présentes en plus grand
nombre a la génération suivante

e les particules de trop faible poids sont absentes a la génération suivante
si on n'effectue pas de rééchantillonnage
e prédiction (mutation) :
& = M) + Wi avec Wy ~ pi(dw)
indépendamment pour tout i =1--- N

e correction (pondération) :

N
wi = w1 (Ve — h(§1) / [ D wi_y qe(YVe — hi(£])) ]

J=1

pourtouti=1---N

démo : importance de la redistribution
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(bootstrap filter (SIR), systemes non—linéaires / non—gaussiens) 7

points faibles de I'algorithme sans rééchantillonnage

e les poids s’accumulent de facon multiplicative le long de chaque trajectoire

simulée
e il n'y a pas d'interaction entre les différentes trajectoires simulées
dégénerescence des poids : trop d'importance accordée aux observations passées
e filtre 3 mémoire limitée
e filtre 3 oubli exponentiel
e choix d'une distribution d'importance (SIS)

e redistribution (SIR)
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(modeles de Markov cachés (HMM) généraux) 1

modeles de Markov cachés (HMM) généraux

état caché { X} chaine de Markov a valeurs dans un espace
o fini F={1---|F|}
e continu £ =R™
e hybride continu / discret £ =R x {1---|F|}
® avec contraintes
e dépendant du temps

e trajectoriel (croissant avec le temps)

[1]

= (Xo-- Xz)

chaine de Markov a valeurs dans £, = E X --- X E
~——

(k+ 1) fois

(modeles de Markov cachés (HMM) généraux) 2

observations conditionnellement indépendantes

Xy —— Xy —— X ——

Yi—1 Yy Yit1
exemple :
Y. = hk(Xk) + Vi
noyau de transition et probabilités d'émission
P[X}) € do’ | X1 = x] = Qp(w,dx’)
PlYy € dy' | Xp =2'] = gr(2’,y") A\(dy)

fonction de vraisemblance
(") = gr(2', Yi)



15 (modeles de Markov cachés (HMM) généraux) 3
observations conditionnellement markoviennes

4>ka14> Xk —’Xk:+1—’

— Y,y — Y, —— VY —
exemple : modele AR a parameétre markovien
Yi = hp( X, Y1) + Vi
noyaux de transition
P Xy € do' | X1 = 2] = Q(z,dz’)
PYy € dy' | Yeo1 =y, Xp = 2] = gi(a,y,9") A, (v, dy)
fonction de vraisemblance

Ui (z") = gr(2’, Y1, Y)

16 (modeles de Markov cachés (HMM) généraux) 4
plus généralement : observations et états cachés conjointement markoviens

hypothese sur le noyau de transition conjoint
PX, edr', Yy edy | Xp_1=2,Y_1 =]
= Ri(z,9,y',dz") N[ (y,dy)
hypothese équivalente
P[Yy € dy | Xpmy = 2, Yooy = y] = Ri(z,y, 9, E) M (y, dy/)
séparément, |'état caché n’est pas nécessairement markovien

noyau global (abus de notation)

Rk; (I‘, d:c’) = Rk (33, Yk:—l, Yk, da;’)
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inclus le cas des observations
e conditionnellement indépendantes
e ou conditionnellement markoviennes

comme cas particulier, avec le noyau global
Ri(x,dz") = Qp(z,dx’) Uy (z')

combine prédiction et correction simultanément

plus généralement : factorisation mutation / sélection du noyau global
Rk(xa d.CC,) - Wk(xvx/) Pk(xa dﬂf/)
avec le choix arbitraire

e d'un noyau de mutation markovien Py (z,dz’")

e d'une fonction de poids Wy (z,z’) pour réaliser la sélection

18 (modeles de Markov cachés (HMM) généraux) 6
exemple : en toute généralité

Ry (x,dz’")
Rz de) = Ri(z. ) KAL)
bl dar) k(@ ), \Rk(a:,E)J

A~ A~

Up(z) Qr(x,dx’)

NS

mise en garde : il faut
e savoir simuler selon le noyau de mutation Py (x,dx’)
e connaitre / savoir calculer la fonction de sélection Wy (x,z”)

bénéfice espéré : on peut choisir un noyau de mutation dépendant de la nouvelle
observation de facon a forcer les particules a explorer les régions ou la distribution

de probabilité a posteriori est concentrée
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(modéles de Markov cachés (HMM) généraux) 7

estimation bayésienne récursive

estimation bayésienne récursive :

équation récursive pour le filtre optimal

dans le cas général

p—1 R
(k-1 RBi)(E)

= Ry.(pr—1)

Mg—1 — Mk =
par définition

pr—1 Ri(dz") = / pr—1(dzr) Ry(z,dx")

JE

= { L/tktl(dil7> Q;C(;r,d:z:’)} Uy (z)

dans le cas plus simple des HMM, des processus AR a parameétre markovien

prédiction correction Wy fhgek—1
Pe—1 ——— fph—1 = ph—1 Qx ———— ppg = Vg lpjp—1 = 77—
(k=1 Vi)
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20 (filtre particulaire, SIR vs. SIS) 1

filtre particulaire avec interaction (SIR)

approximation particulaire pondérée
N
~ N _ i s
HE = Hy = § Wy 552
i=1 k

transporter exactement — 3 |'aide de I'opérateur d'évolution Ry () du filtre
optimal — |'approximation ,u,iv_l, est souvent impossible

idée : utiliser a la place une approximation particulaire pondérée de la distribution

de probabilité Ry (ud ;)

pg—1 —————Ri(pie—1) = pix

N 5 (N N
/VLk:—l—>Rk(,uk:—1) ~ g

21 (filtre particulaire, SIR vs. SIS) 2

transporter exactement |'approximation particulaire pondérée

N
~ N ( .
HE—1~ M1 = E Wk —1 551
i=1 k=1

3 'aide de I'opérateur d'évolution Ry(-) du filtre optimal, donnerait a une
constante de normalisation prées

N
Rk(ﬂg—ﬁ(dx/) X sz—l Rkﬁ(flic—lvdxl)

=1

N N
o Y why We(€hoy,2') Pol(§h_y,da’)  ob > m=1

=1 =1

™

A\ 7 \u g
~” ~

T (@) M (da’)

N
wt_ . i i
o Y = Wi(6hoy, 7)) 7, Peo1(&hoy, da’)
i=1 k

marginale d'une distribution de probabilité sur I'espace produit {1--- N} x E
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échantillonage pondéré : approximation Monte Carlo
r(x) m(dx)
E

p(dz) =

x r(x) m(dzx)

densité r(x) connue a une constante multiplicative pres

N
S Z &) 55‘ avec & ~ m(dz)

indépendament pour tout 1 =1---N

23 (filtre particulaire, SIR vs. SIS) 4

échantillonage pondéré sur I'espace produit {1--- N} x E

avec
(ks k) ~ (my_y (da”) -+ -mi’y (da”))

puis marginalisation, d'ou |'approximation particulaire pondérée
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e rééchantillonnage (sélection) : tirage aléatoire avec remise

N
Ei o~ 7t
Se1 ™~ DT O
=1
e.g.
7 7
T~ (T T ) et §e1 = &1
indépendamment pour tout ¢ =1---N
e mutation :
flzc ~ Pk(gl;—ladx,)
indépendamment pour toutt =1--- N

e pondération :

wTIf: N wT’z
we = = Wi(&Gion &)/ [ D] — WiEl 1,6 |
" j=1 WZ—k

pourtouti=1---N

25 (filtre particulaire, SIR vs. SIS) 6

sans rééchantillonnage : échantillonnage pondéré séquentiel (SIS)
e mutation :
& ~mo(dz) et & ~ Py(§y,da’)
indépendamment pour toutt =1---N
e pondération : cad
N
wh = wi_y We(§:€0) / [ D wioy Wal€l_1 €0) |
j=1

pourtouti=1---N
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quelques cas particuliers (choix des noyaux de mutation
et des probabilités de sélection)

» bootstrap filter
Pi(z,dz") = Qp(z,dx’) Wi(x,2") = Uy (2')
d'ol le nouveau poids
. o N .
wi = We(&) /[ D Wa(&]) ]
j=1

pourtoutz=1---N

(variantes algorithmiques) 1
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(variantes algorithmiques) 2

simuler des particules en aveugle peut entrainer une dégénerescence des poids,
e.g. en cas de un mauvais accord entre distributions de probabilité a priori et
fonction de vraisemblance, cad si

Qr \Ifk(gé_l) = /EQk(ﬁA,g_l,dx’) U (z') =0

pour la plupart desi=1---N

Qu(§l_y, da’) —
\Ifk(l‘/) E—

(variantes algorithmiques) 3

» mutation guidée par les observations

Pe(w,da’) = Qu(w,da’) = Qk(gﬁ §i<i§(x/)

Wi(z,2') = Up(z) = Qp Up(x)

dépend de I'observation future Y}, et ne dépend pas de 2/, donc peut étre utilisé
dans I'étape de sélection

Wi = ‘T’k(fli—ﬁ / [Z‘T’k( i—l) }

j=1
d'ol le nouveau poids

, N

7 J

T T

T __ k k

Wy = Wg_y [E:wk—l}

Jj=1

pourtoutz=1---N
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(variantes algorithmiques) 4

bonne idée, mais il n'est en général pas facile
e de simuler des v.a. selon le noyau Qg (x,dx’),
e ni de calculer la fonction de sélection Wy (x)

sauf dans certains cas particuliers, e.g. bruits mélanges de v.a. gaussiennes et
fonction d’'observation linéaire

(variantes algorithmiques) 5

» particules auxiliaires (Pitt et Shephard, 1999)
Py(z,d2") = Q(z,dz’) Wi (z,2') = Up(a) T = Ui(ak)

ol I'état o} est représentatif de la distribution de probabilité Q. (i, da’)

Qu Ur(6h ) = /E Qu(€i 1. de') Wy(a') ~ Ty ()

d'ol le nouveau poids

% z j \If J
vi =ty gl (3ol 2
kzak Ozk

pourtoutt=1---N
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autres approches proposées pour réduire la dégénerescence des poids

e annealed importance sampling (Neal, 2001), bridging densities (Godsill et
Clapp, 2001)

e correction progressive (Oudjane, 2000)

e échantillonneur SMC (Del Moral et Doucet, 2002)

32 (variantes algorithmiques) 7

multiplier / éliminer des particules peut entrainer une dégénerescence des
positions (e.g. si le bruit d’'état est faible)

pour préserver la diversité et la capacité d'exploration du systeme de particules

e étape de roughening (Gordon, Salmond et Smith, 1993), ou de régularisation
(Hurzeler et Kiinsch, 1998, Musso et Oudjane, 2001)

e itérations MCMC (Berzuini et Gilks, 2001)
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(variantes algorithmiques) 8

redistribution

dans |'étape de sélection, générer les v.a.

S
§e =100 ou e~ (Wy_q - wy_q)

indépendamment pour tout i = 1---n, a pour effet de multiplier / éliminer les
particules selon leur poids
si N,i désigne le nombre de descendants de la particule 5};_1 a la génération

suivante, alors (N} --- N)V) suit une loi multinomiale

E(N,f:) =N w;_l et Var(N,i) =N wi_l (1-— w,i_l)



34 (variantes algorithmiques) 9

d’'autres schémas de redistribution peuvent étre utilisés, de facon a réduire la
variance, quitte a perdre I'indépendance de I'échantillon généré

e échantillonnage résiduel (Liu et Chen, 1998)

e échantillonnage systématique (Carpenter, Clifford et Fearnhead, 1999,
Kitagawa, 1996)

e branchement de Bernoulli (Crisan, Del Moral et Lyons, 1999)

les deux derniers schémas atteignent la variance minimale

E(N;) = N wj,_; et var(Np) =wj_y (1 —wj_y) < g

avec
W1 =Nwj_ — [N w,_,| <1

35 (variantes algorithmiques) 10

redistribution adaptative :
e utilise I'algorithme SIS (sans redistribution)
e ne redistribue que si la distribution des poids (w! ---w!) est trés
déséquilibrée
critere de redistribution

e taille effective de I'échantillon (Kong, Liu et Wong, 1993)

N
1 i

N Z(NUJ)QZCBH>1
i=1

e entropie de I'échantillon (Pham, 2001)

N

1 . .

N E (N w") log(N w*) > cent >0
i=1
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(variantes algorithmiques) 11

marginalisation (Rao—Blackwellisation)

réduction de dimension : permet de concentrer les particules dans un espace de

dimension réduite (meilleure utilisation de la puissance de calcul)

condition d'application : existence d'une solution exacte au probleme de filtrage
e conditionnellement aux observations
e et a certaines composantes du vecteur d'état
par exemple : systeme conditionnellement linéaire gaussien
{rr} markovien

Xit1 = a1(rg) Xi + az(rg) + Wy
Vi = ci(rg) X + Vi



37 (variantes algorithmiques) 12

autre exemple
X = an(Xp0) Xy + a(XpH) + Wy
Xpyr = a2 (X") Xy + az(X0) + W™
Vi = h(X) + Vi

» si la composante X(l)\f,% était observée
L(Xy | Xow You) = L(Xy | Xoix)
loi gaussienne
» d'ou la décomposition de la distribution de probabilité jointe
L(X5, Xox | You) = (X | Xox) £(X0 | You)
et d'apres la formule de Bayes

LIX0 | Youw) oc L(You | Xoik) £(Xix)

38 (variantes algorithmiques) 13

il suffit alors de considérer

e un systeme de particules évoluant dans le sous—espace correspondant a ces
composantes du vecteur d'état

e et d'associer 3 chaque particule le filtre exact (par exemple filtre de Kalman)

permetant d’estimer les autres composantes du vecteur d'état

la probabilité de mutation et le poids de sélection de chaque particule dépend du

filtre exact qui lui est associé
(Chen et Liu, 2000, Doucet, Godsill et Andrieu, 2000, Andrieu et Doucet, 2002)

tres utilisé dans les problémes de navigation (Nordlund, 2002)



39 (variantes algorithmiques) 14

marginaliser
e implique des calculs plus complexes
e n'apporte pas d'amélioration significative dans |'espace de dimension réduite

e produit une bien meilleure approximation dans I'espace complémentaire
(densité gaussienne vs. masse de Dirac : une précision équivalente

nécessiterait bien plus qu'une unique masse de Dirac)
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résultats asymptotiques

approximation du filtre optimal py (plus généralement, flot de mesure de
probabilités) par la distribution de probabilité empirique ,u,iv d'un systeme de N
particules en interaction

résultats d'approximation, quand N croit vers |'infini

e estimation dans LP?
VN [Elu(¢) —ul (0)7 /" < ©

e convergence presque sure

e théoreme central limite

VN [pr(9) = i) ()] = N(0, Vi(¢))
e propriétés de grandes déviations
e stabilité du filtre optimal, approximation uniforme en temps

nombreux travaux de Del Moral, Guionnet et Miclo

41 (contexte scientifique) 2

contributions a I'lRISA

e variantes algorithmiques : régularisation, correction progressive (annealed
importance sampling)

e stabilité du filtre optimal (oubli de la condition initiale)

—— approximation uniforme en temps

e approximation particulaire des mesures signées
— génération de résidus pour la surveillance et le diagnostic
— identification récursive

— calcul de sensibilité (greeks)

e importance splitting / importance sampling pour la simulation d'évenements
rares (application au trafic aérien, projet HYBRIDGE (IST) avec NLR et
CENA)

e poursuite multi—cible et poursuite d'objets multiples dans une suite d'images
(projet Vista et Microsoft Research, Cambridge)
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(contexte scientifique) 3

vie / animation scientifique

trois projets soutenus par le CNRS depuis 1997

e méthodes particulaires et filtrage non—linéaire
(programme Modélisation et Simulation Numérique)

o HMM et filtrage particulaire (Math-STIC)
e méthodes particulaires (AS 67 du département STIC)

workshops organisés a Toulouse (déc 97), a Rennes (juin 98),

a Cambridge (déc 99), a Paris (juin 01)
journées thématiques du GdR ISIS (déc 02), journée applications (déc 03)
collaboration avec . .. LSP Toulouse (Pierre Del Moral)

ONERA (these de Nadia Oudjane, 97-00)
LTCI / ENST (Eric Moulines)

extension a ... Cambridge University (Arnaud Doucet)
Microsoft Research, Cambridge (Patrick Pérez)
Linkoping University (Fredrik Gustafsson)
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