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#1
méthodes particulaires

méthodes de simulation, de type Monte Carlo, dans laquelle

e des particules explorent |'espace d'état, en évoluant de maniere
indépendante comme le processus sous—jacent

e et interagissent sous |'effet d'un mécanisme de sélection, qui
concentre automatiquement les particules (i.e. la puissance de
calcul) dans les régions d'intérét de |'espace d'état

tres facile a mettre en ceuvre : il suffit de simuler de maniére
indépendante des trajectoires du processus sous—jacent

analogie avec les algorithmes génétiques, les méthodes MCMC, les
systemes de particules en interaction, etc.



Plan

filtrage non—linéaire

e chaines de Markov, noyau de transition, modeles de Markov
cachés

e filtrage non—linéaire, formule de Feynman—Kac
e filtre de Kalman (pour les systémes linéaires gaussiens)

e filtres sous optimaux : filtre de Kalman étendu, filtre de Kalman
unscented

e borne de Cramér—Rao, borne de Cramér—Rao a posteriori



filtrage particulaire

e méthodes de Monte Carlo, simulation de variables aléatoires
(acceptation / rejet, échantillonnage pondéré,
méthodes MCMC)

e filtre particulaire avec interaction
e redistribution des particules : pourquoi, comment, quand ?

e variantes algorithmiques : particules auxiliaires, régularisation,
Rao—Blackwellisation, filtres de Kalman en interaction (pour les
systemes conditionnellement linéaires gaussiens)

Modeles de Markov cachés



#1
exemple : poursuite

r
X, =| "
Uk,
dg
objectif : estimer X} récursivement au vu de (Yp, -+, Yx)
# 2
approche bayésienne
les observations Yy, - - - ,Y,, seules ne permettent pas d’estimer les
états cachés Xy, -, X,
il faut

e introduire une information a priori sur |'évolution possible de
|"'état caché : souvent, avec une dynamique markovienne

— proposer un modele pour X | X}, 1 =z,

e expliciter en quoi les observations Yy, - - - ,Y,, sont reliées aux
états cachés Xy, -, X,, : souvent sous une hypothese de canal
sans mémoire
— proposer un modele pour Y | X =«



# 3
exemple typique

X = fe(Xg—1) + Wy

Wy gaussien centré, de covariance g

Xk | Xk—1 = x, gaussien de moyenne fi(x), de covariance X

Yie = hi(Xk) + Vi

V5. gaussien centré, de covariance [

Yi | X = x, gaussien de moyenne hy(z), de covariance [

vraisemblance (adéquation aux données)

Ui () = exp{—3 Vi — ()"}

chalne de Markov { X} } a valeurs dans un espace

fini F={1,--- | |F|}

continu i/ = R™

hybride continu / discret £ =R™ x {1,--- ,|F|}
dépendant du temps

avec contraintes

trajectoriel (croissant avec le temps)
Er = (Xo, ++, Xk)

chaine de Markov a valeursdans £, = F x --- X E

~~

(k+ 1) fois



#5
systeme linéaire gaussien

X = Iy X1 +Gp Wy
{W}} bruit blanc gaussien, suite de v.a. indépendantes N(0, /)
si on sait exactement X,_; = x, alors
Xk ’ Xk—l =T N(Fk; x,Gk GZ)
si on sait seulement X 1 ~ N(my_1, Px_1), alors
Xy ~ N(ka;_yfk; Py1 Fy + Gg Glz)

mi Pk

superposition de l'incertitude ¥;, = G, G}, due au bruit,
et de l'incertitude P;_1 sur le point de départ, transportée par F},

on notera
P[X, €da' | Xp_1 = 2] = Qp(z,dz’)

si (et seulement si) la matrice de covariance ¥; = G, G}, est
inversible, alors il existe une densité : Qx(x,dzr’) = qx(z,2") dz’, ou
cste

qr(z,2") = ety

sinon, si Xy 1 =z etsirang Gy =dimImGr = . < m,

exp{ — 3 (' —Fpa)* S, (2/ — Frx) }

alors X appartient a la sous—variété linéaire
Jx)={2" eR™ : 2’ = Fxz+u ,avec u € ImGy}

de dimension ry,
et le noyau (J; n'a pas de densité



# 7
systeme affine / bruit gaussien

Xi = fi(Xk—1) + gk (Xi—1) Wy
{W}} bruit blanc gaussien, suite de v.a. indépendantes N(0, )

si on sait exactement X,_; = x, alors

Xk ‘ Xk:—l e N(fk:(x)agk: 92(1'))

B cste
Vdet Xy ()

sinon, le noyau Qi n'a pas de densité

qr (2, =) exp { —5 ('~ fu(@))" Ty ' (2) (&'~ fu(@)) }

si on sait seulement X 1 ~ pg_1(dx), alors X ~7?

P[Xk € dZC/] = / P[Xk; e dz’ | X1 = CU] P[Xk;_l < dIE]

— [ e (de) Qe da') = pu(a
mélange continu de lois gaussiennes ! pas d'expression analytique
simple
en revanche, il est facile de générer une v.a. X’ de loi py(dz’)

e générer une v.a. X de loi pux_1(dr), <= supposé facile
e générer une v.a. W ~ N(0, 1),
e poser X' = fi.(X) + gx(X) W.



# 9

généralisation : systeme non-linéaire / non gaussien

Xy = Frp(Xg—1, Wi)
{W}} suite de v.a. indépendantes, avec Wy ~ pi(dw)

si on sait exactement Xy | X1 = x, alors X} appartient au

sous—ensemble

M(z)={2" e R™ : 2/ = F(x,w) ,avec w € RP}

au mieux (si la matrice —(x, w) est de rang plein p pour tout

ow
w € supppr C R™) :

variété de dimension p, paramétrée par w € RP
en général, le noyau Q) n'a pas de densité

4 10
si on sait seulement X 1 ~ pg_1(dx), alors X ~7?

P[Xk € dZC/] = / P[Xk; e dz’ | X1 = CU] P[Xk;_l < dIE]

— [ ea(do) Qulo.da’) = (s
mélange continu de lois dégénérées | pas d'expression analytique
simple
en revanche, il est facile de générer une v.a. X’ de loi uy(dz’)

e générer une v.a. X de loi pux_1(dr), <= supposé facile
e générer une v.a. W ~ pi(dw),

e poser X' = Fi (X, W).



# 11
cas “général”

{ Xk} chaine de Markov a valeurs dans E
(éventuellement E = Ej dépendant du temps)
transition Xy | X1 = x définie par le noyau

P[Xy € do' | Xp_1 = 2] = Qp(x,dz’)
en général, pas d'expression explicite pour Qx(z, dx’)
— impossible de calculer les intégrales

1 Qu(da’) = / u(de) Qu(x, do’)

E

en revanche, simuler une v.a. de loi Qg (x,dx’) est facile
—> simuler une v.a. de loi u Qr(dz’) est facile

# 12
systéeme hybride continu / discret

état hybride (X, I}) avec
e mode {I;} chaine de Markov a valeurs dans un espace fini S

matrice de transition Ay = (aZ’i )

e état { X} chaine de Markov a valeurs dans £ = R™, dont
|"'évolution dépend du mode, e.g.

X = f;{k (Xg—1) + gz{k (Xx—1) Wy

{W}} suite de v.a. indépendantes, avec Wy, ~ pi(dw)



# 13

— oy — I, — Iy —

—»Xk_l EEE—— Xk —>Xk+1 -

completement décrit par les caractéristiques locales

..

P[Ik = | I._1 = ’L] = a;{;z

P[X, € do’ | Xp_1 =z, Iy = i'] = Qb (z,d’)

{ Xk, I} chaine de Markov sur I'espace produit R™ x S :
noyau de transition ?

4 14
transition Xy, I | Xx_1 = x, [, _1 = i définie par le noyau

Qi (,da’) = P[Xy € da’ Iy =i | Xp—y = @, Ij_1 = i]

= [P)[Xk € dz’ ’ X 1=x,1; = ilalk—l — Z]
P[[k = i/ ’ Xk:—l = LL’,Ik;_l = Z]

= P[Xk € dz’ ’ Xip_1 = QS,Ik = i/]
(I, =i | Iy = i]

= az,’i/ Qg (x,dx")



{ X/} défini par une équation différentielle stochastique

dX| = f(X})dt + g(X]) dW]

avec {W/} processus de Wiener (ou mouvement brownien) :

accroissement (W] — W)
indépendant du passé avant l'instant s
gaussien centré, de covariance (t — s) [

discrétisation X; =~ X} : schéma d'Euler explicite

Xk; = f(Xk—l) A[E+\g(Xk_1) \/KIE Wk
Sre(Xk-1) gk (Xk-1)

avec A, =t — tp_1 et W} gaussien centré, de covariance [

# 15

contraintes

# 16

modele en temps continu et discrétisation



# 17
chalne historique

soit { X} chaine de Markov a valeurs dans E

on définit X = (Xo, -+, Xx) a valeurs dans Fj = Ex-.-xFE

"~

(k+ 1) fois

{Xi} chaine de Markov a valeurs dans un espace d'état dépendant

du temps

transition définie par le noyau

IP’[DCk < dx6 . -d;r:;c ‘ DCk_l = (ZU(), T ,ﬂsz—l)]
= 5530 (1'6) cet 5$k—1 (l‘;{;—l) Qk(xk—17 dm;c)

/ /
— ka(x())"' 7xk—17dx07”° 7dxk)

# 18
modele de Markov caché (HMM)

—>Xk—1—> Xk: —’Xk—l—l—’

Yi1 Y Yit1

completement décrit par les caractéristiques locales

P[X, €dr’ | Xp_1 = 2] = Qp(x,dx’)

PYy €dy | Xp =2'] = gr(2',y) M\e(dy)



# 19
propriété de canal sans mémoire

observations {Y%} indépendantes, sachant les états cachés,
et la probabilité d'émission de Y;, ne dépend que de Xy, i.e.

P[YOEdy()? 7Yn€dyn‘X0:x07'” 7Xn:xn]

n

= [ PYx € dyr | Xo =0, , X = 2]
k=0

n

= [ PY% € dye | Xi = 24]

k=0 ~~ d
9k (Tr, Yr) M (dyr)

vraisemblance (adéquation aux données)

V() = gr(x, Yy)

# 20
exemple

observation dans un bruit blanc gaussien additif
Yi = hi(Xg) + Vi

{Vk} bruit blanc gaussien, suite de v.a. indépendantes N(0, Ry),
indépendantes de { X}

— propriété de canal sans mémoire, avec probabilité d'émission
Yk | Xk = ~~ N(hk(x),Rk)
vraisemblance (adéquation aux données)

\Ijk(x) = exp{ — % (Yk; — hk(x))* Rk,_l (Yk — hk;(CU)) }



# 21
modele de Markov caché (HMM)

— X — X —— X1 ——

— Y — Y, —— Yy —

completement décrit par les caractéristiques locales

P[X, €da’ | Xp_1 =2] = Qi(x,dx’)

PlYy € dy' | Vi1 =y, Xi = 2] = gr(z',9,9") M (dy)

# 22
propriété de canal sans mémoire (extension)

observations {Y%} chaine de Markov, sachant les états cachés,
et la transition Y | Yx_1 = y ne dépend que de Xk, i.e.

PlYy € dyo, -+, Yn € dyn | Xo = x0, -+, Xy, = ]

= J[ PV € dyk | Yi1 = 1, Xo = 70, -+, X = @]
k=0

n

— H PYy € dyr | Y1 = yr—1, X = 4]

k=0 ~~ d
9k (K, Ye—1, Yk) A (dyr)

vraisemblance (adéquation aux données)

V() = gr(w, Y1, Ys)



Filtrage non—linéaire

soit 14 une mesure sur F/ et f une fonction définie sur E
soit K un noyau défini sur E

on définit : I'action d'une mesure sur une fonction

<mﬁ=émwﬁw>

I"action d'un noyau sur une mesure

uK(dw'):/ p(dr) K (z,dz")

E

et I'action d'un noyau sur une fonction

K f(a) = [ Ka,de) f(a)

# 1
notations



4 2
propriété de dualité

(WK, f) / / (dz) K (z,dz’) | f(2)
— /E,u(das) [/EK(x,dx’)f(a:’)} = (i K f)

# 3
filtrage

objectif : estimation récursive de I'état caché X au vu des
observations (Y, -, Y%)

pr(dr) = P[X, € dx | Yy, -, Y

prp—1(dz) = P[Xy €dx | Yo, -+, V1]



# 4
filtre de Kalman

systeme linéaire gaussien

X = Fip X1 + G Wi,

Yi = Hp X, + Vi

ou {Wy} et {Vi} sont deux bruits blancs gaussiens indépendants

on suppose qu’a tout instant k£, la matrice de covariance Ry
du bruit d’'observation V. est inversible

dans ce contexte gaussien, les lois conditionnelles

prp—1(dz) = P[Xy €dx | Yo, -, Yi_1]

,uk(da:) = P[Xk € dx ‘ Yo, - ,Yk]

sont des lois gaussiennes, respectivement

AN

N()A(Mk—bpk\k—ﬂ et  N(Xg, Pr)



# 6
filtre de Kalman : étape de prédiction

transition ()/(\rk;_l,Pk_l) — ()?k|k:—1apk|k:—1>

entre I'instant (k — 1) et I'instant k£ : on utilise
e |'information disponible ()?k_l,Pk_l) sur |'état caché X_1,
e et le modéle a priori (i.e. les matrices Fj et Gy),

pour prédire I'état caché Xy, d'ou

)A(k|k—1 = Fj Xp 1

Pyjg—1 = Fy Py_1 F}, + G G},

47
filtre de Kalman : étape de correction

transition ()?k|k:—lapk|k—1) — ()?k;,Pk)

a l'instant k, une nouvelle observation Y} est disponible : on utilise
e l'information a priori (Xj,_1, Pyr—1) sur I'état caché Xy,
e le modele (i.e. les matrices Hy et Ry),

e et |'information (innovation)
Ik =Yk — Hi Xgjr—1
apportée par la nouvelle observation

pour corriger I'estimation de |'état caché X,



Xi = Xpppor + K (Yo — Hy Xpp1)

\ 7

I
Py = (I — Ky Hy) Pyj—1

ou le gain de Kalman K. est défini par

Ky = Pyjy—1 Hj; (Hy Pyjp—1 Hj, + Ri) ™"

# 9
étape de prédiction

transition | fig—1 —— flg|k—1

entre l'instant (K — 1) et l'instant k£ : on utilise
e |'information disponible p;_1 sur I'état caché X _1,
e et le modeéle a priori (i.e. le noyau de transition Qy),

pour prédire I'état caché Xy, d'ou

Hijk—1(dz") = / p—1(dz) Qi (w,dx") = py—1 Qi (dz’)

E



# 10
étape de correction

transition | pgp—1 — Uk

a l'instant k, une nouvelle observation Y}, est disponible : on utilise
e l'information a priori puz 1 sur I'état caché Xy,
e et la fonction de vraisemblance W,

pour corriger |'information sur I'état caché X}, a |'aide de la formule
de Bayes, d'ou

Wi (') pp|e—1(dz’)

i = Uy - HE|k—1 le. luk(dx/) — </~Lk|k ) \Ijk:>

# 11
preuve

loi jointe des observations et des états cachés

P[XO Edﬂfo,"’ ,Xn de?’L)YO Gdy(b 7Yn Edyn]

= P[Yo € dyo, -+, Yn € dyn | Xo =m0, -+, X = @]
IP)[XO € dxg, -+, X, € d$n]

= g0(%0,Y0) - gn(Zn, yn) P|Xo € dzo, - -+ , X, € dzy)
Ao(dyo) -+ An(dyn)

d’'apres la formule de Bayes, et la propriété de canal sans mémoire



# 12
preuve (suite)

loi jointe des observations, obtenue par marginalisation

P[YO c dyo,-“ Y, € dyn]
N / / P[Xo € dzo,- -+, Xy € dz, Yo € dyo, -+ , Y € dyy)]
E E

N / / 90(%0,Y0) -+ - gn(Tn, Yn) P[Xo € dag, -+, Xy € dy)]

Mo (dyo) - - A (dyn)

= B[] ] 95Xk ya)] Ao(dyo) - - A (dyn)
k=0

# 13
preuve (suite)

loi jointe des observations et des états cachés

]P[XO € dxg, - ,Xp €dxy, Yo €dyo, -+ ,Yn Edyn]

= 90(%0,Y0) - - 9n(Tn, yn) P[Xo € dxo,- - , Xy, € day,]
Ao(dyo) - - - An(dyn)
— 90(330750)-..97%(33%7%1) ]P)[XO E dﬂfo,"' 7)(n E dﬂjn]
E[]] 9x(Xk: u)]

k=0

]:P)[YO € dyo, - ,Yy € dyn]



# 14
preuve (suite)

loi conditionnelle jointe des états cachés sachant les observations

P[Xo € dao, -, Xy € dwn | Yo = o, » Yo = Y]

— gO(aj(),yO)'°'gn(xn7yn) ]P)[XO Edl'o X de ]

E[] [ gx(Xk,un)]

k=0

# 15
preuve (suite)

d'ou

]E[f(XO? 7Xn)’YO:yO7 7Yn:yn]

— / / Fzo, a0 90(20,50) -+ - gn (Tns Yn)
. BT g (Xi )

k=0
]P)[X() € dxg, -+, X, € d$n]

ELf(Xo, -+, Xn) | ] 9 (Xk,us)]
k=0

E[] ] s ( Xk u)]

k=0




# 16
preuve (suite)

cas particulier

ELf(Xn) Hgk(Xk,yk)]
Elf(X.) | Yo=1y0, -, Yn =yn] = _ k=0
E[H gk(Xk?vyk;)]

k=0

soit

E[f(Xn) |] ®e(Xr)]
(i, f) =E[f(X,) | Yo, -+, Y] = k=0

E[ﬁ Wi (X))
k=0

en utilisant la fonction de vraisemblance ¥y (z) = gi(z, Yi)

4 17
cadre général : FK

(yns ) = E[f(X,) H g (Xn)] s f) = <<:yym {i
i ny
n—1 (Ynln—1, f)

(Yaln—1: ) = E[f(Xy) k,zlgk(Xk)]’ L R




# 18

N en fonction de 7,1

d'ou pour la forme normalisée

<’Ynaf> . <fyn|n—17fgn> o <77n|n—17fgn>

# 19

77mf — — =
< > <7n7 1> </7n|n—1agn> <nn|n—1agn>
nin—1 €n fonction de 7,1
n—1
= E[E[f(Xn) | Xo, -+, Xno1] ] gr(Xe)]
k=1

d'aprées la propriété de Markov, d'ou pour la forme normalisée

<7n|n—17f> o <’Yn—17Qn f>

<77n|n—17 f> - <7n|n—17 1> B <7n—17 1>

— <77TL—17 Qn f>



# 20
preuve (suite et fin)

équation récurrente

prédiction correction

fe—1 —— fik—1 = pr—1 Qr —— pr = Vi + fpjp—1

ou de maniere équivalente
correction prédiction

Prlh—1 — Pk = Vi« fjp—1 ———— Prt1jk = Mk Qr+1

approximation particulaire

;N
N

Phelk—1 = Ml k—1 = *7 E 0

N — Eklk—1

caractérisée par {§Ii|k_1 ,i=1,---,N}

# 0

Filtrage particulaire



# 1
approche “locale” a la Del Moral

équation récurrente

prédiction correction

Hk—1 — 7 Hklk—1 = Hk—1 Qr —— k. = Yy " HEk|k—1

ou de maniére équivalente

correction prédiction

Prjh—1 — pk = Vi fjp—1 —— Prt1jk = Mk Qr+1

approximation particulaire :

| N
N
Fklk—1 = Hglk—1 = 77 E :5 i
N — €k|k—1

caractérisée par {f,ilk_l ,i=1,---,N}

# 2
idée : on cherche a “imiter” au mieux |'évolution du filtre optimal,
tout en gardant une approximation “calculable”, quitte a “projeter”
sur la classe des combinaisons linéaires convexes de masses de Dirac

(i) on applique exactement |'étape de correction

\Ijk(€2|k_1)

N .
2 V(&)
j=1

N

N _ N iP5 i

p = Ve lyp—1 = E :Wk; 552 et wi =
— klk—1

(ii) si on applique I'étape de prédiction, on obtient

N
i Qryr(da’) = Zwi Qk+1(€li|k:—17 dz’)
1=1

qui n'est pas dans la classe voulue



# 3
— "“projeter” sur la classe des combinaisons linéaires convexes de
masses de Dirac, en ré—échantillonnant

(iii) au lieu de calculer ;1Y Qy+1, on considére I'approximation

particulaire

Mk+1|k - 25€k+1|k
ol les v.a. {f,iﬂm, i=1,---,N} sont facilement simulées
selon la loi p Qg41(dz’) : indépendamment pouri=1,--- | N

&~ pl(dz) <= facile, loi discrete

Eesrpp ~ Qur1(&,da’) <= facile, par hypothese

# 4
e initialisation : indépendamment pouri:=1,--- , N

& ~ P[Xy € da]

e pour k=1,---,n : indépendamment pourz=1,--- ,N

§li|k:—1 ~ Qr(&),—1,dz’)

et calcul du poids
wj, X ‘I’k(512|k—1)

approximation

N
N )
e Ry = ) W 0
Z Ek—1
=1
ré—échantillonnage : indépendamment pour¢t=1,--- /N

. i . . ) N
& = flzz-\lc—1 ou T~ (W oWy )



en résumé :

e entre deux observations successives, les IV particules évoluent
en imitant le comportement de la chaine de Markov cachée

e lorsqu’'une nouvelle observation est recue, chaque particule est
affectée d'un poids proportionnel a sa vraisemblance

e on tire (avec remplacement) N particules, de fagon a favoriser
les particules de plus forte vraisemblance, et on continue de
proche en proche

étape essentielle : redistribution des particules
e pourquoi ?
e comment ?
e quand ?

nombreuses variantes algorithmiques



# 7
cadre général : FK

étude systématique par Pierre Del Moral

w(f) =EF(X) [[ (X)) et ma(f) =
k=1

équation récurrente

gk Nk
Mk (9x)

e systemes conditionnellement linéaires gaussiens : filtres de

Uk—>ﬁk= =9k°?7k—>77k+1=ﬁka+1
Kalman en interaction

e évaluation de probabilités d'évenements rares : importance
splitting, importance sampling avec interaction

e simulation de polymeres, etc.

# 8
approche “globale” a la Doucet

loi conditionnelle jointe des états cachés sachant les observations
Xo, o5 Xn | Yo, Yo ~ poim(dag, - - - day,)

calcul de pg., compliqué = Monte Carlo : idéalement

| N
Ho N Z fO:n
=1
ou indépendamment pour i =1,--- , N

g(l)n ~ MO:n(dxo, T ,dil?n)

générer une v.a de loi ., difficile = échantillonnage préférentiel



# 9
échantillonnage préférentiel

si générer une v.a de loi u est difficile,
mais qu'il existe une loi ™ qui domine u, et telle que

dp . L .
o d—(z) o w(x) connue a une constante de normalisation pres,
T

e générer une v.a. de loi 7 est facile

~ [ 1@ utin) = [ 1) L@ naa)

/f(a:)w(x)ﬂ(das) ) (rw f)
/w(:v)ﬁ(da:) (m, w)

alors

# 10
d'ol I'approximation de Monte Carlo

(m,w f) =~ Zw (€ f
ou indépendamment pourz=1,--- N
¢ ~ m(dx)

et |'approximation pondérée (biaisée)

(. f) =) Nw(_g) f&) e p
Y wE)

J=1

é-i

2
M-
g@.
<,

~
I
—_




# 11
rappel

to:n (dxg, - -+ dxy,) H U (zg) P[ Xy € dxg, - , X, € dxy,]
k=0

A\ 7

TV TV

wO:n(x07"' 7xn) 7-‘_O:n(def" 7dxn)

d'oll un algorithme global d'échantillonnage préférentiel

N
Ho:n ~ wO:n 5§z
. 0:n
=1
ou indépendamment pourz=1,--- N

&.. ~P[Xy € dzg, -, X, € da,]

et
n
wh., o || Ur(éh)
k=0
# 12
implémentation récursive
e initialisation : indépendamment pouri=1,--- , N
& ~ P[Xy € da]
e pour k=1,---,n : indépendamment pourz=1,--- ,N

661{: — (E(z)a T aglzg) ou €l7;: ~ Qk(gli—h dx/)
et calcul du poids
wék} X \Pk(glzf) wé:k—l
approximation

N
~ N _ 7 .
Ho:k ~ Ho.p — E :wO:k 5§z
i—1 0:k



# 13
algorithme inefficace

pour i =1,---, N, les trajectoires &, = (&},---, &) sont simulées
indépendament les unes des autres, en aveugle : comme si elles
étaient simulées une fois pour toutes, avant que les observations
soient recues

pourquoi une, parmi ces IV trajectoires données a |'avance,
serait—elle proche de la vraie trajectoire 7

en pratique, une trajectoire prend toute la masse, les autres
trajectoires ont un poids quasi—nul et ne contribuent pas a
I'estimation de I'état caché ...

...jusqu’a ce qu'éventuellement une autre trajectoire, ayant fini par
acquérir un poids cumulé supérieur, prenne a son tour toute la masse

—> redistribuer les particules

# 14
généralisation

pon(dzo, - -+, dzy) X wopn(xo, -+, Tn) Tom(dzo, - -+, dzy)

d'oll un algorithme global d’'échantillonnage préférentiel

N
HO:n ~ wq.p, 5€z
i—1 0:n

ou indépendamment pour i =1,--- , N
g(l):n ~ 7-‘-O:n(d:EOa R 7d$n>

et

wén X w02n(€éa T 75711)



# 15
échantillonnage pondéré séquentiel

SIS : sequential importance sampling
indépendamment pour:=1,--- , N :
on dispose a l'instant (k — 1) d'une v.a.
fé:k—1 - (fé T 752—1) ~ mo:k—1(dro, -+ ,drK_1)

on voudrait qu'il suffise de générer une seule nouvelle v.a. 5,@;,
pour obtenir une v.a.

f&k ::(gé"°7€Z—£7€z)fv’ﬂ&k(d$0,°",dxk)

~~

5‘(?):k:—l

condition sur les distributions d'importance

mo:k(dxo, - - ,drg) = mo.e—1(dxo, - - - ,drg_1) Pp(zo,- -, Tp_1,dx))

# 16
récurrence sur les poids

to:x(dxg, - -+ ,dry) o< wo.k(To, - ,Tk) To.x(dxg, -, dr))
= wo.x(To," -+, Tk) To:k—1(dwo, -+ ,drp_1)
Pp(xg, -+ ,xp_1,dx))
X ey ok s )
Pp(xg, -+ ,xp_1,dx))

comme par ailleurs

po:k(dzo, - -+ dxg) o< Vi(xg) Qr(Tr—1,dxr) pox—1(dzo, -+, drr—1)

on en déduit que

Uy(zr) Qr(xp—1,dxy)
Py(zo, - ,xp—1,dzy)

UM%($Of"7xk)Ui u@%&&(£0f"7xk—l)



4 17
algorithme séquentiel

e initialisation : indépendamment pour i =1,--- | N
& ~ P[Xy € da]
e pour k=1,---,n : indépendamment pourz=1,--- ,N
o = (&0o 2 &) ol &~ Pyl &y, da)

et calcul du poids

i (&) Qr(&h_q,da’) .

0:k X - ' Wo.k—1
Py, -, &1, dx’)

w

approximation

N
~ NV E i :
Ho:k ~ Ho:p = Wo. 552
i—1 0:k

# 18
exemples

(i) distribution a priori de X} sachant Xj_1 = xp_1, i.e.

Pk:<$07 o, Lk—1, dfljk) — Qk(xk—la dxk)
poids
wo.k (o, -+, TK) X Ug(zg)

(ii) distribution a posteriori de X} sachant Xj_1 = xf_1, i.e.

Pr(zo, -, 2p—1,drp) X Vp(2r) Qr(Tr—1,d7))
poids uniformes
( )=+
0:k\+L0, y Lk N
comment simuler sous la loi d'importance ?



# 19
algorithme avec interaction

SIR : sampling importance resampling
e initialisation : indépendamment pour¢z=1,--- , N

&b~ P[Xg € da]

e pour k=1,---,n : indépendamment pourtz=1,--- ,N
gli]k—l ~ Qk(&y, dz’)
et calcul du poids
wzk: X qjk(§li|k—1) wi—l

approximation

N
~ NV ? :
He =~ Hg = § wk 55’6
P klk—1

# 20
— si ré—échantillonnage, alors indépendamment pour
1=1,--- . N
T T \ 7 1 N
5k—5k;|k—1 ou 7'~ (W, Wy )
et w! =1pouri=1,---,N
— sinon 5,7; = §Z’k_1 pour¢t=1,--- N

quand ré—échantillonner ?



Redistribution des particules

# 1
en principe, ré—échantillonnage :
générer un N—échantillon (£1,---,&V) selon une loi de mélange
discrete
N N
,u:ZWi(SXi avec ZWizl
i=1 i=1

et utiliser la distribution empirique comme approximation, i.e.

| N
RSN ; 3
— générer un N—échantillon a valeurs dans {1,--- N} :

pourt=1,--- N
T (W W) et = X



# 2
implémentation naive : O(N log N)

on divise l'intervalle [0, 1] en N segments contigs
de longueurs W', ... WY respectivement

indépendament pour tout 2 =1,--- , N :
on génere une v.a. U uniformément distribuée sur [0, 1]
si U appartient au j—eme segment, i.e. si

Wi WP <U<W . 4+ W7,

alors on pose &' = X7
nécessite entre 1 et N — 1 tests de comparaison

l

# 3
un peu mieux : toujours O(N log V)

on range les nombres W', ... W du plus grand au plus petit,
et on divise l'intervalle [0, 1] en IV segments contigiis
de longueurs décroissantes W91 > ... > WWON

indépendament pour tout 2 =1,--- , N :
on génere une v.a. U uniformément distribuée sur [0, 1]
si U appartient au j—eme segment, i.e. si

WO 4. W91 <U <W ...+ W9,

alors on pose ¢ = X7J
nécessite beaucoup moins de tests de comparaison

l




# 4
statistique d'ordre uniforme : O(IV)

comme précédement, mais
on génere en une fois N—variables aléatoires Uy < --- < Un
indépendantes et ordonnées, uniformément distribuées sur [0, 1]
si U, appartient au j—eme segment, i.e. si

Wl o W21 < U, < WO ... 4+ W95 |

alors on pose &' = X

nécessite au plus IV tests de comparaison en tout

L, W4

approcher la loi discrete pondérée

N N
M:;WZ 5X"' N 2551

i—1
oll ' ~ 1 indépendamment pour i =1,---, N
revient 3 faire K* copies de X pouri=1,---,N, i.e.
N N o
“:le Oxi “;W‘sxz
ou

(Kl,... ,KN)NJ\/[(N,Wl,.-- 7WN)

suit une lol multinomiale



plus généralement : comment choisir une bonne approximation
entiere K* de NW* pouri=1,--- ,N ?

combien de fois y a—t—il 1/N dans W* ?

—> commencer par créer K = | N W*| copies de la particule X*
N N

N = ZK’ = ZLN W*| particules sont ainsi sélectionnées de
i=1

i=1
maniere déterministe, chacune avec un poids égal a 1/N

N
il reste N=N— N = Z(N W — |NW"|) particules a choisir
i=1

2|~




Z|=

2|=



# 10
on remarque que

N | X
L= ;W dyi = Z INW?|
N NW!— | NW"] 5
TN Z N X!
SENT(NWE - INWE)
71=1
i
comment approcher la loi résiduelle i 7
# 11
on peut par exemple génerer un N—échantillon (&', - - ,éN) selon la

loi de mélange discrete i, et utiliser la distribution empirique
comme approximation, i.e.

1 N
M%N ; )
d’oll
N . 1 N ‘ 1 N
M:;Ww ~ ;LNWZJ dyit % ;5@-

~

intéressant seulement si NV = N — N est petit



# 12
méthode de Kitagawa : O(N)

on génere une unique v.a. U uniformément distribuée sur [0,1/N]
onpose Uy =UetU;=U;_1+1/N pouri=2,--- N
si U; appartient au j—eéme segment, i.e. si

Wl 4 W51 < U, < WO ... 4+ W5

alors on pose ¢ = X7J

IR

2=

# 13
branchement de Bernoulli

on relache la contrainte que le nombre IV de particules doit étre
constant a chaque génération

on remarque que

N ' 1 N
p=) Wisyi= ~ ZLNW’L
1=1 1=1

+% Z(NW@'—LNW@)éXZ-

1=1

avec 0 <p'=NW'— |[NW*'| <lpouri=1,--- ,N



# 14
indépendamment pour : =1,--- , N : on donne 0 ou 1 descendant

supplémentaire 3 la particule X*, avec probabilité p’, i.e
(NW!— [INW']) ~ K°
ou la v.a. K suit une loi de Bernoulli de paramétre p°

d'ou I'approximation

N 1 N
p= Whéy, WZLNWZ +K) by

1=1

# 15
critere de décision

il est important de redistribuer les particules, pour éviter la

dégénerescence des poids
quand faut—il redistribuer ?

critere heuristique
1

Negt = ~ <N
i=1
critere entropique
— Z W log W*

=1



Quelques variantes algorithmiques

# 1
retour sur I'échantillonnage préférentiel

soit i une loi de mélange discret

N N
p(dx) = Z W' u'(de) avec Z W'=1
i=1 i=1

rappel : échantillonnage

N

1
Ry 20

1=1

ou indépendamment pour i =1,--- , N

&' ~ p(de)

Ti ~ (W17 e 7WN) et £Z ~ MTz(dI)



4 2
particules auxiliaires

on peut remarquer que u est la marginale sur £ d'une loi jointe sur
I'espace produit {1,--- , N} x E : en effet

i_v:/EWZ,uz(da:) =1

de méme, 1 peut s'écrire comme la marginale sur E du produit
d'une loi jointe d'importance sur I'espace produit {1,--- , N} X E
et d'un poids sur I'espace {1,--- , N}

N Nowioo N
:ZW,LL(CZ:U):Z?W,LL(CZ:I;) Si Zﬂzl
=1 =1 N~~~ =1
WG

I'échantillonnage préférentiel sur I'espace produit donne

=1 ( 51)
ZW
ou indépendamment pour i =1,--- , N
i (ml 7Ny et €T (da)

et ne garder que la marginale sur |I'espace £ donne |'approximation
i

NWT
MX;N ¢
%Z

(si = W?*" pouri=1,---,N, on retrouve |'algorithme habituel)



le méme genre d’idée permet de proposer un échantillonnage
pondéré pour une loi de mélange plus générale

=Y Wi@)pide)  avee Y /E W) i (da) = 1

en effet, u peut s'écrire comme la marginale sur E du produit
d'une loi jointe d'importance sur I'espace produit {1,--- , N} X E
et d'un poids sur I'espace produit {1,--- N} x E

~ Z W () p (d) = Z W;Sa:) 7 u'(dz) s Zwi —1

I'échantillonnage préférentiel sur I'espace produit donne

N i
Wil
Shamelts
= W
j=1
ou indépendamment pourz=1,--- , N
Ti ~ (7717"' 77TN) et gz N:U'Tz(dm)

et ne garder que la marginale sur I’espace E donne "approximation

Z NW 58




# 6
exploration guidée par les observations

dans la plupart des algorithmes décrits jusqu’ici, les particules
explorent I'espace d'état en aveugle, selon le noyau markovien, i.e.
selon le modele a priori, puis sont sélectionnées en fonction de leur
cohérence avec la nouvelle observation, souvent quantifiée grace a la
fonction de vraisemblance . ..

... Mmais rien ne garantit cette cohérence

on voudrait que les particules soient guidées vers les zones de forte
vraisemblance

47
retour sur |I'approche “locale”

équation récurrente
prédiction . correction .
Mk—1 — 7 Hk|k—1 = Hk—1 Qr —— pr = Yy " HEk|k—1
approximation particulaire :

N

~ N _ 1 .
Pk—1~ Hg—1 = E :wk—l 551
i=1 k—1

caractérisée par {&}_,wi_,i=1,--- N}



(i) si on applique I'étape de prédiction, on obtient

:u]k:\]fk—l(dx/> ,Uk | Qr(dz’) Zwk: 1 Qr( €k 1, dx’)

qui n'est pas dans la classe voulue

(ii) si on applique ensuite I'étape de correction on obtient, a une

constante de normalisation prés

N
2) Y why Qu(&h_y,da’)
=1

N ) /
w? U, (x . .
x Yy A ) (i, da)
— Ty,

7

-~

Wi(z')

qui n'est pas dans la classe voulue

(iii) la méthode des particules auxiliaires donne |'approximation

N T,
N _ Wy (&) |
e =2 w o %
—1 J
T Wil(E)
j=1
ou indépendamment pourz=1,--- N

. ) ,L.
The () et &~ Qu(E_,da)



# 10
. 7 . . 1 N
on a la liberté du choix des poids (7, -, 7 )

on peut par exemple choisir 7% = W%, ol W! est une quantité
caractéristique de la fonction de vraisemblance Wy (x") par rapport a
la distribution Qx(&:_,,dx’)

par exemple si cette distribution est gaussienne, de moyenne m?,

alors on peut choisir U} = Wy (m?)

les particules autorisées a muter, sont celles ol cette valeur est plus
grande, i.e. celles pour lesquelles on peut espérer que la particule
simulée aura une forte vraisemblance

# 11
Rao—Blackwell




# 12
filtres de Kalman en interaction

systeme conditionnellement linéaire gaussien
décomposition de I'état en (X, Ug)

mode { X} chaine de Markov, transition X | X1 = = défini par
le noyau

P[X}) € da’ | Xp_1 = 2] = Qr(x,dz")
(pourrait aussi étre a état fini)

conditionnellement aux modes { X} }, le systeme formé de la seconde
composante de I'état et de I'observation est linéaire gaussien

Up = Fr(Xg)Up—1 + Gi(Xi) Wy

Yi = Hp(Xk) Ui + Vi

# 13
avec {Wp.} et {Vi} deux bruits blancs gaussiens indépendants,
Wy ~ N(0,1) et Vi ~N(0, Ry) et la matrice Ry est supposée
inversible



# 14
idée : au lieu de mettre en ceuvre un filtre particulaire sur |'état
complet, exploiter la structure particuliere du probleme, et propager
un systeme de particules pour le mode seulement, a chaque
particule étant attachée un filtre de Kalman

# 15
en effet

P Xy € dxg, -+ , X, € dxy,, Uy € dug, -+ ,U, € du, | Yo, -+, Ya]

- IP[UvOGdIUJOa"' 7Un€dun‘XO:$07"' 7Xn:$n7Y07'“ 7Yn]
P[X()Ediﬁo,'” ,XnEdiCn‘YQ,“- ,Yn]

d'apres la formule de Bayes



# 16
la vraisemblance

Li(zo, -+, ok)
= exp{ — 3 (Vi — Hi(2x) Uppp—1)"E5* (Vi — Hi(z) Upi—1) }

et la loi gaussienne
]P)[UO Edu())"' 7Un Edun‘XO:x())"' 7Xn:$n7Y07“' 7Yn]

se calculent a I'aide du filtre de Kalman associé a la trajectoire

(xg,- -+ ,xy) du mode

417

filtres de Kalman en interaction

e initialisation : indépendamment pouri=1,--- N
& ~PXgedz] mhy=ElUy)  P.=-cov(Up)

e pour k=1,---,n : indépendamment pourz=1,--- ,N

mutation
glﬁ:|k—1 ~ Qr(&—1, de,)

transition du filtre de Kalman : prédiction

Uli|k:—1 - Fk(fli\k—l) Uli—l

P = Fr(Ep1) Phoy Fi (Eppo1) + Gr(Erpp1) Gr(Erppr)



# 18

correction
Uy, = Uli|k:—1 + K, (Vi — Hk(gliﬂk:—l) Uli|k:—1)

7
Ik

P = (I = Kj Hi (1)) Prjr

ol le gain de Kalman K est défini par
Kp = Pl y Hiy 1) (H(Ekppr) Phppr Hi (Shp—) + Bi) ™

-~
—
— 1

=k

et ol =% est la matrice de covariance de I'innovation I,

calcul de la vraisemblance
i 1 gi%—i—1

# 19

sélection
. . N . i
T~ (Ly, oo, Ly) et & = Ekjk—1

approximation

N
1 i pi
o (de, du) ~ pd, (de, du) = N g Uy (u, Uy, Py) 5&2 (dx) du

=1
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