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INTRODUCTION 

L'objet de ce travail est de développer certaines m&thodes de 

déteetion de ruptures dans un modéle linéaire gaussien partiellement 

observé, 

Les problémes de ruptures de modéles stochastiques motivent 

depuis quelques années de nombreux travaux, comme en témoigne 1' abondante 

littérature parue sur ce sujet. La lecture de BASSEVILLE[2], 

KLIGENE-TEL' KSNIS[16] et WILLSKY[24] donnera un large apergu des travaux 

dans ce domaine. 

Lt importance particuliére des méthodes de détection de ruptures 

réside dans leur capacité A suivre les variations brusques d'un modéle 

paramétrique, ce dont les méthodes classiques de traitement du signal 

n'étaient pas capables. Elles ont déja fait l'objet de nombreuses 

applications, dans des domaines aussi divers que l'aérospatiale [6], 

l'électrocardiographie [27], la géophysique [3] et la surveillance du 

trafic autoroutier [26]. 

Une des techniques les plus utilisées est fondée sur la 

statistique du maximum de vraisemblance. Elie a donné lieu 4 l'algorithme 

GLR - Generalized Likelihood Ratio - surtout développé par A.S, WILLSKY et 

H.L. JONES [28,29]. 

Cependant cet algorithme présente certaines lacunes dans son 

application pratique; en particulier le niveau du test associé - clest A 

dire le choix d'un seuil de décision en fonction d'une probabilité de 

fausse alarme donnée - n'est pas clairement défini. De plus aucun résultat 

n'a 6té proposé & ce jour concernant l'optimalité de cette méthode et la 

convergence des différents estimateurs associés.
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Une approche intéressante de ce probléme nous est fournie par la 

théorie de la statistique asymptotique ( ef. LECAM[21] ), déja appliquée 

par J. DESHAYES et D. PICARD A la détection de ruptures de modéles [8-12]. 

Ces derniers 6tudient le comportement asymptotique des tests d' existence 

de rupture et des méthodes d' identification de cette rupture fondés sur la 

vraisemblance. Ils établissent des théorémes d'invariance sur les 

processus de vraisemblance. Ces théorémes mettent en évidence les 

"problémes de bords" (i.e. le comportement irrégulier du rapport de 

vraisemblance pour les instants, dans l'intervalle de test, proches des 

bords). Ils en déduisent des méthodes de pondération des bords qui leur 

permettent de caleuler le niveau asymptotique des tests de vraisemblance 

associés, ainsi que la convergence des estimateurs des différents 

paramé@tres. 

Nous utiliserons les mémes techniques de statistique 

asymptotique; cependant, nous allons considérer des ruptures sur un modéle 

différent de ceux de J. Deshayes et D. Picard. Le rapport de vraisemblance 

en fonetion de l' instant de rupture sera plus régulier, ce qui permettra 

de d&montrer sa normalité asymptotique locale; nous en déduirons des tests 

approchés plus simples que le test du maximum de vraisemblance,. 

La majorité des travaux parus dans ce domaine traite le probléme 

de détection de ruptures dans des systémes dynamiques en temps discret. 

Nous considérons le systéme linéaire en temps continu: 

ax, = {A x +a | at + B dW 
t t 

ay, = {H Xen fat + avy, 

{we} et {v,} sont des processus de Wiener; x désigne 1'état d'un systéme 

physique et Y, son observation, 

Nous nous proposons de traiter successivement le probléme de 

détection de sauts brusques sur le paramatre a, puis sur le paramétre A. 

Dans la suite de ce travail, les ruptures sur a (resp. A) seront appelées 

ruptures "additives" (resp. ruptures sur la dynamique).



Tif 

Par rupture sur le paramétre a on entend que lt équation ad! état 

s'éerit: 

ax, = { AX, +a | dt + B dW, pour t<t , 

aX = { AX, + a+ y | dt + Baw, pour t2t . 

Une rupture sur A est: 

aX, = {AX +a | dt + Baw, pour t<t , 

aX, = { (atr) X, ta | dt + B dW, pour t2t . 

L' instant de rupture ( t ) et l' amplitude du saut ( Y ouT ) 

sont les seuls paramétres inconnus,. 

Ayant observé (Yssstt, le problaéme de détection est de tester 

les hypothéses: 

Ho : Pas de rupture avant t (i.e. t2t) , 

contre H, : Rupture avant t (i.e. t<t) 

et dans le cas ot H, est accepté, de donner une estimation de l' amplitude 

du saut. 

Le présent travail a pour buts : 

(A) De développer des tests approchés plus maniables que 

le test du maximum de vraisemblance; 

(4A) De démontrer l'optimalité de ces teats sous une 

asymptotique convenablement choisie, par exemple 

l' amplitude du saut + © ,, ou lt intensité des bruits 

Wet V + 0 ; ces deux asymptotiques seront utilisées 

dans notre travail.
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On résume les résultats obtenus: 

Chapitre I .Détection de ruptures "additives" 

Nous présentons l'algorithme GLR. Ensuite nous traitons le cas Y 

econnu puis le cas Y inconnu. 

L'asymptotique considérée est: Amplitude du saut = 1 y avec e+0. 
€ 

La démareche est la suivante: 

2. 

3. 

pee? 

correspondant A notre probléme. 9 désigne i'ensemble des 

paramétres de ruptures: 0 = { (1,¥) ; OStS1 , yer" } ( si Y est 

Nous construisons { ; 9@0 |} le modéle statistique 

connu, 9 = { t ; OStS1 } ). 

Nous démontrons la normalité asymptotique locale de (Pee), Le 

rapport de vraisemblance normalisé: 

(e) 

est approché par la fonetion aléatoire de structure simple: 

exp { U.d, 9 - lu.F(e)u } 
2 

of A, 9 ‘suit une loi gaussienne N(0,F(@)). 

Notre approche du probléme de détection de ruptures est la 

suivante: A l'instant t , pour t<t, on teste: 

Hy : Pas de rupture avant t , 

contre H, : Rupture avant t .



Les résultats de 1'étape 2 nous permettent de construire, 

(i) dans le cas of Y est connu: Un test asymptotiquement 

localement le plus puissant de Hy contre Hy ’ 

(ii) dans le cas ot Y est inconnu: un test asymptotiquement 

localement sans biais de puissance maximum de Hy contre Hy. 

4, Dans une derniére é6tape nous 6tudions les proriétés de 

l'estimateur du maximum de vraisemblance. Nous démontrons en 

particulier sa consistance, ainsi que sa normalité et son 

efficacité asymptotiques. 

Chapitre II. Détection de ruptures dans la dynamique 

Ce problaéme est beaucoup plus délicat que le précédent; en 

particulier, l'algorithme GLR n'est plus applicable. Nous. traitons en 

détail le cas f connu. Nous reprenons les étapes 1,2,3 du premier 

chapitre. La premiére étape, ainsi que la seconde, sont sensiblement 

différentes dans ce nouveau probléme; en revanche la troisiéme é&tape est 

identique. 

En: conclusion nous reprenons quelques problémes non abordés, en 

particulier la mise en q@uvre pratique des tests proposés dans les 

chapitres I et II. Nous formulons quelques remarques sur le probléme des 

ruptures dans 1'équation d'observation, ainsi que sur une approche plus 

générale du problame de détection de ruptures dans un modéle stochastique 

partiellement observé.



NOTATIONS 

L(1,t) Osi t<t , 1 si ter . 

transposée de A. 

ata. jy Ae Re'™ pg Rem, 

désigne la norme euclidienne pour 

tout aeiR™P [| A|? = trace(A.a) J. 

lim| A, - B f=o. 
70 

Si X est une variable aléatoire définie sur un espace 

(9,B,P) , loi{ X | P | désigne la loi image de P par X. 

si { (9.,B_,P_,X_) ; 0<es1 | est une suite de 
€ € € € 

variables aléatoires: 

Poli Xx. 

e670 

loi 

€ e670 

Lim-P | |X -x [>¢ } = 0 ¥er0 ; 
670 

:  loi{ x1, | ===> 1oi{X} 
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Chapitre I 

DETECTION DE RUPTURES "ADDITIVES" 

On considére le systame linéaire : 

aX, = {a Xx +a+ Ert,t) y | dt +B aw, », X =x 

(1) 
dy, = { HX, th } dt + av 

t t , 0 

Osts1 . two) & {v3 sont des processus de Wiener standard indépendants. X 

et W sont & valeurs dans in” ; Y et V sont A valeurs dans n°, Les termes 

A,a,B,H,h, x, sont supposés connus. Les coefficients A,a,B,H,h peuvent 

éventuellement dépendre de t de fagon mesurable et bornée. (t,t) = 1 si 

t2t, O sinon. +t @ [0,1] est un paramétre inconnu qui désigne lt instant de 

rupture, Y @ R désigne l' amplitude de celle-ci. 

Le probléme consistera, au vu d'une trajectoire de (Yh a 

détecter une rupture éventuelle (i.e. 1<1), et & estimer les paramétres de 

la rupture.
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A priori 1l'élaboration du test du ‘rapport de vraisemblance 

associé A ce probléme nécessite une infinité de filtres (un par hypothése 

de rupture possible). Nous présentons dans la section 1.1 l' algorithme 

proposé par A.S. WILLSKY et H.L. JONES pour pallier cette difficulté. 

Celui-ci permet de caleuler le rapport de vraisemblance A partir d'un 

unique filtre - fond& sur l'hypothése de non-rupture - et d'un terme 

déterministe - appelé signature - calculable de maniére séquentielle. 

Dans les sections I.2 et I.3 nous menons une étude asymptotique 

qui nous conduit A proposer un nouveau test approché pour ce probléme. I1 

stagit d'un test plus simple que celui du rapport de vraisemblance. Nous 

étudions ltoptimalité asymptotique de ce test, ainsi que les proriétés des 

estimateurs des différents paramétres de la rupture. 

L'asymptotique principalement utilisée dans ce. travail est : 

"amplitude du saut + ©", En fin de section I.3 nous présentons une autre 

asymptotique équivalente, en section I.4 nous reviendrons sur ce probléme 

de choix d'une asymptotique.
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I.1 L' ALGORITHME G.L.R. 

On considére CK, R(t). v4) respectivement l' estimation de Xe la 

covariance de l'erreur X 7K et l'innovation donnée par le filtre de 
t 

Kalman-Bucy suivant : 

dX, = {aX +a} dt + R(t) HY dv 
t t 

(4.1) dv, = at, - (H x +n} de Vv. = 0 

qd R(t) = A R(t) + R(t) AT + BBY. - R(t) HtH R(t) , R(O) = 0 

dt 

Ce filtre n'est optimal que dans le cas ot il n'y a pas eu de rupture 

(i.e.121). En effet, le filtre de Kalman~Bucy optimal ( RY a(t), vM) 

associé au systéme (1) s'écrit : 

aght)) {a x (1¥) 30r¥) + a+ E(c,t) vy} dt + R(t) Htdy t t '*o Xo 

(tY) _ _ s(t) (t¥) (1.2) dv" = d¥, {Hu Xt } at rVg = 0 

da. R(t) = A R(t) + R(t) At + BBY - R(t) HTH R(t) , R(O) = 0 
dt . 

On stapergoit que la covariance R(t) ne dépend pas des paramétres (t,Y). 
« Y 

L' innovation yt ) est un processus de Wiener standard et on peut écrire v 
(tY) 

en fonetion de v de la maniére suivante : 

dv, = d{ v,-vitM ]} + ay {tY) 2 
t t t t
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On vérifie aisément A l'aide de (1.1) (1.2) que H { grY) ke } = St Y 

avec st défini par : 

t 

(1.3) Sire HJ w(t,u) E(t,u) du 
0 

od l'application ¥ 4 valeurs dans w™" ost donnée par : 

(1.4) a ¥(t,s) = { A= R(t) HTH} ¥(t,s) , ¥(s,8) = Te 
at 

Remar que t 

¥Y est la résolvante correspondant A 1' équation de x qui d'aprés 

(1.1) peut s'écrire sous la forme : 

aX, « { A-R(t)HtH | x, dt + { a-R(t)H'h } dt + R(t)H a, 

Pour 0 $ s,t $1, 1a matrice ¥(t,s) vérifie les propriétés suivantes qui 

seront fréquemment utilisées par la suite : 

* vst) = ¥(tys), 
* o<t, s ] ¥(t,s) | s Cj, <e 

Tt 
5 est appelée la signature de la rupture, elle est 

déterministe done précalculable pour chaque valeur de 1. Finalement, v 

vérifie : 

t (t¥) 
(1.5) dv, = S, Yat + dv 

ot Ss, est défini par (1.3)(1.5) et yi) est un processus de Wiener 

standard sous 1'hypothése Hy(t,¥) (i.e. rupture A l' instant 1 d! amplitude 

Y).
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Pour déterminer la loi P. Y du processus vy solution de (1.5) on 
, 

utilise la représentation canonique : 

* (Q,B) = ( c(Lo, 11339) , tribu borélienne ) , 

* vy processus canonique sur (2,B) (i.e. V, Cw) =u, ) , 

® PL la mesure de Wiener sur (9, B) . 

Sous. Py v est un processus de Wiener standard. Posons : 

t 

(ty) . i T 
VE = 3 Su Y du 

' (rY) Comme iF Is; y |? dt < , d'aprés le théoréme de Girsanov, v‘"'’ est un 

processus de Wiener standard sous la loi Pe y définie sur (9,B) par 
, 

(1.6) PY = Wt,Y) 
aP 

1 
ot L(t,Y) := exp iF { St Y. dv, - % Is ¥ 2 at | 

Si Hy désigne l'hypothése de non-rupture et HC) l' hypothése 

de rupture 4 l' instant 1 d' amplitude Y, on a le résultat suivant : 

* sous H. : v suit la loi P_., 
0 WwW 

* sous H,(t,Y) : v suit la loi P , 
1 TY. 

et le rapport de vraisemblance dP y/o, est donné par (1.6). Le rapport 
, 

de vraisemblance. de l'hypothése H = 1H, (1) ; 

Ost<t , Y © R'\{0} | stéerit : 

contre l'hypothése H 
0 1 

L r= sup { L(r,¥) 3 OSt<1 , YER {0} |
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Posons : 

D'apras (1.6) : 

L(t,¥) = exp { Y.M 

ai?s est une matrice symétrique définie non-négative, supposons-la 

définie positive (¥1<1). On peut alors poser : 

@ Arg max exp{ % MP gy ltt y(t) y »
 

(1.7) Ost <I 
t= a),7! yf) 

il est facile de voir que : 

(1.8) b= L(t.) = mx { L(t) ;081¢1,7e RR] 

Ainsi le test de rupture s'effectue de la maniére suivante : 

(1.9) siL sec (resp. >e) : on accepte Hy (resp. Hy) 

od ¢ est un seuil donné. Et les estimateurs du maximum de vraisemblance 7 

& ¥ des paramétres 1 & Y sont donnés par (1.7).
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Remarque: On est ainsi confronté A plusieurs difficultés. D'une part, 

la définition correcte du rapport de vraisemblance (1.8) (en 

(15), d' autre part, le choix particulier l'inversibilité de la matrice <M 

du seuil ¢ dans (1.9) en fonetion d'une probabilité donnée de fausse 

alarme : 

a= Placcepter H, |Hp) . 

Ce dernier probléme - le calcul du niveau du test (1.9) - n'a 

pas de réponse simple. Une. possibilité consiste A faire appel A des 

méthodes de statistique asymptotique (ef IBRAGIMOV-HAS'MINSKII [15], 

KUTOYANTS [20]). Dans notre probléme on introduit un paramétre « @ 0,1] 

de telle sorte que pour c¢ + O le modéle statistique initial est 

asymptotiquement équivalent A un modéle exponentiel. Enfin, dans le cadre 

de ce modéle exponentiel, on introduira un probléme de test unilatére qui 

nous permettra de résoudre le probléme de détection de ruptures.
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I.2 RUPTURE D' AMPLITUDE CONNUE 

Dans cette section on suppose que le saut Y de la rupture est 

connu. Le probléme consiste alors a détecter une rupture éventuelle et 

ensuite A déterminer un estimateur 7 de l' instant de rupture. 

Lt asymptotique considérée est l' amplitude du saut Y tendant vers 

l’infini. A la fin de cette section on fera une remarque concernant une 

autre asymptotique: covariance de W et V + 0. 

On considére le systame : 

ax, = { a X tat 1 x(t,t) y } dt + Baw, » X, =X : 0” *o 
(2.1) 

ay, = { HX, +n f dt + av, » Vy = 0 

ot c¢ @ J0,1] et le filtre : 

aX = {aX +a fat + R(t) WY dy 1 Xp =X 

(2.2) qv, « d¥, - (HX, +n tat 1% 20 

gd R(t) = A R(t) + R(t) AN + BBY - R(t) HTH R(t) , R(O) = 0 
dt 

En reprenant la construction faite dans la section précédente, 

on vérifie que sous l'hypothése H, (1) (i.e. rupture A l' instant +t) v suit 

une loi pe) sur (9,B) définie par : 

ap(®) i 1 
a = L(t) t= XD Jy 1 4 S(t.) .dv t > sl | Str.) ? at |
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ot S(1,t) = Ss; yY (of. (1.3) (1.4)) et PL est la mesure de Wiener. Sous 

1' hypothése Ho (i.e. pas de rupture) v suit la loi Pie De plus v admet la 

représentation : 

(2.3) dv, = L s(a,t) dt + ayler) 
€ 

(e) 
T 

ot ed est un P’*’- processus de Wiener standard. 

I.2.1 Normalité asymptotique locale 

Dans cette section on établit la normalité asymptotique locale 

de la famille des lois {p‘* t ; OStS1}. On considére l'information de 

Fisher : 

1 . 

F(t) := J | S(t,t) |? dt 

as" 
yYre —% y= -H ¥(t,t) Y si tat, O si t<t. 8(7,t) = § — 

at 

t 
t 

Dans la suite on sera amené 4 considérer des points 1 tels que 

F(t) > ©. Pour avoir cette propriété, il existe. des conditions 

suffisantes, par exemple : 

PROPOSITION 2.1 

Supposons le systéme (2.1), aniformément complétement 

observable, c'est a dire : il existe o,8,6 > O tels que pour 

tout o,t @ [0,1], 

otT2 6 ==> O0< a Taxn S$ Glo,t) $8 Taxn 

O% G(o,t) est défini par :



10 

6 
G(o,t) := in O(t,o)' HH O(t,o) dt 

3 (t,s) = A o(t,s) » (3,8) = DL 
ot 

alors : ¥ 1 @ [0,1-6], F(t) > 0 

Pour plus de détails concernant les problémes 

d'observabilité dans un sytéme linéaire on pourra se référer & FAURE et al 

(13]. 

Preuve : 

() . 

On définit : Hlo,t) := [ w(t,o)' HtH ¥(t,o) dt oG ¥(t,o) est défini par 

(1.4). La proposition découle des relations : 

G(o,t) $ H(o,7) 

et 

F(t) = ¥t ¥(1,7)' HO1,7) ¥C1,7) Y 

On considére la renormalisation suivante du rapport de vraisemblance : 

ap ©) L_(tteu) 
(2.5) Z. eo) ¢= treu = € 

’ apt®? L(t) 

of ué De aint u: OStteuS1 }. Par définition de L(t) 

1 

Zz (u) = exp{ 1 iF {S(r+eu,t)-S(t,t)}.dvier 
€ t 

- 1 
De? 1g | S(tteu,t)-S( t,t) |? at |
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THEOREME 2.2 

Soit + @ [0,1], posons: 

1 : -1 
Aeit = iF S(t,t) . {dv, e Sr,t) at} 

Ze Ay) admet la représentation suivante: 
F 

227) * exp{ u A. 7 uF Fr) + 0, I 

avec: 

; Ce) yo . (A) 1oi{ bee |P. } = NCO,F(rt)) , O<es1 ; 
’ 

(AA) pour toute suite {ut bornée: pain (e] a) -=0. 
€,T 

e>0 ’ 

Preuve : 

1 
Par définition: A | = I S(r,t) ayer? . 

aT 

Ainsi pour montrer (4), il suffit de remarquer que sous la loi pie) 
(e,t) 

Vv est un processus de Wiener standard. Pour (AA) on pose 

os -; 2 oe : LogZ, (a) u 4. : + ¥ u? F(t) 

Soit fa} une suite bornée, posons a= €u 

1 

Oo. u. =u, I { 1 {S(t+a, st}S(t,t)} Br,t) |. aie? 
t 

4 

1 
- ku? if L {1 {8(r+astS(x,t)} |? - | Sr.t) P| at 

€ a €
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Comme $(t)t) = -H ¥(r,t) ¥ si ter, O ai t<r , il n'est pas difficile de 

vérifier que: 

1 . . 

if | S(t+6,t)-S(1,t) |? dt + 0 quand 6+0 . 

Loi{ A | ple) } = N(0,02) avec: 
€ T i> 

1, . 
of iF Ja (Srta,sthS(t.t)) - SCrst) |? dt 

Pact [pieserdeean os = o | 4%, 9 (S(t+8,tS(,t)) as |? dt 

1 

Fs max iF | S(t+8,tS(1,t) |? dt m= 0. 
+0 

lélsla, | 
Par un raisonnement similaire on montre que B50 Oo. 

I.2.2 Test d' existence de ruptures 

Au lieu de tester t<1 contre 121 , on se fixe T<1 tel que F(%)>0 

, et on considére le probléme suivant: 

tester Hy : pas de rupture avant 7 (r2T) , 

contre Hy : rupture avant f (1t<%) . 

De cette maniaére on obtient un retard minimal & la détection de 

1-% On s!apergoit en fait que ce retard est inévitable ( cf. 

BASSEVILLE~BENVENISTE [3], WILLSKY-JONES [29] ). En effet on ne peut pas 

tester les hypothéses de rupture a un instant trop proche de 1' instant 

final 1; la quantité d'information contenue dans l'observation entre t & 

1 risque d'@tre insuffisante pour que le test se fasse dans de bonnes 

conditions.



13 

On pose : z.(a) t. 26,704) » AL ts A. 7 Fors F(Z) 

0.(u) : 0, ga) ; 

De v= {us tteu@ [0,1] , OSU<K} ; 
e,K 

DEK := { uc: tteu @ [0,1] , -K<usO } ; 

(e),_ ple) Ce), aCe) 
Pate Peteu » Eye Eeeeu 

Aprés changement de variable le probléme de test initial est &quivalent a: 

H :uzo0 contre H, : uso 

Nous allons proposer un test de Hy contre Hy » et nous 

étudierons ses propriétés asymptotiques; pour cela nous introduisons les 

définitions suivantes ( ef. CHIBISOV[7], ROUSSAS[23] ) : On appelle test 

toute famille {9} d' applications mesurables oo (Q,B) + (0,11,Br 4 44) 

. Etant donné a € J0,1[ une probabilité de fausse alarme, un test 6 = {6} 

de H, contre H, est dit de niveau asymptotique a si : 
1 

(2.6) lim sup (ua) Sa , ¥K>0 , 
670 ueD° 

e,K 

of 
.. ple) 

B,(u,9) : EY >. 

* 

Un test @ = {on} de Hy contre H, est asymptotiquement localement le plus 
1 

puissant (ALPP) au niveau a, s'il est de niveau asymptotique a et si pour 

tout test 6 = fo] de niveau asymptotique a: 

(2.7) lim inf { 6 (u,6*)-g (u,o) }20 , ¥KDO. 
e>0 ued? é é 

>
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THEOREME 2.3 

On considére le test o* défini par : 

%, 
1siF 74 sC (accepter H,) 

& a 1 o* = 
€ 0 si pre A. >C (aecepter H_) 

€ a ° 

ot co aésigne le (i-a) quantile de la loi N(0,1) . $* est ALPP 

au niveau a. . a 

Avant de démontrer ce résultat, on considére le lemme suivant : 

LEMME 2.4 

Soit f, @ L’(a, B,P 

{ut suite bornée : 

avec || f. I, sec. ¥e @ Jo,1], et ¥ 

(e 
ie) 

aie) { f. exp{ ud 7 hue F + O(a.) 1 

. (e) . 2 
230 Ey { f. exp{ ud, ¥ ue F} } 

Preuve 

| Be exp{u_a, - 4 uz Fo+ o.(u)t - Bp exp{ uA - 2 ote RUE TI 

sec BC exp{ ued, 7 Bus F | | exp 0, (u,) P14] 

(e) 
Loi{ 4. [Py } = N(O,F), ainsi Bo" exp| uA, -% ue F } = 1, on peut done 

définir une loi P¢e? Di 0 ars 

~(e) 
oP 5 

ap(e) 

0 

:= exp{ ues, ~¥% u2 F I
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Ainsi : 

(A) B\expfu.a, ~ kuz Ft | exp(O,(u.))=4 | = ate) bexp(0, (ad-4 | 

Puisque exp (0 (ud) 2 0 p.s., une condition suffisante bien connue pour 

que l'expression (4) tende vers 0 est : 

a(e) _ . 
(aA) Eo exp(0 (u.)) =1, (¥e) ; 

(AAA) BC) -1im exp(0 (u,)) = 1 
670 

(Ad) découle des définitions de 5 et Z (ul). Comme Poe et 

mesures équivalentes, la convergence (AA) est équivalente a: 

pe ) dim exp (0. (u, )) = 
70 

qui se déduit du théorame 2.2 . 

Preuve du théoréme 2.3 : 

Soit {o.} un test de niveau asymptotique a : 

a, ¥KOO. 

ple) 
Po sont des
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Il s'agit de montrer que (o8} est de niveau asymptotique a et que: 

(a) tim int BCS) { oe - 6 | 20, ¥ KOO. 
— 1 u € € 
e770 ued 

e,K 

a. 

Ce) ay L (e) a4 _ a 
sup £ of = sup E,”’o* expj uA %¥u? F + 0 (u) 

6 u € 0 0 “e € € 
uéD ueD 

e,K e,K 

(e) *% : - y2 Eo ox exp { uid. ¥ ue F + ofa) | 

ob u_ € De 
€ e,K 

(continue en u). D'apraés le lemme 2.4 on a done: 

réalise le supremum en u de l'expression considérée 

(e) : E * ~ cd - u2 
yep? u * e70 Ey % exp|{ uA. % ae F | 

e,K 

Fs sup te? o* exp{ u A. - 4 ou? F 
Py € € 

uéD 
e,K 

On pose @ «= pe cy : oe = 1 si 4 se » Osi Ag. Soit u20, 

(@¥-a) { exp(u A_ - % u? F) - exp(u @ - % u? F) |} ap(®) 
2 € & 0 

- fea fom | ap? + f (orgy fF apte?
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Done : 

Bf) ( 9#-q) exp(u A. - % u? F) 
0 € e ? 

S exp(u @ - % u? F) B\*)( ¢-a) 

= 0 5 car ae) o* =Q@. 

Ainsi , 

tin (e),y _ 2 
im sup Ey ot exp(u A. Ru? F) S$ a , 

e+0 ueD° 
e,K 

et par suite , 

lim sup B®) o* Sa. 
270 ued? € 

e,K 

De BSE) gs =a on déduit 
0 € 

iim sup B®) oF 2 a 
670 uéD° 

€,K 

En conclusion : 

(e) a» 
lim sup Ea ve =a, ¥KOO. 

Qo e670 ueDe Kk 

be 

Avec le méme raisonnement : 

lim int Efo) (gx . 5 a (Ako) 
1 ued eK



18 

= lim ine BS®) (o*-@) exp(u a. - & u? F + 0(u)) 
Do ve? 0 e € € € 

e,K 

2 lim int ES©) (o%-6) exp(u A_ - & u? F) 
e>0 ueD? 0 e € £ 

e,K 

2 lim inf exp(u @ - % u? F) B®? (o*-6 _) 
— 1 € €E 
e+0 ued - K 

, 

{ inf exp(a @ - %u? F) | lim B® (o8-0.) 
u<d 670 

Ww
 

et 

fe), 20 am phe) y ae war we. > _w:T 
lim E (or 9) a - lim Eo ¢2 4 lim sup E : 

e>0 ° +0 €70 ued? ik 

D'od (A). Ce qui achéve la démonstration du théoréme 2.3. ; Qo 

1.2.3 Propriétés de 1’ estimateur 

du maximum de vraisemblance 

On considére l'estimateur du maximum de vraisemblance de 

l' instant de rupture (avec les notations de la section 1.2.1) : 

a 
a. é@ Arg max L(y) 

Ostsi . 

= = 1 1 od L(t) a exp lo [1 s(r,t).dvy siz | Slut) |2 dt |
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t. est bien définie car (e,1t) > L(t) admet une version continue. En 

effet, il suffit de remarquer que : 

1 1 

iP S(t?,t) dv, - iF S(1?,t) dv, |? = gE, | 

1 

= J ] S(c?,t)-S(1?,t) |? dt 

$ |ut-r? f? max | (r,t) |? 
OSt,tsi 

1 

Ainsi t > iF S(t,t) dv, admet une modification pour Pp (done pour tout 

p{®) ) qui est continue; on en déduit que (c,1) + L(t) admet une version 

continue. 

Jusqu'A présent nous avons supposé F(%)>0, c'est A dire F(t) 

= ¥' M(t) Y > 0 , of M(%) est la matrice définie par: 

On suppose maintenant que la matrice M(%) est définie positive. En 

reprenant la proposition 2.1 ainsi que sa démonstration, on vérifie 

aisément la proposition suivante: 

t 
PROPOSTION 2.5 

Supposons le systéme (2.1) wuniformément complétement 

observable, alors il existe 6>0 tel que : 

¥r@[0,1-6] , M(t) >0.
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Dans cette section on établit des propriétés asymptotiques de t. 

lorsque e + 0. Ce type de probléme a &té largement étudié, notamment 

par IBRAGIMOV - HAS'MINSKII [15], et KUTOYANTS [18-20]. Les résultats que 

nous allons énoneer sont une application immédiate de KUTOYANTS [19]. 

Considérons les conditions suivantes : 

(c1) 

(c2) 

(03) 

t + S(t,t) est pour presque tout t & [0,1] absolument 

continue sur J0,7[ ; 

uniformément en 1+ @ J0,70 : 

1 . . 

lim Jl S(1+6,thS(1,t) [? dt = 0 ; 
670 

3 n> 0 tel que ¥ t,t’ € 10,2 

1 

iF | S€t,t)-S(tt,t) FP dt 2 nf tr fF. 

Sous ces conditions on a le résultat suivant : 

THEOREME 2.6 (KUTOYANTS [19] th.1) 

Si les conditions (ct) (e2) (¢3) sont satisfaites, alors en tout 

point 1° € J0,7[ : 

lim lim inf sup ghee? fee et $2 2B (ro) 
890 £70 {1#} [mre |< 6 

ot l'infimum est pris sur toutes les suites possibles {te} 

d'estimateurs de t.
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En particulier ; 

lim lim sup Be) <2 { 1 -1 }?2 P(r8) 
670 670 [i [<6 

Un estimateur sera dit asymptotiquement efficace s'il réalise 1'égalité 

dans itexpression précédente (¥ 1+° € 4J0,7[). Les propriétés de 

l'estimateur du maximum de vraisemblance sont énoncées dans le théoréme 

suivant : 

THEOREME 2.7 (KUTOYANTS [19] th.2) 

Si. les conditions (c1) (c2) (¢c3) sont satisfaites, alors pour 

tout K cC Jo,7f , K compact, l'estimateur du maximum de 

a 
vraisemblance t. vérifie uniformément en 1€ K: 

(e) 
= (A) 2 est consistant : P climt 27; 

€ 
e+0 

(AA) t. est asymptotiquement normal : 

sf trac (e) “i, loi{ L (@-t) | PL&’ f eee N(O,F(t) 2); 
- € T 

670 . 

(AAA) si & désigne une variable réelle N(0,F(1) 2), 

on a la convergence des moments : 

rim B®) {1 (@-c) JP = wee , ov pen ; 
ero * B & 

(Aa) is est asymptotiquement efficace.
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On vérifie maintenant les conditions (c1) (c2) (c3). Par définition de 

S(t,t) (ef. (1.3)(1.4)) 

t 

S(t,t) = H I. t ¥(t,s) ds Y 
a 

Ainsi (cl) se vérifie aisément. De plus $(1,t) = - H ¥(t,t) Y si ter ,0 

sinon. Done : 

1 
I! S$ (1+6,t}S(1,t) |? dt 

1 
s if | H {y(t,r6)-¥(t,c)} ¥ |? dt 

1 tr6 

= iF ju f {-¥(t,s) {A-R(s)H'H} fds y¥ |? at 
Tt 

Sc 6? 

ear R(t) et. p(t,s) sont dornés (¥ t,s). On en déduit (c2). Soit t, 1', @ 

J0,#f, t < t! 

1 
iF | S€r,t)-S(c',t) [2 dt = 

1 at at 
f lu f  ¥(t,s) ds ¥ |? at 0 

tat 

iv
 

1 tT 

J JH w(t,z) f ¥(ts) ds ¥/? at 
t 

' ' 
T 

{ J v(zs)asvy}.mMc@) { f vs) as yt 
Tv T 

Il existe o @ Jr,1t'£ tel que : 

tt 

[> vets) ds = (t'-1) ¥¢t,0) 
Tv
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Done : 

4 

iF | S(t,t)-S(rt,t) [2 at 2 

2 (tt-1)? { ¥Cz,0) yb. Ma) { ¥Ct,0 ¥ | 

2 (th -1)? 

avec : urs min Y' ¥(#,0)' M(@) ¥(%,0) Y. 

Osas1 

Il existe 3 réalisant ce minimum, comme ¥(%,3) est inversible et 

y¥ #0 on a ¥(7,8)¥ # 0. Enfin, on a supposé M(t) > 0, d'ob wp > 0. Ce qui 

achéve la démonstration des conditions (c1) (¢c2) (3). 

Remarque : Précédemment nous avons considéré  1' asymptotique 

"Amplitude du saut >”". D' autres choix sont possibles, par 

exemple : "covariance de W et V > O". On considére le systéme: 

aX, = {a X, + a + £(r,t) ¥ }dt +e dW. Xt 9) re) 
(2.8) 

av, = {4 Xn } at +e av, »¥) 20 

Osts1,0<¢< e871. Les hypothéses sont celles du début du chapitre I.
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Le filtre correspondant au systéme (2.8) , s' écrit: 

ater) = {A ger, a+ o(rit) yP at +L Roe (ty wrayer” : t 

(e,t) | 4 . s(e,t) due 1 { ay, (HX, +h}dt | 

ar®®) (by = ar) (ey + RO (Epa + etear - 1 nce yar aR © () 
€ dt 

La covariance R°®) (¢) ne dépend pas de t et peut se mettre sous la forme 

n°) 4) = ¢? R(t) , o& R(t) est solution de l'équation de Riccati: 

@ R(t) = A R(t) + R(t) At + BBY - R(t) HTH R(t) 

dt 

Par ailleurs le filtre correspondant A l'hypothése de non 

rupture s'éerit: 

at) {a RE) a te oleyt) vated R=) (ty Hravi®? 
t t : t 

(ey) 1 4 . s(e) 
due" 1 { ay, (HX +h fat | 

Ainsi: € ave? = € aye) veer) ) te ayer”? 

= H{ Rlert). xe) bdt +¢ aveer®) 

En reprenant la définition de Ss, ( ef.(1.3)(1.4) ) on vérifie sans 

difficulté que:
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g(e,t)_ gle) . at H{ & x } sy 

On obtient donc le systéme : 

(e) 1 qt (e,T) 
dv, = Ss, Y dt + dv, 

Les deux asymptotiques : " Amplitude du saut + » " et " intensité des 

bruits + 0 " , sont done équivalentes. Nous reviendrons en conclusion sur 

différents choix possibles d' asymptotiques.
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I.3 RUPTURE D' AMPLITUDE INCONNUE 

Dans cette section le paramétre inconnu est 6 = (1,Y), od t @ 

[0,1] désigne l'instant de la rupture et Y @ R\ {0} l'amplitude de 

celle-ci. 

On rappelle que le systéme est : 

= 1 = aX, {A Xtat 4 U(r,t) y } dt +B aw, » Xp X 

(3.1) 

ay, = { H xX + } at + av, » Y.=0 

e € 10,1]. Et que le filtre basé sur 1’ hypothése de non-rupture s'écrit : 

ra a ' a 
aX, {A yt a } at + R, Ht dv, , x = x, 

(3.2) dv, = a¥, - { k XA } at Vy = 0 

= ' to. 1 = o RL = AR +R, AY + BBY - RL HTH OR, » R= 0 

Sur l'espace canonique (2,8) introduit 4 la section I.1 

* sous i'hypothése Hy (i.e. pas de rupture t 21) v suit la loi 

Pp (mesure de Wiener sur (Q,B) ) ; 

* sous l'hypothése Hy (Ce), e=(t,Y), (£.e. rupture A l'intant t 

d' amplitude ¥) v suit une loi ple) avec : 

(3.3) are fla . we 7 L,(8) = exp J, { 4 s(a,t).av, - aie | 8(8,8) 2 at |
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Od S(6,t) est défini par : 

S(e,t) = S" ¥ 
t 

+ t 

(3.4) 5. = 4H J ¥(t,s) I(t,8) ds 

2 ¥(t.s) = { A-R, HTH | ¥(t.s) , ¥(s,8) = Ty 
at 

Enfin, v admet la représentation : 

(3.5) dv, = 1 s(a,t) at + avier®) t ¢ t 

ot ler) est un processus de Wiener standard. 

Le probléme consiste ici au vu d'une trajectoire {vy ; OSts1} de 

détecter une rupture éventuelle (i.e. +t < 1) et d'estimer. la valeur de 

l' instant de rupture t ainsi que celle du saut Y. Il s'agit done d'un 

problame de test en présence de paramétres fantémes. 

1.3.1. Normalité asymptotique locale 

On établit la normalité asymptotique locale de la famille de 

(2), 9¢0} , © = [0,1] x IR™\(0}. Posons : lois {P, H 

$(o,t) = Sify = ast y 
ot 

Tv dx(1+n) y| Ss, ) @R 

(3.6) 1 

F(a) = iF V(e,t) . VC6,t) dt 

1 
A 0 W@.t) » C due = 1 scat) at | €,6 * J
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¥(0,t) désigne la différentielle de S(6,t) par rapport & 6 et 

F(6) l'information de Fisher. On considére la renormalisation suivante de 

rapport de vraisemblance au point 6 € 0: 

(e) 
1 4) - dP ase L,(éreU) 

Ey . ap (©) L(@) 
@ 

ol UED. 4 i= { Us(u,v) € IR«R": ote € oO | . D'aprés (3.3): 

1 
(3.7) 2. U) = exp L | (scoreu,t)-8(8,t)}.avoe® 

€,6 e 0 t 

1 
~ 1 - si if | SCe+eU,t)-S(e,t) [? at | 

THEOREME 3.1 

Soit @ € 9 , la famille de lois { ; 9€0 } est 

asymptotiquement localement normale au point 8. Plus 

(e) 
Pe 

précisément, 2. iY) admet la représentation : 

2. g(U) = exp{ Ut a, -%& Ut Fle) U + 0, g(¥) } 
€,8 

avec : 

(A) loi{ a | pie? } = NCO, F(8)) ; 
e,@ 8 

(AA) pour toute suite tu} bornée 

Pe?) -1im 0, 9U, =o 
670 ; é
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La démonstration de ce théoréme utilise le lemme de dérivation 

suivant : 

LEMME 3.2 

Pour tout @€ 0: 

-2 1 

lim |6 | iF ] SCo+s,t)-S(e,t)-Vle,t) 6 |? dt = 0 
670 

cette limite est uniforme en 6 € ((t,¥) € 9; |7¥]|s k} quel 

que soit k>oO. 

Preuve : Soit 6 = (u,v), 

1 
iF | S(o+6,t)-S(0,t)-¥(6,t)6 |? dt = 

1 
f ttu Tv £T T + - - - 2 0 |S, (tv) 5, Y sy Yu Ss. v |? dt 

1 
THU _ gT L 6 T tty Loot 2 

if | (s, S.7 us) y+ (S S.) v |? at 

1 
THU L ogt _ 37 tra T < oc iF Is, S7 us, |? dt +e iF | 8, - s. [7 |v |? dt 

Notons ut=min(utt,t) , u?=max(utt,t). 

2 u 
- THU LD oT LL BT THU Lat gt A Jalst S. vstpate iis’ S, 7 u Sy |? at 

=: Al + A?
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1 t t 

Abo j [H J ¥(t,s) ds - H J ¥(t,s) ds + u H ¥(t,t) |? dt 
u? ttu T 

1 T 

sec | | J { v(t,s) - Las } ds |? dt 
2 n 

u ttu 

sec fuf? max | ¥(t,8) - 1 |? 
[t-sfsu nan 

t 

comme: wit,s) = I + ff (ACRHYH) ¥(tyr) dr nxn s 

- 2 < - 2 | ¥(t,s) Loan | sec|t-s | 

On obtient ainsi A’ s$ clu |* . Soit uz0, 

Tt t 

Az = f lo-nf ¥(t,s) ds + H¥(t,r) u |? dt 
T t 

tu ot 

- 2 Sc J} ¥(t,s) ds -u Ten | dt 
Tt Tt 

teu ot 

- - - 2 = ¢ J | . {¥(r,3) Lien! ds - (utt-t) To |? at 

sec {lul?+ful®} 

De méme, si usO A? § c |u ]?. Par un raisonnement similaire on peut 

montrer que B se {fu |]? +]u [* } |v |?. En conclusion: 

-2 1 

[6 | iF | SCo+6,t)-S(6,t)-0(0,t)6 |? dt 

se{lul+lujt+jul*+tv i? | 

oh la constante ¢ ne dépend que de k.
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Preuve du théoréme 3.1 i) 

1 
; . . (e,6) 

Par définition : Ae 9 iF V(e,t) . dv, 

ot yber8) est un poe processus de Wiener standard et 9(9,t) est 

déterministe. Ainsi sous pie) ’ A. 8 est un vecteur aléatoire gaussien 
: 

centré de covariance : 

1 

if V(e,t) . ¥(e,t) at = Fle) 

Pour montrer (AA), on pose : 

O_ ,(U) := Log Z. gf) -wu' A t 

€,8 , eg 7 2M FCO) U 

Diaprés (3.6) et (3.7): 

o a Ci 

{ 1 
e| J { SCeteU)-8( 0) }eayle®) -4e? if | S(eteu)-S(e) f? dt 

1 1 
- | v(e) U beayle?®) +¥ if | ¥Ce)U |? dt 

1 
{U| {elu} } 1 iF { S(e+eU)-Ste)-V(adeU }.dv 

1 
o | 

(e,6) 

-%jul}? {elu ys? J | SCe+eU)-S(@) |? - | VCadeu |? fat 

me ~ 2 : [UJAL- £1UP B, 

1 1 1 1 
(*) on note : iF f(6,t) dv, = iF f(e) dv , if f(6,t) dt s I, f(@) dt
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Soit {U} une suite bornée : |0, ,(U,) | s e]a | + & c® | B_ |. Sous 
(e) € €, € € € 

Py vA suit une loi gaussienne centrée de variance : 

1 

02 i= {e JU. |}? iF | S(e+eU_)-S(9)-V(o)eU, [2 at 

(e) 
d'aprés le lemme 3.2, oF > 0. Ainsi Py -lim A. =. 

€70 

Par ailleurs, posons 5. =e Ue 

-2 {' : , i 

|= 16] | p | S(e+s_)-8(9) |? at ~ Jy | 9(0)8. |? at | 

1 1 
-1 

| | J | SCo+6.)-SC8) |? dt 2 { if | vcas. |? at | 

It Or
 w
e
 

1 ; 1 
-1 

« [6 | | J | S(o+8_)-8(@) |? at ye a { iF | ¥Ca)s, |? at ye 

-1 (' y 

151) 1 Jq | 8(ors,)-S(0)-¥(0)6. |? at 1? x WA
 

3 

1 1 
-1 = 

x { ls. | { J | S(e+5_)-S(@) |? dt pes 2 1s. | Vy iF | ¥(e)6_ |? at ye | 

Ce qui achéve la démonstration du théoréme 3.1
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1.3.2 Test d'existence de ruptures 

Soit 6 = (#,¥) @ © = [0,1[xIR™\{0} tel que : 

(3-8) F(6) > 0 (i.e. définie positive) 

Dans la section suivante on donnera un exemple de condition suffisante 

pour que (3.8) soit vérifiée. Comme dans la section 1.2.2, on s'intéresse 

au probléme suivant : 

tester Hy : pas de rupture avant % (ive. t 2 7%) 

contre Hy : rupture avant 7 (i.e. t < #) 

On pose 

ZU) is 26, 56Y) » Al ts 4.8 ', Fors Fe), 0,0) = 6,6) 

De r= { Us(uyv) @ ReR" : rev eo, |UlSK,u2z0} 
? 

Di te { Us(uyv) @ RxR" : GreV eo, |U;sK,uco} 
? ’ 

Pose Py Bee BO) PEED cw PL), we) ee 8) (ualayyd) 
8 i] , 6+eU ; 6+eU 

Aprés changement de variable, le probléme devient : 

tester Ho : u 2 0 contre Hy sucd . 

DEFINITIONS 3.3 

On appelle test toute famille 6 = {9 30<es1} a' applications 

mesurables %, : (Q,B) + ([0,1],Br 4 iP: Etant donné un test 4, 
ba 

on pose : 

B 1V¥,o be (e) _ fu v,o) ay ®
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Un. test 6 est dit de niveau asymptotique a € JO,1[ si ¥K>O: 

lim sup 6 (u,v,®) S$ a. 

e>0 (u,v)ED? x 

Un test ® est dit asymptotiquement sans biais (ASB) de niveau a 

si¥K> 0 

(3.9) lim sup 8 (u,v) Sas lim inf B (u,v,9%) 

670 (u,v)eD? e>0 (u,v)eD? € E, WK K 

Un .test * est dit asymptotiquement sans biais de puissance 

maximum au niveau a s'il est ASB de niveau a et si pour tout 

test ¢ ASB de niveau o et ¥ K > 0 

(3.10) Lim inf { 8 (usv,@*) - B(a,v,o) | 20. 
270 (u,v)EDi . 

Pour construire un test asymptotiquement sans biais de puissance 

maximum, on suit la méme démarche que dans le cadre non-asymptotique du 

probléme de test en présence de paramétres fantémes. On pose A. = (ar Ae) 

avec Ae A valeurs dans IR, at & valeurs dans IR". On définit une 

application mesurable 6* 

1 si 6! § p(6?) 

0 si 68 > p(6?) 
(3.11) o*(6',67) 

ot 6? + 9(67) est choisie telle que : 

(3.12) B®) | o*(A2, 8") | A2=6? bea, ¥ 8% pap. 

On donnera dans le lemme 3.6 la forme explicite de p(.) qui ne dépend pas 

de ¢. On introduit le test ©* suivant : 

(3.13) ox te oF(AL a2)
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THEOREME 3.4 

Le test o* défini par (3.11) (3.12) (3.13) est asymptotiquement 

sans. biais de puissance maximum au niveau a. 

On introduit les notations suivantes : 

Notations 3.5 : 

Soit A = (A',A*) un vecteur aléatoire gaussien N(O,F) sur un 

espace probabilisé (2,T,Py)5 A A valeurs dans xR”. Sur (3,T,P,) on 

définit : 

(a) N(d6?,d6?) la loi de (A1,A?) ; 

(AA) N3 (dé? | 6?) la loi conditionnelle de A! sachant que A?=6? ; 

(AAA) N2(d6?) la loi marginale de A? . 

De plus, sur (2,T) on définit la loi Pa y par: 
’ 

dP = exp(uA!+v.A?) C(u,v) dP (u,v) é IRxR™ 
u,v 0’ 

ot C(u,v) = exp(-% U.FU) = { Ey exp(ud)+v.A?) yo , Us(u,v) . 

Sur (2.7 P, ,) on pose : 

(A) R. _(d6é',d62) la loi de (A',A*) ; 
U,V 

(AA) Ry Cds? | 6?) la loi conditionnelle de A! sachant que A? = 6? 

(AAA) Rav 6d6?) la loi marginale de A?.
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On a le résultat classique suivant (cf. LEHMANN [22], p.52) 

Ro (dé? | 6?) ne dépend pas du paramatre v et, 

(A) Ry yd? ,d6*) = exp(ud'+v.6?) C(u,v) N(d6',d67)_ , 

ug? 
(AA) Ry fas? | 67) =e Cy2(u) N*(d6' | 6?) , 

2 

(Add) R2 (482) = eV'® Cluyv) n2(ag2) 
Caalu 

ok C..(u) «= |{ i gus? N'(dé' | 68?) yo .On note E. (resp. E _) 
; 6? 0 u,v 

t l’espérance sous Py (resp. Paw ; [a] 

Nous allons maintenant donner la forme explicite de la fonction 

o({.) introduite en (3.11) (3.12). Notons. : 

~4 : . sus ar - 
(F existe car F est symétrique définie positive). F 1 est définie en 

fonction de F par : 

G, = { Fy, tele jo! eR, 

=4 n g=- Fy PG, erm’ , 

=p! - ’ nxn G, = F, 1 Lan fg } ¢ IR . 

LEMME 3.6 

Désignons par q(a) le a-quantile de la loi N(0,1). La fonction 

o(.) est donnée par : 

ala) 1 ox 
p(x) ss ° -& » xerR", 
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Preuve : 

D'aprés le théorame 3.1, loif (al, 42) | Pe? } = N(O,F), ainsi 

avec les notations 3.5 : 

ate? | o*(A1,62) | A2=6? | = Poe) Aisp(6*) | d2=67 | 

N+( 61 : 8'Sp(82) | 6? ) 

{ f ece',e2) aot Ff f £(61,62) as? | 
6Sp( 6?) 

1 avec £(6',62) = exp{ -%¥ 6' F 6 |, 6 = (84,62). Ainsi la relation (3.12) 

s'écrit aprés simplifications : 

4 f a = (2m) ] 
xsG 

— 8 

2 (o( 82) +0) Te" 82) 

efest-a-dire: qla) = ol (p(8?)+G, 'e" 67). 

LEMME 3.7 

Soit fo} une suite de variables aléatoires réelles, 

oeL"(a,B, Pe” », | o. | Sc p.s. (¥e) et (uv) une suite bornée- 

dans IR«iR”: 

(e) ~ Ll a2 

Pao, %. 630 Bao v.64 A*) 
E 

ob y, est aéfini par : y.(64,6%) := BCS) { 6, | ales! , ates? | 
o
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Preuve : 

On montre d'abord que : 

(e) 1 2 
(A) EB 4. exp(u Arty -At) Clu...) exp{O (u_,v_)} 

. ge) 4 lay .A2 250 2 4% exp(u_ dt ve aa) Clu.sv.) 

La valeur absolue de la différence de ces deux derniers termes est majorée 

par: 

(e) 1 2 - Eo lo, | exp(u Aity, Az) Clu..v,) J exp{0. (u,v) 1| 

(e) 1 2 : - go Ey exp(u Altv A?) Clulsv.) jexp{o. (a.sv)} 1 

En utilisant le raisonnement de la démonstration du lemme 2.4, on montre 

que : 

(e) 
Fo 

1 2 - exp(u Altv AZ) Clu.sv.) | explo. (a. .v)} 1 | > 0 
670 

Ainsi (A) est vérifiée. Pour conclure, il suffit de remarquer que : 

(e) — ple) . 
Bao, %. Ey $. exp(u Altv A?) Clu) exp(O (u..v.)) 

5 ate) exp(u_Al+y .42) C( ) 670 “0 “es ee €° € Weve 

(e) Ce) 1 ; By Ey { 6, | A2,a2 | exp(u Altv +02) Clusv) 

(e), = 1 a2 2 2 Eo ¥ CAL Az) exp(u Aity Az) Clu.) 

1 2 1 Ey v,(A*,a*) exp(u Atty .A?) C(u.sv.) 

= &—E 1 a2 
Uv, pita A )
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Preuve du théoréme 3.4 : 

Dans cette démonstration on utilise toutes les notations 3.5. 

‘Soit {9.) un test asymptotiquement sans biais de niveau a : 

¥K> 0, lim sup 8 _(u,v,9) $a lim inf 8 (u,v, ) 

670 (u,v)éeD° e>0 (u,v)eD? 
e,K e,K 

Par continuité de la fonction (u,v) > B (u,v. 9) on vérifie: 

¥K> O, lim sup 8 (0,v, 9) $a slim inf 6 (0,v,%) . 
er0 |v [SK 20 |vjsk © 

Done, si tv) désigne une suite bornée dans R, ona: 

(A) lim 8.(0,v_,6) = a , 
e+0 € € 

clest-a-dire te) est asymptotiquement a-similaire. Posons: 

U.(8',67) r= ge) { @ | At=63,A2=62 | 
ce” 0 e!ve me 

On obtient erdce au lemme 3.7 

B(0.¥.19) 259 Ey v(at,d*) 

Dob: £ ¥ v, (A.A?) -as= 

= C(0,v,) f {Ep {¥,(A%,8%) | A2=62}-a} exp(v .6*) N#(a6?) 

ao 0 

Ainsi pour toute suite bornée tv I, 

(aa) te | { Ey {v_(4?,87) | A?=873 - a | exp (v.67) N2(d6?) = 0
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Soit (ussv,) e De réalisant l' infimum de 8 (u,v, 6*)-B (u,v, 4) 
’ K 

sur DaK ,ona: 

B (UV O88 (UV) 

250 Buy, Ca¥ (At, A?) (d'aprés le lemme 3.7) 

tion Faw Lorene | 
Ainsi pour démontrer le théoréme, il-suffit de vérifier : 

(AAA) lim int Ey yt (o¥-y_) (a, A?) } 2 0; 
e>0 (u,v)éeD? , 

e,K 

(aa) 6* est ASB de niveau a . 

Soit u<O : 

1 2 

J cor-wor(or,e2y [eB et} coacuy wicast fot) 

- f { 1-w.(64, 82) } f ed _ ele”) | Cyo(u) N¥(d6? | 67) 
61Sp(6?) . 

+ f {0-w_(6?,82) } { etS'-_406S*) Cy2(u) NU(dS? | 64) 2 0 
5*>0(8?) © 

Ctest-a-dire ;: 

Et (o#-y ) (a7, 67) | a%=6? | 

Quel 6?) z Cyo(u) Ey{ (o*-w_)(a?, 52) | a2=6? | 

2 - guets ) Cea) { a - Eg! v, (44, 6?) | A2=62 } } 

Ainsi :
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int Ey y I (o¥-y )(At.A2) | = 
(u,v ede x us 

= ing f Bf (o¥-y_)(at, 62) | a2=6? | R? (484) 
(u,v)eD? u € , 

e,K 2 

> int f lamEg (41,67) | d?=57}} gots cga(u) R2 (46?) 
(u,v)éD! € , 

e,K 
, 2 2 

- int — f {a-By{y, (at, 6?) | a*=6?}] ele 8°)4¥-8" Cray) N2(as2) 
(a,v)@D? K & 

J {a-Bytv_(a?, 62) | 262} explu.o(6*)+v, 87} Clu ,v_) N2(a8) 

Dt . od (ua+v.) réalise l' infimum de l' expression considérée sur =oK 
, 

D'aprés le lemme 3.6 exp{uo(S*)+v 267} Clu.v.) est de la forme 

exp(a +d .67) ok {a} & fb} sont des suites bornées. Done : 

lite inf | (o#-y_) (41,4?) } = wv 
670 (u,v)ED? x 

iv
 ~ . 2 = 2 2 2 Lim expla.) J { a ~ Eyty,(a1,6%) | A252) exp(b,.6?) N?(a6?) 

0 dtapraés (AA). 

Ainsi (AAA) est démontré. Enfin, en considérant le test trivial o. = a, 

avec le résultat précédent, on obtient : 

a S$ lim inf B (u,v, o*) » KOO. 
1 €>0 (usvED. x 

Et par. le méme genre de raisonnement on peut vérifier que: 

lim sup B (u,v, o*) =a , ¥K>O. 
70 (u,v)eD° 

e,K 

Done, o* est un test asymptotiquement sans biais au niveau a. Ce qui 

achéve la démonstration du théorame 3.4,
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Remarque_ : On stest inspiré de la construction des tests de puissance 

maximum sans biais portant sur des familles de lois exponentielles avec 

paramétres fantémes (cf. LEHMANN[22] p.134). 

L'expression (A) établit qu'un test asymptotiquement sans biais 

est "“asymptotiquement semblable". Comme sous poe) la statistique At est 

asymptotiquement exhaustive (cf. LECAM[21]), on peut se restreindre aux 

tests ayant une "structure de Neyman asymptotique" (i.e. vérifiant (AA) ) 

I.3.3  Propriétés des estimateurs 

du maximum de vraisemblance 

Dans cette section on. établit les propriétés de l'estimateur du 

maximum de vraisemblance de 6. On reprend les notations de la section 

I.3.1 . On fait les hypothéses suivantes : 

CH) ¥ 6,6" € G=[0,F]xR™\{0} , see" : IP S(o) - set) Pros °?. 

(H2) ¥KCO , compact , + Oy By > 0 tels que: Oy Is F(@) s By I, ¥oek 

(ot I désigne la matrice unité (1+n)x(itn) ). 

On donnera en fin de section un exemple de condition suffisante pour ces 

hypothéses, 

L'estimateur du maximum de vraisemblance est défini par : 

8. € Arg max L_(@) 
6€0 

1 

0 
“4 (*) on note : [[ 8(e) |] := { | | s(e,t) [2 at }
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,on peut vérifier que a. est bien défini ( (e,6)>L, (0) admet une version 

continue) et 6 = (7% v ) avee : 
€ €’ € 

a {' Tt f' tT T 1 f' T @, @ Are max { 0 Sh OM }. { 0 Se + Sy at | 0 Se ay } 
Ostst 

1 7 z 1 t 
s € € 4, j71 € Y= \o S.° . S.° at | iF s.° . ayy 

1 z 1 
& T 

oft : iF S.o dv, 13 I Ss dv, a 

En reprenant la définition de F(6), on vérifie aisément avec 1'hypothése 

(H2) que {' St . Sp dt > 0 (done inversible) , OStSt . 
0 

On considére les conditions suivantes : pour tout compact KC 0, 

A (c1) sup | e¢0,)7# F(@,) F(e,) 2] <@ ; 
1 

9, »6,€K 

(e2) @ + S(6,.) continuement différentiable dans L?(0,1) ; 

sup sup lu |? Il {vCerer(e) “u)-v( 0) | F(8) 20 |? (03) ¥3(K) t= >0; 
€ _ +0 , 

9eK JU |<e % 
veD_ .(K) 

€,6 

(c4) Y2(K) := inf inf | F(9)” |" ll S(8+eF(6) #U)-S(6) || > 0 ; 
€ eK -%, 

lU|>e 
UeD_ .(K) 

€,6 

ob: De (Kk) r= { Us(u,v) : e+eF(6)~4y ex}
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On a le théoréme suivant (cf. IBRAGIMOV~HAS'MINSKII [15] th. 5.1, p. 203): 

THEOREME 3.8 

Supposons vérifiées les conditions (c1)-(c4), soit K une partie 

compacte quelconque de ©. Alors uniformément en 6 @ K ;: 

(A) 6_ est consistant : p®) aim 6 = 6 ; € =0 & 

(AA) 8. est asymptotiquement normal : 

* (e) hy 1oi{ 1 (6-6) | Poo’ | seg N(O,F(8) *) 5 

(AAA) si — désigne une variable N(O,F"@(8)), 

on a la convergence des moments : 

Lim Be 1 (.-0) P= ee? , ¥peN ; 
270 € 

(Ao) 6. est asymptotiquement efficace dans K : pour toute 

partie non vide T de K , 

lim ( inf sup ae? Ww (8-0) - sup E 

er0 eT fe € geT 
€ 

Ce) w_(6_-@) }=0 
€ ig 

wel 4 od woe) + | = F(8) 2x ([? , 8, EK. 

Remarque : La propriété (Ang) peut aussi s'écrire sous la forme donnée A 

la section I.2 (eas Y connue), c'est-a-dire en donnant pour tout 

estimateur une borne inférieure du risque quadratique, borne atteinte 

dans le cas de 8. (th. 2.5-2.6).
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Sous les hypothéses (H1)(H2) nous allons vérifier les conditions 

(c1)-(c4). Dans la suite K désigne une partie compacte quelconque de 0. 

LEMME 3.9 

Il existe Cy tel que pour tout 6',e*? 6 K: 

| ¥Cet)-vCe?) J? s Cy { | ote? | + | *-e |? I 

Preuve : Soit e'=(t',y') , 62=(17,¥?) @ K , t S17 

1 
I] ¥Oe?)-¥Ce?) |? = \ | ¥Ce,t)-V(e2,t) |? dt 

2 : 
T 1 

= | | ¥Ce?,t) |? dt + { | ¥¢o",t)-V(e2,t) |? dt 
v 1? 

Se (tt) +e / {|st y= sUy jeep st- ste pat = t t tt 1? 

Soit t € [17,1] 

‘gt! ao ST nye 1 1 2 2 2 [sh v- soy pos [a f ett) yt - wrt) y? | | 

Soc | Vr? th¥(r?,t) |? + @ | vt-¥? [7 
2 

| vr! th ¥(r?,t) |? = | | { - ¥(s,t) (AR LH" H) } as |? 
qT 

S oc (17-71)? 

\ t t 
Is;- sp [2 + |# { ¥(t,s) ds ~ H J ¥(t,s) ds |? 

1 tT? 
1? 

S ¢ if ¥(t,s) ds |? 
1 

T 

S$ @ (1?-11)? 

Ainsi : — || ¥(6')-¥(07) |]? s ¢ { | tte? |? + | yt-¥? |? + | tt-1? | }
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Sous les hypothéses (H1)(H2) on vérifie successivement les 

quatre conditions : 

Condition c1 

| F(0,)7* F(a.) P(e) @ | = | RCe) | PCa) 

1A
 |F(0,)" [2 / a 

K 

g By / oe 

Condition c2 Se déduit des lemmes 3.2 et 3.9. 

Condition ¢c3 

-2 ~h 2 2 - YK) s sup sup |U[ > | F(o)* [P Ju f° If W(erer(o) * U)-W0) II? 
oeK ule # 

uveD (K) 
€,9 

s ce a! sup sup fe F(a) ul 
K K 

2-1 ~1 
Ss s CK Oe sup sup e OK 

2-1 
= Ce a € 230 > O 

Condition c4 

v2(K) 2 e2* ine 1 Ee = K n | SC9*)-S(8?) |
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L'application (01,67) + || S(91)-S(e?) j[ est continue .sur le 

domaine compact { (6,07) @ KxK : | 9'-0? | 2 e/By |}. Elle atteint done son 

minimum en un point (6!,62), comme 9'#02, d'aprés l'hypothése (H1) 

{| SCo*)-s(e?) |] > oO, 

da’ ot ve) >Oo. 

Un exemple de condition suffisante pour avoir les hypothéses 

(H1) (82) est le suivant: 

PROPOSITION 3.10 

Supposons qu'il existe une constante h>O telle que: 

HH 2 hI . 

Alors les hypothéses (H1)(H2) sont satisfaites . 

Preuve : 

Soit e=(t,Y¥) , a'=(t',¥') 6 [0,4] x R'\{O} : @# 6, rst. 

1 
| SCe)-s(e') |]? = f | S€e,t)-S(e',t) |? at 0 

En reprenant la définition de S on vérifie aisément que : 

t 
S(6,t)-S(e',t) = H im ¥(t,u) { L¢r,u)Y-£(ct,u)y? fo du
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Done : 

1 . 

iF | S(a,t)-S(e',t) [? at 

1 t 
2h iF | iF ¥(tyu) { 2(ct,u)y-2Cr uy! | da |? dt 

vl t 
= oh if | ia ¥(t,u) du y |? dt + 

1 t' t 

+ hh | | J ¥(t,u) du ¥ + J ¥(t,u) du (Y-¥') |? dt 
tt T tt 

premier cas 1<t' 

tt t 

|| SCe)-S(e') |]? 2 on ia | if w(t,u) du ¥ |? dt 

Si cette derniére expression est nulle alors pour té€[t,1c'] 

t 

j. ¥(t,u) duYyso 

t 

i.e. ¥(t,t) [ ¥(t,u) duy = 0 

t 

i.e. if Y(r,u) duY = 0 

t 

done I. ¥(t,u) du Y ¥(t,t) Y = 0 a 
ot 

done Y = 0 ce qui est impossible . Ainsi | S(e)-S(e') ||? > 0. 

deuxiéme cas t=1! 

1 t 
| SCad-s(at) |]? = oh j | J ¥(tyu) du (y-v') |? dt. 

tt tT 

Comme dans le premier cas, si cette derniére expression est nulle 

obtient Y-Y'=0 ce qui est impossible. 

on
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En conclusion @#6' => || S(e)-S(e') |} > ©, ce qui achéve la 

démonstration de (H1). 

Soit K une partie compacte de 0, il existe done k>0 tel que: 

KC Cotlx{riis|rvjskl. 

Soit 6 € K, 

1 t ' t 
[. (-¥(r,tY | [ wtju) du) HH (-¥(r,t)¥ | f W(t,u) du) dt 

1 t. opt. 

2 oh f (-¥r,t)Y | in ¥tyu) du) . (-¥(r,t)Y | ii vitu) du) dt 

Posons : 

1 t t 
G(t) t= J. (-¥(z,t) | i w(t) du) . (-¥(r,t) | ia v(t,u) du} dt. 

On a la relation : 

Y (0) Y (0) 

(A) F(6) = « G(r) 

(0) Ion (0) 1. 

Nous allons démontrer que: G(1t) > 0. Soit x=(*) € n°", X#0: 

1 t 
xX’ G(t) X = iB |-¥(1,1) x + { ¥(t,u) du y |? dt 

Si cette derniére expression est nulle :



50 

t 
¥teé (1,1] i, ¥(t,u) du y = ¥(t,t) x 

t 
i.e. in W(t,u) duy=x 

En prenant t=t on obtient x=0, ainsi: 

t 

¥té [1,1] if ¥(t,u) du y = 0 

t . 

done in WV(t,u) duy = ¥(t,t) y = 0 a 
ot 

Finalement xsy=0 ce qui est impossible. On a done le résultat suivant: 

XY G(r) X>0, ¥xXE RM \(0} , re [O10 . 

Comme l'application (X,t) + X' G(r) X est continue, elle atteint son 

minimum sur le domaine compact { X : |X | = 1 } x [0,t] en un point 

(Kg Tos 

exer", |[x]/=21, #16 [0,7]: x G(r) X 2X, C(t) Xy =r ay > 0 - 

Tn | 
Enfin en utilisant la relation (A): ¥ Us(u,v) € BR uf=1, 

Ut F(e) U2 ay tur tr Ph ety? WW
 

2 

avec: a, t= dp min{ 1, 17k? }> 0. 

Pour montrer que pour tout 8 € K, F(e) Ss By I, il suffit 

d'utiliser la bornitude de H, » ¥(t,s) et Y .Ainsi ithypothése (H2) est 

satisfaite, ce qui achéve la démonstration de la proposition 3.10.
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I.4 CONCLUSIONS 

Plusieurs problémes n'ont pu @tre abordés, nous reprenons done 

ici quelques points qui nous ont semblé importants. 

a. Différentes asymptotiques possibles 

Pour l'étude des méthodes de détection de ruptures, on peut 

dégager entre autres asymptotiques les trois suivantes: 

(Al) =: " Amplitude du saut + « " 

(A2) : " Intensité des bruits +0 " ; 

(A3) : " Temps d' observation + « " 

Pour notre probléme, l'équivalence entre (A1) et (A2) a &té 

démontrée en fin de section I.3. En revanche (A3) n'est pas &quivalente 

aux deux autres et nous n'avons pas obtenu pour celle-ci de résultats 

significatifs. 

L'équivalence entre ces trois asymptotiques est par exemple 

réalisée dans le cas of le modéle aprés rupture ne dépend pas de 1' instant 

de rupture. C'est le cas pour le probléme simple: 

(A) dX, = E(t,t) Ydt + dW 
t t 

of + est l' instant de rupture et Y l' amplitude du saut. Le modéle aprés 

rupture, aX, = VY dt + aw, , ne d&épend pas de t.
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En effet, faisons le changement de variables : 

* teoT , t=uT ,OSoa,sus1 ; 

* e w= VT ; 

(e) (e) 
. Xf we? @ “yf u/e 

" m > 

(e) 
On peut remarquer que tw 3;0SuS1} est un processus de Wiener standard et 

que: 

(Ab) ax" = Lr(o,u) du + aw) , ogsusia. 
€ u 

’Ainsi il y a 6quivalence entre les &tudes asymptotiques de (A) avec T+ et 

de (AA) avec e70. 

Pour le. probléme que nous avons étudié, le modéle aprés rupture 

dépend - par l'intermédiaire de la signature Sy - de l' instant de rupture. 

Quand nous utilisons la technique de changement de temps décrite ci-dessus 

TL ght €,T 

ia t t 
étant complexe, nous n'avons pu étudier le comportement de celle-ci 

, la signature dépend alors dee: S . La dépendance en « de S 

lorsque ¢e70. 

Jusqu'a présent, la plupart des études asymptotiques faites sur 

la détection de ruptures portent sur des problémes of les trois 

asymptotiques (A1)-(A3) sont équivalentes, C'est par exemple le cas de 

J.DESHAYES et D.PICARD[ 8-12].
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b. Ruptures dans 1' &quation d' observation 

Considérons le probléme de détection de ruptures dans 1' équation 

d' observation: 

co
n 

Ee
l w {aA X ta } av +B aw, 

a Ke
 u [ HX, +h + 2(r,t) ¥ | at + av, 

avee 1 l' instant de rupture, et Y l' amplitude du saut. Comme dans la 

section I.1, on peut utiliser l'algorithme GLR. 

L' innovation , en sortie du filtre fondé sur l'hypothése de non-rupture 

admet la représentation: 

dv, = G(t,t) Y dt + dv 
(t,¥Y) 

t t 

od yl) est un processus de Wiener standard sous l'hypothése de rupture 

& l'instant t, d' amplitude Y. La signature G(t,t) se calcule aisément en 

suivant la démarche proposée en section I.1. 

Contrairement au cas des ruptures dans 1'@quation d'état, la 

signature G(1,t) n'est pas t-différentiable (au sens de la moyenne 

quadratique). La construction des tests approchés déduits de la normalité 

asymptotique locale de la famille de lois n'est plus possible. 

L' étude asymptotique est ici. plus complexe que dans le cas du 

probléme de ruptures dans 1! €quation dt état. On peut, par exemple, 

utiliser les travaux de J.DESHAYES et J.PICARD pour déterminer le niveau 

asymptotique du test du rapport de vraisemblance. Ceci nécessite une 

renormalisation plus fine (pondération des bords) que celle qui est 

proposée dans le présent travail.
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ce. Remarques sur la mise en @uvre des tests 

Afin de simplifier les notations, jusqu'da présent. nous avons 

travaillé sur l'intervalle [0,1]. Nous allons maintenant considérer. la 

déteetion de rupture dans son 4&volution au cours du temps. Si nous 

présentons le probléme de mise en @uvre des tests en temps continu, il est 

bien entendu qu'en réalité celle-ci se fait en temps discret. 

Ayant observé {Ys0ssstt, le cas idéal est de pouvoir tester: 

Ht : ™ Pas de rupture avant tt" ; 

(A) contre 

Ht : ™ Rupture avant t " 

L' hypothése Ht se décompose en { Hi (1) ; OStSt }, od He(a) est 

l'hypothése de rupture 4 l'instant +. 

Pour la mise en @uvre de l'algorithme GLR on utilise deux 

paramétres m,M (0<m<M), et on calcule: 

Le r= max{ L(t) 3 t-MSrSt-m } 

of L(t) » le rapport de vraisemblance de He contre Hi(t); a été calculé a 

la section I.1. 

La constante M sert & définir une "“largeur de fenétre" qui 

limite le nombre de calculs nécessaires, ce qui permet de réaliser une 

implantation sur ordinateur. En pratique, on s'apergoit que le calcul de 

L¢) pour t proche de t est parfois impossible (par manque d'information, 

ef. section I.1); efest dans le but de résoudre ce probléme que la 

constante m est introduite.
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Le test en fait utilisé 

1 si L,>e (i.e. accepter Hi) , 

0 si L,Se (i.e. accepter Ht) 

(le seuil ¢ est choisi au préalable) n'est pas celui associé A 

(A), mais a: 

He : " Pas de rupture avant t " 

(AA) contre 

He (mM) : " Rupture entre t-M et t-m " 

Notre approche du probléme est légérement différente. On a 

proposé un test $(t,t,) de l'hypothése " pas de rupture avant 1," contre 

l'alternative " rupture avant 1," 3; Tt, est un instant compris entre 0 et 

t. On peut par exemple choisir 1, = t-m et considérer le test 6(t) := 

a(t,t-m) de : 

" Pas de rupture avant t-m " 

c
t
o
 

(AAA) contre 

mW 

He " Rupture avant t-m " 

Une autre possibilité consiste A se donner une suite My eee My 

de réels ( m=m, <m,< aoe <mj=M ) .et A considérer la fonetion test Ca 

valeurs dans {0,1} ): 

o(t) := max 6(t,t-m,) 
1sjsJ J 

On décide alors qu'il y a rupture lorsque 6(t) = 1.
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Chapitre II 

DETECTION DE RUPTURES DANS LA DYNAMIQUE 

On considére le systéme linéaire: 

a
 ba
d a {a+ £(t,t) rv | X dt +edi, , X =x 

(1) 

t HX, dt +e dv, » Y, = 0 Q
 re
 Ly 

OS t,t$1,0¢e81, E(r,t) =1 si t2t, 0 sinon. 

X et W sont A valeurs dans R" »°Y et V a valeurs dans Ro, Les 

coefficients A,I,B,H sont supposés connus ; A,I,B peuvent éventuellement 

dépendre de t de fagon mesurable et bornée ; pour simplifier les calculs 

nous supposerons H constant. {W} et {V} sont des processus de Wiener 

standard indépendants. 

t est un paramétre inconnu qui désigne l'instant de rupture. A 

un instant t il s'agit de tester : 

Hy : Pas de rupture avant t (i.e. 12t) , 

contre H, : Rupture avant t (i.e. t<t). 

( Afin d'alléger les notations nous prendrons t=1 ).
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Il stagit d'un  probléme encore non abordé, A notre 

connaissance rien n'a été proposé dans la littérature sur ce sujet. 

Nous menons cette étude dans le cadre de 1' asymptotique: " 

Bruits petits " (i.e. e+0). Aprés avoir présenté la démarche retenue, nous 

construisons le modéle statistique. Nous démontrons ensuite la normalité 

asymptotique locale du rapport de vraisemblance, nous proposons enfin un 

test approché dont nous démontrons l'optimalité asymptotique.
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II.1 PRESENTATION DU MODELE 

Dans ce probléme l'algoritme GLR ne peut plus s'appliquer; nous 

allons toutefois suivre la méme démarche que dans le cas d'une rupture 

"additive". On considére le filtre de Kalman-Bucy: 

ale) _ s(e) (e) (e) $(e) 
aX, = A x, dt +R (t) HI dv, ’ Xy Xo 

(e) 1 _ a gle) (e)_ (1.1) dv, + { ayy HX Cat I. + Vg = 0 

aR ¢e) =A R=) () + Reet) AY + 

dt 

+e? per - tw) (ey wr Re), ROP (0) = 0 
€ 

s(e) . ' . (e) 
X désigene l'estimation de x sachant {Y sssth, R"‘la 

covariance de l'erreur d'estimation et v e) l'innovation du filtre. 

Associé au systéme (1) ce filtre n'est optimal que dans le cas od il n'y a 

pas eu de rupture (i.e. 121). Notons A(t,t) := A + E(t,t) Tf , le filtre 

associé A (1) s'écrit: 

okie?) A(t, t) ger) at + RO Crt) HF av(ert) 

avi 1 { ay. - gert) at | Me. : t 

2) Fa RP r,t) = ales) Ret) * Ret) A(t t)t + 
at 

+ ¢? BBY - 1 Rr  ¢r,t) H'H a) (4) e 

o(e,t) (e,t) avec Xp =X > Yo. T 20 , a®) (4,0) = 0
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(e) (e,t) 
Les matrices de covariance R & R peuvent s'écrire sous 

la forme : 

n°) (4) = 67 R(t) , a6©) (2,6) := e? R(t,t) 

ot les matrices R(t) & R(t,t) ne dépendent pas de « et sont solution des 

équations de Riccati: 

GR(t) = A R(t) + R(t) At + BB! - R(t) HIH R(t) 

(1.3) 

aac) = A(t t)R(r,t) + R(t, t)ACt,t)" + BBY - R(t, t)HTAR(1,t) 
t 

avec R(0) = R(t,0) = 0. Avec (1.1)(1.2) on a: 

ake? = A gfe) dt + © R(t) Ht ang®? 

(1.4) : ; 
(e) _ yy gle) dv = 1 { dy, - HOKE at } 

€ 

ager) = A(t,t) ghee) dt + © R(t,t) H aveert) 

(1.5) 
(e,t) _ y glest) dve 1 { ay, - HX dt | 

€ 

Dans (1.4) on fait. le changement de variable suivant : 

(e) (e) 
ue v 

t 

on obtient alors les équations suivantes (ot e« ne figure plus) : 

se) a 
ax, = oA xe) dt + R(t) Ht aye) 

t 
(1.6)
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DEFINITIONS 1.1 

1. Posons Q(r,t) := R(t,t)-R(t) ; on remarque que Q(t,t)=0 pour 

tSt. De plus Q(t,t) est différentiable par rapport A t: 

Q(t,t) ts Q(t,t) aX 
ot 

Q(t,t) et Q(1,t) sont donnés par les équations: 

8 Qt,t) = CAFTIQ(1, 0) + Q(t, b)(AtP)' + TRL) + R(t)rt 
at 

~ Q(t, tH HQ(T,t) = Q(r,t)HTAR(t) - R(t)HTHQ(t,t) 

» pour tor , Q(r,t) = 0 pour tst. 

B Qlr,t) = CAHTIQ( 1, b)+QC1,b) (AHP) OC, tH HIQ( 4, t) #R(t) | 
ot . 

= {Q(r,t)+R(t) FHT HQ( t,t) 

» pour t>t , Q(t,t) = — PF R(t) - R(t) PY, Qlr,t) = 0 pour t<r. 

2. On considére les résolvantes : 

a vO (£55) = {a(t,t)-H'HR(t,t)} ve! (45) , vO (s,s eI, 
t xn 

roy
) 

3 O(t,8) = A Ot,s) , Os,8) = I 

On pose: 9 (4 5) oO. v6 (4,5) . Pour t,s21 on a: 

oT 
t 

vO (E,8) =n J, Q(t,u) H'H du vi (Es),
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On suit le méme raisonnement que dans le cas de ruptures 

“additives”. yb) sous est un processus de Wiener sous l'hypothése H 0? 

1'hypothése Hy(v) (i.e. rupture A l' instant 1) lot) est un processus de 

Wiener standard, uf®) s' écrit en fonction de ye de la maniére suivante: 

(e) _ t af le) -~¢ veer® Lee ayieet) 
au t t 

(e)_ eyleeD) )=H plerd) ~ xfe) t t t t ) dt , et apras Avec (1.5)(1.6) on a dy 

calcul on trouve: 

aR = RN) aw (acest renee rar ah (REM — 2) ag 

s(e) rq,6&) alert) _ 9le)_ + E(t, t)IXS dt + Q(t,t)H du, , XG Xo = 0. 

Ainsi ay!) = H (glee) - gfe), dt +e ayler™) » en reprenant la t toy t t 
définition des résolvantes ¥ » & et (1.6) on obtient: 

t 

(1.7) ge. o(t ,0) xy + | O(t,s) R(s) HY ayl®? 
0 So 

t 

(1.8) WOREEP GEE) af ve 5) fe(r,s)7k (© as+Q(r,8)Ht dy’) } 
0 8s Ss . 

On stapergoit ainsi que 4 

fonctions de yf? 
(e) s 

u » On pose done: 

ce) et H(RErD) fe) ) sont des 
+8St}, et ne dépendent de e que par 1' intermédiaire de 

Kt, p6e?) - xe) , S(t,t,u°©) = H { Rest) . xe) }
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(e) u est une semi-martingale continue telle que: 

1 
(e) (e) e E. J [ue J? dt < 

ot B®) désigne l'espérance sous 1'hypothése H(t). En utilisant la 

formule de Ité et le fait que Q(1,1)=0, ona: 

t t 

{ octys) rts) wt au? = rey we wl - J ces) Pas, 
0 8 t 0 8 

t £ 

| v6 (E43) Q(r4s) HT ay”? = Q(t,t) H we? - j KP (4,5) Ht ula 
T T 

, bat 

od K(t,s) = a {o(t,s)R(s)} , KO (ts) se a fe’ (t,s)alr,s)| 
os : as 

En utilisant ces résultats on peut introduire les définitions 

suivantes: 

DEFINTIONS 1.2 ~ 

On définit les. applications: 

R.4 0) : [0,1] x c(f0,1];m—?) ———> BR”, 

S(asee) + £0,1] x [0,1] x C(L0,1];m¢) ———» ms, 

x ts t 
(tu) t= 0(t,0) X> + R(t) HY uy = I K(t,s) H' u, ds
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S€t,t,u) t= HQ(t.t) uy + 

+H J ° {vO (sy rke kK (E s)Ht yu} 4 at ,S)TX(8,y 5 Us 8 

Fs 
De plus, si (0, B,{B,}, (i,}) désigne le modéle canonique ) , 

alors pour tout 1,t6[0,1], les applications yp + X(t,u), S(t.) 

sont B,-mesurables . 

On peut vérifier que S(1,t,u) est différentiable par rapport 4 t 

» On note : 

8(t,top) iad 9. S(t,t,u) 

ot 

= HQ(1,t) Bt ue tH KO (be) Ht uo A vO ny PX) + 

t 

+H I. (8 (t,9) r Rs) - Rts) we uy} as 

si t2t , Osi t<r, aveo KM (t,5) t= a kK (t,8), 
oT 

Pour tout t,réf0,1], u > S(c, tou) est B,~mesurable. Des 

définitions de § & $ et de la bornitude des coefficients du systéme (1) on 

déduit aisément le Lemme suivant: 

(#) Qo rm C(L0,1];R9) ; fi, weQ + w(t er? le processus canonique , 

t= fT ;OSss ts B, : o{fi,i0sst} , B:=B .
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LEMME 1.3 

Il existe une constante L ne dépendant que des coefficients du 

systéme (1) telle que pour tout u,u',u? ¢ (Lo, 1);2R9) » OSt,tSt: 

| S€v,t,u8)-S(r,t,u2) |? + | SCr,t,u')-SCr,t,n2) |? 

t 
SL { | ug-ug |? + Jp bute |? as | 

t 
[| S(rtou) [2 +] SCtw |? s Lf t+tu |? + im Ju, |? ds | 

En conclusion pe) est solution de l'&quation différentielle 

stochastique: 

(1.9) aut’? = S(t,tyy'®) dt +e ayiert) : ue 0. 

Les résultats du lemme précédent assurent l'existence et l'unicité 

d'une solution forte de cette équation,.
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II.2 CONSTRUCTION D'UN MODELE STATISTIQUE DOMINE 

(e) On considére le mod&éle canonique (0, B, {B,}, fu,.}) et PY la 

loi. sur (9,38) telle que: : 

(e) _ 
(2.1) du, € aw, ’ Hy = 0 

(e) (e) , 
ot W est un PY “processus de Wiener standard. On définit: 

(2.2) Mi ex ie {2 s(r,tyu) . Wl? - 1 | s(r,tyu) [2 at . 6 3 Plo = »U,u) « t BEF pa 

LEMME 2.1 

M3 est une (w,,P(© }-martingate 

Preuve : 

1 

Comme Bt? iF | SCt,t,u) J? dt < © , 41 est connu que {M3 est 

une (pp? }-sur-martingale et il s'agit d'une martingale si et 

seulement si Boy, = 1, 

En remarquant que t > ! S(t,t,u) est un processus gaussien 

(S(1,t,u) est linéaire en yp) , dtespérance et d'opérateur de covariance 

bornés, on montre :
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(A) ta,c > 0 tels que: p{®) exp{ aJe ' S(tstyu) |? | ge 

A partir de (A) et en utilisant des arguments classiques (cf. 

FRIEDMAN[14]) on montre que BO, = 1. 

(M3 est une {B pe) 
teow 

définir une loi pi? sur (Q,B) en posant: 

}-mart ingale d'espérance 1 , on peut alors 

(2.3) an M 
3 (e) 1 

W 

D'aprés le théoréme de Girsanov, le processus pyle} défini par: 

t 

fer) t= wee? - 1 s(t,3,u) ds 
ie} € 

est un P{*) processus de Wiener standard. Ainsi y admet la représentation 

suivante: 

(2.4) du, = S(t,t,y) dt +e ayf&r) un, =O. 
t u t , 0 

On définit de plus la fonetion t > ni? , solution. de 

l'équation différentielle ordinaire: 

(1) 
dm, 

(2.5) t = stream’) , aD 20, 
dt 0 

Les propriétés du lemme 1.3 assurent l'existence et ltunicité de la 

(t) 
solution de cette &équation. m est le processus (déterministe) limite de 

(e) 
u sous P'*", dans le sens suivant:
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LEMME 2.2 

Tl existe une constante K telle que: 

sup g(®) [uy - ni") [> $ Ke? 
Ost, ts! v 

La preuve de ce lemme se déduit aisément du lemme de Gronwall et 

du lemme 1.3.
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II.3 NORMALITE ASYMPTOTIQUE LOCALE 

Dans cette section on démontre la normalité asymptotique locale 

de la famille de lois { pie) 

similaire A celle de KUTOYANTS[19]. 

OStS1 3. Nous utilisons une démarche 

On. considére la renormalisation suivante du -rapport de 

vraisemblance: 

ap‘®? 

Z (a) rs teu , ue {u; OStteusi }. 
€,T te) 

aP 

Avec (2,2) et (2.3) on vérifie que : 

1 

Z_ _(u) = exp | { 1 {strteu,t,u)-S(t,t eu}. ayler) 
€,T 0 € t 

~ 1. | S(rteu,t,u)-S(1,t,u) |? de | 
27 

On définit: 

1 
Ao, 0 1 J Seren) . { du, - S(t,t.y) at | 

(3.1) ° 

( 
1, , 

F(t) oe | | SCr,t,m°"’) [2 at 
0 

F(t) désigne l'information de Fisher asymptotique. La famille (el) } est 

localement asymptotiquement normale, plus précisément:
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THEOREME 3.1 

Le rapport Ze qf) admet la représentation suivante: 
, 

2g = exp {u Mena” 4 u2 F(t) + 0.) i 

avec: 

(a) boil a [Pf = NCO,F(n)) Ce) 

(AA) Pour toute suite fu} bornée : 

pte) -lim O (u)e=o . 
60 €,T Ee 

En reprenant la définition de S(t,t.u) ( Définitions 1.2 ) et 

(2.5) on démontre sans grande difficulté le : 

LEMME 3.2 

Pour tout 1 @ [0,1], 

1 

0 
(t Lim | S¢r+s,tym't) = S¢r,tym'")) [2 at = 0 

670 

Preuve du théoréme 3.1: 

Par définition de 4. 7 et F(t) la démonstration de (A) est 

triviale. Soit fu} une suite bornée, on pose done: 

om - 1 2 oO. a): { Log Zee) } Be 4eet 44 F(t)
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En utilisant les lemmes 1.3 et 2.2 , on montre qu'il 

des constantes ce, 1 ey > O telles que pour tout OSt,t',tSt: 

existe 

(e) flys . (x) (AAA) ET 9 | Sth tow -S(r',t,m'-°) |? at s e, 8? 5 

1 

(Ac) ate? Jy Sc ta JP dt S$ ey 3 

{' Mey (t), 12 (a) 6 | S(ct,t,m>-°) [2 at s ey 

, . 

o (a-) =] i { S(t+eu_,t,u) - S(t;t,y) - Sr,t m(t?) eu |}. dv 
€,T € ~ 0 ee’? mu vee e'* 

ro. f “3 [ 2 40 | S€rteu_,t,u)-S(t,t,u) |? dt - ue F(t) | 

=: Tio - 1 of 
€ > € 

1 

Posons T 12 L { | S(tteu_,t,u) - S(t,t,u) - 8(1,t,m°?) eu_ |? at € 22 9 € € 

(e) 1. ple) f' 2, Ct) a qT, = ze ED 0 | S(tteu,,t.u)-S(r,t,w-S(r,t,m Jeu, |? dt 

1 eu : 
L g(e) in in © (8(1+6,t,u) -8¢c,t,m°"))} ag [2 at 

o 1 . 
Fs t [u_ | ii gfe) Jy | S60 “S(r,t,m'™) |2 at as T 

( od a 
Ee ts € Ju, | > 0 quand ©0 )
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3 (te gle) {' . . (1) 
sé Ju, | Jo E. 0 | SCt+6,t,u) -S(r+d,t,m°-°) [2 dt dé 

i> 

() 1 

+ 2 |u| i iF | S¢r+8,t,m°™) ~8¢r,t,mo) [2 dt dé 
€ 

$ 2c, Ju. |? e? + 

re (1), 8 (1) + 2 ]u_/? | me J | Sce6.tm Ty -SCr,t,m'T7) J? dt 
6} sa 

d'ob il découle, dtaprés le lemme 3.2: 

(0A) tim Bf®) T =O. 
e70 € 

Par ailleurs: 

gf) | v2 j = 

Tt € 

1 

= 4, B®) | iF { | SCrteu, ,t,w)-S(r, tu) |? Ser t,m yeu. | } at 

1 
= 1, (©) li {s(x+eu,.tu)-S¢r,t,u)-B(x,t meu} . 

{[S(r#eu, ,tyu)-8¢r,¢,u)48(1,t,m° Jew, | dt 

1. (2) {! . (x) l se Edo | S(tteu st, w-S(r,t,u)-SCr, tym t Jeu, |? dt |? x 

1 (e) ; | st J, | SCrreu,stou)-S(r.tw8lxyt,m™ Jeu, |? at | #
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1 eu . . y 
= 1 B®) T, | (©) in in © 18(r+8,tyu)+S(t,t,m°™)} as 2 at |# 

gt gf2— xlejul} [re gf®) i | S¢r+6,t,u)-SCr tom) |? at as | * 
“ — Tt € Eu 0 Tv (¢) - ™ au 

<1 (e) Y ' si gY't, Ju,| {2e, | o> taprés (aA). 

En particulier: 

(aad) p)ivim T2 =O. 
& 

e>0 

Enfin, g{®) { ] tT? JP fos B®) T. * 0 car (cA), or d' aprés 

l' inégalité de Bienaymé~Tchebycheff: 

(e) 1 1 (e) 
¥a> > si E 1/2 . aro, PL { | T2 l>a | wo Ee { |T) \2- | 

Ainsi pie) -lim T! = 0 , ce qui avec (aAA) achéve la démonstration du 
T 

théoréme 3.1879
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II.4 TEST D' EXISTENCE DE_RUPTURES 

Nous considérons 7 4 [0,1] tel que: 

(4,1) F(t) > Oo. 

La détermination de conditions suffisantes assurant cette derniére 

propriété est un probléme encore non résolu. Dans cette section nous 

allons considérer le probléme de test d'hypothéses: 

H. : Pas de rupture avant 7 ( i.e. t2t ) ; 

contre 

H, : Rupture avant # ( i.e. t<t% ) 

) c ( i.e. aeccepter H 1 si F(T) 
€,T a 1 

>
 

ze IA
 

(4,2) of t= 

A .~>C ( i.e. accepter H, ) O si F(t) e,# a 0 

ot cy d&ésigne le (1-a) quantile de la loi de Gauss N(0,1). En reprenant 

les notations de la section I.2.2 , on a le résultat suivant: 

THEOREME 4.1 

Le test {ox} est asymptotiquement localement le plus puissant au 

niveau a.
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La démonstration de ce théorame est exactement celle de la 

section 1.2.2 (théoréme 2.3 et lemme 2.4): Elle utilise seulement la 

représentation du théoréme 3.1. 

Remarque : 

Le cas [ ineonnu peut se traiter de la méme maniére qu'a la 

section I.3. Posons.6 = (1t,I), les systémes (2.4) et (2.5) s'éerivent : 

(e,0 
du, = S(8,t,y) dt + « av, °? ) rly 203 

an(®) = s(e,t,m) at , m0) O. 

ot l' application (t,u) + S(6,t,u) est définie par: 

t 

S8(0,t,u) r= H Q(t) uy + H oe fy (e sprk(s,u-K (ts )H ust ds 

t 

X(tyu) r= o(t,0) Xt R(t) Ht Meo li K(t,s) H’ u, as 

Soit ¥(8,t,u) la différentielle de S(6,t,y) par rapport A 9. On 

définit: 

( » { au, - slo,t,m) at | 
t 

F(6) Wo,t,m™) . vo,t,m) at CT 

_
 

o
O
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On peut alors reprendre la démarche de la section 1.3 pour 

construire un test 6* asymptotiquement localement sans biais de puissance 

maximimum.
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II.5 CONCLUSIONS 

Comme nous l'avons déjA remarqué, la détection de ruptures dans 

un systéme partiellement observé nécessite a priori une infinité de 

filtres (autant que d'hypothéses de ruptures possibles). Dans le cas 

des ruptures sur a, l'algorithme de A.S. WILLSKY et H.L. JONES permet de 

se ramener A un seul filtre et & un terme déterministe précalculable. 

Naturellement, pour la détection de ruptures sur A, nous n'obtenons pas 

d'algorithme aussi simple pour caleuler le rapport de vraisemblance 

généralisé. Toutefois pour 1'élaboration du test que nous avons proposé 

il-est seulement nécessaire d' utiliser: 

(A) Un filtre de Kalman-Bucy fondé sur Il'hypothése de 

non-rupture , 

(to)) s ostst | (AA) _Un terme précalculable : { S(to.t m 

(AAA) Un terme non précalculable : { S(tortsu) 3 OStS1 } , of 

west une sortie du filtre (A) 

Par ailleurs nous n'avons pas étudié les propriétés des 

estimateurs du maximum de vraisemblance de la rupture. Celles-ci peuvent 

€tre 6tablies en utilisant les résultats de Yu.A. KUTOYANTS(20].
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INTRODUCTION 

Les méthodes habituelles de résolution numérique des équations 

aux dérivées partielles font généralement appel A un nombre important de 

points de discrétisation en espace. De plus, sous leur forme classique ces 

méthodes utilisent des grilles de diserétisation fixes dans le temps. 

La méthode proposée par D.A. DAWSON cad, appelée méthode de 

Gauss-Galerkin, combine ‘les méthodes de quadrature de Gauss et 

d'approximation de Galerkin. Cette méthode comporte le double avantage 

d'avoir un nombre peu important d'inconnues A calculer et une grille de 

discrétisation capable de s'adapter aux évolutions de la .solution de 

l'équation aux dérivées partielles considérée. On se limite néanmoins au 

cas d'un espace a une seule dimension. 

D.A. .Dawson a appliqué cette méthode A 1l'&quation de 

Fokker-Planck, €quation aux dérivées partielles déterministe satisfaite 

par la densité de probabilité d'un processus de diffusion. Nous allons 

étudier le comportement de’ cette méthode, appliquée A une équation aux 

dérivées partielles stochastique, l'équation de Zakat du filtrage non 

linéaire satisfaite par la densité conditionnelle non normalisée d'un 

processus de diffusion. 

Le chapitre I constitue un rappel concernant les méthodes de 

quadrature de Gauss; nous reprenons pour cela les résultats présentés par 

W. GAUTSCHI dans [6,7].



II 

Dans le chapitre II, aprés avoir introduit l'équation de 

Fokker-Planck, nous présentons la méthode a! approximation de 

Gauss-Galerkin. Ensuite nous établissons un résultat de convergence sous 

des hypothéses de bornitude des coefficients. Les résultats de ce chapitre 

sont une reprise et un développement des travaux de D.A. DAWSON [4]. 

Dans le chapitre III, aprés avoir présenté 1'&quation de Zakatf, 

nous nous intéressons aux cas suivants: 

* Observation en temps discret : Nous présentons la méthode de 

Gauss-Galerkin pour ce probléme et nous démontrons§ la 

convergence de l' approximation . 

* Observation en temps continu : dans ce cas, avant d' introduire 

l'approximation, nous diserétisons l'équation d'observation pour 

nous ramener au cas précédent. 

Les essais numériques sont présentés dans le chapitre IV.



NOTATIONS 

A Etant donnée f une fonetion réelle et yw une mesure non négative, 

on notera indifféremment : 

ij f(x) u(dx) = if f du = <u,f> . 

A 6(x) désigne la mesure de Dirac au point x. 

A Les polynémes : x > x seront notés x + X > 1 sera noté.1 . 

A Ty d&ésigne l'espace des polyndémes de degré au plus égal AN.
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Chapitre I 

FORMULES DE QUADRATURE DE GAUSS-CHRISTOFFEL 

La méthode d'approximation de Gauss-Galerkin s'inspire des 

méthodes de quadrature de Gauss. Dans cette section, nous nous intéressons 

& l'approximation de mesures non négatives sur JR. Nous présenterons 

ensuite un algorithme de réalisation de ces formules de quadrature offrant 

de bonnes qualités numériques. 

Les résultats de cette section sont extraits de GAUTSCHI [6,7]. 

En particulier, l'étude du conditionnement numérique de l'algorithme 

présenté dans la section 1.2. se trouve développée dans GAUTSCHI [7]. 

1.1 Présentation de la Méthode 

Soit wu une mesure non négative sur JR. Etant donné un entier 

positif N, la méthode de Gauss-Galerkin -consiste A approcher yu par une 

mesure w de la forme 

(it) boos 

N N sas ; N Les quantités ap x (i=1...N) sont choisies de telle maniére que yp & yp 

admettent les mémes premiers moments. Afin d'alléger les notations » dans 

la suite les coefficients al x seront notés ark; .
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On fait les hypothéses suivantes : 

(1.2) & > u(xsx $ &) est croissante en au moins N points deux a 

deux distincts ; 

(1.3) flx]9 au <e, g = 0,1...2N-1 

On se donne les 2N premiers moments de la mesure yu : 

=f du, j20.0.2NH4 

Dans (1.1) les réels ays X (i = T.-M) sont choisis de telle sorte que : 

(1.4) fx aX - my, , j20...2N-1, 

etest~a-dire : 

ji. a _ 2 a, (x,) mos . gs0...2N-1 

wW est appelée 1' approximation de Gauss-Christoffel A N points de la’ 

mesure u, ix,} et fa,} respectivement, les points et les poids de 

Gauss-Christoffel. 

Il est bien connu que ce probléme admet une solution unique, 

efest-a-dire qu'il existe un unique ensemble de coefficients (asx, 05 

i=1...N} tel que la mesure définie par (1.1) vérifie (1.4) (cf. STROUD 

(13]).
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1.2 L'Algorithme de Chebyshev Modifié 

On introduit {n,iJ=0...N} la famille des polynémes orthogonaux 

relativement A la mesure uy, c'est-A-dire : 

(A) 7, est un polynéme de degré j ; 

(Ad) Ju, mT, du=0 si isj 

Ces polynémes sont définis A une constante multiplicative prés, 

et on peut décider par exemple que le coefficient du mondme de plus haut 

degré dans 00) est 1 (j = 0...N). Dans ce cas, la famille ins j=0...N} 

satisfait une relation de la forme : 

T5400) = (x-a5) 1, 6%) - B, 75-400 » j=O...N~1 

(1.5) mo(k) = 1 n(x) = 0,8, >0. 

(8, est arbitraire, on peut donc poser Bo = 0). Le caleul de 

l' approximation i se ramane | au calcul des coefficients fa, B43 

js0...N-1}; en effet, on a la proposition suivante (COLUB-WELSH [8]) 

PROPOSITION 1.1 

On définit la matrice : 

7 Boy dL 

v8, a, vB, (0) 

- . . . . 

(0) ) Biy-n cy-p “By 

Fy oN-1
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Jy admet N valeurs propres réelles deux A deux distinctes 

Bee bye soit VieeVy les vecteurs propres  orthonormés 

respectivement associés. On a le résultat suivant : 

@ a 

i » dis1...N 

ot Vii désigne la premiére coordonnée du vecteur vy et Py * 

ip w(dx) . 

Ainsi l' approximation w se calcule aisément & partir des 

coefficients { a598; ; j=0...N-1 }. L'algorithme de Chebyshev modifié va 

nous permettre de calculer ces coefficients A partir des 2N premiers 

Moments de u. 

Du point de vue numérique il est préférable de considérer les 

moments modifiés de-u. Pour cela, on se donne une famille de polyndmes 

{Hj 3J=0...2N-1} qui satisfait la relation : 

(1.6) 

# 40x) = (x-&,) 7,00) - 8, %,,(x) , j=0...2N-2 

ot les coefficients { G58 j 3j=0...2N-2} sont connus. On définit les 

‘moments modifiés de up relativement & la famille des polyndémes {#53 par : 

Posons : 

B,- [#, du,  g=0.,.2N-1 

) . 7 
Kyl J T, Ty du
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L'algorithme suivant permet de caleuler fa, +8535-0...N-1} a 

partir des coefficients (8,58 i d70-..2N-2} et des moments modifiés 

{Bj ij0...2N-1} 

initialisation : 

94,9 °° 
09,1 * By + 1+0...2N-1 

% + G+ B, / By 
By «0 

inerémentations : 

. pour k = 1...N-i_faire : 

(1.7) % 2 Satter OTH) yy 

~ Bend nay * By Ry Hy 
leks. .2N-k+1 

0 0 

(1.7)! a, « a + KUjt og Keke 

Ket, 1-1 "Kk 

: o 

(.7)" BUF Kok 
®KH1 ke1 
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Démonstration de l'algorithme (cf. WHEELER[14]) 

Désignons par qh l'espace des polynémes de degré au plus n. {nm} 

est une famille de polynémes orthogonaux relativement A la mesure yu, done 

Jn.odu-0, ¥oen 
que : 

On en déduit que : o =0 si kl, et 
k-1 k,l 

f a dy = f TT, xX dy 

En utilisant (1.5) et la relation See ked 7 0 ,ona: 

o = fay, ty ou 

= Jax au - a fa ay au - ay f Tend Mey 

ie a0 Be et set 

Drod (1.7)". De méme at ko 0 conduit & la relation : 

(1.8) J 1, X i, duo - oy f 1! it, duo- By f Tye i, du = 0 

Par ailleurs, avec (1.6) on obtient : 

J HX i duo = 

Ay ta Saou A fom ay ts



OT 

Avee (1.8) on en déduit : 

Me xer * Cra) Oy — Be i, = 0 

qui avec (1.7)" impliquent (1.7)'. Il reste done A vérifier (1.7) 

1 7 J May SH Bet 2,1 Car (105) ) 

Kt 1H * * "K-11 * 1 Opt 1-1 ( car (1.6) ) 

kyl 7 Set, 1-1 en? ety 7 Pet Senay * Br tyr
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Chapitre II 

RESOLUTION NUMERIQUE DE L'EQUATION DE FOKKER-PLANCK 

2.1 La Méthode d'Approximation de Gauss-Galerkin 

Introduisons tout d' abord 1' équation de Fokker-Planck. 

Considérons 1'équation différentielle stochastique : 

(2.1.) : aX, “ (x, ) dt + o(X,) qe t>0 , X. de loi Uy» 
0 

od {X,3 prerid ses valeurs dans JR; {wt est un processus de Wiener 

standard réel indépendant ‘de Xo Posons a = 3 , a! = da/dx et b! = db/dx 

on fait les hypothéses suivantes : 

(H1) bd, o0 : R > IR, sont des applications mesurables et bornées. 

(H2) at @ L” (IR) et ‘il existe a > 0 tel que a(x) 2a ¥X. 

(H3) b! est mesurable bornée, et at est continue. 

Sous les hypothéses (H1),(H2), l'6quation (2.1) admet une 

solution unique au sens faible ( cf. STROOCK-VARADHAN[12] ). L'hypothése 

(H3) sera utilisée par la suite pour démontrer la convergence de 

l'approximation de Gauss-Galerkin.
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{X} est un processus de Markov, son générateur infinitésimal L 

est défini par : 

Lo(x) = b(x) ot (x) + ¥ ax) g"(x) 

Soit Uy la loi de X, sur IR (# t) . Il résulte de la formule de 

Ité que {uy} est solution de l'équation de Fokker-Planck (crite sous 

forme faible) suivante : 

t 

(2.2) <u. so? = <un,o> + | <u_,Lo> ds , t20 , ¥  @ C?(IR) . 
t 0 0 8 b 

La méthode d'approximation de Gauss-Galerkin va nous permettre 

de résoudre numériquement 1'&quation de fFokker=Planck (2.2). Elle 

s'inspire de la méthode de quadrature de Gauss-Christoffel, présentée au 

chapitre I, 

On .approche iu? par une famille de mesures de probabilité tu} 

dé la forme : 

Les fonctions a ’ xe (qui dépendent de N) sont déterminées en posant : 

t 
N N , 

(2.3) <u 6? = <Ug» o> + im Suge Lg> ds , ¥@6 Toy-y . 

On remarque que us vérifie Supe = <Ug +? ¥oo Ee Toye » ainsi Wy est 

l'approximation de Gauss-Christoffel & N-points de la mesure gs
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2.2 Convergence de 1' Approximation 

Sous des hypothses supplémentaires, nous allons &tablir un 

résultat de convergence de l' approximation. On pose : 

n . 
ma (t) = <u > os th, Ct) = do mot) , 

dt 

mt) = cue 9, a(t) = @ mt) 
n Pt n — on 

dt 

On fait l'hypothase supplémentaire : 

Le 

(HM) Tin { m, (oy 7 (anyt f * < 
neo 

remar ques: De l'hypothése (H4) découlent les deux proriétés suivantes, 

1. X, admet des moments de tous ordres , ¥ t € [0,T]. 

2. la série } a m_ 60) admet un rayon de convergence 
né€N n! 

strictement positif. L'intérét de ce résultat réside dans le 

lemme suivant : 

LEMME 2.1 (cf. BILLINGSLEY[2]) 

Soit wu une mesure non négative sur JR possédant des moments de 

tous ordres m= fx u(dx) . Supposons que la série : 

yon 
nen nt 7 

admette un rayon de convergence strictement positif, alors si v 

désigne une autre mesure non négative sur RR: m= J x” y(ax) 

(¥n) implique u=v . Dans ce cas, on dit que le probléme des 

Moments pour p est bien posé.
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THEOREME 2.2 

Sous les hypothéses (H1)-(H4), 1’ approximation de Gauss-Galerkin 

est convergente : 

N. 
Me a= Ho» OS EAT 

Noo 

LEMME 2.3 

Il existe des rééls kK, ’ se ne dépendant pas de N tels que : 

(4) La série ,) er KO admet un rayon de convergence 
n€N nn! 

strictement positif ; 

(ii) | m (t) |< kK, o¥ nm, N, 2Nane1 , Ostet ; 

(iit) [a (t) | s KL ¥n,N, 2Nan+? , OstsT . 

La démonstration de ce lemme est faite en fin de section. 

LEMME 2.4 

Il existe une famille de lois {v,s0stsT} » et une sous-suite 
(vpsOStsT extraite de (uys0stsT) » telles que : IN NeN 

J ===> v ’ OStsT 
t t 

Noo 

Preuve : 

D'aprés le lemme 2.3-(ii)-(iil), ¥ n fixé, la famille 
N . {m(t)s08t8T yy (ney est bornée et équicontinue dans ClO,T], done 

relativement compacte.
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Par un procédé de diagonalisation de Cantor on montre qu'il 
F 

existe une suite croissante d'entiers {N,) pemn et des fonctions m ec 

{0,T], telles que : 

N 

(2.4.) mi.) > m(.) dans Cl0,T] , ¥n 

Pour montrer qu'il existe une famille de mesures non négatives {v,}0St8T} 

telle que : 

* n (2.5) m(t) = fx" v(dx) , ¥ n,0stsT 

on utilise le résultat suivant (cf. SHOHAT-TAMARKIN [11]) 

Etant donné une suite (m,) de réels, une condition nécessaire et 

suffisante pour qu'il existe une mesure non-négative qui admette 

m1 pour moments (¥ n), est que : 

¥KEIN, Cos C, pee CER 

(2.6) k j K 

Ci c,x 20,¥xe RISC} ca 20] 
; . ici 
i=0 is0 

N Pour tout t § T fixé, la propriété (2.6.) est satisfaite par 

tm,” (t) any done se conserve par passage A la limite lorsque p=. 

Ainsi, pour té[0,T] , ona: 

. n oN n 
(2.7) i x v, (dx) pe? J x vy, (dx) 

00 

* 
Par ailleurs on déduit du lemme 2.3 que la série. } en (t) admet un 

né€lN n! 
rayon de convergence strictement positif, done d'aprés le lemme 2.1 , YE 

est l'unique loi sur RR qui vérifie (2.7), ce qui permet d'affirmer (cf. 

N BREIMAN [3], p. 181) que > v, quand Now ,
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LEMME 2.5 

Sous les hypothéses (H1)~(H3), l'équation de Fokker~Planck 

(2.2), admet une unique solution t > Mee fonetion A valeurs dans 

l'espace des mesures non-négatives sur I. 

Preuve : En utilisant la formule de It6 on vérifie aisément que la loi 

de x résout l'équation (2.2), dtot l'texistence d'une solution. Soit 

o(.,.) € Cy? CR» R) et fi une solution de (2.2), 

t 

(a) <fip 19(E)> = Gig, 6(0)> + f <j ot(s)#L9(s)> ds 
0 

Par ailleurs, on considére l1'équation aux dérivées partielles rétrograde, 

(AA) us) + Ly(s) +0, sxt, vit)=¥ 
s 

D'aprés les hypothéses faites, et en utilisant des théorémes de régularité 

des solutions des EDP paraboliques ( cf. LADYZENSKAJA et al [9] ), on a: 

(AAA) ¥ v6 I(R), (AA) admet une solution v @ chr? (C0, t]xmR). 

D(R) désigne l'espace des applications IR+IR de classe C” A support 

compact. 

Aprés différence entre deux solutions, pour démontrer l'unicité 

il suffit de vérifier: 

(aa) Wp 20 => [HL = 0, ost } 

Soit t20 et VeID(IR), par (AA). on associe A V une application 
vecs'?({0,t]«R), D'aprés (A) (avee U2) et (AA): 

t 

<< V(t)> = f <f,»v' (s)+Lv(s)> ds = 0 
0
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done <fi,v(t)> = <i, »¥> = 0, ceci pour tout vVeID(R), d'ot fi,=0. 

Preuve du théoréme 2.2 : Si on &tablit que : 

: t 
(2.8) <u? = “War o> + im <v, Leo ds , taT , ¥geC CR) 

alors d'aprés le lemme 2.5 on a v =U OStsT., On en déduit done qu'une 
t 

sous-suite de uN converge vers Uy Mais en reprenant la démonstration, 

par unicité de la limite on montre qu'il y a convergence de toute la 

suite. Il stagit done de montrer que (2.8) est vérifiée pour tout 

gece (CR). Nous allons considérer plusieurs étapes successives. 

Etape 1 @ polynéme . 

Pour tout N 2 (d+1)/2, d = degré $, on a: 

N Ne fel “ 
(2.9) <vEr = <ugs 9? tJ <vg1bo> ds 

done (2.8) s'tobtient par convergence dominée lorsque N > », 

Etape 2 (x) = ef p(x), 6 ¢€ R, p polynédme. 

16x 
Prenons d'abord ¢(x) =e, Jel s 8,» On pose : 

n k 
a lex)”. : 1 a(x 2] OO gg fle 17" vy (ax) 

k=0—sik! 

(t @ [0,T] fixé), d'aprés le lemme (2.3) 8, + 0, par ailleurs on vérifie 

aisément que : 

n+ 
x | 
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ainsi pour j = 0,1,2 : 

(5) (5) <u ale a [> e, Bj >oO 

in 
Comme : “Vp by? - <Ug1 Oy? “Io <vg o> ds = 0 

»quand n + ~ on obtient : 

t 
6(6) C18 “Sitg 12] 6, Lads =O ,¥le] s 9, + 

Done ¥ p21, oP) (9) = 0, |@|¢S 6, , on en déduit que (2.8) est vraie pour 
tout @ de la forme of (x), |oels e p polynéme. En utilisant 

l'inégalité : 

1? 

n : k n+ exp i(o+e, )x} + exp (16, x) S (ix) < Je] x yn 

k=0 kt (n+1)! 

on montre par le méme raisonnement que (8) = 0 ¥ |6 |< 20, + done (2.8) 
est vérifiée pour tout de la forme of PX cy), [e] $ 26, p polynéme. 

Ainsi de suite : (2.8) est vérifigée pour tout @ de la forme 
2 Xp (x), 6 € R, p polyndme. 

Etape 3 oe Ce CR) 

n 
Soit B:= {xf ay exp{ iby x} ; néN, a dyer }, 

k=-n 

n 
k’ 

Comme o € Ce CR), ot € c,(R), il existe done {or} dans §& telle que: 

lo" - oF +o
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x 
Posons : oh Cx) = or (0) + i on(y) dy, 

f 
= ' g,00) = (0) + Jy ott) dy 

ona: ho? - Py +o j=0,1,2 

(2.8) est vraie pour tout élément de = done par convergence 

dominée, pour 9. 

Etape 4 g¢€ on CR) 

Soit Th e ce (IR) telle que 

Os hs 1 i=0,1,2 ; 

TH 1 sur [-n,n] ; 

t, = 0 sur J-*,-n-1[ U Jnt1,+f . 

On pose on = the e cE (IR), par convergence dominée, on montre que (2.8) 

est vraie pour 9. Ce qui achéve la démonstration du théoréme 2.2. 

Preuve du lemme 2.3 : 

Nous montrons qu'il existe Ky et isa tels que: 

(a) [m(t)] SK, ¥n , OstsT. 

(AA) [m (t) [SK ¥n , OstsT 

n 
(Ada) La série } &  «K  admet un rayon de 

nen nt 7 

convergence strictement positif,.
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Posons (8) = x", 

= t -1)02 M(t) = m(0) + Jj <uj,2nbdd,,_,+m(2n-1)076,,_,> ds 

t Sm (0) + J5 <uj2n |} oy,., | (2n-1) 5,5? ds 

Comme |x jenrts ¥ | a + an xen? bona: 

t mo (t) Sm (0) + ¢ Io {m,,(s)+n?m, _,(3)} ds 

Done, si | my ao (t) [s Kon » par le lemme de Gronwall -2 

2 mot) S$ ¢ {m, (0) +n Koneot 

e désigne une-constante qui dépend de T, mais pas de n. 

Soit Ky telle que | m(t) | s Ky + OStsT , on définit par récurrence : 

, = 2 (2.10) K C {m,,(0)+n K } 
en en-2 

alors |m, (t) |< kK, . ¥ mn, OstsT. La solution de (2.10) est : 

n 
n n-i+1 om! = ry2 + a} 2 (2.11) Ky, =e (nt)? Ky 2 e Gl m, , (0) 

. L 
D'aprés (H4), max { mn, (0) / (any 2n SM <o (on choisit M21). n 

néN 

Done (0) S$ (2n)! yen avec (2.11) on obtient alors, pour n 

suffisamment grand: 

K. 
en n+1 aS 2n 

Gnyr © © LK +m Mh fg MT (144) yan
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On en déduit: 

L 
Tim {k,,/ (ant } s veuce, 
noo n 

En utilisant le critére de Cauchy pour la convergence des séries A termes 

positifs, on montre que la série: 

gon 
ok 

new (2n)t  @n 

admet un rayon de convergence strictement positifr. 

2 en - 
Par ailleurs | x \" a | oe + 2n xen? },. on peut done 

n 
choisir: 

K 
= an + 

Kay te BA a * "Kone 

On vérifie alors (A) et (AAA). (4A) se démontre sans difficultés. Pour 

démontrer le lemme il suffit de remarquer que la démonstration ci-dessus 
; N 

reste valable pour les moments mobds avec les m&mes constantes K et ise . 

REMARQUE 2.6 

1. Dans la démonstration précédente on n'a pas tenu compte du fait 

que my(t) = my (t) = 1, OStsT , on a seulement supposé: 

|m(t) | $k OStsT 0 , 

pour une certaine eonstante Kye Ainsi le résultat reste juste 

lorsque yu, est une mesure non négative sur IR non normalisée. que Mo 

2. On a démontré 1a conservation du eritére de Cauchy: si, 

1 

Tim { m(0) / (ant P< 
neo

Fabien Campillo
-1
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alors pour tout tée[o,T], 

1 
Tim { m,(t) / (any J" < @ 
nro a 

Ces deux remarques nous seront utiles pour le 

filtrage non linéaire. 

problame | de
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Chapitre III 

RESOLUTION NUMERIQUE DE L' EQUATION DE ZAKAI 

On considére le systéme non linéaire: 

aX, = d(x) dt + o(X,) aw, , Xx 

(3.1) 
qdY, = atk.) dt + dv 

t t , 0 

OStsT ; X,Y,W,V prennent leurs valeurs dans IR ; W et V sont des processus 

de Wiener standard indépendants ; Xo est indépendant de W et V . Supposons 

satisfaites les hypothéses (H1)-(H4) du chapitre précédent, ainsi que 

l' hypothése 

(H5) h: IR + IR est une application mesurable bornée. 

X décerit lM évolution de l'état d'un systéme physique , Y son observation. 

Le probléme de filtrage consiste A estimer o(X,) A partir de 

l'information contenue dans {YX ssst} , wt. 

Notons F, = of ¢sstl, le meilleur estimateur au sens du risque 

quadratique de o(X,) sachant FF est ELX, | F,1. On est done amené a 
t 

déterminer ve la loi conditionnelle de X, sachant F. : 

SMe o> = BC OK) [FL
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Pour caractériser v, on peut utiliser la méthode de la 
oO 

probabilité de référence. Soit P la loi déterminée par 

{2}! =. = Z 
aP T 

ot {2.3 est définie par: 

t 
Z, = exp f { n(X,) a¥, - t ; n(X,)? ds } 

ht
) 

Le calcul de la loi conditionnelle de x, sachant F,. 
Q 

1ié A une expression calculée sous la probabilité P, par la formule de 

sous P, est 

Kallianpur-Streibel: 

EL xX) 2/8] 
(3.2) EL $(X,) | rod 5 

EC 218, 3 

L' intérét de la probabilité de référence réside dans le fait que 
°o 

sous P, W et Y sont des processus de Wiener indépendants. On définit 3 la 

loi conditionnelle non normalisée de x, sachant FF. » @n posant: 

Qo 

Ct > = EL 4(X,) Z|] 

¥ est solution d'une équation aux dérivées partielles stochastique ~ dite 

équation de ZakaI ~ écrite ici sous forme faible: 

t t 
(3.3) <Op49> = <uyrg> + J <¥,,L9> ds + J <Bjyno> d¥,, ¥9ECZCIR) 

Si l'on note <O.41> = f ¥. (dx), on a done la relation: 

<v > 
< V2 > = SMe 8? . 

< vu » 1>
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3.1 Filtrage avec Observation en Temps Discret 

On considére le systéme : 

aX, fal d(x) dt + a(X, ) aw, ’ 0 ~ Ho , 

(3.4) 

yy. = ny )tv ’ k k 

of OS tST,0< t, fee S ty = T est une suite d' instants donnés, pour 

simplifier nous prendrons ty = k A, avec A= T/K (KEN). 

fy} et iv] sont des processus A valeurs dans FR ; tv} est une 

suite de. variables gaussiennes indépendantes , a N(O,R) ; W est un 

processus’ de Weiner standard indépendant de {vy} 3 Xp est indépendant de W 

et tvs. On suppose (H1)~(H5) satisfaites. 

Soit Me la loi conditionnelle de X, sachant {Y¥yeee¥ee az} , ot 
t 

[t/a] désigne la partie entiaére de t/A. n est déterminée par: 

(3.5) < ho o> = 

od § - la loi conditionnelle non normalisée - est définie par 1'équation : 

[t/a] t 
<i, 62 = <uno> +f <filter ds+ J <a, (fC )-1} o> 

t 0 0 8 ty k 

(3.6) k=1 
¥ o € C2(R) b 

avec: * < Ai,- » o> = lim < A, » O> | 

k tot, ,t<ty 

® f(x,y) = exp{ i h(x) y - i n(x)? |
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De méme n est solution d'une équation du type (3.6), A savoir: 

t [t/a] < Tho? (PC.s¥)-1} o> 
k <n.26 = <un.d> + f <n,bo>ds+ J 

t 0 o § < tee > Psy) > (3.7) kat tek 
¥ o€ChCR) . 

On peut remarquer qu'tentre deux instants d' observation, 

l'évolution de n est décrite par 1'équation de Fokker-Planck et, qu’a 

lt instant ty : 

< "7 , f(..y¥,) > 

k <ne> PC.y) > n 
uF 

On se propose d' approcher nN, par une mesure de probabilité ny , 

de la forme: 

N 
N i i 

b 5 8x) 

ot les processus stochastiques an et x sont déterminés en posant: 

t [t/a] < apes (fC.sy,)-1} 6 > N N k Sng 19? = Sigs 6 + f <nitpdas+ J 
0 ° cme, tiyy.) > (3.8) k=1 ty poerey 

¥ 9e@m, 
N~1 

_ THEOREME 3.1 

Pour toute trajectoire Ly, ree eoMl donnée, l' approximation de 

Gauss-Galerkin est convergente: 

t ’
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Preuve : On note m(t) = f xe n, (dx) ; supposons que 

N 
(A) nh =e" mh» 

(AA) Tim { Up,6t) / (2n)! } < © 
nee 

soient vérifiées pour t=t nous allons montrer que (A)(AA) sont 
kt 3 

vérifiées pour t @ [ty yt] . 

Pour t @ Jt, tf , ltévolution de est décrite par q 
t 

1'équation de Fokker-Planek, on déduit du théoréme 2.3 et de la remarque 

2.6 que (A) est vérifiée pour tout t é Jt), tl. Comme: 

<mpe + Plow) o> 
N k 

k < nee ’ fl.sy) > 

k 

, on en déduit que (A) est aussi vraie pour t=t Par ailleurs, 

i 
jen 

Ke 

tin { m (ty, / (2m)! ; 

J tony) neta) 
= lim { 1 k pen 

nee (2n)Y f f(x,y) Ber (ax) 

tA
 exp{ 2 & max +o? 

Pl R x, I R * ' 

«Tin { m (tz) / (anys J 
nee 

pour cette derniére majoration on a utilisé la double inégalité: 

-¢ - ¢? Ce oe? exp{ £ max ly, | a Es F(xy,) < exp{ £ max ly, | + Se } 

of ¢ est un majorant de | h(x) |.
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Mais d’aprés (AA) et en utilisant la remarque 2.6, on a: 

1 

Tim {my (tz) 7 (ant Pc @ 
n> 

Ainsi (A)(AA) sont vraies pour tet). Pour terminer la démonstration, il 

suffit de vérifier (A)(A4A) pour t=0. D'apraés 1'équation (3.8), N est n 
0 

lapproximation de Gauss-Christoffel, d'ot (A). Par ailleurs (AA) en t=0 

est exactement l'hypothése (H4). 

3.2 Filtrage avec Observation en Temps Continu 

Avant d' introduire l' approximation de Gauss~Galerkin, on 

considére un probléme de filtrage non linéaire "“approché".. Dans (3.1) on 

diserétise 1'équation d' observation : 

ket 

Y - Y = | n(xX_)ds+ V - Vv 
ee ty t 8 ava) te 

kK 

= n(X, ) At V -~Vv 
ty ae) ty 

Done, en posant ve I= aul {v, ve } s on obtient 1'équation en temps 

discret: ket 'k : 

y * n(x, ) + YE 
k 

ot Vy est l' approximation de a'ty, “Y, iz 
k+1 kK 

. A On définit F { 
T= O1Ya,.., A . . 

° iM Yeevaql et Vv, la loi conditionnelle 

de x sachant 14 t
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Comme nous l' avons vu dans la section précédente 1'évolution de 

AY est décrite par 1'équation : 

t A ny 
Tp sb? = <Hys o> + J <NgLe> ds + 

[t/a] <n (fle oT} o> 
; k (3.9) + i 

kel < Tho ? PCy dol > 

k 
¥ gE C2(R) . 

Avec f Cay) := exp{ h(x) y A- & n(x)? A}. 

THEOREME 3.2 

Outre les hypothéses (H1)-(H5), supposons que hece (IR), alors 

pour toute trajectoire observée {Ys sst} 

‘vee vy,» OSEST, 
t t 

A>0 

od Ye désigne la loi conditionnelle de x, sachant F, = oY 3sst} 

(A condition de définir v "sous forme robuste", cf. 
t 

PARDOUX[10]). 

Preuve : 

Q 

Plagons~nous sur un espace de probabilité (2,,P) et considérons 

le systéme différentiel stochastique: 

qx, = bX) dt + a(X, ) aw, 

(3.10)
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3 ° 

od We ayy ) est un P-processus de Wiener standard A valeurs dans IRxR, 

indépendant de Xo ( YQt=0 ). 

* 
Pour Y on prend la représentation canonique' ) (ClO, T],B,P,,¥). De plus 

— —_—_ — ° 

on définit P la loi marginale de X sur un espace (2,5). Sous P, X et Y 

sont indépendants : 

(3.11) P(dX,dY) = P(dX) x P Cd) 

Afin de simplifier les notations on prend A iaTén , tisia, 

dans la suite ty sera noté tye On définit : 

n(t,X) = n(X, ) pour t é [t,t 0. 
i 

i+] 

° 

On considére alors les P-martingales exponentielles suivantes: 

t 
Z, t= exp J { n(x.) dy, - % n(x.)# ds] 

(3.12) 
n t n n 

Z, = exp f { n’(s,X) ay, % hn (s,X)2 ds } 
0 

Posons aM, = Ln(X,) ds + Sata) (X,) dW, , par intégration par parties dans 

L'intégrale de It6 ona: 

t 
(3.13) Z, = exp{ n(x ¥, - J (YM, - % h(X,)? as} | 

Par ailleurs comme t > H(t xX) est constant par morceaux : 

n : . 
(3.14) Z, =: exp{ n(x, ) (Yo t pT RRO, DF (tty) + 

i i 

t t 
{ny ) & -%)- ka, 02 a |) 
a se 

pour t & [t.5ty 40 . 

(*) (cC0,T],B) espace des fonctions continues [0,T]+IR, muni de la tribu 

borélienne, Pla mesure de Wiener, Y le processus eanonique.
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(3.13) et (3.14) permettent de considérer Z, et zn pour toute trajectoire 
. t t 

de Y fixée. 

On définit les lois P et P™ sur (@, IF) 

n 

(3.15) OP ya Z F oP ye 2m, 
o T o 

aP aP 

Sous P ( resp. pn ), (X/ ¥ ) admet la représentation suivante: 

dX = bX) dt + o(X,) aw t t 

(3.16) d¥, = W(X.) dt + av, 

( resp. a¥, = n'(t,X) dt + ave j 

ol V { resp. ye ) est un P-processus ( resp. P" processus ) de Wiener 

standard défini par: 

oO +7 . 

vio We faa as 

t 

( resp. ve rs vy + if n(s,X) ds ). 
0 

On considére maintenant le systéme avec observation en temps 

discret: 

aX, = bX) dt + o{X,) aw, 

(3.17) 

n n 

yi t= WO Dt yy 
L 

ny 1 - ot vi r wv, ve .
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Il est clair que sous pr, la loi conditionnelle de x sachant 

olyti i t.q. t St) est égale A la loi conditionnelle de x sachant Fy, 5 

o(¥ 388). Notre but est done de démontrer la convergence des expressions 

E'Co(X,) | FJ, pour toute fonetion $¢ continue bornée. 

Diaprés (3.15), en utilisant la formule de Kallianpur-Streibel : 

EL $(X,)2Z, | F,] 0 etecx,) |r) = Peeled pos, 
el Zz, | FJ 

BC ox, )2" [2] Qo 

ENLO(X,) [B,J = uma an a P-p.s. sn 

Bl 2, | F,) 

Mais dtaprés (3.11) 

J EC (XZ, |r, EL (XZ, ] P TPS. 

J 
° n —_ . n 

EL (XZ, [F, E[ (XZ, J P TPS. 

Pour {Y9st] une trajectoire donnée de l'observation, il s'tagit done de 

montrer: 

~ n = 
Bl o(x, 2p J > EL o(x,)2, J 

noo 

comme $ est bornée, il suffit de vérifier que, 

(3.18) Zz 

A t fixé ze et Zz sont des variables positives d'espérance égale & 1 (¥n), 

une condition suffisante pour que (3.18) soit vérifié est: 

>Z en P-probabilité. 

Enfin ce dernier résultat se déduit des définitions (3.13) et (3.14) de z 

et ZB i ach’ ; 4 * Ce qui achéve la démonstration du théoréme 3.2. 

t
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Remarque : Le théoréme 3.2 ne se limite absolument pas au cas de la 

dimension 1. La démonstration que l'on vient de donner est identique dans 

le cas multidimensionnel. 

On utilise la méthode de Gauss-Galerkin afin d'’ approcher an par 

une mesure de probabilité ‘It de la forme: 

N . . 
AN _ i i 
YE 2 ay 5(x,) 

i=] 

Les processus stochastiques a,x” - qui dépendent de A et N - sont 

déterminés en posant: 

t 
ALN AN Ong? = <iged? + J <UngsLo> ds + 

{t/aA] < “nt , {£ C.,y,)-1} @ > k A k 
(3.19) ~ + 2 ra 

. ket < Me : PACer¥ a1 > 

¥oeET 

Diaprés le théoréme 3.1, pour tout A , on a la convergence 

suivante: 

A A 
valu) ——=> vy, (w) » ups. , OStsT (3.20) as 

On introduit M, l'ensemble des mesures de probabilités sur R, 

et c(R) l'ensemble des fonctions bornées, uniformément continues. Soit 

{f:p20} une suite dense dans c OR). On définit: 

| <uyf >-s£> | 
d,yay ore FL 

pen 2 ty | 

( || f | s= max{ f(x) ; x@R } ). d(.,.) définit une métrique sur M, , plus 

précisément ( ef. STROOCK-VARADHAN[12] ):
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THEOREME 3.3 

Soit Uo ou € M, » les deux assertions suivantes sont 

équivalentes: 

(i) Uy, “GSP 

(ii) du, su) > 0°, quand nee, 

De (3.20) et des théorames 3.2 & 3.3 on déduit le résultat 

suivant: 

3) A tout A>0O on peut associer N(A)@IN tel que : 

(3.¥%) ( 
A NCA) , ———— Se s $ ° VE 430 > VE >» ¥wp.s. , 0 tstT 

Remarque: 

Ce dernier résultat de convergence n'est pas enti&rement 

satisfaisant (on ne sait pas choisir explicitement N(A) ) . Mais comme en 

pratique l'&quation d'observation est toujours en temps discret, pour un 

pas de diserétisation A donné la convergence (3.20) est satisfaisante, 

On aurait pu obtenir une convergence en moyenne quadratique dans- 

le cas des observations en temps continu. Mais ce n'est Pas non plus d'un 

grand intérét. Pour obtenir une convergence pour chaque trajectoire 

observée, on pourrait penser utiliser la "forme robuste" de 1’ équation de 

Zakal; ceci n'a pas été réalisable, car la multiplication pa& exp{-h(x)¥,} 

fait sortir de l'espace des polynémes de degré au plus égal & N.
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Chapitre IV 

ETUDE NUMERIQUE 

Dans ce chapitre nous présentons quelques exemples numériques 

dtapplications de la méthode de Gauss-Galerkin. Les calculs ont été faits 

sur un ordinateur VAX 730 en FORTRAN 77 double précision. 

La ‘méthode dtapproximation dépend fortement du schéma de 

discrétisation en temps utilisé. Pour lt approximation de l'équation de 

Fokker=Planek, nous utilisons un algorithme de Runge-Kutta d'ordre 2; on 

peut naturellement utiliser des schémas plus performants si la nature du 

problame considéré le nécessite. 

A chaque incrémentation en temps , le ecaleul de 

l'approximation par la méthode présentée au chapitre I, nécessite d'une 

part, une base de polyn6mes orthogonaux, et d' autre part, le calcul des 

valeurs (et vecteurs) propres d'une matrice tridiagonale symétrique. La 

base de polynémes retenue est celle d'Hermite. Pour le calcul des valeurs 

propres nous utilisons une variante de la méthode QL; le programme exact 

se trouve dans GARBOW et al[5].
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Pour un pas d'inerémentation en temps At donné, le passage t+At 

s'effectue de la maniaére suivante : 

données: 

inerémentation: 

Points et poids de Gauss x Lo? ay (i=1...N). 

En utilisant un schéma d'intégration numérique 

pour résoudre les équations (2.3) (ou (3.8) dans 

le cas du probléme de filtrage avec observations en 

temps discret ) on caleule : 

4 

Meet? 7° FOE My ys 

En utilisant la méthode de quadrature de Gauss- 

Chistoffel (cf. ch.I), on calcule les points et les 

poids de Gauss xt i teat? aeeat tels que: 

N i i ON 
2 eat Peat? = MeeaerO? + FOE gy, i=l
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4.1 Approximation de 1"Equation de Fokker-Planck 

Nous allons tester la méthode sur trois exemples pour lesquels 

la solution exacte est connue (cf. ARNOLD[1]). Les deux premiers exemples 

sont linéaires , le troisiéme se déduit d'un exemple linéaire. 

Exemple 1 

On considére le processus d' Orstein-Uhlenbeck: 

X= - aX, dt +e aqW, , OstsT , Xo =x, 

(a> 0 ). La solution de cette équation est: 

a olt-s) dW 
s 

Pour lt approximation les paramatres sont : 

* Nombre de points et poids de Gauss : 20 

® Pas d'inerémentation : 0.02
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Dans le tableau 1, nous donnons les moments de 1l' approximation 

obtenue par la méthode de Gauss-Galerkin (notés "“approché" dans le 

tableau), et les moments de la loi exacte ("exact") calceulés grace aux 

formules (A). Nous présentons les moments d'ordre 2,5,8,14,17 et 20 , aux 

instants t=1,2,3,4,6,10. 

t moment d' ordre 

2 5 8 

approché exact approché exact approché exact 

1 0.105D+00 0.105D+00 0.409D+01 0.410D+01 0.127D+03 0.127D+03 

2 0.998D+00 0.100D+00 0.530D+00 O.549D+00 °° 0.105D+03 0.105D+03 

3 0.997D+00 0,100D+00 0.748D-01 0. 744D-01 0.105D+03 0.105D+03 

4 0.100D+00 0.100D+00 0.190D-03 0.100D-01 0.104D+03 0.105D+03 

6 0.100D+00 0.100D+00 ~-0.223D-06 0.184D-03 0.104D+03 0.105D+03 

10 0.100D+00 0.100D+00 -0,223D-06 0:618D~07 0.104D+03 0.105D+03 ° 

14 17 20 

approché exact approché exact approché exact 

0.186D+06 = 0,.186D+06 0.902D+07. 0.973D407 0.100D+10 0.998D+09 
0.136D+06 =0.136D+06 = 05137D+07 = 0.1 26D+07 = 00 660D+09 =: 661 D+09 
0.135D+06 0.135D+06 0.172D+06 0.171D+06 0.646D+09 0.655D+09 
0.134D+06 =0.135D+06 0.109D-06 0.231D+05 0,.650D+09 0.654D+09 
0.134D+06 =0.135D+06 ~0,109D-06 = =0.423D+03 0. 650D+09 §=—-:0. 65 4D +09 
0.134D+06 0.135D+06 0.109D-06 0.142D+01 0.650D+09 0:654D+09 O

D
F
E
W
N
h
 =
 

' tableau_1 

On remarque que les moments dtordre impair sont calculés 

avec trés peu de précision relativement aux moments d' ordre pairs; ceci est 

di aux différences d'échelles existant entre les moments d' ordre impair et 

pair, compte tenu de ce que la loi asymptotique est symétrique par rapport 

A l'origine.
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Exemple 2 

On considére 1' équation: 

aX, = A x, dt + B xX aw, » OStST , X, =X 

La solution de cette équation est : 

X = - 1 p2 t Xo exp{ ( A 3 B?-) t +B We i 

Ainsi x, suit une loi log-normale, son moment d'ordre p est donné par la 

formule: 

Pp = 4 1 2 1 52 B2 (A) Ei X = x) ex (A-1L BF )tel B2 t { x, | p{ p 5 5P } 

Dans le tableau on présente les moments de Il'approximation de 

Gauss-Galerkin et les moments exacts donnés par (A), pour Il! exemple 

suivant: 

- * A=0Q0.1 , Be#0O.1 , Xo 20.5 , T#10 3 

* Nombre de points et poids de Gauss : 16 ; 

% Pas d'inerémentation : 0.02 

t moment d' ordre 

1 . 4 7 
approché exact approché exact approché exact 

2 0.610D+00 0.610D+00 0.156D+00 0.156D+00 0.481D-01 0.482D-01 

4 0. 746D+00 0. 745D+00 0.395D+00 0.394D+00 0. 301D+00 0.289D+00 

6 0.921D+00 0.911D+00 0.995D+00 0.987D+00 0.186D+00 0.184D+00 

8 0.111D+00 0.111D+00 0.248D+01 0.248D+01 0.11 4D+02 0.113D+02 

10 0.136D+00 0.136D+00 0.625D+01 0.622D+01 0. 703D+02 0. 700D+02 
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1 14 16 
approché exact approché exact approché exact 

2 0.132D-01 0.132D-01 0.617D-02 0.619D-02 0.410D-02 0.412D-02 
4 0.367D+00 0. 359D+00 0.643D+00 0, 629D+00 0.113D+01 Q.717D+01 

6 0. 986D+01 0.973D+01 0.638D+02 0.638D+02 0.298D+03 0, 302D+03 
8 0.266D+03 0.264D+03 0.645D+04 0.647D+04  0.806D+05 0. 816D+05 

10 0.714D+04 0. 715D+04 0.652D+06 0.657D+06 0.217D+08 0.220D+08 

tableau 2 

La méthode de Gauss-Galerkin approche done avec suffisamment 

de précision les moments de la loi exacte , malgré l'évolution rapide de 

celle-ci.
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Exemple 3 

Dans cet exemple nous allons construire, 4 partir d'un processus 

d'Orstein-Uhlenbeck (cf.exemple1) , une solution d'une équation non 

linéaire dont nous connaitrons la loi. On considére le processus xX 

exp{Y,}, ot Y, est donné par: 
t 

q¥o=c- aX t , at + 8 dW < = . + OStST » Yo e¥y - 

On peut vérifier, en utilisant la formule de It&S et le fait que XY = 

Log(X, 1}, que X est solution de l'équation différentielle stochastique non 

linéaire: 

= 1 g2 - = aX, { ie a LogX,. } X. dt + BX, dW, , X= exptyg} 

Par ailleurs les moments de x sont facilement calculables car 

¥, suit. une loi normale Nu 06) avec: 

= ~at 2 . ge ~2at 
Me Yo e , oF = 2a { 1 e } . 

Ainsi xX suit une loi Log-normale et, 

(A) E{ xP } = exp{ py eat +1 pz BF (1-287 2a") i 
t 0 2 2a 

Dans le tableau 3 on présente les moments de la loi approchée et les 

moments exacts donnés par (A). Les paramétres sont: 

* a=0.5 , p=0.5 , X= exp(y 4) =1 , T=20 ; 

* Nombre de points et poids de Gauss : 16 ; 

* Pas d'inerémentation : 0,05
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t moment d' ordre 

1 4 8 
approché exact approché exact approché exact 

0.4 0.104D+01 0.104D+01 0.194D+01 0.193D+01 0.139D+02 0.139D+02 
1.2 0.108D+01 0.109D+01 0. 405D+01 0. 4O4D+01 0.267D+03 0.267D+03 
2 0.111D+01 0.111D+00 0.561D+01 0. 564D+01 0.101D+04 0.101D+04 

3.2 0.112D+01 0.1172D+01 0.679D+01 0.681D+01 0.214D+04 0.215D+04 
4 0.113D+01 0.113D+00 0.71 4D+01 0.712D+01 0.257D+04 0.257D+04 
6 0.113D+01 0.113D+00 0.738D+01 0.735D+01 0.291D+04 0.292D+04 
8 0.113D+01 0.113D+00 0. 740D+01 0.738D+01 0. 301D+04 0.297D+04 

20 0.114D+01 0.113D+00 0.745D+01 0.739D+01 0.300D+04 0.298D+04 

10 13 16 

approché exact approché exact approché exact 

0.4 0.588D+02 0.616D+02 0.920D+03 0.105D+04 0.173D+05 0.381 D+05 
1.2 0.614D+04 0.621D+04 0.239D+07 0.257D+07 0. 384D+10 0.51 4D+10 
2 0. 495D+05 0. 494D+05 0. 850D+08 0.857D+08 0.101D+13 0.103D+13 
3.2 0.162D+06 0.161D+06 0.636D+09 0.631D+09 0.213D+14 0.214D+09 
4 0.214D+06 0.213D+06 0.103D+10 0.101D+10 O.44ane1 4 0.439D+14 
6 0.258D+06 0.260D+06 0.141D+10 0.141D+10 0.722D+14 0.729D+14 
8 0.272D+06 0.267D+06 0.149D+10 0.148D+10 0.775D+1 4 0.781D+14 

20 0.270D+06 0.268D+06 0.150D+10 0.150D+10 0.792Dt14 0.790D+14 

tableau 3
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4,2 Approximation de 1'Equation de Zakafi 

Nous allons tester la méthode de Gauss-Galerkin sur un exemple 

linéaire ot l'on dispose du filtre de Kalman-Bucy pour calculer la loi 

econditionnelle exacte. Nous présentons aussi un cas non linéaire pour 

lequel il existe un meilleur filtre linéaire. Aprés discrétisation en 

temps, les processus ont été simulés sur ordinateur & l'aide de la 

fonction RANDU, qui permet de simuler des suites de bruits blancs. 

Exemple 1 On considére le systéme linéaire: 

aX, sos x qt + aw, , X, = 0 ; 

(A) 

ay, = 2 x dt + qv, ’ Yo = 0 . 

On utilise un filtre de Kalman-Bucy afin de calculer ure la loi 

conditionnelle de X. sachant {Y 3sst}. Nous calculons ensuite, ie 

l'approximation de Gauss-Galerkin A 8 points et poids de nye 

Dans la figure 1 sont reportées t + x » ainsi que les 

courbes des estimateurs: 

a 

* ot oF X, t= x ny (ax) donné par le filtre de Kalman-Bucy ; 

* tt > xX. i J x fi, (dx) donné par la méthode de Gauss-Galerkin . 

On peut voir dtaprés ces courbes que les deux estimateurs sont identiques,.



Ch 

m—— METHODE DE GAUSS~- GALERKIN 

—— VRAIE VALEUR OU SYTEME 

———— FILTRE DE KALMAN- BUCY 

— VRATE VALEUR DU SYTEME 

ftqure 1 

Dans les figures 2 et 3 sont reportées, pour p=1,2...8, les courbes: 

® t + f xP fi, (dx) , le moment d'ordre p de A, ; 

* t > | f x? ny, (Ax) - f x fi, (dx) | l'erreur commise par 

rapport au filtre de Kalman~Bucy . 

La aussi l'erreur reste minime. 
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ftaure 3
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Exemple 2 On considére le systéme suivant: 

aX, = A x dt +B x dw, ’ 0 0 ’ 

(A) OStsT , 

day, = 4H x dat + av, ’ ¥, = 0 . 

Pour ce probléme de filtrage non linéaire, on ne connait pas la 

forme explicite (calculable) de Ne > la loi conditionnelle de x sachant 

{Y 35st]. Par contre il existe un meilleur filtre linéaire. Posons 

Q(t) =EX? » comme la loi de x, est connue (cf.section 4.1 exemple 2), 

t-Q(t) est une application bien définie. On peut alors vérifier que: 

(AA) aX, = AX, dt +B Yat) aM, 

t Xx 
od More f S_ aw 

t _—— s 
9 Yas) 

M est une martingale et E(M,-M,)? = t-s , mais il ne s'agit pas d'un 

processus de Wiener car (Mf-t} n'est pas une martingale. Supposons que M 

soit un processus de Wiener, et appliquons le filtre de Kalman-Bucy pour 

le systéme: 

Q
 os
 

P) : AX, dt +B YQ) dM, X= x 

dy, = H x, dt + qv, , Y= 0 . 

On obtient ainsi le meilleur filtre linéaire pour le systaéme (A). Notons 

q t la loi conditionnelle obtenue par ce filtre. 

Nous avons calculé Tip l' approximation de Gauss-Galerkin de nh 

pour l'exemple suivant: 

hal A = -0.1 , B= 0.1 , H= 1 , Xx, = 2 , T= 20 ; 

* Nombre de points et poids de Gauss : 6 ; 

* Pas d'inerémentation ; 0,025 .
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Dans la figure 4 sont reportées t > x, et les courbes : 

* t + x I= f x 7, (ax) , l'estimateur donné par le 

meilleur filtre linéaire ; 

® t + x, t= x fi, (dx) , itestimateur donné par la 

méthode Gauss~Galerkin . 

Les exemples ont montré que la méthode de Gauss-Galerkin se comporte mieux 

que le "meilleur" filtre linéaire. Sur certains exemples ce dernier est 

instable (grandes fluctuations autour d'une valeur moyenne) alors que la 

méthode de Gauss-galerkin a un comportement plus satisfaisant.
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9 

be i 1 

sums METHODE OE GAUSS- GALERKIN 

——~ YRAIE VALEUR DU SYTEME 

L ‘ A ‘ 

—— MEITLLEUR FILTRE LINEATRE 

——— VRALE VALEUR DU SYTEME 

fiaure 4 
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CONCLUSION 

Cette méthode comporte deux inconvénients majeurs : Dtune part 

elle est limitée au cas de la dimension 1 ; d' autre part elle devient trés 

vite instable dés que l'on veut augmenter le nombres de points de Gauss. 

En revanche nous nous sommes apergus que la méthode donne des 

résultats intéressants méme pour un nombre faible de points de Gauss ( 2 

ou 3 ). En ce sens cette méthode donne toute satisfaction par rapport aux 

objectifs initiaux, & savoir proposer une méthode simple dans son 

application. Du point de vue de la précision elle ne peut naturellement 

pas 6tre comparée A des méthodes du type différences finies. Toutefois ces 

derniéres ne peuvent pas donner de résultats significatifs pour un petit 

nombre de paramétres de calculs, et sont plus lourdes A mettre en euvre.





BIBLIOGRAPHIE 

[1] 

{2] 

[3] 

C4] 

{5] 

6] 

[7] 

C8] 

[9] 

[10] 

[11] 

[12] 

[13] 

[14] 

L. ARNOLD, Stochastic Differential Equations : Theory and 

Applications, J. Wiley (1974). 

P. BILLINGSLEY, Probability and Measure, J. Wiley (1979). 

L. BREIMAN, Probability, Addison-Wesley (1968). 

D.A. DAWSON, Galerkin approximation of nonlinear Markov 

processes, in Statistics & Related Topies, M. CSORGO, D.A. 

DAWSON, J.N.K. RAO, A.K.Md. SALEH (eds.) North-Holland (1981). 

B.S. GARBOW, J.M. BOYLE, J.J. DONGARA & C.B. BOYLER, Matrix 

Eigen System Routines - EISPACK - Guide Extension, Lecture Notes 

in Computer Science (1977). 

W. GAUTSCHI, A survey of Gauss-Christoffel quadrature formulae, 

in E.B. Christoffel : the influence of his work in Mathematics 

and Physical Seiences, Internatinal Christoffel Symposium, eds. 

Birkhauser, Basel (1981), 72-147. 

W. GAUTSCHI, On generating orthogonal polynomials, SIAM J. Sei. 

Stat. Comp., vol 3, n°3, (1982), 289-317. 

G.H. GOLUB & J.H. WELSH, calculation of Gauss quadrature rules, 

Math. Comp., 23 (1969), 221-230, 

O.A. LADYZENSKAJA, V.A. SOLONNIKOV, N.N. URAL'CEVA, Linear and 

Quasilinear Equations of Parabolic Type, Amer. Math. Socie. 

(1968) 

E. PARDOUX, Equations du filtrage non linéaire de la prédiction 

et du lissage, Stochastics, 6 (1982), 193-231. 

J.A. SHOHAT & J.D. TAMARKIN, The Problem of Moments, Amer. Math, 

Socie. (1950). 

D.W. STROOCK, S.R.S. VARADHAN, Multidimensional Diffusion 

Processes, Springer Verlag (1979). 

A.H. STROUD, Numerical Quadrature and Solution of Ordinary 

Differential Equations, Applied Mathematical Sciences 10, 

Springer Verlag (1974). 

J.C, WHEELER, Modified moments and gaussian quadrature, Rocky 

Montain J. Math. , 4 (1974), 287-296.




