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INTRODUCTION

L'objet de ce travail est de dévelbpper certaines méthodes de
détection de ruptures dans un modele linéaire gausaien partiellement
observé.

Les probldmes de ruptures de modeéles stochastiques motivent
depuis quelques années de nombreux travaux, commé en témoigne 1'abondante
littérature parue sur c¢e - sujet. La ledture_ de BASSEVILLE[2],
KLIGENE-TEL' KSNIS[16] et WILLSKY[24] donnera un large apergu des travaux

dans ce domaine.

L' importance particulidre des méthodes de détection de ruptures
réside dans leur capacité 3 suivre les variations brusques d'un modéle
paramétrique, ce dont les méthodes classiques de traitement du sighal
n'étaient pas capables. Elles ont déja fait 1'objet de nombreuses
applications, dans des domaines aussi divers que 1'aérospatiale [6],
1' £lectrocardiographie [27], 1la géophysique [3] et la surveillance du
trafic autoroutier [26].

Une des techniques les plus utilisées est fondée sur la
statistique du maximum de vraisemblance. Elle a donné lieu 4 1'algorithme
GLR - Generalized Likelihood Ratio - surtout développé par A.S. WILLSKY et
H,L. JONES [28,29].

Cependant cet algorithme présente certaines lacunes dans son
application pratique; en particuller le niveau du test associé - c'est 2
dire le choix d'un seuil de décision en fonction d'une probabilité de
fausse alarme donnée - n'est pas clairement défini. De plus aucun résultat
n'a été proposé 3 ce jour concernant 1'optimalité de cette méthode et la

convergence des différents estimateurs associés.
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Une approche intéressante de ce probléme nous est fournie par la
théorie de la statistique asymptotique ( eof. LECAM[21] ), déja appliquée
par J. DESHAYES et D. PICARD & la détection de ruptures de modéles [8-121].
Ces derniers étudient le comportement asymptotique des tests d'existence
de rupture et des méthodes d' identiflcation de cette rupture fondés sur la
vraisemblance. Ils établissent des théorémes d'invarlance sur les
processus de vralsemblance. Ces théordmes mettent en évidence les
"probldmes de Dbords" (i.e. le comportement irrégﬁlier du rapport de
vraisemblance pour les instants, dans 1l'intervalle de test, proches des
bords). Ils en déduisent des méthodes de pondération des bords qui leur
permettent de calculer le niveau asymptotique des tests de vraisemblance
associds, ainsi que 1la convergence des estimateurs des différents

paramétres.

Nous = utiliserons les mémes  techniques de  statistlque
asymptotique; cependant, nous allons considérer des ruptures sur un modéle
différent de ceux de J. Deshayes et D. Picard., Le rapport de vraisemblance
en fonction de 1'instant de rupture sera plus régulier, ce qui permettra
de démontrer sa normalité asymptotique locale; nous en déduirons des tests

approchés plus simples que le test du maximum de vraisemblance.

La majorité des travaux parus dans ce domaine traite le probléme
de détection de ruptures dans des systémes dynamiques en temps discret.

Nous considérons le syst2me lindaire en temps continu:

ax, = { & X, + a } dt + B dW

t t

ayY, = {H %, *h bat + avy
{Wt} et [Vt} sont des processus de Wiener; Xt désigne 1'&tat d'un systéme

physique et Yt son observation.

Nous nous proposons de traiter successivement le probléme de
détection de sauts brusques sur le paramdtre a, puls sur le paramétre A.
Dans la suite de ce travail, les ruptures sur a (resp. A) seront appelées

ruptures "additives" (resp. ruptures sur la dynamique).
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Par rupture sur le paramdtre a on entend que 1'équation d'état

s' éerit:
dax, = { a X, +a } at + B aw, pour t<t ,
ax, = { & X, + 2+ ¥ } at + B W, pour t2t .
Une rupture sur A est:
ax, = [ a X, +a } dt + B aw, pour t<t ,
ax, = { (asr) X+ a | dt + B aw, pour t2t .

L' instant de rupture ( t )} et 1l'amplitude du saut ( You I )

sont les seuls paramdtres inconnus.

Ayant observé {Ys;sst}, le probldme de détection est de tester
les hypothéses:

HO : Pas de rupture avant t {(i.e. T12t) ,

1 Rupture avant t (i.e. t<t) ,

contre H

et dans le cas ol H1 est accepté, de donner une estimation de 1'amplitude

du saut.
Le présent travail a pour buts :

(a) De développer des tests approchés plus'maniables que

le test du maximum de vraisemblance;

(a4) De démontrer 1'optimalité de ces teats sous une
asymptotique convenablement cholisie, par exemple
1'amplitude du saut + = , ou 1'intensité des bruits
WetV s 0 ; ces deux asymptotiques seront utilisées

dans notre travail.
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On résume les résultats obtenus:

Chapitre I .Détection de ruptures "additives"

Nous présentons 1'algorithme GLR. Ensuite nous traitons le cas Y

connu puis le cas Y inconnu.

Ltasymptotique considérée est: Amplitude du saut = 1 v avec 0.
; . €

La démarche est la suivante:

2,

3.

PéE) . 689 )} le moddle statistique

correspondant & notre probléme, @ désigne 1'ensemble des
paramétres de ruptures: @ = { (1,Y) ; 08151 .'YEEfl} ( si Y est
connu, 9 = { t ; 0sts1 } ). '

Nous = construisons {

Nous démontrons la normalité asymptotique locale de {PéE)}. Le

rapport de vraisemblance normalisé:

‘ (e)
ZS,G(U) = dP9+eU

()
dPe

est approché par la fonction aléatoire de structure simple:

exp{ U.AE 6

-1 u,F(e)u }
2

ol 8, o Suit une loi gaussienne N(0,F(8)).

Notre approche du probldme de détection de ruptures est 1la

suivante: A 1'instant t , pour 1<t, on testei

Ho ¢+ Pas de rupture avant t ,

contre H, . Rupture avant 1 .



Les résultats de 1'étape 2 nous permettent de construire,

(i) dans le cas ol Y est connu: Un test asymptotiquement
localement le plus puissant de HO contre H1 ,
(ii) dans le cas obu Y est inconnu: un test asymptotiquement

localement sans biais de puissance maximum de H. contre H1.

0
y, Dans une dernidre étape nous étudions 1les proriétés de
1'estimateur du maximum de vraisemblance, Nous démontrons en
particulier sa consistance,' ainsi que sa normalité et son

efficacité asymptotiques.

Chapitre II. Détection de ruptures dans la dynamique

Ce probléme est beaucoup plus délicat que le précédent; en
particulier, 1'algorithme GLR n'est plus applicable. Nous traitons en
détail 1le cas T connu. Nous reprenons les é&tapes 1,2,3 du premier
chapitre, La premiére é&tape, alnsi que 1la seconde, sont sensiblement
différentes dans ce nouveau probléme; en revanche la troisidme étape est

identique.

En- conclusion nous reprenons quelques problémes non abordés, en
particulier la mise en @uvre pratique des tests proposés dans les
chapitres I et II. Nous formulons quelques remarques sur le probldme des
ruptures dans 1'équation d'observation, ainsi que sur une approche plus
générale du probléme de détection de ruptures dans un modéle stochastique

partiellement observé.



NOTATIONS

E(Ttt)'

0 si t<t , 1 31 t2r .

transposée de A .
A'B , Ae RPM, Be RPT,
désigne la norme euclidienne pour.

tout AeR™P [ | A% = trace(A.d) 1.

lim|Ae-BE|=0.
e*+0

Si X est une variable aléatoire définie sur un espace
(9,B,P) , loil X ] P | désigne la loi image de P par X.

si { (8 ,B ,P ,X )} ; 0<es1 | est une suite de
E € £ £

variables aléatoires:

Pe—lim XE
e>0

loi

E e+0

limP { |X-x]>c } =0 ¥e>0 ;
e+0 g €

: 101{ XE IPE } —-;:-;—6—-> loi{X}
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Chapitre I

DETECTION DE RUPTURES "ADDITIVES"

On considére le systéme linéaire :

ax, = { A%, +a+ I(r,t) Y| dt +B aw, , X =x

t
(1

ay, = [HX +n} dt +av

t t ’ 0

osts1 . {Wt} & {Vt} sont des processus de Wiener standard indépendants. X
et W sont & valeurs dans IR" ; Y et V sont A valeurs dans JRd. Les termes
A,a,B,H,h,x,

éventuellement dépendre de t de fagon mesurable et bornée. I(t,t) = 1 si

sont supposés connus., Les coefficients A,a,B,H,h peuvent

t2t, 0 sinon. t € [0,1] est un paramdtre inconnu qui désiéne 1' instant de
rupture, Y € JRn désigne 1'amplitude de celle-ci.

Le probldme consistera, au vu d'une trajectoire de {Yt}, a
détecter une rupture éventuelle (i.e. t<1), et & estimer les paramétres de
la rupture.
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A priori 1'élaboration du test du ‘rapport de vralsemblancs
associé 3 ce probléme nécessite une infinité de filtres {un par hypothése
de rupture possible). Nous présentons dans la section I.1 1'algorithme
proposé par A.S. WILLSKY et H.L. JONES pour palller cette difficulté.
Celui-ci permet de calculer le rapport de vraisemblance i partir d'un
unique filtre - fondé sur 1'hypothdse de non-rupture - et d'un terme

déterministe - appelé signature - calculable de manidre séquentielle.

Dans les sections I.2 et I.3 nous menons une étude asymptotique
qui nous conduit & proposer un nouveau test épproché pour ce probléme, Il
s'agit d'un test plus simple que celul du rapport de vralsemblance. Nous
étudions 1'optimalité asymptotique de ce test, ainsi que les proriétés des

estimateurs des différents paramétres de la rupture.

L'asymptotique principalement utilisée dans ce. travail est
"amplitude du saut + «", En fin de section I.3 nous présentons une autre
asymptotique équivalente, en section I.4 nous reviendrons sur ce probléme

de choix d'une asymptotique.
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I.1 L'ALGORITHME G.L.R.

On considére (ﬁt,R(t),vt) respectivement 1'estimation de Xt, la

covariance de 1'erreur X -it et 1'innovation donnée par le filtre de

t
Kalman-Bucy suivant :

aX, = { A X +alade+re)H av | » Xy = %

(1.1) v, = day, - { H it +n }dt , v, =0

d_R(t) = A R(t) + R(t) A" + BB' - R(t) H'H R(t) , R(0) = 0
at |

Ce filtre n'est optimal que dans le cas ol il n'y a pas eu de rupture

(i.e.121)}. En effet, le filtre de Kalman~Bucy optimal ( QETY).R(t),v(TY))

t
associé au systéme (1) s'éerit :
d%iTY) = [a iéTY)+ a + I{t,t) v} dt + R(t) H'dvéTY), iéTY); X
(1Y) _ _ (1Y) (tY)
(1.2) dv, "t =ay, - {HXT o0 ot Vg =0

d R(t) = A R(t) + R(t) A' + BB' - R(t) H'H R(t) , R(0) = 0O
dat .

On s'apergoit que la covariance R(t) ne dépend pas des paramdtres (t,Y).

. (Y , '
L' innovation v ) est un processus de Wiener standard et on peut &crire v

(Y)

en fonction de v de la maniére suivante :

dvt = d{ vt—véTY)l + dvy

(1Y)

Lty)
t £

201Y) _ ¢
H | X, X, I at + dv



ol

on vérifie aisément i 1'aide de (1.1) (1.2) que H { RV - % b=ty
avee S défini par :

t
(1.3) sp o= B [ w(t,u) I(r,u) du

0
ob 1'application ¥ a valeurs dans R™" est donnée par :
(1.4) d_¥(t,s) = {&4-Rt)HH] ¥t,8) , ¥(s,8) =1

nxn
3t
Remarque_:
¥ est la résolvante correspondant & 1'équation de X qui d'aprés

t
(1.1) peut s'écrire sous la forme :

dit = { A-R(t)H'H | it at + { a-R(t)H'h } dt + R(LH' dY,
Pour 0 € s,t £ 1 , la matrice ¥(t,s) vérifie les propriétés suivantes qui
" seront fréquemment utilisées par la suite :

* y(s,t) = ¥(t,s) |,

* 0<C, 8 | ¥(t,s) | s C, <= .

T

S, est appelée 1la signature de la rupture, elle est

déterministe donc précalculable pour chaque valeur de 1. Finalement, v
vérifie :

1 (1Y)
(1.5) dvt = St Y dt + dvt
ol Sg est défini par (1.3)(1.5) et o™ est wn processus de Wiener

standard sous 1'hypothése H,(1,y) (i.e. rupture 2 1'instant t d'amplitude
Y).
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Pour déterminer la loi-PT y du processus v solution de (1.5) on
]

utilise la représentation canonique :
* (g, B) = ( C([0,1];1Rd) , tribu borélienne ) ,
* v processus canonique sur (Q,B) (i.e. vt(w)=wt) )

* Pw la mesure de Wiener sur (Q,B) .

Sous P, v est un processus de Wiener standard. Posons :

' t
(tv) __ _ J T
Ve 1= vt . Su Y du
LI | (1Y)
Comme IO ISt Y|2 dt < = , d'aprés le théordme de Girsanov, v T est un

processus de Wiener standard sous la loi P Y définie sur {(9,B) par

L)

(1.6) Pry = Lit,7)
ap
- 1
ol L{t,Y) := exp IO { S; Y. dv, - A |S: Y ]2 dt |}

Si HO désigne 1'hypothése de non-rupture et H1(r,Y) 1' hypothése

de rupture a4 1'instant t d'amplitude Y, on a le résultat suivant :

* s0us HO : v suit la loi Pw’
* . sous H1(t,Y) ¢ v suit la loi P .
T,Y

et le rapport de vraisemblance dPT Y/de est donné par (1.6). Le rapport
?
de vraisemblance de l'hypothése H = {Hi(T’Y) ;

0$t<1 , ¥ € R™{0} |} o' éerit :

contre 1'hypothédse H

0 1

L := sup { L(t1,Y) ; 0st<1 , YER™({o} |
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Posons :

1
st , st dt

AL f sT.av, , ' .. Io ¢+ St

I t
D'apraés (1.6) :

(1)

L{t,Y) = exp { Y.M -k Y.<M(T)>Y }

(1)

<M > est une matrice symétrique définie non-négative, supposons-la

définie positive (¥1<1), On peut alors poser :

€ Arg max exp| % M(T). <M(T)>-1 M(T) }

>

(1.7) 03
§ - <M(T)>‘1 M(T)
il est facile de volr que :
(1.8) L=L%Y) = mx{L;0st<t,vyer |

Ainsi le test de rupture s'effectue de la manidre suivante :
(1.9) si L Sc (resp. >c) : on accepte Hy (resp. H,)

ol ¢ est un seuil donné. Et les estimateurs du maximum de vraisemblance T

& Y des paramétres t & Y sont donnés par (1.7).
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Remarque: On est ainsi confronté & plusieurs difficultés. D'une part,

la définition correcte du rapport de vraisemblance (1.8) (en -
(1)

particulier 1'inversibilité de la matrice <M >); d'autre part, le choix
du seuil ¢ dans (1.9) en fonction d'une probabilité donnée de fausse

alarme :
o = P(accepter H, |H,) .

Ce dernier probléme — le calcul du niveau du test (1.9) - n'a
pas de réponse simple. Une possibilité consiste & faire appel A des
méthodes de statistique asymptotique (cf IBRAGIMOV-HAS'MINSKII ([15],
KUTOYANTS [20]). Dans notre probléme on introduit un paramétre ¢ € 10,1]
de telle sorte que pour ¢ > 0 le moddle statistique initial est
asymptotiquement équivalent 3 un moddle exponentiel. Enfin, dans le cadre
de ce modé;e'exponentiel, on .introduira un probléme de test unilatére qui

nous permettra de résoudre le probléme de détection de ruptures,
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I.2 RUPTURE D' AMPLITUDE CONNUE

Dans cette section on suppose que le saut Y de la rupture est
connu. Le probldme consiste alors 3 détecter une rupture éventuelle et

ensuite & déterminer un estimateur 7 de 1'instant de rupture.
Lt asymptotique considérée est 1'amplitude du saut Y tendant vers
1'infini. A la fin de cette section on fera une remarque coricernant une

autre aSymptotique: covariance de W et V + 0.

On considare le systime :

o 1 =

dX, { & X, va+ E.z(r.t) Y} dt + B aw, v X =X
(2.1) ‘

ay, = [ Hx *h bae + avy . Yy =0
ol € € 10,1] et le filtre :

ax, = { A %, +aldt+ R(t) dvy , Xy =%
(2.2) dv, = dY, - | H X, *+n } at vy =0

d_R(t) = A R(t) + R(t) A" + BB' - R(t) H'H R(t) , R(0) =0

dt

En reprenant la construction faite dans la section précédente,
on vérifie que sous 1'hypothése H1(‘l‘) (i.e. rupture & 1'instant t) v suit

une loi P(:) sur (Q,B) définie par :

1
0

dPiE) I
de = LE(T) 1= exp

1 -1
{ E.s(r.t).dvt o | sCt,t) |* dt }
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od S(t,t) = SE Y (ef. (1.3) (1.4)) et Pw est la mesure de Wiener. Sous

1' hypothése Ho {i.e. pas de rupture) v suit la loi Pw' De plus v admet la

représentation :
(2.3) dv, = 1 S(1,t) dt + d\)(s’ﬂ
: £ > v ‘
ol v(E’T) est un Pig)- proceasus de Wiener standard.

I.2.1 Normalité asymptotique locale

Dans cette section on établit la normalité asymptotique locale
de la famille des lois {P(E)

. ; 0%ts$1}. On considére 1'information de
Fisher : ' '

1,
F(1) := IO | s(t,¢) [* dt

95

T
Y=o % Y = -H ¥(t,1) Y si t2r, O si t<v .

é(T]t) i é: P
T

Dans la suite on sera amené & considérer des points t tels que
F(t) > 0. Pour avoir cette propriété, il existe des conditions

suffisantes, par exemple :

PROPOSITION 2.1

Supposons le systéme (2.1), aniformément  complitement

observable, c'est & dire : i1 existe o,8,8 > 0 tels que pour
tout o,t € [0,113,

=1 2 6 === 0 <« Inxn S Glo,T) S8 Inxn

ou G(o,T) est défini par :
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o
G(a,t) := IT ®(t,0)" H'H #(t,0) dt

3 o(t,s) = A #(t,s) y #(s,8) = L
ot
alors : ¥ t € [0,1-6], F(1) > 0
Pour plus de détails concernant les problémes

d'observabilité dans un sytéme linéaire on pourra se référer & FAURE et al
(131,

Preuve :

3] ) .
On définit : H(o,t) := Jt ¥(t,o)' H'H ¥(t,g) dt ol ¥(t,o) est défini par

(1.4). La proposition découle des relations :
G(o,1) £ H{o,T)

et
F(T) =y \F(1|T)' H(13T) ‘1’(1tT) Y

On considére la renormalisation suilvante du rapport de vraisemblance :

: ap(€) L (t+eu)
(2.5) oz, (W) e TS . B
' | dP£E) LE(T)

ol u#@ De T:={ 4 : 0St+eus! }. Par définition de LE(T)

1

Ze, (W) = exnl l'Io (SCtreu, t)-5(1,6)}.dv s
E

t

-,
S5z IO | SCt+eu,t)-S(1,t) |* dt }
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THEOREME 2.2

Soit 1 € [0,1], posons:

1 -
Ae,T t= JO S(1,t) . {dvt - € ! S(t,t) dt}

ze T(u) admet la représentation suivante:

ZE.T(u) = exp{ u b o ™ % u® F(o) + OS’T(u) }

avec:

{A) 1oi{ A IP(E) b = N(O,F(1)) , O<egd ';
E,T T

{AA) pour toute suite {ue} bornée: P(e)-].im 0 (uE) =0 .

€
g+0 !

Preuve :

. _ 1
Par définition : A . jo S(t,t) . dvie'ﬂ .

Ainsi pour montrer (a), il suffit de remarquer que sous la loi Pi‘g)
(e,1)
v

est un processus de Wiener standard. Pour (AA) on pose

. - 2
OE’T(U) : LOEZE,T(LI) ua ot % u? F(1)

Soit {uel une suite bornée, posons a = el

1
Oe.r(ue) = Y. J’0 { %’“ {S(1+ae,_t)-S(1,t)} - é(‘t.t) }. dvée’T)

E
1
- % u? fo { 1L {S(r+a ,trS(t,0)} |2 = | S(1,t) | | at
€ o 3
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Comme S‘:('t,t) = -H ¥(t,t) ¥ st tat , O sf t<t , i1 n'est pas difficile de

vérifier que:
1 . L]
JO | S(t+8,t)>S(1,t) |2 dt + 0 quand $§+0 .
Loi{ A |P(E) } = N(0,02) avec:
€ T €
T .
02 = IO‘ | aE '(S(T*’C‘E!t)—S(Tst)) - S(Tlt) |2 dt

1 -1 ae‘ .
= Io | o Io (S(1+86,t>S(t,t)) dé |? dt

1
g . max JO | S(t+8,t)>-3(1,t) |® dt —*E—+(J——> 0 .
ls1s]a,l
Par un raisonnement similaire on montre que Bé—E;-6—~—~> 0.

I.2.2 Test d'existence de ruptures

Au lieu de tester 1<1 contre 121 , on se fixe %<1 tel que F(I)>0

, et on considére le probléme suivant:

tester H, : pas de rupture avant ¥ (v2%) ,

contre H1 : rupture avant T (1<% .
De cette manidre on obtient un retard minimal & la détection de
1-%. On s'apergolt en fait que ce retard est inévitable ( cf.
BASSEVILLE-BENVENISTE [3], WILLSKY-JONES [29] ). En effet on ne peut pas
tester les hypothéses de rupture & un instant trop proche de 1'instant
final 1; la quantité d'information contenue dans 1'observation entre 1 &
1 risque d'&tre insuffisante pour que le test se fasse dans de bonnes

conditions.
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On pose : : Ze(u) 1= Ze,?(U) R AE t= Ae - F := F(T) ;

0 (u) := 0 _{u) ;
E £, T
De ;= {u: T+eu € [0,1], Osu<kK }

Dé r= {u o T+eu € [0,1] , -KKuw<0O }

(e),_ (&) (e),_ _(g)
Pu 3" Pasen ¢+ By = Bl

Aprés changement de variable le probldme de test initial est équivalent a:

H :uzo contre H, :u<o0
(o} 1 :

Nous allons proposer un test de H-O contre H ', et nous

&tudierons ses propriétés asymptotiques; pour cela nous ingroduisons les
définitions suivantes ( cf. CHIBISOV[7], ROUSSAS[23] )} : On appelle test
toute famille ¢={¢E}'d'applications mesurables @E: (R, B) + ([O'1J'BE0.1])
. Etant donné o € J]0,1[ une probabilité de fausse alarme, un test ¢ = {¢E}

de Ho'contre H1 est dit de niveau asymptotiQue a si :

(2.6) 1im sup 8 (u,%) Sa , ¥K> ,
' e+0 uebh®
€,K
ol .
.. ole)
Be(u,¢) : Eu °3

* '
Un test ¢ = {¢Z} de Ho contre H1 est asymptotiquement localement le plus
puissant (ALPP) au niveau 0y s'il‘est de niveau asymptotique o« et si pour
tout test ¢ = {¢e} de niveau asymptotique a :

(2.7) lim inf {8 (u,8%)-8 (u,®) } 20 , ¥ K> 0.
g0 ueD; ¥ € &
]
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THEOREME 2.3

On considére le test ®* défini par :

X

“h
181 F AE < Ca (accepter H1)

o* =
€ 0si F % A > C {accepter H )
E ) o

ol Ca désigne le (1-a) quantile de la loi N(O,1) . ¢* est ALPP
au niveau a. ' m]
Avant de démontrer ce résultat, on considére le lemme suivant :
LEMME 2.1

Soit f_ € L”(Q,JB,PE)E) ) avec || £, |, sec, ¥e@& 10,11, et ¥
[ue} suite bornée :

() -V 2
By { £, exp| u b, ¥, u? F o+ 0_(u) bt
~ E(E) [ £ explud -4 u*F1}}
e»0 0 € ee ? e
0
Preuve
| E(E)f explu & =% u2F + o0 (u)} - E(s)f exp{ u A - L u*F !
0 e ee g £ € 0 “e € € 2 e

g ¢ Eés)exP{ L bl exp 0 lu) b=l

Loif A, |PéE) | = N(O,F), ainsi EéE)exp{ uld_ - huF } =1, on peut donc
définir une loi ﬁEE) par:

~{¢)
dPO

dp(&)
0

1= exp| b -k at g}
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Ainsi :

(8) E{explus, - % u2 F} |explo (u =1 = & Jexp(o_(u )1 |

Pulsque exp(OE(ue)) 2 0 p.s.,, une condition suffisante bien connue pour

que 1'expression (4) tende vers 0 est :

+(e) S ,
(a4) E, exp(OE(us)) =1, (¥) ;
(AdA) ﬁés)—lim exp(O (u 1) =1

e+0

(AA) découle des définitions de P(e)et Ze(ue)' Comme PéE)

mesures équivalentes, la oonvergence (aA) est équivalen;e a:

(e)

0 sont des

P( )-1im exp(o (u )) =

e+0

yqui se déduit du théordme 2.2 .

Preuve du théordéme 2.3 :

Soit {¢E} un test de niveau asymptotique a :

Iim  swp gle) 4 ¢ , ¥K>0.
£+0 u e
uép?
€,K
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Il 8'agit de montrer que {¢:} est de niveau asymptotique a et que:

(a) lim inf E€) {e*x -6 | 20, ¥K>0.
-y i u [ 4
e+0 u€D
"£,K
a.
sup E(E) o* = aup Eés)e* exp{ uad -¥%¥u*F + 0 (u) t
“u€hp? v € uep? € & €
£,K e, K

(E:) * R - v 2
Eq o* exp | u A, ¥ ul F o+ Oe(ue) }

o u €& D¢
€ €,K
(continue en u). D'aprés le lemme 2.4 on a donc:

réalise le supremum en u de 1'expression considérée

(e) (e)
. E * - * - e
ue;gp u <pt-: e+0 EO ¢e exp{ ueﬂs % Je F }
£,K
(E) % . L = 112
g sup E 77 ¢ exp{ u & Yy uz F |
0 [ £
u&De K

On pose & = F‘;é Ca : ¢; = 1 ai AESG » O si AE>6. Soit uez 0,

(e)

I (0%-a) { exp(u a_ - Y u? F) - explu & - 4 u? F) | aP,

g

- (=) | v} oaplE) [ 0w (v b a®
AESE AE>6 - 0
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Done :
E(E)(¢*-a) exp{u &4 - % u* F)
0 5 g 2
S explu & - % u®F) Eéa)(¢§*a)
= 0 ’ car EéE) @: = q .
Ainsi ,
aryn (E) % - 2
lim sup EO o* exp(u A Lu*F) § a ,
o € E
g+0 u€pb
e, X
et par suite ,
lim sup Eis) * £ o .
e+0  u€Dh° €
£,k
De E(€)¢* = o on déduit :
0 £
lim sup EiE’ * 2 o
e=+0 ueb®
€,K
En conclusion :
(e) .«
lim sup Eu @E = o, ¥K>0.
a
>0 uGDe.K
b,
Avec le m8me raisonnement :
lim tnr g‘€) *- -
=5 u (cbE ¢e)

1
uSDg,K
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= 1lim inf E(E) (3*%-¢ ) exp(u A_ - % u® F + 0_(u))
30 ueD? 0 E £ € £
e,K
2 lim inf EéE) (6%-¢ ) exp(u A_ - % u® F)
— 1 € € €
>0 uéb
£,K
2 lim inf exp(u & - L u* F) EéE) (¢%-9 )
=i A . € €
e+0 uEDe K
L

2 | inf exp(u & - % u? F) ' lim Eés) (¢*-¢ )
— € €
u<o e+0

et

lim Eés)(¢*-¢ ) = a - lim EéE)QE 2 o - lim sup E(£)¢E 20
€0 € € 40 €0 ued?

D'ol {A). Ce qui achéve la démonstration du théoréme 2.3. ‘ )

1.2.3 Propriétés de 1’ estimateur
du maximum de vraisemblance

On considére 1'estimateur du maximum de vraisemblance de

1' instant de rupture (avec les notations de la section I.2.1)

?E € Arg max LE(T)
0s1sT '

(e) 1
dPT J 1 1 2
od L (1) = = exp J, { - S(t,t).dv, - EE?|S(-r,t)| dt |

—
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?t est bien définie car (e,t) - LE(T) admet une version continue. En
effet, i1 suffit de remarquer que :

1

1
E IO S(T‘,t).dvt - IO S(Tz.t).dvt |2 =

w

1 _
= IO | s{t!,t)-s(1?,t) |? dt

S Jrt'-t2 |2 max | S(r,t) |2
087,41
:

Ainsi 1 ~» !O

S(f,t).dvt admet une modification pour Pw (done pour tout
ple)
T

continue.

Jusqu'd présent nous avons supposé F(#)>0, c'est A dire F(%)
= Y' M(T) Y > 0, ol M(T) est la matrice définie par:

dt
On suppose maintenant que la matrice M(%) est définie positive. En

reprenant la proposition 2.1 ainsi que sa démonstration, on vérifie

aisément la proposition suivante:

: {
< PROPOSTION 2.5

Supposons le systéme (2.1) uniformément compl&tement

observable, alors 11 existe 50 tel que :

¥t e [0,1-6] , M(t) >0 .

) qui est continue; on en déduit que (g,t) + Ls(r) admet une version

W
S
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Dans cette section on &tablit des propriétés asymptotiques de ?s

lorsque € + 0. Ce type de probldme a &été largement étudié, notamment
par IBRAGIMOV - HAS'MINSKII [15]}, et KUTOYANTS [18-20]. Les résultats que
nous allons énoncer sont une application immédiate de KUTOYANTS [19].

Considérons les conditions suivantes :

(c1)

(c2)

(e3)

¢ + S(1,t) est pour presque tout t € [0,1] absolument

continue sur 10,%[ ;

uniformément en t € 10,%[ :

- =
lim J0| S(t+6,t8(t,t) |2 dt = 0
50 :

3n>0 tel que ¥ 1,1" € 10,%[

1
IO | s¢t,t)-S(",t) [2dt 2 nfr-t {*.

Sous ces conditions on a le résultat suivant :

THEOREME 2.6 (KUTOYANTS [19] th.1)

Si les conditions {e¢1) (e2) (¢3) sont satisfaltes, alors en tout
point <° € 10,%([

1im lim inf sup gle).72 -1 2 2 B0 %

§+0 €20 {t¥} [r-t° | < 8 T

ol 1l'infimum est pris sur toutes les suites possibles {1:}
d' estimateurs de t.
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En particulier :

lim lim sup EiE)e—2 { T: -1}z F(T°)_g
640 €+0 |1=1° {< §

Un eatimateur sera dit asymptotiquement efficace 8'il réalise 1'égalité
dans 1'expression précédente (¥ <° € ]10,7[). Les propriétés de
1'estimateur du maximum de vraisemblance sont énoncées dans le théoreme

suivant :

THEOREME 2.7 (KUTOYANTS [19] th.2)

Si les conditions (c1) (ec2) {(c3) sont satisfaites, alors pour

tout K C¢ 10,3F[ , K compact, 1l'estimateur du maximum de

-~

vraisemblance T vérifie uniformément en t € X :

(¢)

-(A) % est consistant : P -limt =1 ;
£
e+0

(AA) ?E est asymptotiquement normal :

loif{ L (2_-0 | Pie) b e N(0,F ()%
[ .

e>0 .

Y

(AAA) si E désigne une variable réelle N(O.F(T)-%),
on a la convergence des moments :

1im BE)

L~ 1P = P, ¥pew ;
£+0 E

€

(Ao) ?E est asymptotiquement efficace.
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On vérifie maintenant les conditions (e1) (¢2) (¢3). Par définition de
S(1,t) (ef. (1.3)(1.4))

t
s(1,t) = H IT . ¥(t,s) ds Y

~ v

Ainsi (c1) se vérifie aisément. De plus S(t,t) = - H ¥(t,t) ¥ si t2r ,0
sinon. Done :

1
Io | S (1+8,t8(t,t) |* dt £
1
s Io | H . {¥(t,t+8)-¥(t, )} Y ]* dt
1 T+8 |
- JO | H I {-¥(t,s) {a-R(s)H'H} |lds Y |* dt

T

S e &%

car R(t) et. y(t,s) sont bornés (¥ t,s). On en déduit (c2). Soit v, ', €
10,%[, = < 1

1
IO | S{t,t)=8(",t) |* dat =

1 T .t
- f0|ﬂ [ wit,s) ds v |? at
t.b :
1 7' '
2 J.T, |H ¥(t,%) | ¥(%,s)ds Y|? dt
T
Tt T
= ([ wz,eydas vyt .Mz { ] wiEs)as v}
T T

Il existe o € Jr,t'[ tel que :

T'
I ¥(¥,8) ds = {1t'-1) ¥(%,0)
T
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Done :
, ,
JO | S(t,t)=8(x",t) |* dt 2
2 (1= { ¥(F,0) Y} . M@&) { v(%,0) Y |
2 u (rtt-1)%
avec : p o= min Y ¥(F,0)' M(F) ¥(F,0) Y .
0sgs1

I1 existe 3 réalisant ce minihum, comme ¥(T,3) est inversible et
Y # 0 on a ¥(7,8)Y £ 0. Enfin, on a supposé M{(%)} > 0, d'ol p > 0. Ce qui
achéve la démonstration des conditions {c1) (c2) (3).

Remarque : Précédemment nous avons considéré 1" asymptotique

"Amplitude du saut +="., D'autres choix sont possibles, par
exemple : "covariance de W et V + 0". On considére le systéme:

ax, = { a X, +a+ I(1,t) Y } dt + € AWy 4 Xy = Xy
(2.8)

dy, = {H X, *+h } dt + € av, » ¥y =0
0 g

t 1, 0¢<e s 1. Les hypothéses sont celles du début du chapitre I.
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Le filtre correspondant au systéme (2.8) , s'écrit:

dﬁ(e,w) = {a i(e,r)+ a + £(t,t) ¥} dt + l.R(E)(t) H'dv(E’T)
v £ = t

(e,7) _ 1 - ~(e, 1)
dve E'{ a¥, - { HX;™' '+ n bt }

gg(e)(t) - ey + R (eyar + ezBBY - lzﬂ(E)(t)H'HR(E)(tJ
dt £

La covariance R(E)(t) ne dépend pas de 1 et peut se mettre sous la forme
R(e)(t) = ¢ R(t) , ol R(t) est solution de 1'équation de Riccati:

d_ R(t) = A R(t) + R(t) A' + BB' = R(t) H'H R(t)
dt

Par ailleurs le filtre correspondant & 1'hypothése de non

rupture s'écrit:

&e) . {a iés) +a+ o(t,t) Y} at + 1 R(E)(t) H'd\)EE)
€

av'® o 1 laqy -(H REE) +n}de |
. .

Ainsi: ¢ dvéa) = € d(véﬁ)_ véE,T)) v e dvéE’TJ
- H| iéE’T)- iEE) b at + € dvEE’T)

En reprenant la définition de S; ( ef.(1.3)(1.4) ) on vérifie sans

difficulté que:
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s(e,1)_ 3(e) _ oT
H{xt X, } S, Y

On obtient donc le systéme

(e) 1 T
dvt = St Y dt + dv

£

{e,1)
t

Les deux asymptotiques : " Amplitude du saut + « "™ et " intensité des
bruits + 0 " , -sont donc équivalentes. Nous reviendrons en conclusion sur

différents choix possibles d'asymptotiques.
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I.3 RUPTURE D' AMPLITUDE INCONNUE

Dans éette section le paramdtre inconnu est 8 = (t,Y), ol t €
[0,1] désigne 1l'instant de la rupture et Y € R™ {0} 1'amplitude de
celle-ci.
| On rappelle que le systédme est :

= 1 -
axX, { a X, +a+ E.Z(T,t) Y } dt + B dw, Xy = Xy
(3.1) | | .
ay, = { H X, *+ h b odt + av, y Yy =0

¢ € 10,1]. Et que le filtre basé sur 1' hypothése de non-rupture s'écrit :

-~ = ~ ' ~
dX, {aAX +alat+Rr H dv X
(3.2) ' dv, = dY, - { HX *+h } ae ) Vg = 0
= L} T - L -
g{ R = AR+ R A"+ BB R, 3 L ) Ry = 0

Sur l'espace canonique (¢,B) introduit & la section I.1

* sous 1'hypothése H0 (i.e. pas de rupture t 2 1) v suit la loi
P, (mesure de Wiener sur {(Q,B) ) ;

* sous 1'hypothése H1(6). 8=(1,Y), (i.e. rupture i 1'intant t
(e)

d'amplitude Y} v suit une loi Pe aveg

qp'€) B
(3.3) __9.=L(B)=exp,[{18(et)d - _1_|s(e,t) |2 dat |}
@, " 0 1 g SOy T pp Stee) [
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ol S(e,t) est défini par :

T

t .
(3.8 S: = H IO ¥(t,s) Z(t,8) ds
2 ¥(t,s) = [ A-R HH] ¥t , ¥(s,8) =1
at
Enfin, v admet la représentation :
1 (e,0)
(3.5) dv, = - 8(6,t) dt + dv
t 3 t

ol v(e'g) est un processus de Wiener standard.

Le probléme consiste ici au vu d'une trajectoire {vt ; 0stg1) de
détecter une rupture dventuelle (i.e. 1 < 1) et d'estimer. la valeur de
1'instant de rupture 1 ainsi que celle du saut Y. Il s'agit done d'un

probldme de test en présence de parametres fantdmes.

1.3.1. Normalité asymptotique locale

On é&tablit la normalité asymptotique locale de la famille de

lois_{Pée); eeo ¥ , 0 = [0,1] x R™{0}. Posons :
T 2T - T
S(e,£) = SLY = 35S Y
ot
' V(e,t) = [S':Y| sy ) g p*(1*0)
(3.6)

1

A [
e,0 = JoV(e,t) . [ dv, " 1s(e,t) at
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V(e,t) désigne la différentielle de S(8,t) par rapport a & et
F(e) 1'information de Fisher. On considére la renormalisation suivante de

rapport de vralsemblance au point & € O :

(e)

2 (U) := 4Py eu i LE(B+EU)
€,6 (e) L {8e)
dPB £

od U €D, := { Uus(u,v) € RxR™: s+eU € 0 | . D'aprds (3.3):

+8

]

(3.7) 2 (U) = expl 1| (S(erel,t)-5(0,5)).avEr®)
€,8 e ‘0 _

t

1
- 1 - 2
3z Jo | S(e+eU,t)-S(0,t) |2 dt |

THEOREME 3.1
Soit 8 € © , la famille de lois { PéE) ; 066 } est
asymptotiquement localement normale au point 0. Plus

précisément, Ze e(U) admet la représentation :

Z, o(U) = exp{ U & -4 U F(o) U + 0, oW }

€,80
avec :
(A) loi{ a |P(€) } = nto,F(e)) ;
€,8 8
(aa) pour toute suite {UE} bornée
PéE)-lim 0, SU) =0 .

g+0
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La démonstration de ce théorémé utilise le lemme de dérivation

suivant :
LEMME 3.2
Pour tout 6 € 0 :
_2 1
lim |6 | fo | S(8+8,t)-3(8,t)-(8,t) §|* dt = 0
§+0
cette limite est uniforme en 6 £ ({(t,Y) € 0 ; | Y | $ k} quel
que soit k>0 .
Preuve : Soit & = (u,v),

1
Jo | S(6+8,t)-5(8,t)-V(0,t)8 |* dt =

1
I T™+Hu T v T T
+ - - - 2
0 |St (v+v) St Y St Yu St v |? dt

1
-+ . . )
fo|(s:u—sz-ust)Y+(sz“-sg)vlzdt

1
THE _ oT _ a1 f THI T
< °Jolst S, uSt|zdt + e O|st ~st|=|v|2dt

Notons ul=min(u+t,t) , u?=max(u+t,t).

I1 ™+ T o, 872 Juz T+U T 2T |2
A = u,lst ~st-qst| dt+ul|St -St-ust|dt

=: A' + AZ
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1 t t
AY . I [ H J ¥(t,s) ds - H I ¥(t,s) ds + u H ¥(t,1) |* dt
u? T+U T
1 T
< cf | J { v(1,9) - 1 } ds |2 at
2 nxn
u Tty
$ ¢ Jul? max |¥(t,s) - I |2
[t-s | s u nxn
t
comme : w(t,s) = I+ [ (A-RHH) ¥(t,r) dr
s
- 2 < - 2
| ¥(t,s) Inxnl .-c|t_s|
On obtient ainsi A' £ ¢ Ju |* . Soit u20,
T+ t
A: = J |o - H I ¥(t,s) ds + H ¥(t,t) u |2 dt
T T
™™u ot
- ’ 2
s ¢ ]f ¥(r,8) ds - u I |?dt
T T
t+u t
I i e o 1L
e i | . f¥(e,o)-1 1 ds - (usr-t) T |2 dt

S o flulelult)

De méme, si u<0 A% $ ¢ |u |*. Par un raisonnement similaire on peut
montrer que B S ¢ {{u|®* +]Ju|®}|v|% En conclusion:

1
6172 Jo | s(e+s,t)-8(8,t)-9(8,t) |* dt

seflulslup+ful"+]v|*]

ol la constante ¢ ne dépend que de k.
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Preuve du théoréme 3.1 )

1

. . - (e,8)
Par définition : Ae'a IO V(e,t) 5 dvt

ol v(E’e) est un Pés)- processus de Wiener standard et v(g,t) est
déterministe. Ainsi sous PQE) » A, est un vecteur aléatoire gaussien
- ]

centré de covariance :

1

JO vig,t) . V(e,t) dt = F{(@8)
Pour montrer (AA), on pose :

0, 4(U) = Log Z_ (W) - U a_ o+ % U F(o) U

E,B ' 8.9
D'aprés (3.6) et (3.7):
-1 (e,8) =2 |
0 (U) = ¢ Io { s(e+et)-s(e) }.av €90 Ye Io | S(8+eu)-s(0) | at

1 1 '
- Io { we) U }.dv(e'°) + ¥ Jo] v(8)U |? dt

1

[U] {elu}} 1 Jo { s(e+cU)-5(e)-V(8)eU }.dv
..21 ‘

-Rju* {duil JO { ] ste+et)-s(e) |2 - | V(0)eU |2 } dt

(,0)

= - 2
: [UA - KU B,

1 1 1 1
(*) on note : ID f(e,t) dvt = IO £f(e) dv , IO £(9,t) dt = IO r(8) dt



32

2
S?ig {Ue} une suite bornée : IOE,G(UE)I £ ¢ IAe | +%e¢c IBE | .+ Sous
P

8 ,AE suit une loi gaussienne centrée de variance :

1 .

0 = {e |u_ |}'2 Jo | S(e+eU_)-5(6)-V(0)eU_ [* dt

(e)

d'aprés le lemme 3.2, o; + 0, Ainsi Pe

-lim Ae = 0,
e~+0

Par ailleurs, posons GE = g UE,

L f |
1B, 1 = 16| Uolswg)-sw)lzdt' o 76 | 4t |

€

1 1
-1 2 A 4
| ’{ Jo [s(e+a€)-s(s)| dt }2- | Io | v(eds_ |2 at }2

3
On

€

1

) 1 \
< |s_ | 1 l{ Jo | s(e+s_)-s(e) |2 dt e o | Io | V(os, |7 e K

-1 [1 y
ls . { Iy 1 sevs )-8(8)-vCe)s_ |2 at | «

A

[

1 . 1
-1 y -
x { |6, | { Io [ sCe+s_)-5(0) |2 dt |2 + 2 ls, | " Io [ 9Ce)6_|* dt I}é }

N
Q
a
N
o

Ce qui achéve la démonstration du théoréme 3.1
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173:2 Teat d'existence de ruptures
Soit & = (%,Y) € @ = [0,1[xB"\{0} tel que :
(3-?) F(S) >0 (i.e. définie.positive)
Dans la section suivante on donnera un exemple de condition suffisante
pour qué (3.8) soit vérifiée..Comme dans la section I1.2.2, on s‘intéresse

au probléme suivant :

tester H0 : pas de rupture avant F (i.6. T 2 %)

contre H1 : rupture avant T (i.e. T < %)
On pose :
z (U) := ze’a(d) B A E F‘:= F(8) ,- 0_(U) := Os,éFU)
Dg,K s= | Us=(u,v) 8 RxR" §+€U go,|u |§ K,uwz0l
DL | = {Un.(;u,v) g RxR" : G+eU €6, |U|SK, u<o}
T I I P C R I R
8 ] ! 6+l ! g+el

Aprds changement de variable, le probldme devient :

tester HO : U 2 0 contre H1 :u <o .

‘DEFINITIONS 3.3

On appelle test toute famille ¢ = {¢€;0<e§1} d'applications

mesurables o, (q,B) =» ([O,1],B[0 1]). Etant donné un test &,
on pose :

B (u,v,8) := ECE)
€ ) u,v i
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Un test & est dit de niveau asymptotique o € ]O,1E si ¥K>0

lim sup g (u,v,¢} £ o .
0
€f0 (u’V)eDﬁ,K
Un test ¢ est dit asymptotiquement sans biais (ASB)} de niveau o
si ¥K>0
{(3.9) 1lim sup Be(u,v,¢) £ o s 1lim ~inf B (u,v,o)
e»0 (u,v)en’® ' £+0 (u,v)ep! €
g,k e,K

Un  test ¢¥ est dit asymptotiquement sans biais de puissance
maximum au niveau a s'il est ASB de niveau a et si pour tout

test ¢ ASB de niveau a et ¥ K > 0

(3.10) lim . inf {8 (wv,0 -8 (yv,e) | z0.
>0 (U’V)eDé K

Pour construire un test asymptotiquement sans biais de puissance
maximum, on suit la m&éme démarche que dans le cadre non-asymptotique du
probléme de test en présence de paramétres fantfmes. On pose AE = (Aé ,A;)
aveg Aé 3 valeurs dans IR, A; 3 valeurs dans R". On définit une

application mesurable &%

1 si &' £ p(82)
0 si &' > p(8?)

(3.11) o*(8%,8%) :=

ol 8% + p(82) est choisie telle que :
(3.12) EéE){ @*(Aé,dz) |A§=62 b =a , ¥ 382 p.p.

On donnera dans le 1émme 3.6 la fdrme explicite de p(.) quil ne dépend pas

de g. On introduit le test ¢* suivant

-{3.13) 7 S ¢*(A;’A;)
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THEOREHE 3.4

Le test ¢* défini par (3.11) (3.12) (3.13) est asymptotiquement

sans biais de puissance maximum au niveau o.

On introduit les notations suivantes :

Notations 3.5 :

Soit A = (A',A%)} un vecteur aléatoire gaussien N(O,F) sur un
espace probabllisé (E,T,PO); A 3 valeurs dans WxR' . Sur (E,T,PO) on
définit :

(a) N(d&!,dé2) la loi de (A!,A%) ;
(AA) NI(ds! | 62) la loi conditionnelle de A®' sachant que A%=6§2 ;
T (AMA)  N2(d62) la loi marginale de A% .

De plus, sur (Z,T) on définit la loi Pu y par :

¥

4P = exp(uAl+v.A%) C(u,v) dP

Uy o ¢+ wv)e RxR"
]

ol C{u,v) = exp(—g‘U;FU) = { E, exp(dA‘+v.A2) |_1 , U=(u,v) .

Sur (E,T,Pu v) on pose :

]

]

(a) Ru v(dﬁ‘,ddz) la loi de (A',A%)
(aa) R&(d&‘ | 2) la loi conditionnelle de A! sachant que A2 = §2

(AMA) Ra’v(daz) la loi marginale de AZ.
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On a le résultat classique suivant (ef. LEHMANN [22], p.52)
R& (d6' | %) ne dépend pas du paramétre v et,

(A) R, v(dal,daz) = exp(usd'+v.62) C(u,v) N(ds',ds?) ,

ug!

(AA) Rl‘l(dsl | 62) = e caz(u) N'(dst | 82)

-3
(AAA) RG v(ddz) = e""‘S Cu,v) N2(d52) .

062(U)
ot C.(w = | f eu‘31 N'(ds' | &%) }_1 .On note E. (resp. E )
' 82 0 u,v
L .
1' espérance sous PO (resp. Pu,v)' ‘ O

Nous allons maintenant donner la forme explicite de la fonction
p(.) introduite en (3.11) (3.12). Notons :

-1 . . - - -
(F * existe car F est symétrique définie positive). F " est définie en

fonction de F'par :

G, ={F1 -l |7 e R ,
=1 n
g =-F, 0 eER |,
¥ - ' nxn
Gz—Fz{Inxn.f‘g} € R .

LEMME 3.6

Désignons par gq(a) le g-quantile de la loi N(0,1). La fonction
p(.) est donnée par :

gla) g x
plx) = - ., xe R,

{G1}}£ 1
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Preuve :

(&)

0 } = N(0O,F), ainsi

D'aprés le théordme 3.1, loif (81 5 82 P

avec les notations 3.5 :

EéE){ ¢*(A;.62) |AZ=62 = Péeé{ Aégp(SZ) IA;=62 }

NI( 8% : 8'Sp(682) |82 )

[ [ ecsr,62 a8 |7 { [ £(5%,6%) da® |
§1<p(62)

=1

avec f(ﬁ‘,azi =exp{ <% 8" F &5}, 5 =(8,6%). Ainsi 1la reiation'(3.12)

s'écrit aprés simplifications :

a = (211')“jé { e“}‘("x dax

%
1

1

%3G (p(62)+G; g'82)

¢'est-d-dire: qla) = G% (p(dz)+G;1g'62).

LEMME 3.7

Soit {¢E} une suite de wvariables aléatoires réelles,

¢€eLw(n,B,Pé€)), | ¢€| S c p.s. (¥e) et (ue,ve) une suite bornée:
dans RxR": '

(e) - 1 a2
Eu 'V ¢e e>0 Eu 'V we(ﬁ 1A%)
€ e £ E .
od y_ est défini par : ¥ (6,6%) = BT [ g | alagt , aZas? |

m}
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Preuve :
On montre d'abord que :
{e) . 2y
(a) EO ¢€ exp(u€A€+v€.A€) C(ue,vg) exp{Og(uE,va)}

. (e) 1 2
30 EO ¢€ exp(uEAE+y€.AE) C(uE,vE)

La valeur absolue de la différence de ces deux derniers termes est majorée
par :

E(e)

1 2 . -
0 [¢€ | exp(u€A€+vE.A€) C(uE,vE) lexp{Oe(ue,ve)} T

(E) 1 -
< JA? - -
< ¢ EO exp(uEAEwE AE) C(ue,vg) lexp{oe(ae,ve)} 1]

En utilisant le raiscnnement de la démonstration du lemme 2.4, on montre

que :

(e) ' L ’
Eq exp(uEAe+v€.A€) C(ue,v€) ]exp{OE(uE,vs)} -1 |——E:EF¢ 0

Ainsi (A) est vérifiée. Pour conclure, il suffit de remarquer que

(e} . oLe), .
Eue,vg ¢, = EO ¢, exp(uEA;+v€.A;) C(us,vs) exp(OE(uE.vE))

- (E) 1 2
e+0 E:0 ¢s exp(u€A€+v€.AE) C(us've)

(e) _(e) ‘
EO EO { ¢€ lﬁé.Ag } exp(ueaé+vE.A§)IC(uE,v€)

(e) 1 a2 1 |
0 we(AE,AE) exp(u€A€+v€.A;) C(uE,ve)

E

1
E0 wE(A JA2) exp(u€A1+vE.A2) C(us,ve)

= E 1 2
uE’Vg '\L'E(A v A )
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Preuve du théoréme 3.4 :

Dans cette démonstration on utilise toutes les notations 3.5.

‘Soit {¢E} un test asymptotiquement sans biais de niveau a :

¥ K> 0, lim sup Bs(u,v,é) $a g lim inf Be(u,v,Q)
e>0  (u,v)ep® e+0 (u,v)en?
£,K £,K

Par continuité de la fonction <{(u,v) - Be(u,v,é) on vérifie:
¥ K> 0, lim sup 3€<o,v,¢) o g lim inf B _(0,v,%) .
e»0 |v|sK &0 |v]sk F
Donec, si {vE} désigne une suite bornée dans an, on a :
(4) lim BE(O,VE,¢) = a ,
e+0

o' est-a~dire {@E} est asymptotiquement og-similaire. Posons:

(e)
122y L. 181 202
v (8',8%) := Eg { o | al=8",42=8 }

On obtient grice au lemme 3.7

- 1 2 .
B0,V &) 3. EO’VE v (4%, 4%)

] - 1 2 - =
D'ol : EO’VE wE(A yAZ2) - o

= co,v ) [ {E v (a%,8%) | a2-6%}-al exp(v_.62) N2(dg?)

55> O

Ainsi pour toute suite bornée {VE},

(AA) iig f { Eo{we(ax,azy | a2=62} - a.} exp(ve.az) N2(d82) = Q
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Soit (ue,ve) e Dé réalisant 1'infimum de Bs(u,v,é*)-se(u,v,¢)

K
sur'Dé;K ) onra :
3€(u€,v€,§*)fse(ue,vg,¢)
30 Eu;’vg (¢*-¢€)(ﬂ‘.A2) (d'aprés le lemme 3.7)

Ainsi pour démontrer le théordme, il suffit de vérifier :

(ABA) lim inf E. | (e*-p Y(a*,a2) } 2 o0 ;
—_— N u,v €
e+0 (u,v)ED
£,K
{ao) ¢* est ASB de niveau o .

Soit u<o :
' ’ 1 x2
f (o*-y )(s%,8%) { gUd - gue(8%) I Caz(u) Ni(d§! | 82) =
1 2
= { 1-y _(8%,8%) } [ U6 _gue(8%) Cgalu) NY(as? | 8%)

§'8p(62)

+ {L0-y_(8%,8%) 1 { JUB i ue(s?) Co(u) N'(dS' [ 82) 20
§1>p(62) :

C'est-a-dire :

Eu{ (@*-we)(al,SZ) | a2=82 }

leup(ﬁz)'

2 Cyz () EO{ (e*-y_)(a1,82) | a2=62 |

2
= eup(ﬁ ) Caz(U) { o - EO{ wa(ﬂ1’62) |A2=62 } }

Ainsi :
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inf E, , | (e%-p )(at,a2) } =

(wvyen? o |
= int [ E { (#%-p )(a',82) | a%=62 | RZ  (d8?)
(u,v)ep? u & !
e,K .
2z anf f {o-E v _(a1,6) | a2=62)} eur(s )cﬁzcu) RZ (d62)
(u,v)ED? ¢ _ ’
E,K _ .
- 2 2
- inr | {a-Ey (v _(a',6%) | A2=6%}} QUP(85)+V.8% i ) N2(as?)
(J,V)EDé K &

[ HamByly_(a%,6%) | 82-6%3} explu_p(82)+v_.5%} Clu_,v ) N*(ds?)

Dl

£,K

ol (u ,VE) réalise 1'infimum de 1'expression considérée sur
£ .

D'aprés le lemme 3.6 exp{uep(62)+ve.62} C(uE,ve) est de la forme

expla +b .82) ol {aE} & {bs} sont des suites bornées. Donc :
[ £

lim inf E, v{ (o*-y_)(a',8%) }
£+0 (u,v)eD; K ' ' .

1%

- : 2 —&2 . 2 2 2
%é% exp(as) I { o Eo{we(al,é ) | A2=62} exp(be.a ) N*(dé?)

0 dapreés (AA).

Ainsi (AAA) est démontré. Enfin, en considérant le test trivial ¢€ =,

avec le résultat précédent, on obtient :

a £ lim inf BE(u,v.¢*) , ¥K>0.
e+0 (u,v?eD;'K .

Et par le méme genre de raisonnement on peut vérifier que :
lim sup B (u,v,0%) =q , ¥K>O0.
e+*0 (u,v)en® '

_ €,K

Donc, ¢* est un test asymptotiquement sans biais au niveau a. Ce qui

achéve la démonstration'du théoréme 3.4,
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Remarque : On s'est inspiré de la construction des tests de puissance
maximum sans biais portant sur des familles de lois exponentielles avec
paramétres fantdmes (cf. LEHMANN[22] p.134).

L'expression (A) établit qu'un test asymptotiquement sans biais

est "asymptotiquement semblable".'Comme 30us Pég) la statistique A; est
asymptotiquement exhaustive (ef., LECAM[21]), on peut se restreindre aux

tests ayant une "structure de Neyman asymptotique" {(i.e. vérifiant (AA) )

I.3.3 Propriétés des estimateurs

du maximum de vraisemblance

Dans cette section on établit les propriétés de 1'estimateur du
maximum de vralsemblance de 6., On reprend les notations de la section

I.3.1 . On fait les'hypothéses suivantes :
1 - = n 1 . [} - (*)
(H1) ¥ 0,0" € 0=[0,7IxR \O0} , 820" : | S(8) - S(8") | >0 ; ,

(H2) ¥KC® , compact , 3 QK’BK > 0 tels que: ay I £ F(e) s By I, ¥eeK

(ol I désigne la matrice unité (1+n)x{1+n) ).

On donnera en fin de section un exemple de condition suffisante pour ces
hypothéses.

L' estimateur du maximum de vraisemblance est défini par

as € Arg max LE(B)
8€0

1

o |8(e.8) |? at | %

(*) on note : |{ S(8) || := { J
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,on peut vérifier que ae est bien défini ( (e,e)+L€(9) admet une version

continue) et 8 = (% ,? ) avec :
| € e’ e

1 1 1
~ T J T T 1 T
T € Arp OgigT { IO St dvt } {. 0 St . St dt } { IO St . dvt }
1 7 T 1 T
o £ € .. 1-1 £
T, o= { JO S,° . 8. dt } Io Sy« dvy
1 T 1
£ T
£

En reprenant la définition de F(8), on vérifie aisément avec 1'hypothése

(H2) que I1 SZ . Sz'dt > 0 (donc inversible) ,. O$7S% .
0 .

On considére les conditions suivantes : pour tout compact K C & ,

@) s [P F R, Fe)TE| <o

61,62€K

(e2) 8 + S5(8,.) continuement différentiable dans L2(0,1) ;

(e3) YI(K) 1= sup sup | U |72 || {Coer(e) Fu)-v(e)} F(&)Hu F —p> 0
uep  _(K)
T E,8
_2 . . }g __T . _72 . R
{ch) YS(K) = inf inf | F(0)? | | S(e+eF(8) 2U)-s(&) || > 0 ;
€K |U|>Efg : .
Uuep  _(K)
£,6

ol : DE;B(K) .= { U=(u,v) : 9+EF(8)—}£U € K }
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On a le théordme suivant (cf. IBRAGIMOV-HAS!'MINSKII [15] th. 5.1, p. 203):

THEOREME 3.8

Supposons vérifiées les conditions (c¢1)-(cd), soit K une partie

compacte queleconque de ©, Alors uniformément en 6 € X :

(A) 68 est consistant : ple)_1y 8 =08 3
€+0

(AA) éa_est asymptotiquement normal :

1 ¢4 - (e) 'z .
loi{ E'(eé 8) | P77 | ==xp=> N(O,F(B) )

{AAA)  si E désigne une variable N(O,F_%(S)).

on a la convergence des moments :

1m e L -e) IP=keP , ¥pew ;

g0 )

(AD) 68 est asymptotiquement efficace dans K :‘pour toute
partie non vide T de K , '

lim ( inf sup EéE) w (8 -8) - sup EéE) w (s -8) ) =0

e*0 =~ Q€T € € 8ET € E

9
€

~%
ol w_(x) := |%.F(80) “x|*, 8,8 K.

Remarque : La propriété (Ao) peut aussi s'écrire sous la forme donnéde 2
la section I.2 (cas Y connue), c¢'est-i-dire en donnant pour tout

estimateur une borne iInférieure du risque quadratique, borne atteinte
dans le cas de &_ (th. 2.5-2.6).
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Sous les hypothéses (H1)(H2) nous allons vérifier les conditions

(e1)-(c4)., Dans la suite K désigne une partie compacte quelconque de ©.

LEMME 3.9
I1 existe C, tel que pour tout 6',6% € K :

|| v(e*)~-v(e2) ||* = CK []92-02 |+ |00 |2 |

Preuve : Soit el=(<tl,¥') , 8%=(1?%,¥%) € K , r‘éjz ,

1
|| v(a*)-v(e?) ||* = Io ] v(et,£)-9(0%,t) |2 at

a2 .

T
1
= J | v(e*,t) |* dt + J | 7(o*,t)-v(82,t) |® dt
! T2
2_.1 F { o S T2 |2 ! (R |
< - - -
e (1%-1t!') + ¢ . |StY st*r]+|st st[ dt

T

Soit t € [13,1]

.'Tl 1 _ 122 |2 _ 1 1 _ 2 2 2
|S¢ v oS vt o= [ H { vty Y- weny ¥R
< e | virheyltAe) 2o+ o | YMey2 2
TZ
| vlrtew(r2,t) |2 - | I [ - ¥(s,t) (A-R_H'H) b as |2
Tl
s ¢ (r1%-t")?
1 N € & _
| st - 8T |2 = |H J' ¥(t,s) ds - H J ¥(t,s) ds |®
t t 1 2
T . T
TZ .
£ ¢ IJ ¥(t,s) ds |?
1

T

£ ¢ (t2-11)2

Afnsi @ || V(8)-V(62) |2 £ e { | at-t2 |2 + | ¥Y'-¥2 |2 + | 1'-12 | }
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Sous 1les hypothédses (H1)(H2) on vérifie successivement 1les

quatre conditions :

Condition e¢1

[F(B1) F(e,) F(e,) 2| s |F(s,) ] IF(B1) |2

A

| P )% |2 / o

K
< BK / ¥
Condition ¢2 Se déduit des lemmes 3.2 et 3.0.
Condition ¢3
. =2 ~% 2 2 -% 2
YE(K) < sup sup [U | " ]FCo) 2|7 Ju|” || V(e+eF(6) 2 U)-V(B) ||
BEK |U|<s:-}é
ven  (K)
£,0 ‘
g Ci o sup sup e F(B)—% U_|2
K
2 - -1
<
by CK Oy sup sup « O
2 -1
= CK aK € =30 > 0
Condition cd
Y2(K) 2 s.'}é inf 1
c < K n i s(8t)-S(6?) |

8!, 6%eK
| ot-92 | 2 e/By
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L'application (8',82) -+ || S(e')-8(8?) | est continue .sur le
domaine compact { (6!,82) € KxK : |6'-92 |2 /By }. Elle atteint done son
minimum en un point (8!,62), comme 6'=02, d'aprds 1' hypothése (H1) :

|| s(e*)-s(e2) || > o0,

d' ol Y;(K) >0 .

Un exemple de condition suffisante pour avoir les hypothéses
(H1){H2) est le sulvant:

PROPOSITION 3.10

Supposons qu' il existe une constante h>0 telle que:

H'H 2 hlI .
nxn

Alors les hypothdses (H1)(H2) sont satisfaites .

Preuve :

Soit e=(t,7) , 8'=(x',¥') € [0,§] x RN\{0} : 8 =8 , t &1 ,

1

]|s(e)-3(e') Nz = Jo | s{e,t)-s(e',t) |* dt

En reprenant la définition de S on vérifie aisément que :
t

S(e,t)-s(o',t) = H fo ¥(t,u) { T(r,u)y-L(r', W)Y |} du
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Donec :

1
Jo | s(a,t)-8(0",t) |* dt

1 £
2 h JO | JO ve,u) { o(r,uyy-z(e,u)yt | du |? dt

‘ T t
= h JT | JT ¥(t,u) du v |? dt +

1 T t
* h J | J ¥(t,u) du ¥y + J ¥(t,u) du (Y-Y') |* dt -
T T

T'

_premier cas t<t'

T t
|| 8(e)-S(e') |[> 2 h JT | IT ¥(t,u) du Y |? dt
Si cette dernidre expression est nulle alors pour t&€[t,t']
t
JT ¥(t,u) du Y =0
‘ £ ‘

t
i.e. IT ¥(t,u) duvy = 0

t
done IT ¥(t,u) du v vit,t) ¥ = 0

a_
ot

done Y = 0 ce qui eat impossible . Ainsills(e)-s(e') |z > o.

deuxidme cas t=T1'

, 1 t
| s(e)-s(e*) I* 2 n J I J y(t,u) du (y-v') |% dt .
: T T’

Comme daﬁs le premier cas, si cette derniére expression est nulle

obtient Y=-¥'=0 ce qui est impossible.

on
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En conclusion 6=8' => || S(8)-S(8') J} > 0, ce qui achdve la

démonstration de (H1).

Soit X une partie compacte de 0, il existe done k>0 tel que:
K ¢ [O,TJX{Y:%SIYISR}.

Soit o € K,

0 t
1 t . . .t _
= L (-¥(r,t)y | IT ¥t,u) du) H'H (<¥(1,6)y | JT ¥(t,u) du) at
’ 1 t : sk
2 h L (-¥(oeyy | L ¥o,u) du) o (-¥(r,e)Y | JT y(t,u) du} dt
Posons :
_ 1 t . t ‘
G{t) := IT_['T(T,t) | IT Yt,u) du) o (=¥(r,t) | 'jT y(t,u) du) dt.
On a la relaticn :
Y (0) |y {(0)
(A) F(g) = A G(T)
(0) Inxn (0} L

Nous allons démontrer que: G{1) > 0. Soit X=(;] € IREn, Xe0:

1 t
X' G(1) X = IT | ~¥(t,1) x + JT ¥(t,u) du y |2 dt

Si cette derniére expression est nulle :
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t
¥tv€e[1,1] J’r ¥(t,u) du y = ¥{t,t) x

e _
i.e. IT ¥(t,u) du y

= X
En prenant t=t on obtient x=0, ainsi:
t
¥tée (1] JT ¥(t,u) duy = 0
dong R I ¥(t,u)duy = ¥(t,t}y = 0
3t ¢

Finalement x=y=0 ce qui est impossible. On a donc le résultat suivant:
2n
X G(t) X>0, ¥ X8 m\{0}, ¥ te[o,1] .

Comme l'application (¥X,t) + X' G{1) X est continue, elle atteint son

minimum sur le domaine compact { X : | X | =1 } x [0,f] en un point
(XO,TO).
¥ X € mzn, | X |=1, ¥1 8 [0,5] : X' G(1) X 2 Xy Glrg) Xy =2 ay >0 .

1+n|

Enfin en utilisant la relation (A): ¥ U=(u,v) € IR ul=1,

U F(e) U 2 a {u2|Y]2+[v|2} > o

0 K

. e 2
avec: oy 1= o min{ 1 , 1/k2 } >0 .

Pour montrer que pour tout 8 € K, F(e) = BK I , i1 suffit

d'utiliser la bornitude de Ht , ¥{t,8) et Y .Ainsi 1'hypothdse (H2) est

satisfaite, ce qui achéve la démonstration de la proposition 3.10.
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I.4 CONCLUSIONS

Plusieurs probldmes n'ont pu 8tre abordés, nous reprenons donc

ici quelques points qui nous ont semblé importants,

a. Différentes asymptotiques possibles

Pour 1'é&tude des ,méthodes de détection de ruptures, on peut

. dégager entre autres asymptotiques les trois suivantes:

(A1) + " Amplitude du saut + « " ;
(A2) ¢ " Intensité des bruits + 0o " ;

(A3) : " Temps d'observation » o "

Pour notre probléme, 1'équivalence entre (A1) et (A2) a été
démontrée en fin de section I.3. En revanche (A3) n'est pas équivalente
aux deux autres et nous n'avons pas obtenu pour celle-ci de résultats

significatifs.

L'équivalence entre ces trois asymptotiques est par exemple
réalisée dans le cas ol le modle apr&s rupture ne dépend pas de 1'instant

de rupture, C'est le cas pour le probléme simple:

(a) d}{t = I(t,t) Y dt + dw

t ?
od t© est 1'instant de rupture et Y 1'amplitude du saut. Le modéle aprés

rupture, dXt = Y dt + dwt , ne dépend pas de rt.
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En effet, faisons le changement de variables :

* t=gT , t=uT , 0&0,usgsl

# e = 1/T ;
(e) _ (e) __
* Xt ) wez ' "y T u/e

(e)

u ;05us1} est un processus de Wiener standard et

On peut remarquer que {w

que:

(e)

u

(AA) dx(S) = 1 L(o,u) du + dw
u €

A
<

A
—

' 0

Ainsi 1l y a équivalence entre les études asymptotiques de (A) avec T+= et

‘de (AA) avec e+0,

Pour 1e‘probléme que nous avons &tudié, le modéle aprds rupture
dépend - par 1l'intermédiaire de la signature SE - de 1'instant de rupture.

Quand nous utilisons la technique de changement de temps décrite ci-dessus
T g6 ' €,T
L t . t

étant complexe, nous n'avons pu étudier le comportement de celle-ci

, la signature dépend alors de ¢ : 8 . La dépendance en £ de S

lorsque e-0.

Jusqu'd présent, la plupart des é&tudes asymptotiques faites sur
la détection de . ruptures portent sur des problémes ol les trois
asymptotiques (A1)-(A3) sont équivalentes, C'est par exemple le cas de
J .DESHAYES ep D.PICARD{8-12].
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b. Ruptures dans 1'équation d'observation
Considérons le probléme de détection de ruptures dans 1'équation
d' observation:

dXt

{ A X, + a_l dt + B dW,

dYt

{Hx +h+s(r,t) v }ar+av
avec 1 l'instant de rupture, et Y l'amplitude du saut. Comme dans la

section I.1, on peut utiliser 1'algorithme GLR.

L'innovation , en sortie du filtre fondé sur 1'hypoth&se de non-rupture
admet la représentation:

{1,7)

t

‘dvt = Glr,t) ¥ dt + dv

(,7) est un processus de Wiener standard sous 1'hypothé&se de rupture

ol v
4 1'instant T, d'ampli;ude Y. La signature G(1,t) se calcule aisément en

.8uivant la démarche proposée en section I.1.

Contrairement au cas des ruptures dans 1'é&quation d'état, la
signature G(t,t) n'est pas 1-différentiable (au sens de la moyenne
quadratique). La construction des tests approchés déduits de la normalité

asymptotique locale de la famille de lois n'est plus possible.

L' étude asymptotique est iei plus complexe que dans le cas du
probléme de ruptures dans. l‘éqaation d‘éﬁat. On peut, par exemple,
utiliser les travaux de J.DESHAYES et J.PICARD pour déterminer le niveau
asymptotique du test du rapport de vraisemblance. Ceci nécesaite une
renormalisation plus fine (pondération des bords) que celle qui est

proposée dans le présent travail.
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¢. Remarques sur la mise en euvre des tests

Afin de simplifier 1les notations, Jjusqu'd présent nous avons
travaillé sur 1'intervalle (0,1]. Nous allons maintenant considérer la
détection de rupture dans son évolution au cours du temps. Si nous
présentons le probléme de mise en @®uvre des tests en temps continu, il est

bien entendu qu'en réalité celle-ci se fait en temps disecret.,
Ayant observé {YS;0§s$t}, le cas idéal est de pouvoir tester:

Hg : " Pas de rupture avant t "
(a) contre '

Hé : " Rupture avant ¢t "

L' hypothése H%

se décompose en { HE(T) ; 0318t }, ol Hé(T) est
1*hypothése de rupture & 1l'instant . ‘

Pour la mise en euvre de l‘algorithme' GLR on utilise deux

paramétres m,M (0<m<M), et on calcule:

L t=  maxi Lt(r) 3  t-MSxst-m }
ol Lt(T) , le rapport de vraisemblance de Hg contre Hé(r), a été calculé A

la section I.1.

La constante M sert 3 définir une "largeur de fenétre" qui
limite le nombre de caleculs nécessaires, ce qul permet de réaliser une
implantation sur ordinateur. En pratique, on s'aperg¢goit que le calcul de
Lt(T) pour T proche de t est parfois impossible (par manque d'information,
ef. section I.1); c'est dans 1le but de résoudre ce probléme que la

constante m est introduite.
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Le test en fait utilisé

1 =i Lt>c (i.e. accepter H%) ,
0 =i Ltéc (i.e. accepter Hg)

(le seuil ¢ est choisi au préalable) n'est pas celui associé a
(A), mais & :

Hg : " Pas de rupture avant t "
(an) contre.
HE(m,M) : " Rupture entre t-M et t-m "

Notré approche du probl&me est 1légérement différente. On a
proposé un test ¢(t,t,) de 1'hypothdse " pas de rubture avant t," contre
1'alternative " rupture avant t," ; 1, est un instant compris entre 0 et
t. On peut par éxemple choisir 1, = t-m et considérer le test &(t) :=
a(t,t-m) de |

=
o

" Pas de rupture avant t-m "

(AAA) gontre

|
-

" Rupture avant t-m "

Une autre possibilité consiste 4 se donner une suite m1 sen mJ
de réels ( m=m1<m2< - <mJ=M ) et & considérer la fonction test ( &
valeurs dans fo,1} »: '

¢(t) := max o{t,t-m,)
15§8J J

On décide alors qu'il y a rupture lorsque &(t) =1 .
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Chapitre 1I

DETECTION DE RUPTURES DANS LA DYNAMIQUE

On considére le systéme linéaire:

ax

{a+1z(r,e)r F X, dt + e df
(1

HX_ dt + e dV

¥y £ £ BT

H]

t,t$1,0<es1, L(1,t) =1 si tzr, O sinon.

o
A

X et W sont i valeurs dans R" ,'Y et V A valeurs dans.IRd. Les
coefficients 4,T,B,H sont supposés connus ; A,T,B peuvent éventuellement
dépendre de t de fagon mesurable et bornée ; pour simplifier les calculs
nous supposerons H constant. {W} et {V} sont des processus de Wiener

standard indépendants.

T est un paramétre inconnu qui désigne 1'instant de rupture. A

un instant t il stagit de tester :

HO : Pas de rupture avant t {(i.e. 12t) ,

contre H1 : Rupture avant t (i.e. 1<t} .

( Afin d'alléger les notations nous prendrons t=1 ).
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I1 s'agit d'un probldme encore non abordé, & notre

connaissance rien n'a été proposé dans la littérature sur ce sujet.

Nous menons cette é&tude dans le cadre de l;asymptotique: "
Bruits petits " (i.e. £+0). Aprés avoir présenté la démarche fetenue, nous
construisons le moddle statistique. Nous démontrons ensuite la normalité
asymptotique locale du rapport de vraisemblance, nous proposons enfin un

test approché dont nous démontrons 1'optimalité asymptotique.
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"II.1 PRESENTATION DU MODELE

Dans ce probldme 1l'algoritme GLR ne peut plus s’appliquer; nous
allons toutefois suivre la méme démarche que dans le cas d'une rupture

"additive". On considére le filtre de Kalman-Bucy:

~(e) _ alel (e) . (e) ale)_
dXt = A Xt dt + R {(t) H dvt ’ XO xo
(e) 1 _ oy oled (e)
(1.1) SRR * { a;t. H X dt b » vg =0
Q__R(E)(t) - 2 R(E)(t) . R(E)(t) A, R
+ g2 BB' - lE.R(E}(t) wn R ), R0 =0
£
ale) S(e)

X

covariance de 1'erreur d'estimation et

désigne 1'estimation de sachant {YS;sSt}, R " 'la

X
%E}
v

Associé au systéme (1) ce filtre n'est optimal que dans le cas ol il n'y a

pas eu de rupture (i.e. 121). Notons A(t,t) := A + L{1,t) T , le filtre

1'innovation du filtre.

associé a (1) a'éderit:
diéE'T)= AT,t) iéS'T) ae + RS (1 0) me dvEE’T)

avi® T 1 { gy

_ g sle,T) '
Ve - ¢ T HX dt |

(e (e)

(.2 |4 R0 = atno R0 + B (nt) acn,e) +

Jt
+oezep - 3RS0 wa g

€2

(t,t)

i(E:T) - tE,T)

avec 0 Xy 2 =0, R(E)(T,O) =0 .,
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(e)

(E,;f)

& R

Les matrices de covariance R peuvent s'écrire sous

‘la forme :
R(e)(t) := g2 R{t) , R(E)(T,t) := g2 R(t,t)

oli les matrices R(t) & R(t,t} ne dépendent pas de et et sont solution des
équations de Riccati:

dR(t) = A R(t) + R(t) A' + BB' - R(t) H'H R(t)

(1.3)

QBL%éEl = A(7,t)R(t,t) + R(t,t)A(T,t)" + BB' - R(t,t)H'HR(t,t)

avec R(0) = R(1,0) = 0. Avec (1.1)(1.2) on a:

ax, = = A iég) dt + ¢ R(t) H' dvés)
(1.1) : ' : ,
(e) _ o, o(e)
dv, "0 = 1 { dY, - H ¥~ dt |
g
dﬁée’T) = A{r,t) ﬁéE’T) dt + ¢ R{T,t) H! dvée’r)
(1.5)
(e, 1) _ o ole, 1)
dv, 1 ay, - H X, dat |

o |

Dans (1.4) on fait le changement de variable suivant :

A o(e)

on obtient alors les équations suivantes (ol & ne figure plus) :

s(e) a
dXt = A Xt(_'E) dt + R(t) H du(E)
t

(1.6)
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DEFINITIONS 1.1

1. Posons Q{t,t) := R(1,t)-R(t) ; onh remarque que Q(t,t)=0 pour
tst. De plus Q(1,t) est différentiable par rapport & t:

Qlt,t) = Q(t,t)

3
at
Q(t,t) et Q(1,t) sont donnés par les &quations:

3 Q(r,t) = (A+D)Q(7,t) + Q(1,t)(A+T)" + TR(t) + R(L)HT’
at

- Q{t,t)H'HQ(Tt,t) - Q(t,t)H'HR(t) - R{L)IH'HQ(t,t)
» pour t>1‘, Q(t,t) = 0 pour tst .

5 QCr,t) = (A+0)Q0T,6)+Q07,6) (A+r)* -O(t, £ H! H{Q(t, t) +R(E) |
ot . ‘ '

- {Q(t,t)+R(t) JH' HQ(T,t)

, pour t>t , é(T,T) = =T R(t) - R(¢) T' , é(T,t) = 0 pour t<t.

2. On considére les résolvantes :

3 w(T)(t,s) = {A(T,t)—HfHR(r,t)} y

t

(1) {1)

(t,s) , ¥ (s,s)=In

x1

[+

%E'Q(t,s) = A &(t,s) , &(s,s) = L

{1}

On pose: @(T)(t,s) ¥ '(t,s) . Pour t,s2t on a:

o
. ot
t

(t,s) = - IS Q(t,u) H'H du W(T) '

@(T) (t,s).
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On suit le méme raisonnement que dans le cas de ruptures

(E)

"additives". est un processus de Wiener sous 1'hypothése HO; 30US
1'hypothése H (1) (i.e. rupture & 1'instant t) v(E’T) est un processus de
Wiener standard, u(E) st éerit en fonetion de v(E) de la manidre suivante:
(e) (e) _ (e,1) (e,1)
dut = d{ e € vy ‘ ] + e dvt
Avec (1.5)(1.6) on a d(qu (E) svéE’T) ) = H (iés,r) - iés)) dt , et aprés

calcul on trouve:

d(ﬁée") - QEE)) = {A(x,t)-R(1,t)H" H} (iée’r) - ﬁéE)) dt +

+ (T, t)FX(E) de + Q(T.t)H'dués), gleam) _gled_ g
0 0
Ainsi dué€)= H (X,EE ) EE)) dt + ¢ dvéE’T) , en reprenant la

(1)

définition des résolvantes V¥ » ® et (1.6) on obtient:

t
(1.7) 2£€)= 8(t,0) X, * Io #(t,s) R(s) H' du;€)’
£ .
(1.8) H(X(E T (E)) = HI v c,s) {z(r,s)riQE)ds+Q(rgs)H'dués’}
0 . .
On s'apergoit ainsi que X(E) et H(iéEfT) ée) ) sont des

(e)

fonctions de {u

(e)

+» On pose donc:

;85t}, et ne dépendent de ¢ que par 1'intermédiaire de

(E)) - ﬁée) ' S(T,t,u(g)) = H glest) _ iés) |

t

ﬁ(t,u
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(e)

Ty est une semi-martingale continue telle que:

, _
(E) ) (E) 2 o
E. Id | My |2 dt <

ol EiE) désigne 1'espérance sous 1' hypothése H1(T). En ﬁtilisant la

formule de ItS et le fait que Q(t,1)=0, on a:

€ t
J o(t,s) R(s) H' d”(E) - R(o) ol - [ K(t,s) H" u(E)ds ’
0 3 t 0 8 .
£ B |
J o0 et w d“éa) = Qo) uée) - I <V (e,8) He ugs)ds
' | T
L, ot2t

od K(t,9) = 3 {o(t,)r()} , K (t,8) = 3 (¥ (t,m)a0r,8)]

95 ' a5

En utilisant c¢es résultats on peut introduire les définitions

suivantes:

DEFINTIONS 1.2 -

On définit les applications:
(O : [0,11 x €([0,1;RY) ———> B,

SCeyess) 100,11 x [0,1] c;[o,u;md) —_ r

R im v
(t,u) := &(t,0) Xp * R(L) H' w - Io K(t,s) H' u_ ds
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S(T:tlU) = H Q(Tlt’) ut ‘+

¢
+ H ITﬂt (4 (6,9r%0s, -k (5,9 u ) as

*
De plus, si (Q,ﬂS,LBt},[ﬁt}) désigne le modéle canonique (*) )

alors pour tout 1,té[0,1], les applications u -+ i(t,u),S(T,t,u)

sont BtFmesurables.

On peut vérifier que S(t,t,n) est différentiable par rapport i 1
, on note : ' '

S(t,t,u) = 3 S(r,t,u
ot

(1)

= H é(r,t) H' + HK “(t,t) H Mo T H W(T)(t.T) r i(r,u) +

Ye

i
+ H JT [, 1 R(sow) - KTV e,8) m ug | as

(1)

si t2t , 0 si t<t , avec K (t,s) := g__K(T)(t,s).

ot

Pour tout t,te[0,11, u =+ é(r.t.u) est ZBt-mesurable. Des

- définitions de S & S et de la bornitude des coefficients du systéme (1) on
déduit aisément le lemme suivant:

(*) Q := C([O,1];Iﬂd) ) ﬁt: weQ + m(t)GIRd le processus canonique ,

‘= 1 :08s8% '=‘
]Bt : U{US,O_.S_t} , B : ]B1 .



64

LEMME 1.3

.Il existe une constante L ne dépendant que des coefficients du
systadme (1) telle que pour tout p,pt,pu? € C([0,1];1Rd) s OSt,C8t:

I S(T.t,ul)“S(T-t,l-lz) I2 + | é(Tst,ul)'é(T.t,uz) |2
< 1_,2 |2 1_..2 |2
$ LT lug-ug 12+ g lud-u? |2 as |

. . -
[SCr,t,w |2 + | S(r,t,w |2 s L {1+ [ ug 12 J’0 lug |* as }

En coneclusion u(E) est solution de 1'éguation différentielle

stochastique:

(e)

(1.9) dut = S(T.t,u(s)

Y dt + g dv

EE,T) , “é€)= 0

Les résultats du lemme précédent assurent 1'existence et 1'unicité

d'une solution forte de cette équation.
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II.2 CONSTRUCTION D'UN MODELE STATISTIQUE DOMINE

()

On considdre le moddle canonique (ﬂ,IB,{IBt},{ut}) et P la
~loi sur (Q,B) telle que: ‘
(e) B
(2.1) dp | e dW, , My = 0
(e) (e)
ol W est un Pw ~processus de Wiener standard. On définit:
(2.2) | M . ex J? {.1 S(,t,) . an'® - 1 | S(t,t,u) | dt }
. t * p 0 -E H nU * t -EE-E- l. :U

LEMME 2.1

(s)}

{Mt} est une LEt,Pw -martingale

Preuve :

1
Comme Eés) JO | 8Ct,t,u) |2 dt < = , il est connu que {Mt} eat,

P(E)

une LBt, y

}-suhrmartingale et 1l s'agit d'une martingale si et

(e)M .1,

seulement si E
_ W 1

En remarquant que t =+ 3-1 S(t,t,u) est un processus gaussien
(3(1,t,u) est linéaire en pn) , d'espérance et d'opérateur de covariance

bornés, on montre :
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(a) 3 a,c > 0 tels que : Eia)

exp{ a leqj S(t,t,w) |2} s e
A partir de (A) et en utilisant des arguments classiques (cf.

FRIEDMAN[14]) on montre que Eff)M1 =1.

{Mt} est une [B P(E)

£t w
définir une loi PEE) sur (Q,B) en posant:

}—martingale d' espérance 1 , on peut albrs

o dpie) )
3 () 1
W

D'aprés le théordme de Girsanov, le processus [v(E’T)} défini par:

t
vés’T) 1= WEE) - J l_S(T,s,p) ds

0 £

est un PEE)—processus de Wiener standard. Ainsi u admet la représentation

suivante:

(2.4) du, = S(t,t,u) dt + ¢ dy &™) L.o=0 .

t t ! 0
On définit de plus la fonetion t - m'"’ , solution de

1'équation différentielle ordinaire:

() '
d
(2.5) "t = S(T,t,m(T)) , 2t Z o,
dat | : 0

Les propriétés du lemme 1.3 assurent 1'existence et 1'unicité de la

(1)

solution de cette équation. m est le processus (déterministe) limite de

(g)

U Sous PT , dans le sens suivant:
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LEMME 2.2

Il existe une constante K telle que:

...‘mé'r) lz

IA

' () 2
sup ET l”t K e

Ost,rst

La preuve de ce  lemme se déduit aisément du lemme de Gronwall et

du lemme 1.3.
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IT.3 NORMALITE ASYMPTOTIQUE LOCALE

Dans cette section on démontre la normalité asymptotique locale

de la famille de 1leis { PiE)

similaire & celle de KUTOYANTS[19].

;. 0Sts1 1, Nous utilisons une démarche

On . considére la Trenormalisation suivante du ‘rapport de

vraisemblance:

dP(e)

Z {(u) = _Treuw _ye { u; 0st+teus! }.
Es T ) (8)
dp
T

Avec (2,2) et (2.3) on vérifie que :

1 .
Z  (u) = exp J { 1 {s(t+eu,t,w)-8(1,t,u)} . dv(E’T)
€y T 0 € t
- —-l- I S(T"'Eurtau)_S(Tat,Uj l2 de }
252 X
On définit:
1 J1 : (1)
Bev = 2 SCroe,m 1) o | dy - $(1,t,1) dt }
(3.1) 0 .
1 ' A
P = ] 180060y |2 a

0

F(t) désigne 1'information de Fisher asymptotique. La famille {Pis) } est

localement asymptotiquement normale, plus précisément:
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THEOREME 3.1

Le rapport Za T(u) admet la représentation suivante:

’

- ; . -1 2
ZE’T(u) exp { u AE’T 5 u? F(1) + OE,T(U) f
avec:
. (e) |-
(A) Loi{ & _|P b = N(O,F(T)) (¥e)
‘ E,T T
(AA) : Pour toute suite {ue} bornée :
p{&)1in oé u)=0 . a
T o ,T €

En reprenant la définition de S(t,t,u) ( D&finitions 1.2 ) et
(2.5) on démontre sans grande difficulté le :

LEMME 3.2

Pour tout t € [0,11,

1
0

(1

lim J |é(1+6,t,m(T)) - S(1,t,m ))lz dt = 0

§-+0

Preuve du théoréme 3.1:

Par définition de A€ . et F(1) la démonstration de (A) est

,

triviale. Soit {ue} une suite bornde, on pose donc:

= - 1 2
0 T(uE) = | Log ZE’T(uS) ] u Ae,r + 3 ul F(1)
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En utilisant les lemmes 1,3 et 2.2 , on montre qu'il existe

des constantes cT r G > 0 telles que pour tout Ogt,t',tsh:

@ [ : (1)
(AAA) E O-LS(rf,t,u) -8(r',t,m ") |2 dt £ ¢, €
. ‘
( ) . .
(Aw) ETé !G | SCtt,t,u) |2 dt £ ¢y
' I1 S, (t)y 12
() O|S(T ,b,m ) J2 dt £ ¢,
0 (u) = ] ﬁ { su@ tou) - 8Ct,w - 8(nt,m' ™) eu |l
€,T € e ‘0 e’’’ ide 1ve e ' Tt
1 j1
- %— [ = o lS(T+Eu€.t,n)fS(T.t,u)|2 de - u; F(t) ]
=: 1! - 1 2
€ > e
1 ()
Posons T := 1 j | SCt+eu_,t,u) = S(1,t,u) - S(t,t,m ') ¢ u |2 dt
€ c2 "0 € €
(e) 1 l€) IT , s (1) :
ET TE: = = ET 0 |S(T+eu€,t,u)“8(r,t,u)-8(1,t,m )Eue |2 dt

1 €u '
%; Eis) Jo | Jo © (3016, t,w -8Cu,t,m ")) a8 |2 at

% _(e) L . '
JO E IO | S(t+68,t,n) *S(T,t.m(T))|? dt d§

T

1
s L ful

(ol a |,
e 1= ¢ IUE | > 0 quanad e»0 )
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o 1
s 2lu_| JOE Eis’ [o | S(t+6,t,u) Scers, 6,0’ ™) )2 dt ds
[
10 1
+ 2 u_| IOE ]0 |S(r+6,t,m(T)) “S(T,t,m(T))lz dt ds
e
S 2c, |u€|2 €2 +
f : (1), s (1)
+ 2 |uE |2 max 0 | s(t+8,t,m ") ~S(r,t,m "") |2 dt

| 613 @

d'oll il découle, d'aprés le lemme 3.2:

(e) r =0 .

{oA) lim E
€

>0

Par ailleurs:

E(E) ITzI
T £
(e) | j* | | : ()
= %} E 0 { lS(Tf&UE,t,u)‘S(T,t{H)|2‘ |S(t,t,m" " Jeu_ |? b at
(e) f : (1)
= _%:_z ET 0 {S(T""Eue,tpu)_s(‘r,t!u)—s('[ytrm T )Eue} .
{S(T+eu€,t.u)-3(T,t,p)*é(T.t,m(T))eue} dt‘
. (e)J‘ : (c) A
s 5% | SCreu st w)-8Cx,t,1)-8(t,t,m" " deu_ |2 dt |2«

1

(e) .
l ETE Jo |S(T+euE.t,u)—S(1,t.u)fS(r,t,m(T))eue|2 dt l%



T2

' 1 €U
_ 1 gle) | () € g2 : (1) 2 %
Le®r ' E, f0| Io (5Ct+8,t,1)+S8(t,t,m 7)1 48 |2 dt
o -1
e 1 glg) e o(e) 2 _a (t)y |2 %
$ 2 E.T %€ |uE] Jo E. JOIS(Tfa,t,m S(t,t,m ") |* dt ds
< 1 (e) o '
s 1 E_'T, |uE | {2 e, } —5—> 0 d'aprds (oA).
En particulier:
(oAn) P(E)-lim T2 =.O .
>0
Enfin, EiE) { | T; |2 b= EiE) Te + 0 car (oA), or d' aprés
1'inégalité de Bienaymé-Tchebycheff:
(e) 1 : 1 () .
o> , > <1 R
>0 PT.{'TE’ o f ., BTl 2
Ainsi P(E) -lim T; = 0 , ce qui avec (oAA) achéve la démonstration du

T
théoréme 3.1?+O
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I1.4 TEST D'EXISTENCE DE RUPTURES

Nous considérons ¥ € [0,1] tel que:
(4.1) F(¥) >0 .
La détermination de conditions suffisantes assurant cette dernidre
propriété est un probl2me encore non résolu. Dans cette section nous
allons considérer le probléme de test d'hypothéses:
H, : Pas de rupture avant % {i.ee 127 )

" contre

H, : Rupture avant ¥ ( i.e. 1<% )

On définit le test suivant:

)

=
A

Ca { i.e. accepter H1
* =
(4.2) QE :

0 si F(F) %A > €, ( i.e. accepter H_ )

0

ol c, désigne le (1-o) quantile de la loi de Gauss N(0,1). En reprenant

les notations de la section I.2.2 , on a le résultat suivant:

THECREME 4.1

Le test {@2} est asymptotiquement localement le plus puissant au

niveau ao.



Th

_ La démonstration de c¢e théoréme est exactement celle de 1la
section I.2.2 (théordme 2.3 et lemme 2.4): Elle utilise seulement la

représentation du théoréme 3.1.

Remarque :

Le cas T inconnu peut se traiter de la méme manidre qu'a la

section I.3. Posons 6 = (t,I'), les systdmes (2.4) et (2.5) s'éerivent :

~ (e,8) _ \
.dut = 8(e,t,u) dt + ¢ dvt » Wy T Q ;
dmée) - se,t,m'?) ae ‘ : mée) -0 .

olt 1'application (t,u) + S(8,t,n) est définie par:

t .
S(8,t,u) = H Ql1,t) u, + H Jm 8 e, 890, 0-k (T (6,538 ul ds

t

X(t,u) := o(t,0) Xg * R(t) H' M -Id K{t,s) W Mg ds

Soit V(8,t,n) la différentielle de S(e,t,u) par rapport 2 9. On
dérinit: '

(6) (

- ste,t,m®y at |

A Had ..1_ J V(e,t,m
e t

€46 ) '_{ du

F(8) V(e.t,m(e)) . V(e.t}m(e)) dt

]
m—y
o
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On peut alors reprendre la démarche de la section I.3 pour
construire un test ¢* asymptotiquement localement sans biais de puissance

maximimum.
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II.5 CONCLUSIONS

Comme nous 1l'avons déji remarqué, la détection de ruptures dans
un systdme partiellement observé nécessite a priori une infinité de
filtres (autant que d'hypothdses de ruptures possibles). Dans le cas
des ruptures sur a, l'algorithme de A.5. WILLSKY et H.L. JONES permet de
se ramener A un seul filtre et & un terme déterministe précalculable.
Naturellement, pour la détection de ruptures sur A, nous n'obtenons pas
d'algorithme aussi simple pour calculer le rapport de vraisemblance
généralisé. Toutefols pour 1'élaboration du test que nous avons proposé

i1 est seulement nécessaire d'utiliser:

(a) Un filtre de Kalman-Bucy fondé sur 1'hypothdse de
non-rupture .

(AA) _Un terme précalculable : [ §(1°,t,m(T°)) ; 0stst |

(AAA) Un terme non précalculable : .{ S(1e,t,u) ; 02£S1 b, ob
p est une sortie du filtre (A)

Par ailleurs nous n'avons pas é&étudié les propriétés des
estimateurs du maximum de vraisemblance de la rupture. Celles-ci peuvent
- 8tre établies en utilisant les résultats de Yu.A. KUTOYANTS[20].
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INTRODUCTION

Les méthodes habituelles de résolution numérique des &quations
aux dérivées partielles font généralement appel & un nombre important de
points de discrétisation en espace. De plus, sous leur forme classique ces

méthodes utilisent des grilles de discrétisation fixes dans le temps.

La méthode proposée par D.A. DAWSON [4], appelée méthode de
Gauss-Galerkin, combine lles méthodes de quadrature de Gauss et
d'approximation -de Galerkin. Cette méthode comporte le double avantage
d'avoir un nombre peu important d&'inconnues 3 calculer et une grille de
discrétisation capable de s'adapter aux évolutions de la .solution de
1'équation aux dérivées partielles considérée. On se limite néanmoins au

cas d'un espace 4 une seule dimension.

D.A. Dawson a appliqué cette méthode & 1'8quation de
Fokker-Planck,‘ équation aux dérivées partielles déterministe satisfaite
par la densité de probabilité d'un processus de diffusion. Nous allons
étudier le comportement de cette méthode, appliquée & une équation aux
dérivées partielles stochastique, 1'équation de Zakal du filtrage non
linéaire satisfaite par la densité conditionnelle non normalisée d'un

processus de diffusion.

Le chapitre I constitue un rappel concernant les méthodes de

quadrature de Gauss; nous reprenons pour cela les résultats présentés par
W. GAUTSCHI dans [6,7].
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Dans le chapitre II, aprés avoir introduit 1'é&quation de
Fokker—-Planck, nous présentons la méthode d‘approximation de
Gauss-Galerkin. Ensuite nous établissons un résultat de convergence sous
des hypothéses de bornitude des coefficients. Les résultats de ce chapitre

sont une reprise et un développement des travaux de D.A. DAWSON [4].

Dans le chapitre III, aprés avoir présenté l'équation de Zakaf,

nous ncus intéressons aux cas suivants:

* Observation en temps discret : Nous présentons la méthode de
Gauss-Galerkin pour ce problédme et nous démontrons la

convergence de l'approximation .
* Observation en temps continu : dans ce cas, avant d!'introduire

1'approximation, nous diserétisons 1'équation d'observation pour

nous ramener au cas précédent.

Les essais numériques sont présentés‘dans le chapitre IV.



NOTATIONS
A Etant donnée f une fonctian réelle et u une mesure non négative,
on notera indifféremment :
J’ f(x) uldx) = j fdy = <y,
A 6{x) désigne la mesure de Dirac au point x.
A Les polynfmes : x - xi seront noﬁés xi , X > 1 sera noﬁé 1

A My désigne 1'espace des polyn8mes de degré au plus &gal 3 N .
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Chapitre I

FORMULES DE QUADRATURE DE GAUSS—-CHRISTOFFEL

La méthode d'approximation de Gauss-Galerkin 8' inspire des
méthodes de quadrature de Gauss. Dans cette section, nous nous intéressons
4 1l'approximation de mesures non négatives sur IR. Nous présenterons
ensuite un algorithme de réalisation de ces formules de quadrature offrant

de bonnes qualités numérigues.
Les résultats de cette section sont extraits de GAUTSCHI [6,7].

En particulier, 1'étude du conditionnement numérique de 1'algorithme
présenté dans la section 1.2. se trouve développfe dans GAUTSCHI fr].

T.1 Présentation de la Méthode

Soit u une mesure non négative sur R. Etant donné un entier

positif N, la méthode de Gauss—Calerkin -consiste & approcher yu par une

mesure uN de la forme :
N
. . . . N
(1.1) poo= ) a, 8(x,)
N N . . . N
Les quantités ay a Xg (i=1...N) sont choisies de telle manidre que u & u

admettent les mémes premiers moments. Afin d'alléger les notations , dans

la suite les coefficients a? x? seront notés aixi .
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On fait les hypothéses suivantes :

(1.2) £ > plx;x £ E) est croissante en au moins N points deux 2

deux distinects ;

(1.3) [1%19 au <=, j=0,1...201
On se donne les 2N premiers moments de la mesure p :

m = [ ¥ au ,  j=0...2N-1

Dans (1.1) les réels a;y X ({ = 1...N) sont choisis de telle sorte que :

(1.4) [ ) a4t - m, , 3=0...2N-1

c' est-a-dire :

N .
i . -
121 a; (xi) mj s . j=0...2N-1

uN est appelée 1'approximation de Gauss-Christoffel A N points de la
mesure u, {xi} et {ai} respectivement, les points et les poids de

Gauss-Christoffel.

Il est bien connu que ce probléme admet une solution unique,
¢t est-a-dire qu'il existe un unique ensemble de coefficients {(ai,xi);
i=1.,..N} tel que la mesure définie par (1.1) vérifie (t1.4) (cf. STROUD
[13D).
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1.2 L'Algorithme de Chebyshev Modifié

Cn introduit {wj;j=0...N} la famille des polynSmes orthogonaux
relativement & la mesure u, ¢'est—-3A-dire :

(a) 7, €st un polynSme de degré j ;

J

(4a) [ n Ty du =0 sl ie]

Ces polynSmes sont définis 3 une constante multiplicative pris,
et on peut décider par exemple que le coefficient du mondme de plus haut
degré dans w,(x) est 1 (j = 0.,.N). Dans ce cas, la famille {wj, J=0...N}

J

satisfait une relation de la forme :

ﬂj+1(x) = {x~aj) wj(x) - Bj “j—1(X) » J=0...N-1

(1.5) To(x) = 1, m_(x) =0, By > 0.

(8, est arbitraire, on peut donc poser g, = 0). Le calecul de
l'approximation uN se raméne' au calcul des coefficients {aj,sj;

J=0...N-1}; en effet, on a la proposition suivante (GOLUB-WELSH [81)

PROPOSITION 1.1

On définit la matrice :

o VBy oy
/§1 a, /Eé {0)
- . | . .
(0) | /Eﬁ—z. aN-2' “§ﬁ41
/oy IN-1




ob

JN admet N valeurs propres réelles deux & deux distinctes

E veafyy soit ¥V v les vecteurs propres orthonormés

1°°°'N
respectivement associés. On a le résultat sulvant :

i ] i=1...N

olt V1i désigne la premiére coordonnée du vecteur Vi et Py =

'fm u(dx) .

Ainsi 1'approximation uN se calcule aisément A2 partir des

coefficients { aj,s. i j=0...N-1 }. L'algorithme de Chebyshev modifié va

3

nous permettre de calculer ces coefficients 3 partir des 2N premiers

moments de u.

Du point de vue numérique il est préférable de considérer les

moments modifiés de- y. Pour cela, on se donne une famille de polyndmes

{ﬁj;j=0...2N-1} qui satisfait la relation :

Posons

e vj+1(x) = (x-aj) wj(x) - BJ wj_1(x) , j=0...2N=2
1.6) n _ :
. wo(x) = 1
ﬁ—T(X)= 0
. >0
BJ
ol les coefficients { &j,ﬁ j 1J=0...2N-2} sont connus. On définit 1les
moments modifiés de p relativement 3 la famille des polyn8mes {ﬁj} par :
H. = 'ﬁ. d 3 I=ODOI2N—1
b, = [ 7 a 3

0 - .
1= [ w a
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L'algorithme suivant pefmet de calculer {aJ,Bj;j=0...N—1} &
partir des coefficients [&j,§ j;J‘=0...2N—2} et des moments modifiés
{ﬁj;j=0...2N—1}

initialisation :

o0 0

0g.1 € B+ 1=0...28-1
% "8 * B /B

BO «0

inerémentations :

_ pour k = 1...N=1_faire :

(.7 %1 " Ok=1,1e1 T L8 TE) oy
T By k-z,1 By Oy 1
l‘“k. . .2N-k+1
[0} g
(1.7)" R T S
Ok-1,1-1 %%,k
. . U ’ °
1.7y B, < Ky«
O-1,k-1
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Démonstration de 1'algorithme (cf. WHEELER[14])

Désignons par Hn 1'espace des polynSmes de degré au plus n. {wk}
‘est une famille de polynBmes orthogonaux relativement 3 la mesure u, donc
jnK'¢ dy =0, ¥ ¢ €1 1 =0 si 1, et
que :

On en déduit que : ¢

k—1 kr

I wi du = f L xk du

I “k X ﬁk*1 du

J m 7y an T %%,k

En utilisantr(1.5) et la relation Ofrt k=1 " 0 ,ona:
0 = [ Meay Ty
U LR AL RN L N SRR I S
= %k Bk %kt ket
D'ou (1.7)". De méme Oat,k " 0 conduit & la relation :
{(1.8) f m X ﬁk du - o, j e ﬁk dy - Bk j #k“1_ﬁk du = AO
Par ailleurs, avec (1.6) on obtient :
I LIRS ﬁk du =
R TR N N AR I A T
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Avec (1.8) on en dédult :

ket TR o T By oy = 0

qui avee {1.7)" impliquent (1.7)'. Il reste donec & vérifier (1.7)
o

%%,1 = f Me—g X Ty o 0y T By 9o ( car (1.5) )
f Moy x 7 T %1 T % %, TR ey ear (1.6))

done :

0,1 T Oke1,1-1 " (T8 o) T B, O%%-2,1 F B1 O%-1, 11



08

Chapitre II

RESOLUTION NUMERIQUE DE L'EQUATION DE FOKKER-PLANCK

2.1 La Méthode d'Approximation de Gauss-Galerkin

Introduisons  tout  d'abord 1'&quation de  Fokker-Planck.

Considérons 1'équation différentielle stochastique

(2.1.) : dXt = p(Xt) dt + G(Xt) dw_ , t>0 , X  de loi Ho o

T 0

ol {Xt} prend ses valeurs dans IR; {W_} est un processus de Wiener

£

standard réel indépendant de XO. Posons a = 02 . &' = da/dx et b' = db/dx
on fait les hypothé&ses suivantes :

(#1) b, 0 : R » IR, sont des applications mesurables et bornées.
(H?) - a' € L” (R) et "1l existe a > 0 tel que a(x) 2 o ¥ x.

(H3) . b' est mesurable bornée, et a' est continue.

Sous 1les hypothdses (H1),(H2), 1l'équation (2.1) admet une
solution unique au sens faible ( cf. STROOCK-VARADHAN[12] ). L'hypothése
(H3) sera utilisée par 1la suite pour démontrer la convergence de
I'approximation de Gauss-Galerkin.
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{Xt} est un processus de Markov, son générateur infinitésimal L
est défini par :

Lo(x) = blx) @' (x) + % alx) ¢"(x)

Soit M la loi de Xt sur R (¥ t) . Il résulte de la formule de
Itd que {ut} est solution de 1'équation de Fokker-Planck (&crite sous

 forme faible) suivante :

t
(2.2) U, 30> = <P, 0> + I <u_,L¢> ds , t20 , ¥ ¢ € C2(IR) .
t 0 0 s b

.La méthode d'approximation de Gauss-Galerkin va nous permettre
de résoudre hnumériquement 1'équation de Fokker-Planck (2.2). Elle
s'inspire de la méthode de quadrature de Gauss-Christoffel, présentée au

chapitre I.

On .approche {ut} par une famille de mesures de probabilité {”E}

de la forme :

i i
>
ag é(xt) ., £20 .

N
He

i
I~

i=1

Les fonctions at , xt {qui dépendent de N) sont déterminées en posant :

t

! . N N -
(2.3) a9 = <ugpd> + Jo CugsLg> ds , ¥ ¢ 8 T,y . .

N ;. N _ : . . N
On remarque que gy vérifie <u0,¢> = <u0,¢> ¥ ¢ € H2N-1 , ainsi “0 est
1'approximation de Gauss-Christoffel & N-points de la mesure Hge
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2.2 Convergénce de 1'Approximation

Sous des hypoth&ses supplémentaires, nous allons établir un

résultat de convergence de l'approximation.'On pose :

' n .
m (L) = Su,x> m (L) = d m (L) ,
dt
) = <y, we) = d mir) .
n b n — n
dt
On fait 1'hypothése supplémentaire
1
(HH) Tim  {m, (0 / (et } 2 <=
n+e
remarques: De 1' hypothése (HY4) découlent les deux proriétés suivantes,
_1.' X, admet des moments de tous ordres , ¥ t € [0,TI].
2,. la série ) gi mn(O) admet un rayon de convergence
neN n! '

strictement positif. L' intérét de ce résultat réside dans le

lemme suivant

LEMME 2.1 (ef. BILLINGSLEY[2])

Soit p une mesure non négative sur 1R possédant des moments de

tous ordres mn = fvxn pldx) . Supposons que la série :

I o
nélN n!
admette un rayon de convergence strictement positif, alors si v
désigne une autre mesure non négative sur R m = I x v(dx)
(¥n) implique pu=v . Dans ce cas, on dit que le problame des

moments pour p est bien posé,
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‘THEQOREME 2.2

Sous les hypothéses (H1)-(HY4), 1'approximation de Gauss-Galerkin

est convergente :

N . " '
a0 ‘—__f__> My , O£t T
N+
LEMME 2.3
I1 existe des réels Kn ’ Kﬁ ne dépendant pas de N tels que
(i} La série E 2_ Kn admet un rayon de convergence
neN n!

strictement positif ;
(11) lmﬁ (t) | K, ¥n, N, 2N+ , OstsT ;

(ii1) |m§ (t) ]2 Kl - ¥n, N, 2Nen+1 , OstsT .
La démonstration de ce lemme est faite en fin de séction.

LEMME 2.4

Il existe une famille de 1lois {v i0stsT} , et une sous-suite

{v ;08 t_T} N expraite de {“t’05t=T}Nenq , telles que :
\JN —_——> Y ' 0stsT
t t
N-)w
Preuve :
D' aprés le lemme 2.3-(11)-(ii1), ¥ n fixé, la famills

N .
{mn(t);OétéT}Ngz(n+T) est bornée et é&quicontinue dans C[0,T], donc

relativement compacte,
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Par un procédé de diagonalisation de Cantor on montre qu'il
. *
existe une suite croissante d'entlers {Np}pEIN et des fonctions m e cC

[0,T], telles que :

N
p *
(2.4.) my () s> mp(.) dans clo,T] , ¥ n
Pour montrer qu'il existe une famille de mesures non négatives {vt;OStST}
telle que :
. * n
(2.5) m (£) = [x" v (dx) , ¥n,0stsT

on utilise le résultat suivant (cf, SHOHAT-TAMARKIN [111])

Etant donné une suite (mn) de réels, une condition nécessaire et

suffisante pour qu'il existe une mesure non-négative qui admette

m pour moments (¥ n), est que :

¥keIN,C.L ,»C ,.uuy Ck € R

0 1
[ C,x 20,%¥xeRI=[) C m 20]
. i . i 71
i=0 i=0
N Pour tout t £ T fixé, la propriété (2.6.) est satisfaite par
{mnp (t)}nEIN' donec s8e conserve par passage a la limite lorsque poe,

Ainsi, pour te[0Q,T] , on a :

(2.7) = [ v o

“>03

*
Par ailleurs on déduit du lemme 2.3 que la série ) QE'mn(t) admet un
n€lN n!

rayon de convergence strictement positif, donc d'aprés le lemme 2.1 , v,

est 1'unique loi sur R qui vérifie (2.7), ce qui permet d'affirmer (cf.

N
BREIMAN [31, p. 181) que Vi = v, quand Noe |
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LEMME 2.5

Sous les nhypothéses (H1)~(H3), 1'équation de Fokker-Planck
(2.2), admet une unique solution t » “t’ fonetion & valeurs dans

1" espace des mesures non-négatives sur IR.

Preuve : En utilisant la formule de It3 on vérifie aisément que la loi
de Xt résout 1'équation (2.2), d'ob 1'existence d'une solution. Soit
$(.,.) B Cé’z(lﬁ+xﬂk) et {i une soclution de (2.2),

t

<Hgr#(0)> + [ <Hi_,0! (s)+Le(s)> ds
' 0

(a) <ﬁt,¢(t)>
Par ailleurs, on considdre 1'équation aux dérivées partielles rétrograde,

(aa) A(8) + Lv(s) =0, s<t, vit) =V

33
D'aprés les hypothéses faites, et en utilisant des théordmes de régularité
des solutions des EDP paraboliques ( of. LADYZENSKAJA et al [9] ), on a:

(AAA) . ¥ v & D(R), (AA) admet une solution v & c;)'Z([o,t]xJR).

D(R) désigne 1'espace des applications R+IR de classe C & support
compact.

Aprés différence entre deux solutions, pour démontrer l'unicité
il suffit de vérifier:

=O ==.=>{m50,05t}

IJO Ut_

(o)
Soit t20 et VvED(R), par (AA) on associe 34 v une application
VGCé’z([O.t]xﬁ%). D'aprés (A) (avec uO#O) et (AA):

t
<G ,v(E)> = | <G o' (8)+Lv(s)> ds = 0
0
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done <f, ,v(t)> a‘<ﬁt,?§ = 0, ceci pour tout VEID(R), d'olh i =0.

Preuve du théoréme 2.2 : Si on établit que :

t

(2.8) vy 9> = <ugig> + 'JO

<vgrL¢> ds , t3T , vcpecg(lﬂ)

alors d'aprés le lemme 2.5 on a v =y 0<t£T. On en déduit donc qu'une

t
sous=suite de “E converge vers My * Mais en reprenant 1a démonstration,
par unicité de la limite on montre qu'il y a convergence de toute la
suite. Il s'apit donc de montrer gque (2.8) est vérifiée pour tout

¢ECS(JR). Nous allons considérer plusieurs étapes suceessives.,

Etape 1 ¢ polynéme .

Pour tout N 2 (d+1)/2, 4 = degré ¢, on a :

t =

N . N N
{2.9) <vt,¢> = <u0,¢> + JO <vst¢> ds

done (2.8) s'obtient par convergence dominée lorsque N » =,

Etape 2 ¢(x) = elexp(x), 8 € R, p polyndne.

iex

Prenons d'abord ¢(x}) =e , |6 |% 8,» On pose :

n+1
| o |

n k
5 (x) = z (isx)
n (n+1)!

k=0 k!

& Bn =

J'lx |n+1 vt(dx)

(t. € [0,T] fix8), d'aprés le lemme (2.3) Bn + 0, par ailleurs on vérifie
aisément que :

iox O (iex)k a+1
e -1 |

zc 1 el

|n+1
k=0 ki (n+1)!

| x
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ainsi pour j = 0,1,2

3y _ (3
N 0.7 [> s ey By >0
. J't
Comme : <vt,¢n> - <u0,¢n> -y <vS,L¢> ds = 0

sQuand n -+ = on obtient :

t

8(8) <vt,¢>~<u0,¢>—JO<vS,L¢>ds =0 ,¥|8] S8

1 »

Donc ¥ pz1, ¢(p)(e) =0,|6]|=s09,, on en déduit que (2.8) est vraie pour

tout ¢ de la forme eiexp(x), T e} s 8

1'inégalité :

19 P polyn8me. En utilisant

n . Kk n+1
éxp{i(e+e1)x} + exp{ie1x} X (16x) o e | X n+
k=0 k! (n+1)!

on montre par le méme raisonnement que ¢(8) = 0 ¥ |[9o]< 291 , done (2.8)

est vérifiée pour tout ¢ de la forme elexp(x), |9 ] <28, p polyndme.

Ainsi de suite : (2.8) est vérifide pour tout ¢ de la forme
elexp(x), & € R, p polyndne.

Etape 3 ¢ elcﬁ (R)
T n n
Soit & := { x » | a_ expl{ib x} ; neN , a",bp
ok k k

Comme ¢ € Cé,(lR), " € CK(HK), il existe donec {¢H} dans % telle que :

Fem = ony 50
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X
Posons : ¢h(x) = ¢'(0) + JO ¢g(y) ay ,

X
o () = 000 + | 61 (v) ay

on a : f|¢(J) - ¢;j) | +o0o j=0,1,2

w

(2.8) est vraie pour tout &lément de = done par convergence
dominée, pour ¢.

Etape 4 b € C; (R)

Soit t_ € c; (R) telle que

0s T;l)g 1 i=0,1,2 ;
T, = 1 sur [-n,n] ;

0 sur I-e,-n~1[ U In+1,+=[ .

~
]

On pose ¢n = Tn¢ e Cé (IR}, par convergence dominée, on montre gque (2.8)

est vraie pour ¢. Ce qui achéve la démonstration du théoréme 2.2,

Preuve du lemme 2.3 :

Nous montrons qu' il existe Kn et Kh ftels que:

(a) - - |mn(t) | s K » ¥n , 0stsT.
(a0) Im (&) |sk , ¥n , OstsT
' ' n
(AAA) La série Z 8 K admet un rayon de
new nt "

convergence strictement positif,
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Posons ¢n(x) = xn,

- t PR
mZn(t) = m2n(0) + fo <us,2nb¢2n_1+n(2n 1}o ¢2n-2> ds

ot
$m, (0 r o [o <ugs2n | by 1| a(2n=1) 0, > ds

2n

Comme | x |2n"1§ 4 {-%H + 2n X2§-2 ona :

My () S my (0) + ¢ [E (m, (s)enm, _(s)} as

2n

Done, si |m2n_2(t) | < K2n , .bar le lemme de Gronwall :

-2

2
m, (t) £ ¢ {m, (0) +n Kopoo?

¢ désigne une-constante qui dépend de T, mais pas de n.
Soit KO telle que ]mo(t) | = KO » 02tsT , on définit par récurrence :

(2.10) K. =¢ {m2n(0)+n2 K }

2n 2n-2

alors |m2n(t) | < K2n » ¥ n, 0stsT. La solution de (2.10) est :

n
n n-i+1 n!

= 1y2 + . —l2

(2.11) K, =¢ (n1)? K, 121 e {i!} m,, (0)
. r :

D'aprds (HY4), max | m2n(0) / (2n)t } 2n S M <o (on choisit M21),

nel '
Done mzn(O) £ (2n)t Mgn, avec (2.11) on obtient alors, pour n

suffisamment grand:

K
: 2n n+1 -
— . < en
Gayr S 0 LK rn N} g o0 gy 20
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On en déduit:
L
T {k, /() } % s LU,
n+o n
En utilisant le critére de Cauchy pour la convergence des séries & termes

positifs, on montre que la sérié:

eEn

87k
new (en)t 2n

admet un rayon de convergence strictement positif.

| 2n -1 2n -2 .
Par ailleurs | x | s % | _g_ + 2n x2n }, on peut done
n
choisir:
K
t= en + 2n K
Kon-1 ik, |

On vérifie alors (A) et (A8A). (44) se démontre sans difficultés. Pour
démontrer le lemme il suffit de remarquer que la démonstration ci-dessus

. N -
reste valable pour les moments mn(t), avec les mémes constantes Kn et Kh .

REMARQUE 2.6

1. ' Dans la démonstration précédente on n'a pas tenu compte du fait

que mo(t) = mg(t) =1, 0stsT , on a seulement supposé:
|m,(t) | <Ky o 0stsT

pour une- certaine constante KO. Ainsi le résultat reste juste

lorsque est une mesure non négative sur IR non normalisée.
Yo

2. On a démontré la conservation du critdre de Cauchy: si,

1
T {n, (0) / (2adt 12 ¢ a

N«


Fabien Campillo
-1
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alors pour tout te€[0,T],
| 1.
Tim {m, (t) / (2n)) }*0 ¢ w
2n
n>w
Cea deux remarques nous seront utiles pour le

filtrage non linéaire.

probiéme' de
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Chapitre III

RESOLUTION NUMERIQUE DE L'EQUATION DE ZAKAI

On considdre le systdme non linéaire:

dXt = b(Xt) dt + O(Xt) dwt ’ X

(3.1)

dY, = h(Xt) dt + dv

£ £t ’ 0

0£tsT ; X,Y,W,V prennent leurs valeurs dans IR ; W et V sont des processus
de Wiener standard indépendants ; XO est indépendant de W et V . Supposons
satisfaites les hypothéses (H1)-(H4) du chapitre précédent, ainsli que
1' hypothése :

(H5) h: IR » IR est une application mesurable bornée.

‘X déerit 1'évolution de 1'état d'un systdme physique , Y son observation.
Le probléme de filtrage consiste & estimer ¢(Xt) 4 partir de

1'information contenue dans {Ys;sst} , ¥L .

Notons IE‘t = o{YS;sst}, le meilleur estimateur au sens du risque

quadratique de ¢(Xt) sachant IF_ est E[Xt | IFt]. On est donc amené &

t

déterminer Ve la loi conditionnelle de Xt sachant EE :

Ve 0> = EL 6K | T ]
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Pour caractériser v, on peut utiliser la méthode de 1la
- 0 .
probabilité de référence. Soit P la loi déterminde par

apP [z}
ar - [z
dp T

ol {Zt} est définie par:

B ¥
z, = exp [ | h(X,) a¥_ - L h(x)? ds }

£ 0

|-

Le calcul de la loi conditionnelle de X_ sachant TF_ sous P, est
9

t t
1ié 3 une expression calculée sous la probabilité P, par la formule de

Kallianpur-Streibel:

EL o(x,) Z, | F, ]

(3.2) E[ ¢(Xt)liwt ] -
E( Zt]IF't]

L'intérét de la probabilité de référence réside dans le fait que
o]
sous P, W et Y sont des processus de Wiener indépendants. On définit o la

loi conditionnelle non normalisée de_Xt sachant EE , en posant:

Q
_<vt,¢> = E[¢<xt) ztlﬂ-“t]

v est solution d'une &quation aux dérivées partielles stochastique ~ dite

équation de Zakal - écrite ici sous forme faible:
£ t
(3.3) <D, 0> = <ug, 0> + J'O <Sg,L¢> ds + jo T ng> dY, ¥EC2(R)

Si 1'on note <%t,1> = I %t(dx), on a done la relation:

<9 >
<ve b 90 S T A

< ﬁt y 12
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3.1 Filtrage avec Observation én Temps Discret

On considére le systéme :

aX

. b(X,) dt + o(X ) dW

g ! o Fo
(3.4)

Yy h(th) Y

oh 0 £t T, 0K t1 oo < 8

simplifier nous prendrons t

k= T est une suite d'instants donnés, pour

v ™ kK A, avec A = T/K (KEN).

{yk} et {vk} sont des processus A valeurs dans IR ; {vk} est une

suite de variables gaussiennes indépendantes , vk ~ N{O,R} ; W est un

processus de Weiner standard indépendant de {vk} ; XO est indépendant de W
et {vk}. On suppose (H1)-(H5) satisfaites.

Soit N la loi conditionnelle de X, sachant {y1,..,y[t/A]} , Ol

L
[t/A] désigne la partie entidre de t/A. n est déterminée par:

e 1

: < s >

ntl1>

Mg
ol ﬁ'- la loi conditionnelle non normalisée - est définie par 1'équation :

[t/A]

£
<, .00 = <u 0> + [ <H_,Le> ds + 1 < H o, {fl,y )11 ¢ >
t 0 o s £ k
(3.6) k=l
¥ ¢ € C2(R) '
\ b
. % = = ; = .
avec: < nt_ s 0> lim < nt , &>

K | t->tk,lt<tk

* f(x,y) :=exp| Lh(x)y -1 nx)z}
_ R 2R
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De méme n est solution d'une équation du type (3.6), & savoir:

" re/a] < UM {f(.,yk)-i} b >
Tk
n,6> = <u,e> + [ <n_,Le> ds + )
' v 0 o ° <ne= 5 flo,y, ) >
¥ ¢ E'C;(EU R

On peut remarquer qu'entre deux iInstants d' observation,
1'évolution de n est déerite par 1'équation de Fokker-Planck et, qu'd
1t instant tk :

.<|']— ’ f(-:yk) ¢>

by

< ny b b > =

Kk <N, = f(.,yk) >

n
tk

on se propose d'approcher N par une mesure de probabilité ”2 ’
de la forme:

a S(xi)

N
N i
Loag

\ : ; i i ‘ ; I
ou les processus stochastiques a et X sont déterminés en posant:

[t/a] < nﬂ_ ) £,y )1 PN
- |

N oy
9> = <ug,o> v [ <nlLg> ds ¢+ ]
¢ 0 o ° <nl ety ) >
(3.8) k=1 Mot Yk

¥ ¢ € HEN*T

~ THEOREME 3.1

Pour toute trajectoire {y1,...,yK} donnée, 1'approximation de

Gadss-Galerkin est convergente:

N->oo
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Preuve : On note mn(t) = f xn nt(dx) ; 3upposons que

v .
(@) e Mo
' : 1
— 2n
(AA) Tim (t) / (2n)! | <@
nse { Hon™* _

soient vérifides pour t=tk_ nous allons montrer due (A}(AA) sont

1 H
vérifides pour t € [tk—T'tk] .

Pour t & ]tk_1,tk[ , 1'évolution de est décrite par

n

t
1' équation de Fokker-Planck, on déduit du théoreéme 2.3 et de la remarque
2.6 que (&) est vérifiée pour tout t € }tk_1,tk[. Comme:

| <y s Py 80
N k

<n s > =
tk < nil- ’ f(c,yk) >

k

, on en déduit que (A) est aussi vraie pour t=t

1
}En

K Par ailleurs,

iiz { mzn(tk) / (2n)! .
: , f £{x,y,) % " n-{dx) %H

- Tim [ 1 . K }
n+ (zn}! J f(X,yk) nt;(dX)

%8}

expl 2 Smax |y [+ 2%} «x
pl 2 2 a [y 1+ 2 |

«Tim { m, (t7) / (201 jan

n+oe

pour cette derniére majoration on a utilisé la double inégalité:

expl - £ max -e? < f(x.? ) S expi{ & max + e
pl - 2 2 Iy - &) , pl g na RORRE-=

od ¢ est un majorant de |h(x) | .
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Mais d'aprés (AA) et en utilisant la remarque 2.6, on a:
' 1

Tim | m, (67) 7 (2n)¢ }2n

n-+w

Ainsi (A){(AA) sont vraies pour t=tk..Pour terminer la démonstration, il
suffit de vérifier (A)(AA) pour t=0. D'aprés 1'équation (3.8), ng est
1'approximation de Gauss-Christoffel, d'ol (A). Par ailleurs (AA) en t=0

est exactement 1'hypothése (HY).

3.2 Filtrage avec Observation en Temps Continu

Avant d' introduire 1' approximation de Gauss-Galerkin, on
-considére un probléme de filtrage non linéaire "approché". Dans (3.1) on

discrétise 1'équation d'observation :

ftk+1
Y -Y = | h(X ) ds + ¥ -y
brer £ S feer
= hi{X, ) a+ ¥ -V
tk tk+1 tk

Dong, en posant Vi = A-1 {Vt —Vt } ; on obtient 1'équation en temps
discret: k+1 K

Y = h(xt ) o+ Vi

k
ot y, est 1l'approximation de A_1{Y -y, }
k ' ‘ tk‘+1 tk

On définit Eﬁ

. A X .
’Y[t/A]} et V¢ la loi conditionnelle
de Xt sachant IF2
t L]
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Comme nous 1'avons vu dans la section précédente 1'évolution de

By est déerite par 1'&quation :

t
Fage> = ugee> - fo <tn_,Lo> ds +
[6/8] < By 18,00y, 01} ¢
: ' k
(3.9 . ) 3
k=1 < nt.l; , fA("yk)_1 >
¥ ¢ € cg(ln) . '

Avec f‘A(x,y) :=exp{ hix) y &4 - £ h(x)? A }.

THEOREME 3.2

Qutre les hypothéses (H1)-(H5), supposons que hec;(m). alors

pour toute trajectoire observée {YS;sSt}

Ay m————> v, , O0SEtEST,
7 t
A0
ol vy désigne la loi conditionnelle de Xt sachant IFt = o{‘fs;sSt'}
(3 condition de définir Vi "sous forme robuste™, cf.

PARDOUX[101]).

Preuve :

Q
Plagons—-nous sur un espace de probabilité (Q,F,P) et considérons

le systéme différentiel stochastique:

daX, = b(Xt) dt + O(Xt) dw

t t

(3.10)
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0 o
od | W, / Ve ] est un P-processus de Wiener standard i valeurs dans IRxRR,

indépendant de Xy ( Y0:=O ) .

' *

Pour Y on prend la représentation oanonique( ) (C[O,T],B,PW,Y). De plus
— P — [+]

on définit P la loi marginale de X sur un espace (Q,F)., Sous P, X et Y

sont indépendants :
] —_
(3.11) P(dX,dY) = P(dX) x P_(aY)

Afin de simplifier les notations on prend An:=T/n ' t?:=iAn,

“dans la suite t?isera noté £ On définit :

h'(g,X) = n(x, ) pour t & [t [.

1

195549

] ) .
On considére alors les P-martingales exponentielles suivantes:

. .
7, t= exp Jo { ax)) ay_ = % n(x))? ds |
(3.12)
n t n | n
Zt 1= exp f { n'(s,x) dYS - ¥%hn(s,X)% ds }

0

Posons dMS = Lh(Xs) ds + (h'o)(xs) dws , bpar intégration par parties dans
1'intégrale de It8 on a :
| R
. : - - - 2
(3.13) z, = expl n(X )Y, fo {Y_ amM_ - % n(x_)? ds} |

Par ailleurs comme ¢ =+ hn(t,x) est constant par morceaux :

n . ) .
(3214 Z, = exp| h(xti) (¥ Yti) - % h(xti)2 (t-t,) +
T
+ n(x, ) (Y, -Y )-%4nx )2a })
50 ts b b £ n
pour t € [ti’tif1[ .

(¥) (c(0,T],B) espace des fonctions continues {0,T]+IR, muni de la tribu

borélienne, Py la mesure de Wiener, Y le processus canonique.
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(3.13) et (3.14) permettent de considérer Z_ et 7! pour toute trajectoire

) t t
de Y fixée.

On définit les lois P et P! sur (Q,TF)

: n :
df .. dp~ .. o0

(3.15) - ¢ ZT s = ZT .
dpP dP

Sous P ( resp. Pn'J, ( X/ Y ) admet la représentation suivante:

X, = b(Xt) dt + q(Xt) dw

t £
(3.16) dY, = h(X.) dt + av,
( resp. dy. = n(t,X) dt + dVE )

od v ( resp. V' ) est un P-processus ( resp. P"-processus ) de Wiener

standard défini par:

On considére maintenant le syst@me avec observation en temps

discret:

dXt = b(Xt) dt + O(Xt) dwt
(3.17)

|41 n
y; = b Y+
1
. n . 1 -

ol vy — (vt vt_) .
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I1 est clair que sous Pn, la loi conditionnelle de Xt sachant
oyl 1 t.q. t;St) est éeale 3 la loi conditionnelle de X, sachant T :=
o(Ys;sét). Notre but est donc de démontrer la convergence des expressions

En[¢(Xt)| E}j, pour toute fonetion ¢ continue bornée.

D'aprés (3.15), en utilisant la formule de Kallianpur-Streibel :

15[ (x)z, | F.] 0
ELo(x) | FD = j’ % 1 Ty P-p.s.
E[ z, |]Ft]
' | B o(x 2] |F,] s
o) | Fy] = — g | Bepus. .
E[ z ]E‘ ]

Mais d'aprés (3,11)

]

E[ ¢(xt)zt |JFt EL o(x.)z ] Ppes.

]

.o n —_ - n -
.EE o(x )2, | Fy EL ¢(X )2, ] D

Pour {Ys;sgt} une trajectoire donnée de 1'observation, il s'agit donc de

montrer:

—— n — .

Bl ¢(Xt)zt ] Brwosary E[ ¢(Xt)2t ]
comme ¢ est bornde, il suffit de vérifier que,

(3.18) y

At fixé.zz et Zt sont des variables positives d'espérance égale 3 1 (¥n),

une condition suffisante pour que (3.18) soit vérifid est:

= > Zt en P=probabilité.

Enfin ce dernier résultat se déduit des déflnltlons (3.13) et (3 14) de 2z

et ZI
t + Ce qui achéve la démonstration du théoréme 3.2.

t
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- Remarque : Le théoréme 3.2 ne se limite absolument pas au cas de la
dimension 1. La démonstration que 1'on vient de donner est identique dans

le cas multidimensionnel.

On utilise la méthode de Gauss—Galerkin afin d'approcher Av par

) t
une mesure de probabilité Av§ de la forme:

N . .
AN _ i i
v, = _E ay 6(xt)
i=1
Les processus stochastiques al,xl - qui dépendent de A et N - sont
déterminés en posant:
AN ' b
Enlie> = <u,e> + [ <Pal,Le> ds v
t 0 0 8
[t/a] . <‘AnN- , {F (v )=1) ¢ >
tk A k
(3.19) - )
| | <AL e Gy-1
k=1 tk AR
¥ ¢ € H2N—1 .

D'aprgs le théoréme 3.1, pour tout A , on a la convergence
suivante:

A A

vﬁ(w) =) vt(m) , ¥ wop.s. , OStsT

(3.20) =

On introduit IM+ 1'ensemble des mesures de probabilités sur R,
et Cu(IR) 1'ensemble des fonctions bornées, uniformément continues. Soit
{fp{p%O} une suite dense dans Cu(IR). On définit:

U, £ >=<k,f >
aly,x) = )y 1L | p P |

PEN K £
_ T

CIl £ := maxf £(x) ; xR } ). d(.,.) définit une métrique sur M_ | plys
précisément ( ef. STROOCK-VARADHAN[12] ):
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THEQREME 3.3
Soit By + M € Dﬁ_ y les deux assertions suivantes sont
équivalentes:
(1) L
(ii) | d(un,u) + 0, quand n+= .

De (3.20) et des théordmes 3.2 & 3.3 on déduit le résultat

suivant:
21 A tout A>0 on peut associer N(A)EN tel que :
(3.)6)
A N(A) : ‘
—— = - - S é »
Vi 30 > vt_ s ¥ ® P.3. , 02t T
Remarque:
Ce dernier résultat de convergence n'est pas entidrement
satisfaisant (on ne sait pas choisir explicitement N(A) ) . Mais comme en

pratique 1'équation d'observation est toujours en temps discret, pour un

pas de discrétisation A donné la convergence (3.20) est satisfaisante.

On aurait pu obtenir une convergence en moyenne quadratique dans-:
le cas des observations en temps continu. Mais ce n'est pas non plus d'un
grand intérét. Pour obtenir une convergence pour chaque trajectoire
observée, on pourrait penser utiliser la "forme robuste" de 1'équation de
Zakal; ceci n'a pas été réalisable, car la multiplication paﬁ‘exp[-h(x)Yt}
fait sortir de 1'espace des polyndmes de degré au plus &gal & N.
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Chapitre 1V

ETUDE NUMERIQUE

Dans ce chapitre nous présentons quelques exemples numériques
d'applications de la méthode de Gauss-Galerkin. Les calculs ont été faits
sur un ordinateur VAX 730 en FORTRAN 77 double précision.

La méthode d'approximation dépend fortement du schéma de
discrétisation en temps utilisé. Pour 1'approximation de 1'équation de
Fokker=Planck, nous utilisons un algorithme de Runge-Kutta d'ordre 2; on
peut naturellement utiliser des schémas plus performants si la nature du

probléme considéré le nécessite.

A chaque incrémentation en temps ’ le calcul de
. 1'approximation par la méthode présentée au chapitre I, nécessite d'une
part, une base de polyndmes orthogonaux, et d'autre part, le calcul des
valeurs (et vecteurs) propres d'une matrice tridiagonale symétrique. La
base de polyndmes retenue est celle d'Hermite. Pour le calcul des valeuré
propres nous utilisons une variante de la méthode QL; le programme exact
se trouve dans GARBOW et all[51.
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Pour un pas d'incrémentation en temps At donné, le passage t+At

s'effectue de la maniére suivante :

données:

inerémentation:

Points et poids de Gauss xi

I iz
t » at (1"1IOQIN) L]

En utilisant un schéma d'intégration numérique
pour résoudre les éqgations (2.3) ( ou (3.8) dans
le cas du probléme de filtrage avec observations en
temps discret ) on calcule :

. |
Wpppgr® 0 FOE I,

En utilisant la méthode de quadrature de Gauss-

Chistoffel (e¢f. ch.I), on calcule les points et les

i i _
poids de Gauss xt+At , at+At tels quef
N
i i | | |
Lo Bgp O] = g o VORI,

i=1
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.1 Approximation de 1'Equation de Fokker-Planck

Nous allons tester la méthode sur trois exemples pour lesquels
la solution exacte est connue (ef. ARNOLD[1]). Les deux premiers exemples
sont linéaires , le troisiéme se déduit d'un exemple linéaine.

Exemple 1

On considére le processus d'Orstein-Uhlenbeck:

= - <t < = .
dXt o Xt dt + 8 dwt » OStsT XO Xq
( @ >0 ). La solution de cette équation est:
- -—at t —alt-s)
= +
Xt g Xg B Jo e dwS

Ainsi X est un processus gaussien , Xt~N(ut,o§) )

" - x e-at
(a) & 0
oé = 87 {1 e-2at }

Pour l'approximation les paramétres sont

* Nombre de points et poids de Gauss : 20

* Pas d'incrémentation : 0.02
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nous donnons les moments de 1'approximation
(notés le

tableau), et les moments de la loi exacte ("exact") calculés grice aux

Dans le tableau 1,

obtenue par la méthode de Gauss-Galerkin "approché" dans

formules (A)., Nous présentons les moments d'ordre 2,5,8,14,17 et 20 , aux

instants t©=1,2,3,4,6,10.

t moment d'ordre
2 5 ]
approché exact approché exact approché exact
1 0.105D+00 0.105D+00 0. 409D+01 0.410D+01  0.127D+03 0.127D+03
2 0.998D+00 0.100D+00 0.530D+00 0.549D+00 - 0.105D+03 0.105D+03
3 0.997D+00 0.100D+Q0 0,748D-01- Q. THUD=-01 0.105D+03 0.105D+03
j 0.100D+00 0.100D+00 0.190D-03 0.100D-~01 0.104D+03 0.105D+03
6 0,.,100D+00 0.100D+00 -0.223D~-06 0.184D-03 0, 10U4D+03 0.105D+03
10 0.100D+00 0.100D+00 =-0,223D=-06 0;618Df07 0.104D+03 0:105D+03
14 17 20
approché exact approché exaat approché exact
i 0.186D+06 0.186D+06 0.902D+07. 0.973D+07 0,100D+10 0.998D+09
2 0.136D+06 0.136D+06 0:137D+07 0.126D+07 0.660D+09 0.661D+09
3. 0.135D+06 0.135D+06 0.172D+06 0.171D+06 0.646D+09 0.655D+09
4 0.134D+06 0.135D+06 0.109D-06 0.231D+05 0.650D+09 0.5654D+09
6 0.134D+06 0.135D+06 0,109D-06 0,U423D+03 0.650D+09 0.654D+09
10 0.134D+06 0.135D+06 0.109D~-06 0.142D+01 0.650D+09 0.654D+09
" tableau 1

On remarque que les moments d'ordre impair sont calculés
avec trés peu de précision relativement aux moments d;ordre pair; ceci est
dd aux différences d'échelles existant entre les moments d'ordre impair et
pair, compte tenu de ce que la loi asymptotique est symétrique par rapport

4 1'origine.
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Exemgle-z

On considére 1t équation:

dXt = A Xt_dt + B Xt dwt ,

La solution de cette équation est :

X =

-1 pez.
. Xq exp| ( A 3 B2 )t + B wt t

Ainsi Xt suit une loi lop-normale, son moment d'ordre p est donné bar la

formule:
p _ 9] PO | 2 + 1 p2 g2
(a) e x; | xoexp{D(A 1 )t Ip ¢}
Dans le tableau on présente les moments de l'approximatioﬁ de

Gauss—Galerkin et les moments exacts donnés par (A), pour 1'exemple

suivant:
i *® A=0.% , B=20.1 , xo =0.5 , T =10 ;
* Nombre de points et poids de Gauss : 16 ;
% Pas d'incrémentation : 0.02
t | " moment d'ordre
o1 . ' Iy . ' 7
approché exact approché exact approché exact
2 0.610D+00 0.610D+00 0.156D+00 0.156D+00 0. 481D-01 0.482D~01
y 0.746D+00 0. TE5D+00 0.395D+00 0.394D+00 0.301D+00 0,289D+00
6 0.921D+00 0.911D+00 0.995D+00 0.987D+00 0.186D+00 0.184D+00
8 0.111D+00 0.111D+00 O.248D+01 0.2480+M 0.114D+02 0.113D+02
10 0.136D+00 0.625D+01 0.622D+01 0.,703D+02 0, 700D+02

0.136D+00
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11 14 16
approché exact approché exact approché gxact
2 0.1320-01 0.132D-M 0.617D-02 0.619D-02 0.410D-02 0.412D-02
] 0.367D+00 0.359D+00 0.643D+00 0,629D+00 Q.113D+O1 0.111D+01
. & 0.986D+01 0.973D+01 0.638D+02 0.638D+02 0.298D+03 0.302D+03
8 0.266D+03 0.264D+03 0.645D+0Y 0.647D+04  0.806D+05 0.816D+05
0 0.714D+04 0.T715D+04 0.652D+06 0.657D+06 0.217D+08 0.220D+08
tableau 2

La méthode de Gauss-Galerkin approche donc avec suffisamment

celle-ci.

de précision les moments de la loi exacte , malgré 1'évolution rapide de
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Exemple 3

Dans cet exemple nous allons construire, 3 partir d'un processus

~d'Orstein-Uhlenbeck (cf.exemplel) , une solution d'une égquation non

lindaire dont nous connaitrons la loi., On considdre 1le processus Xt

exp{Yt}, ol Yt est doané par:

dY, = - o ¥_ dt + B dW

. . o v OSEST , Yosyo .

0

On peut vérifier, en utilisant la formule de ItS et le fait que Yt =
LogEXt}, que X est solution de 1'é&quation différentielle stochastique non
linéaire:

} x

[N
ta
13
—_—
!_\

2 -
g a Logxt . dt + B Xt clwt . XO = exp{yo}

Par ailleurs les moments de Xt sont facilement calculables car

¥, suit une loi normale N(pt,oé) avec:

£
-at . 2 -20t
U = ¥, € 02=k{1-e }
£ 0 ! t 20
Ainsi Xt suit une loi Log-normale et,
_t : -

(A) E{ XE b= exp{ PYye ot 41 p* 8% (1-e 20tt) }
_ 2 20

Dans le tableau 3 on présente les moments de la loi approchée et les

moments exacts donnés par (A). Les paramdtres sont:,

¥ a=0.5 , B=0.5 , Xg = exp(yo) =1 , T=20 ;

* Nombre de points et poids de Gauss : 16

* Pas d'inecrémentation : 0.05
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moment d' grdre

t
Y -8
approché exact approché exact approché axact
0.4 0.104D+01 0.104D+01 0.194D+01 0.193D+01 0.139p+02 0.139D+02
1.2 0.108D+01 0.109D+01 0. LosD+Q01 0. 404D+01 0.267D+03 0.267D+03
2 0.1171D+01 0.1110+00 0.561D+01 0. 564D+01 0.101D+0H4 0.101D+04
3.2 0.112D+01 0.112D+01 0.679b+01 0.681Db+01 0.214D+04 0.215D+04
Yy 0.113D+01 0.113D+00 0. 714D+01 0.712D+01 0.257D+04 0.257D+04
6 0.113D+M 0.113D+00 0.738D+01 0.735D+01 0.291D+04 0.292D+04
8 0.113D+01 0.113D+00 G.THOD+01 0.738D+01 0.301D+04 0.297D+04
20 0.114D+01 0.113D+00 0.745D+01 0.739D+M 0.300D+04 0.298D+04
10 13 . 16
approché exact approché exact approché exact

0.4 0.588p+02 0,616D+02 0.920D+03 0.105D+04 0.173D+05 0.381D+05
1.2 0.614D+04 0.621D+04 0.239D+07 0.257D+07 0.384D+10 0.514D+10
2 0. 495D+05 0.494D+05 0.850D+08  0.857D+08 0.101D+13 0.103D+13
3.2 0.162D+06 0.161D+06 0.636D+09 0.631D+09 C.213D+14 0.214D+09
i 0.214D+06 0.213D+06 . 0.703D+10 0.101D+10 0. 442D+1Y 0.439D+14
6 0.258D+06 0,260D+06 0.141D+10 0.141D+10 0.722D+1Y 0.729D+14
8 0.272D+06 ~ 0.267D+06 0.149D+10 0.148D+10 0.775D+14 0.781D+14
20 0.270D+06 0.268D+06 0.150D+10 0.150D+10 0.792D+14 0.790D+14

tébleau 3
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4.2 Approximation de 1'Equation de Zakal

Nous allons tester la méthode de Gauss—Galerkin sur un exemple
lindaire ol 1'on dispose du filtre de Kalman-Bucy pour calculer la loi
conditionnelle exacte. Nous préséntons aussi un cas non lindaire pour
lequel il existe un meilleur filtre linéaire. Aprés discrétisation en
temps, les processﬁs ont &té simulés sur ordinateur 3 1'aide de la

fonetion RANDU, qui permet de simuler des suites de bruits blanecs.

Exemple 1 On considére le'systéme linéaire:

dXt = - xt dat + qwt ’ XO =0 :
(A)
dYt = 2 Xt dt + dvt ) YO =0 .
On utilise un filtre de Kalman-Bucy afin de calculer nt la loi
conditionnelle de Xt sachant {Ys;sét}. Nous calculons ensuite, ﬁt

1'approximation de Gauss~Galerkin & 8 points et poids de nt'

Dans la figure 1 sont reportées ¢t =+ Xt » ainsi que les

courbes des estimateurs:

¥ t =+ Xt = j X nt{dx) donné par le filtre de Kalman-Bucy ;
L Xt = f X ﬁt(dx} donné par la méthode de Gauss-Galerkin .

‘On peut voir d'aprés ces courbes que les deux estimateurs sont identiques.



i

—— METHODE DE GAUSS-GALERKIN
— YRAIE VALEUR DU SYTENE

—— FILTRE CE KALMAN-BUCY
—— URAIE VALEUR DU SYTEME

fioure 1

Dans les figures 2 et 3 sont reportées, pour p=1,2,..8, les courbes:

* t =+ f P ﬁt(dx) , le moment 4'ordre p de ﬁt ;

t =+ II xP nt(dx) - f P ﬁt(dx) | 1'erreur commise par
rapport au filtre de Kalman-Bucy .

LA aussi 1l'erreur reste minime.
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Exemple 2 On considére le systime suivant:

dX, = A X dt +BX dW 0= %

(A) OStsT ,

dYt = H Xt dt + qvt_ y Y =0 .

Pour ce probl2me de'filtrage non lindaire, on ne connait pas la

forme explicite (calculable) de Ne s la loi conditionnelle de Xt sachant

{Ys;sst}. Par contre 11 existe un meilleur filtre linéaire., Posons

Q(t)=EXE , comme la loi “de Xt est connue (cf.section 4.1 exemple 2),

t+Q(t) est une application bien définie. On peut alors vérifier que:

(Ap) - dX, = A X_dt +B YQ(t) aM,
t X
oll M, = f 5 dw
t I S
° /Q(s)
M est une martingale et E(Mt—Ms)2 = t-3 , mais il ne s'agit pas d'un

processus de Wiener car {Mg-t} n'est pas une martingale. Supposons que M
soit un processus de Wiener, et appliquons le filtre de Kalman-Bucy pour

le systéme:

dx

[}

. A xt dt + B vQ(t) th 2 X, =x. ,

d¥ = H Xt de + th ’ Y. =0 .

On obtient ainsi le meilleur filtre linéaire pour le systdme (A). Notons

,

¢ la loi conditionnelle obtenue par ce filtre.

Nous avons calculé ﬁt 1'approximation de Gauss-Galerkin de ne

pour 1'exemple suivant:

* A=-0.1 , B = 0.1 , H=1 ) X, =2 , T =20
* Nombre de points et poids de Gauss : 6 ;

* Pas d'incrémentation : 0,025 .
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Dans la figure 4 sont reportées t -» X, et les courbes :

¥ .t = 'ft t= f X ?&(dx) , 1'estimateur donné par le
meilleur filtre linéaire

* t o+ X, = f X ﬁt(dx) , 1l'estimateur donné par la
méthode Gauss-Galerkin .

Les exemples ont montré que la méthode de Gauss-Galerkin se comporte mieux
que le "meilleur" filtre linéaire. Sur certains exemples ce dernier est
instable (grandes fluctuations autour d'une valeur moyenne) alors que la

méthode de Gauss-galerkin a un comportement plus satisfaisant.
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1 il il L J, | H L] L ]

s METHODE DE GAUSS- GALERKIN
—— URALE UALEUR DU SYTENME

L (] i ] 1 1 H L] 1

— METILLEUR FILTRE LINEAIRE
—— URALE VALEUR DU SYTEME

fioure 4.
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CONCLUSION

Cette méthode comporte deux inconvénients majeurs : D'une par:
elle est limitée au cas de la dimension 1 ; d'autre part elle devient trés

vite instable dés que 1'on veut augmenter le nombres de points de Gauss.

En revanche nous nous sommes apergus que la méthode donne des
résultats intéressants méme pour un nombre faible de points de Gauss ( 2
ou 3 ). En ce sens cette méthode donne toute satisfaction par rapport aux
objectifs initiaux, & savoir proposer une méthode simple dans - son
application. Du point de vue de la préecision elle ne peut naturellement
pas &tre comparée 3 des méthodes.du type différences finies. Toutefois ces
derniéres ne peuvent pas donner de résultats significatifs pour un petit

nombre de parametres de calculs, et sont plus lourdes A mettre en euvre.
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