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Ce kit propose un survol des motions de base de la
théorie des probabilités : des fondements, aux chaines
de Markov a espace d’états au plus dénombrable, en pas-
sant par les martingales. Je me suis efforcé d’étre concis,
de proposer des définitions et des énoncés de théorémes
rigoureur sans en donner de démonstration, pour cela
le lecteur consultera les excellentes références [1] et [3],
toutes a taille humaine, et [2] pour des exercices avec
rappels de cours. Pour les processus stochastiques on con-
sultera également [/].

Quelques documents de qualité sont accessibles sur la
toile, comme les supports de cours de U'UMPC". Les “%”
désignent des liens vers Wikipedia si possible francgais
mais parfois anglais lorsque larticle frangais n’existe pas
ou est moins bon.
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1 Espaces de probabilité

On convient de représenter une expérience aléatoire
&, c’est-a-dire une expérience dont l'issue est soumise a
I’aléa, par I’ensemble 2 des résultats possibles de cette
expérience. Un élément w de ) est appelé réalisation et
Q est l’ensemble des réalisations.

Evénements et tribus%

Un événement aléatoire A correspondant & expé-
rience aléatoire £ est le sous-ensemble des w € Q t.q. A
est réalisé. La classe F de tous les événements A cor-
respondant a I’expérience aléatoire £ est donc un sous-
ensemble de P(2), Pensemble des parties de Q. Cette
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classe F C P(Q) doit étre une tribu sur 2, également
appelée g-algébre, c’est-a-dire vérifier :

(i) Qe F,

(i) F est stable par passage au complémentaire, i.e.
Ae F= Ace F,

(#ii) F est stable par réunion dénombrable, i.e. A, €
./—" = UTLENATL € ‘F

Les éléments de F sont appelés événements.

La tribu engendrée par une classe C de sous-ensem-
bles de Q est la plus petite tribu, notée o(C), contenant
C. C’est aussi intersection de toutes les tribus sur €2
contenant C.

La tribu borélienne B(R?) sur R est la tribu engen-
drée par la classe des ouverts de R?. C’est aussi la tribu
engendrée par la classe des pavés Jay, bi[X -+ X]ag, bal,
pour tout —oo < a; < b; < +00. Les éléments de B(Rd)
sont appelés les (ensembles) boréliens. Plus générale-
ment, la tribu borélienne associée & un espace topolo-
gique (E,T) est la tribu B(E) engendrée par la classe T
des ouverts.

Espace de probabilité”

Le couple (2, F) est appelé espace probabilisable. Une
mesure de probabilité, simplement appelée probabilité,
sur Uespace (2, F) est une application PP de F dans R
t.q. :

(i) P() =1;
(ii) pour toute suite (A, )nen d’événements de F deux
4 deux disjoints :

P(Unen An) = ZpenP(An).

Une telle application ne vérifiant que () mais pas ()
est appelée mesure finie positive. P est donc une mesure
positive de masse totale égale & 1.

Le triplet (2, F,P) est appelé espace de probabilité,
P(A) est la probabilité de I’événement A. P posséde les
propriétés élémentaires suivantes :

P(A) =1—-P(A°);

AC B=P(A\B) =P(B)-P(A) et P(B) > P(A4);
P(AUB)+P(ANB)=P(A4) + P(B);

B(Scx An) € e B(An).

pour tout A, B, A, € F.

(o-additivité)

Sur un espace (2, F,P), un sous-ensemble A de 2 est
dit négligeable ’il existe B € F t.q. P(B) =0et A C B.
Un négligeable n’est donc pas nécessairement un élément
de F. Une tribu est dite compléte lorsqu’elle contient
tous les sous-ensembles négligeables. Une propriété P
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est dite vraie P-presque stirement, noté P-p.s., lorsque
I’ensemble des éléments pour lesquels elle est fausse est
négligeable.

L’espace de probabilité produit (Q, F,P) = (Q1 x Qa,
F1 ® Fa,P1 x Py) est défini a 'aide de la tribu produit
F1 ® Fa qui est la plus petite tribu sur 2 contenant les
événements produits A1 X Ay avec A; € F;.

Nous passerons sous silence la question pourtant im-
portante de la construction des mesures de probabilités,
notamment le théoréme des classes monotones, qui est
aussi fort utile en pratique [3, Ch. 6].

Evénements et tribus indépendants

Deux événements A et B sont dits indépendants, noté
A I B, lorsque :

P(AN B) = P(A)P(B).

Une famille finie A, As,..., A, d’événements est dite
indépendante si pour tout 1 < k < n et tout {iy,...,
i} € {1,...,n} deux a deux distincts :

Des événements peuvent étre deux & deux indépendants
sans étre indépendants.

Une famille finie F7, Fo,..
est dite indépendante si :

., Fn de sous-tribus de F

P(A1N---NA,) =P(Ay)---P(A4,)

pour tout A; € F;. Une famille de sous-tribus (F,, )nen de
F est dite indépendante si Fi,...,F, est indépendante
pour tout n > 1.

Probabilités sur un ensemble fini

Si © est fini, on choisit généralement F = P(N).
Dans ce cas toute probabilité P sur (2, F) est entiére-
ment caractérisée par la donnée de p(w) = P({w}) t.q.
p(w) > 0 pour tout w € Q et Y op(w) = 1, ainsi
P(A) =2 eap(w).

La probabilité uniforme P sur Q) est définie par :

aer 4]

FA =g

(probabilité uniforme)

ou |A| désigne le cardinal de A. Dans ce cadre, on fait
appel aux formules de dénombrement classiques :
e le nombre d’applications d’un ensemble de cardinal
p dans un ensemble de cardinal n est nP;
¢ le nombre de bijections d’un ensemble de cardinal
n dans lui-méme, i.e. le nombre de permutations,
est n!;
e le nombre d’injections d’un ensemble de cardinal
p dans un ensemble de cardinal n, i.e. le nombre
d’arrangements, avec n > p est :

(nombre d’arrangements)

e le nombre de sous-ensembles de cardinal p dans un
ensemble de cardinal n (p < n), i.e. le nombre de
combinaisons, est :

(n) def & - n'
P pl pl(n—p)

(nombre de combinaisons)
La notation anglo-saxonne (;) est maintenant plus
répandue que la notation classique CZ.

2 Variables aléatoires

Une variable aléatoire (v.a.) sur (€, F) a valeurs dans
un ensemble F muni d’'une tribu £ est une application
mesurable X de (Q,F) dans (E,&), c’est-a-dire véri-
fiant : X }(B) € F pour tout B € €. On note :

{(XeB}EX B ={weQ: X(w) e B}.

Lorsque EE = R on parle de variables aléatoires réelles
(v.a.r.), lorsque £ = R? on parle de vecteurs aléatoires
réels.

Une v.a. est dite discréte lorsqu’elle ne prend qu’un
nombre au plus dénombrable de valeurs; elle est dite
étagées ou simple lorsqu’elle ne prend qu’un nombre fini
de valeurs. Les v.a.r. étagées se mettent sous la forme :
X(w) =" a;14,w)oua; €ER, A; € Fet1a(w) =1
siw € A, 0 sinon.

Si X est une v.a. a valeurs dans R? et ¢ une ap-
plication mesurable (R?, B(R?)) — (R, B(R)), alors la
composée Y = ¢(X) = ¢po X est une v.a.r.

Soit X et Y deux v.a. définies sur un méme espace
de probabilité et a valeurs dans le méme ensemble, on
dira que X et Y sont p.s. égaux, noté X ZYouX=Y
p.s., lorsque {X # Y} est un ensemble négligeable. De
la méme fagon on définit X > Y p.s. etc.

Tribus engendrées

La tribu engendrée par une v.a. X, également appe-
lée tribu naturelle, définie sur (2, F) et a valeurs dans
(E, &), notée o(X), est la tribu sur (F, &) définie par :

o(X)E={{XeB}:Be&}

C’est la plus petite tribu sur £ qui rende X mesurable.
C’est la tribu image de F par X sur E. Soit G une sous-
tribu de F, X est dite G-mesurable lorsque o(X) C G.

Une v.a. Y est dite o(X)-mesurable lorsque o(Y) C
o(X). Soit X une v.a. a valeurs dans (E, &) et Y une v.a.
4 valeurs dans R? : Y est o(X)-mesurable si et seule-
ment si il existe une fonction mesurable f : (E,&) —
(R, B(RY)) t.q. Y = f(X).

La tribu engendrée par la famille finie {Xj, ..
est définie par :

5 Xn}

o(Xo, .., Xp) B cr( U, O'(Xi))

- a({ Ny {X;€ B} : Bi € ]-'}) .



La tribu engendrée par une suite (X,)neny de v.a. est
définie par :

o(Xn,n>0)= o(Un>00(Xn))
:g({ Ao {X;€B;} :n>0, B; e]—'})

Attention U,eno(Xo,...,X,) n’est pas nécessairement
une tribu, c’est seulement une algébre.

Convergence simple de suite de v.a.

Une suite (X, )nen & valeurs dans R converge simple-
ment vers une v.a. X, noté X, — X ou lim,_,, X,, =
X, lorsque :

Xn(w) —— X(w), VYweQ.

n—oo
On notera X,, T X ou X, | X lorsque cette convergence
est croissante ou décroissante.

Nous allons considérer des v.a.r. pouvant prendre des
valeurs infinies, i.e. des fonctions X : Q — R telles que
X71({-o0}), X7 ({+0o0}) et X~1(B) € F pour tout
B € B(R). On utilisera la convention “0 x co = 0”.

On peut montrer que :

e Pour toute v.a.r. X positive il existe une suite crois-

sante (X, )nen de v.a.r. étagées positives t.q. X, T
X.
o Pour toute v.a.r. X il existe une suite (X, )nen de
v.a.r. étagées t.q. X;, = X et sup, oy | Xn| < |X].
Ces résultats sont utilisés pour la construction de l’es-
pérance.

3 Lois de probabilité

On considére une v.a. X de (Q,F) a valeurs dans
(E,&). On munit (©, F) d’'une mesure de probabilité P,
on appelle loi de probabilité de X la mesure de probabi-
lité définie sur (E, &) par :

Px(B) < P(X € B), VBec&.

C’est la mesure image de PP par X sur (E,¢).

Fonctions de répartition
La fonction de répartition d’une v.a. X a valeurs dans
R est la fonction définie par :

Fx(z)EP(X <z), zeR.

La fonction de répartition d’une v.a. X a valeurs dans
R? est la fonction définie par :

Fx(z) £ P(X) <21,..., Xq < xq)

pour = (z1,...,74) € R% On peut naturellement défi-
nir la fonction de répartition d’une mesure de probabilité

e d
Q sur (R, B(R?)) par Fx(z) = Q([Tj—,] — 00, z]) pour
tout = € R%.
La fonction de répartition d’un v.a. réelle X vérifie :

(i) Fx est croissante,

(i) Fx est continue a droite,
(iit) Fx(x) 1t 1sixzt+ooet Fx(z)l0siz?T —o0.
Dans le cas vectoriel on définit :
Do, 0,0 () Z U(x + 7 b)) — Ul + v a5) .
ou vy = (0,...,0,1,0,...,0) (1 en ¢éme position). La
fonction de répartition vérifie :
(i) Aayby - Ao, Fx(z) > 0 pour tout a, b € R?
t.q. a; < b
(i) sizk 1 x; pouri=1,...,nalors Fx(z*) 1 Fx();
(#ii) Fx(x) — 0 dés qu'une composante de x tend vers
—o0 et F'x(x) — 1 lorsque toutes les composantes
de z convergent vers +0o.

Soit X une v.a. & valeurs dans R?, un point z €
R? est un appelé atome de la loi de probabilité Px si
Px({z}) = P(X = z) > 0. La loi Px sera dite diffuse
lorsqu’elle ne comporte pas d’atome. Pour une loi diffuse
les ensembles finis sont négligeables. Les atomes corres-
pondent aux points de discontinuité de la fonction de
répartition.

Densités

On considére une loi @ sur (R%, B(R?)), si @ est ab-
solument continue par rapport a la mesure de Lebesgue
A(dx) sur R?, alors le théoréme de Radon-Nikodym as-
sure qu’il existe une fonction p : R? = R, t.q. :

Q(B):/Bp(x) dz, VB e BRY.

En particulier fRd p(z) dz = 1. La fonction p est unique
a un Lebesgue-négligeable prés, elle est appelée densité
de Q. Si F est la fonction de répartition de @, alors p
est une densité de @ si est seulement si :

F(x) = / p(x')dz’, Vo eR?
Hi:l]_ooaiv'i]

L’équivalence entre ces deux définitions est due au fait
que {H?Zl] —00,2;]; * € R?} est une classe génératrice
de B(R?).

Une v.a.r. X de loi Px est dite a densité lorsque sa
loi Px admet une densité, notée x — px (x), par rapport
a la mesure de Lebesgue.

Lois et densités marginales

On considére X = (Xq,...,Xy) un vecteur aléatoire
a valeurs dans R? de loi Px. La loi de probabilité margi-
nale de la variable X; est définie par :

PXi(A):PX(RX“'XRXAXRX-..xR)

pour tout A € B(R). Lorsque X admet une densité px,
la densité px, de la composante X; est donnée par la
densité marginale :

def

PXi(f) :/ PX(iUla-~7$i—1a57$i+17~~,$d)
Rd,—l

d.]?l te dl‘i_l dl‘H_l te dacd
pour £ € R. Il s’agit de la densité de la loi marginale Px,,

i.e. la loi de la composante X;. Attention une loi n’est
pas déterminée par la donnée de ses lois marginales.



Indépendance de v.a.

Une suite finie de v.a. (X,...,X,) est dite indépen-
dante si la loi de probabilité de X = (X1,..., X,,) est le
produit des lois de probabilité des X;, c’est-a-dire Px =
Px, x---xPx, ie.:

n

-n) =[] P(X; € By)

=1

pour tout B; € £, ce qui est aussi équivalent & :

Fx(x1,...,2n) = Fx, (1) X -+ X Fx, ().

Dans le cas a densité, cette propriété s’écrit px(x) =
px, (x1) X+ Xpx, (). Une suite (X, )nen est indépen-
dantes si et seulement si (X, ..., X,) est indépendante
quelque soit n € N.

L’indépendance des v.a. est équivalente & I'indépen-
dance des tribus qu’elles engendrent : une suite (X;);er
avec I fini ou dénombrable est indépendante si et seule-
ment si la suite de tribus engendrées correspondantes
(0(X5))ier est indépendante.

Une famille (X;);cr est dite indépendante et identi-
quement distribuée, noté i.i.d. lorsque la famille est indé-
pendante et lorsque les variables ont toutes la méme loi,

iid

i.e. Px,(B) = Q(B) pour tout ,j € I; on note X; ~ Q.

4 Espérance

On considére une v.a.r. X définie sur (Q2, 7, P). Nous
allons définir sous certaines conditions [’espérance de X
par rapport a P, notée E(X), c’est-a-dire l'intégrale de
X par rapport a P :

E(X) < / X dp
Q

également notée [, X(w)dP(w) ou [, X(w)P(dw). La
construction se fait en 3 étapes classiques :
(i) Cas étagé/positif : Soit X une v.a.r. étagée posi-
tive, X = > | a;14,, on pose :
n

E(X) = Za P(X € A;).

(it) Cas positif : Supposons X > 0, il existe une suite
croissante (X, )nen de v.ar. étagées t.q. X, T X
(convergence simple) et on définit :

E(X)< lim T E(X,).

(#1) Cas intégrable : Dans le cas général, X = X —
X~ (?) et on définit [, X T dPet [, X~ dP comme
précédemment. Si I'une de ces deux quantités est
finie on pose :

E(X)EEXT) -EX).

2. Onnote XT =X V0, X~ =(—=X)VO0ouzVy=max(z,y)
et © Ay = min(z, y).

Donc X admet une espérance (par rapport a P) lorsque
X > 0 (et espérance peut éventuellement étre infinie)
ou lorsque X est intégrable c’est-a-dire lorsque E(|X|) =
E(XT)+E(X™) < cc.

Naturellement :

Bo(X) = [ o(x)dP = [E o(2) Px(da).

Théoréme de Fubini
Si X est une v.a. intégrable définie sur ’espace
produit (Q,]:, P) = (Ql X Qg,fl ® J:Q,IPl X Pg)
alors [ X(wi,w2) dP;(w;) est Fj-mesurable et in-
tégrable (avec i # j et i,5 € {1,2}) et :

/XdIP’:/ ( XdIPl)dIP’g
Q Qg Qq
:/Q( Q2XdIF’2>dIP’1.

Propriétés

e Soit X = Y7 | a; 14, positive® ou intégrable, alors
E(X) = Y0y a; P(A).

e Linéarité : soit X; des v.a.r. positives et a; > 0 ou
soit X; des v.ar. et a; € R, alors E(Y .| a; X;) =
im0 B(XG).

e Pour des v.ar. X et Y quelconques, si X > Y >
0 p.s. alors E(X) > E(Y) > 0. Pour des v.a.r.
intégrables si X > Y p.s. alors E(X) > E(Y). Dans
les deux cas si X =Y p.s. alors E(X) =E(Y).

e Si X = 0 p.s. alors E(X) = 0, la réciproque est
fausse sauf si X > 0 p.s. ou X <0 si p.s.

e Soit X une v.a.r. intégrable alors : |[EX| < E|X|;
si E(X) < oo alors X < oo p.s.

e si X >0ps. et P(X >0) >0 alors E(X) > 0.

Inégalités

On dispose de plusieurs inégalités afin de contrdler
la probabilité des événements de la forme {|X| > a} a
I’aide des moments de la v.a.r. X. Pour tout a > Oona:

P(|X| > a) < éE\X\,

P(1X|>a) < 5 E(X]?),

P(|X —EX|>a) < 5 Var(X), siE(X?) <o,
(inégalité de Bienaymé-Tchebychev)

5 Eo(1X])

pour tout @ > 0, p > 1 et toute fonction croissante et

positive ¢. Par ailleurs on considére une v.a. X & valeurs

dans R"™ et une fonction convexe ¢ : R™ +— R, si X et
¢(X) sont intégrables, alors :

P(EX) < E¢(X).

(Inégalité de Markov)

P(|X|>a) <

(inégalité de Jensen)

5 Espaces LP(f)

Soit X une v.a.r., on définit son moment d’ordre p
E(XP), sa variance Var(X) = E[(X —EX)?] et son écart-

type o(X) = /Var(X).

3. Avec la convention co x 0 = 0.




Soit X et Y deux v.a.r., on définit la covariance de
X et Y par:

Cov(X,Y) £ E((X —EX) (Y —EY))
—E(XY)-EX)E(Y).

On a Cov(X, X) = Var(X). On définit le coefficient de

corrélation par :
pxy = Cov(X,Y)/(VVarX vVarY).

Les v.a. X et Y sont dites non-corrélées lorsque px,y =
0. On vérifie aisément que 'indépendance implique la
non-corrélation, la réciproque est fausse (sauf dans le cas
gaussien, mais de fagon trés précise).

Dans le cas de vecteurs aléatoires réels on adoptera la
notation vectorielle X = (Xy,..., X4)* ot “x” est 'opé-
rateur de transposition. On définit alors la matrice de
covariance par :

(COV(X) e [COV(XZ', X]):|

1<i<n

ERdXd
igign

i<n

IAI

On a Cov(X) =E[(X —EX) (X —EX)*| = E(X X*) —
(EX) (EX)*. La matrice covariance est une matrice sy-
métrique semi-définie positive. On définit enfin la ma-
trice de corrélation par

(COI“(X) = |:pXi7Xj:| 1<i<n e R

<
i<

1<j<n

Pour tout p,q > 1 conjugués (i.e. -

1 1
E|X Y| < {E(XP)}P {E(Y|7)}
(inégalité de Holder)

et pour tout p > 1 :

E(IX +Y[")VP <E(IXP)VP + E(IYP)/7 .
(inégalité de Minkowski)

Pour p > 1, on définit LP(Q, F,P), LP(£2) en abrégé,
Uespace vectoriel des (classes de) v.a. p.s. sirement égales
et qui sont LP intégrables i.e. E(]X|P) < oo. D’aprés l'in-
égalité de Minkowski :

I1X, & (E(|x )"

est une norme sur LP(Q). (LP(Q),[|||,) est un espace
de Banach, il est en effet complet (i.e. toute suite de
Cauchy y est convergente). L'application p — [|X|| ) est
croissante, ainsi LP(Q) C L4(2) si p > q.

Lorsque X € LP(2), on dira que X est LP-intégrable
ou que X € LP, I'intégrabilité est équivalente a la L!-
intégrabilité.

6 Fonctions caractéristiques

A une loi de probabilité on peut associer différentes
fonctions qui permettent de caractériser partiellement ou
totalement cette loi. La plus importante de ces fonctions
est la :

Fonction caractéristique"”

Soit X une v.a. a valeurs dans R?, sa fonction carac-
téristique est définie par :

Dx(t) EEe X, teR?

a valeurs complexes, t* X est le produit scalaire de ¢
par X. Il s’agit donc de la transformée de Fourier de
Px. Cette fonction est toujours définie car e*t X
cos(t* X) 4 4 sin(t* X) est de module 1 donc ®x est de
module inférieur a 1. Elle est également continue et de
plus ®x(0) = 1.

La propriété fondamentale de la transformée de Fou-
rier est que la fonction ® x caractérise la loi de la v.a. X :

(I)XE(I)Y

<— Px =Py.
Par ailleurs les dérivées de ®x(t) en ¢ = 0 permettent
de calculer les différents moments de X : Si | X|™ est in-

tégrable, alors la fonction ®x(t) est m fois continiment
différentiable sur R? et

8mq)X (t)
Oti, Oty -+ Ot
pour tout iy, ... i, € {1,...,d}. Pourd=1:si X € L!
alors E(X) = i ®(0), si X € L? alors E(X?) = —®%(0)
etc. Une autre fagon d’exprimer cette propriété est :

—m E(eit* X Xi1 )(i2 .. Xim)

Ox(t)=1+it®(t)E(X) — %cbg’((t)E(X?) +o(|t]?).

La propriété d’indépendance s’exprime de fagon na-
turelle grace a la fonction caractéristique. Les v.a. X7,
..., X, & valeurs dans R? sont indépendantes si et seule-
ment si :

Dix, o x) (1, tn) = $x, (t) - Px, (tn)

pour tout ti,...,t, € R%

Il existe plusieurs formules d’inversion de type Fou-
rier. Par exemple, si ®x est intégrable par rapport a
la mesure de Lebesgue sur R? (mais c’est toujours le
cas), alors la fonction de répartition F'x est absolument
continue et ainsi la loi de X admet une densité, elle est
donnée par :

1 o
- - it g )
T /Rde () dt

Fonction génératrice des moments™

px ()

La fonction génératrice des moments (f.g.m.) de X
est la transformée de Laplace de Px définie par :

My (t) = Ee!X

pour tout ¢ t.q. e! X soit intégrable. Ce concept est moins
puissant que celui de fonction caractéristique car il né-
cessite que la variable soit intégrable.

Si Mx(t) = My(t) pour tout ¢ alors X et Y ont
méme loi. La propriété principale de la f.g.m. est :

k d"Mx
E(X*) = M (0) = =37 (0).

La f.g.m. peut également étre définie pour des v.a. a
valeurs dans des espaces généraux. Mais c’est dans le
cas des v.a. & valeurs dans un espace fini ou dénombrable
qu’elle est le plus utile.
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Fonction génératrice des probabilités™
(cas discret)

Dans le cas d'une v.a. X & valeurs dans N, on peut
également faire appel au concept de fonction génératrice
des probabilités (f.g.p.) définie par :

pour tout z t.q. zX soit intégrable. On a Gx(e!) =

Mx (t). Les propriétés principales de Gx sont :

_ Gy

X!

Gyl(1) = E(m)

ot G (2)) = d"Gx(2)/dzk(2) et G (17) = lim.y
G)((k)(z)7 notamment :

Var(X) = Gy (17) + G (17) — [Gx (17)]*.

7 Convergence de suites de
variables aléatoires

Trois modes de convergence

La notion de convergence simple est peu utile. On
présente maintenant les 3 modes classiques de conver-
gence. On considére des v.a.r. (X, )nen et X :

(i) X, converge presque sdirement vers X, noté X,
22X, lorsque :

P( lim X, = X) =1.

n—oo

(ii) X, converge en moyenne d’ordre p vers X ou dans
LP(Q), noté X, £—>X, lorsque :

E(|X, — X[?) —— 0.
n—o0
proba.

(ii1) X, converge en probabilité vers X, noté X, —
X, lorsque :

P(|X, — X|>e) —— 0, Ve>0.
n—o0

Théorémes de convergence

Nous avons les résultats de convergence suivants :

Lemme de Fatou™
Si X, > 0 p.s., alors Elim X, <limEX,,. Si X,, <
0 p.s., alors Elim X,, > limEX,,.
Théoreme de convergence monotone™
Si0< X, T X p.s., alors EX,, T EX. De méme, si
0> X, !X ps.,alors EX,, | EX.
Ces propositions restent valides lorsque l'on remplace
X, >0 (resp. X, <0) p.s. par X;, > Y (resp. X,, <Y)
p-s. o1 Y est intégrable.

Théoréeme de convergence dominée™
Si X, 22 X et s'il existe une v.a.r. intégrable ¥
t.q. |Xn| <Y p.s. pour tout n, alors X,, et X sont
intégrables et EX,, — EX.

Liens entre les différents types de convergence

convergence
convergence délllS LP (Sz)

dominée

— —
convergence 1<¢<p<oo
presque sure ¥— __ _—

sous-suite

convergence

dans L%(Q)
) & )’//j convergence
sous-suite dominée
convergence

en probabilité

U/ ) si PX = (S‘C”

convergence
en loi

un espace de p

e Sidp>1t.q. XniX alors XnLOb—a%X.
e Si X, 2% X alors X, 222 X

. proba. . . .
e Si X,, — X alors il existe une sous-suite de X,
qui converge p.s. vers X.

. LP . . .
e Si X,, = X alors il existe une sous-suite de X,

qui converge p.s. vers X.

proba. . . .
o X, — X si et seulement si de toute sous-suite

de (X,)nen, on peut extraire une sous-suite qui

converge p.s. vers X.

. . roba. . .
o Convergence dominée : Si X,, 225 X et 871l existe

Z intégrable t.q. |X,| < Z p.s. pour un certain

P
p > 1, alors XnL—>X.
e Soit (X, )nen et X des v.a. a valeurs dans RY, si
I'une des conditions suivantes est satisfaite :

(i) Ve>0, > o P(|Xy — X| > ¢) < ooy
(71) Ip > 1 t.q. En21 E(]X, — X[?) < o0

alors X, LN 'S

8 Convergence en loi

Une suite (X, )nen de v.a. & valeurs dans R? converge

. , loi
en loi vers X, noté X,, — X lorsque :

E¢(Xn) —— E¢(X)
n—r oo

pour toute fonction ¢ € Cy(R?) (fonctions continues bor-
nées de R? dans R). Contrairement aux autres modes de
convergence, la convergence en loi est une convergence
des lois de probabilité et non pas des v.a. elles-mémes.

Il est clair que la convergence en probabilité implique
la convergence en loi et que la réciproque est fausse.
Cette derniére est donc trés faible mais pourtant :

Théoréeme de représentation de Skorokhod™

Sur un espace de probabilité (Q,F,P), on consi-
dére des v.a. X,, et X a valeurs dans R?, on sup-
pose que X,, — X en loi. Alors il existe un espace
de probabilité (', F',P’) et des v.a. X de méme
loi que X, et X’ de méme loi que X définies sur cet
espace et a valeurs dans R? telles que X/, — X'
presque surement.
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Ainsi la convergence en loi “enveloppe” les autres modes
de convergence. Le théoréme est relativement simple a
vérifier, en dimension 1 il suffit en effet de poser F,(z) =
P(X, <z)et X, = F YU)ouU ~U[0,1] et F,,; 1 (y) =
inf{z: F,(x) > y}.

On considére des mesures de probabilité @, n € N,
et Q sur R%. On dit que Q,, converge étroitement vers
Q, noté @, = @, lorsque :

[ @) Quidn) —= [6@)Qlan). v < i@ ()

Ainsi la convergence en loi de v.a. correspond a la conver-
gence étroite des lois de probabilité associées. La conver-
gence en probabilité implique la convergence en loi (la
convergence en loi est la plus faible des convergences).

loi

Si X,, — X, on ne peut pas appliquer le résultat
précédent a f(z) = 1a(x), qui n’est pas continue, et
ainsi montrer que P(X,, € A) — P(X € A). Ce résultat
est vrai pour les ensembles de Px -continuité, i.e. les en-
sembles A € B(RY) t.q. Px(8A) =0 ot 9A = A\ A. En
effet, il y a équivalence entre :

e X,, — X enloi;

Fx, (x) = Fx(x) Vx ou Fx est continue;

Px, (A) — Px(A) VA € B(R?) de Px-continuité;
e im Py, (A) > Px(A) VA € B(RY) ouvert ;
limPy, (A) < Px(A) VA € B(RY) fermé;

Py, (t) — ®x(t) pour tout t € R%.

Loi des grands nombres"

Soit (X, )nen une suite de v.a. i.i.d. a valeurs dans
R?, indépendantes et de méme loi. Si X € L', alors :

Xl + +Xn proba. EXl :
n—oo

(loi faible des grands nombres)

At ot A peopy

n n— o0
(loi forte des grands nombres)

Si de plus X € L?, on a aussi la convergence dans L?(12).

Ces résultats restent vrais sous des hypothéses bien
plus faibles. Par exemple soit (X}, )nen une suite de v.a.
a valeurs dans R?, de carré intégrable et non corrélées;
on pose p; = EX; et 0 = Var(X;) :si 25 >0 0 — 0,
alors 2 3" (X; — p1;) — 0 en probabilité.

%

Théoréme central limite%"

D’aprés la loi forte des grands nombres, la moyenne
empirique des X; converge p.s. vers EX;. La question
importante est de savoir a quelle vitesse cette conver-
gence a lieu? Soit (X,,)nen une suite de v.a. & valeurs
dans R9, de carré intégrable, indépendants et de méme
loi, alors :

X+ + X, —nEX,
NG

= N(0,Cov(X1)).
(théoréme central limite)

Ce théoréme explique 1'ubiquité de la loi gaussienne.

4. Si cette convergence est vérifiee V¢p € Co(R?) (resp. Vo €
Ck (R?)), on parlera alors de convergence faible (resp. vague).

9 Probabilités conditionnelles
d’événements

On considére un espace de probabilité (Q,F,P) et
B € F t.q. P(B) > 0. La probabilité conditionnelle est
définie par :
« P(ANB)
P(A|B) £ —
(alp) = Zo

Ainsi A I B si et seulement si P(A|B) = P(A) ou
P(B|A) = P(B). A B fixé, 'application A — P(A|B)
est une probabilité sur (€2, F). Pour tout A € F t.q.
B C A, on a P(A|B) = 1. On peut également écrire :

P(AN B) = P(B) x P(A|B)

pour tout B € F. Avec la convention 0x“terme non
défini”= 0 on peut décomposer un événement joint par
un produit de probabilités conditionnelles :

P(A; N Ao N -+ N Ap) = P(Ar) P(Az]Ar)

P(A3|A1NAg) - P(Ap]A1 N AN - NA,_1).
(théoréme des probabilités composées)

Soit By, ..., B, une suite d’événements formant une par-
tition de ©Q (i.e. les B; sont deux a deux disjoints et
Q=Ur,B;) et t.q. P(B;) > 0 alors :

P(A) =) P(AB)P(B;), VAeF.
i=1
(formule des probabilités totales)

Si de plus P(A) > 0, on en déduit que :

P(A|B;) P(B;)
> im P(AIB) P(Bi)
(formule de Bayes)

P(B;]4) =

qui permet de déterminer la probabilité des causes (i.e.
étant données les probabilités de l'effet A sachant toutes
les causes possibles B;, quel est la probabilité d'un cause
B; sachant l'effet A).

10 Espérance conditionnelle

On considére un événements B t.q. P(B) > 0. L’es-
pérance conditionnelle d’une v.a.r. X (intégrable ou po-
sitive) sachant B, notée E(X|B), est 'espérance de X
sous la probabilité conditionnelle A — P(A|B) :

E(X1p)

IE(X|B):/QX(M)]P’(dw\B): S

Il s’agit de la valeur moyenne de X lorsque B est réalisé;
c’est-a-dire la meilleur estimation de X sachant que B
est réalisé. On va définir ’espérance conditionnelle d’une
(fonction d’une) v.a. X sachant (¢) un événement, (i)
une tribu, (i) une autre variable aléatoire Y ou encore
sachant que (iv) Y = y. Dans les cas (i) et (iv) il s’agira
d’un réel, dans les cas (ii) et (iii) il s’agira d’une v.a.r.

Nous traitons par ordre de difficulté : le cas discret,
le cas a densité et le cas général.
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10.1 Cas discret

On considére deux v.a. X et Y a valeurs dans N (le
cas fini se traite de la méme fagon) de loi :
PX =i,V =j), (i.j)eN’

et de loi marginale en Y :

=Y P(X =i, Y =j),

€N

jeN.

La probabilité conditionnelle de X = i sachant Y = j,
i.e. la probabilité de I’événement {X = i} sachant que
Pon a observé Y = j, est définie par :

P(X =iV =j) S P(X =4,Y = j)/P(Y = j)

)/ P(x

i’eN

=P(X =iY =j =iY =j).

Cette définition est valide lorsque P(Y = j) > 0. Lorsque
P(Y = j) = 0 cela signifie que I’événement {Y = j}
n’est jamais observé et donc la probabilité conditionnelle
sachant cet événement n’a pas d’intérét. En fait lorsque
P(Y = j) = 0 on peut poser P(X = i[Y = j) = p(i) on
p est une loi de probabilité quelconque : on a donc défini
la probabilité conditionnelle P(X = i|Y = j) y compris
lorsque P(Y = j) = 0.
On peut aussi définir, avant toute observation spéci-

fique, la probabilité conditionnelle de X sachantY :

P(X =i]Y) € U, Y) on U(4,j) EP(X =i|Y =j).
Il s’agit donc d’une v.a. puisqu’elle dépend de Y qui est
aléatoire. A nouveau i — P(X =i|Y) est une mesure de
probabilité mais cette fois elle est aléatoire (le concept de
mesure aléatoire est a priori un peu “dérangeant”, mais
il est relativement naturel!).

On définit ’espérance conditionnelle d’une fonction
¢(X) sachant respectivement ¥ = j (& j fixé) et Y
comme les espérances associées aux deux mesures de
probabilité i — P(X = i|Y = j) et i —» P(X = i|Y)
(qui est aléatoire) :

E(¢(X)|Y =4) £ ¢(i) P(X = i[Y =),
€N
X)Y)E> o) P(X =ilY).
ieN
Par ailleurs :
1= P(X =4y =j), 1= P(X =14Y)

sont, appelées les lois conditionnelles de X sachant res-
pectivement Y = j et Y.

On peut décomposer une loi jointe par un produit de
lois conditionnelles :

P(Xy =i1,..., X, =in) = P(Xy = i1)
x P(Xy = i9| X1 = i1)
X P(X3 =i3| X7 =41, Xog =1d2) X -~
X P(Xp = ip| X1 =i1,..., Xno1 = in_1).

10.2 Cas a densité

On considére deux v.a. X et Y a valeurs dans R?
et R de densité jointe p(x,y). On considére la densité
marginale de X :

) [ ple)de

La densité conditionnelle de X sachant Y = y est défi-
nie par :

__ py)
fRd p(xla y/) dz’

qui est défini pour les y t.q. py (y) > 0. Lorsque py (y) =
0 on choisit de poser px|y—,(z) = p(x) ot p(x) est une
densité quelconque sur R?. Ainsi Px|y=y(z) est définie
pour tout y. Cette définition s’appuie sur le fait que pour
A petit :

def p(x,y) _
pX‘Y:y(x) B py (y)

P(X<z, y<Y<y+A)

PX <zly<Y <y+A)=

P(y<Y <y+A)
JZ oo S8 p(a’y') da’ dy’
N JY B py (v) dy
ffoo p(z/)y) dz’ A / /
- py (y) A f oo PX|y=y(2') d2’.

Posons ¥(xz,y) = px|y—y(x), on définit la densité condi-
tionnelle de X sachantY par :

deéf
pX|Y<x) = lI/(aja}/) )
il s’agit d’'une densité aléatoire. On définit les espérances
conditionnelles associées i ces deux densités condition-
nelles :

B =9) 2 [ ofa) pxiv—y(e) da.

BN [ o) pxy(o)ds

la premiére est un réel déterministe, la seconde une v.a.r.

10.3 Cas général

Dans le cas général on introduit usuellement en pre-
mier ’espérance conditionnelle d’une v.a.r. X sachant
une sous-tribu G de F; on en déduira la probabilité
conditionnelle et la loi conditionnelle.

On considére une v.a.r. X intégrable (resp. positive)
et une sous-tribu G de F. Il existe p.s. une unique v.a.r.,
appelée espérance conditionnelle de X sachant Y et no-
tée E(X|G), t.q. w — E(X|G)(w) soit G-mesurable et :

/E(X|g)d]P’:/Xd]P’, VBeG.
B B

Lorsque G est engendrée par une variable Y, i.e. G =
o(Y), on note alors E(X|Y) = E(X|G). Dans ce cas une
définition équivalente est : w — E(X|Y)(w) est o(Y)-
mesurable et

E[E(X]G) ¢(Y)] = E[X ¢(Y)]

pour toute fonction ¢ réelle, mesurable et bornée. Cette
définition est naturellement cohérente avec les défini-
tions précédentes dans le cas discret et le cas a densité.



Propriétés

L’espérance conditionnelle se comporte comme une
espérance :

o L’application X — E(X|G) est linéaire.

« [E(X|G)| < E(IX||9) p.s. donc E|E(X|G)| < E|X].

e X < X'ps. = EX|G) <E(X'|G) ps.

e Soit ¢ convexe et une v.a. X intégrable. Supposons
soit ¢ > 0, soit ¢(X) € L', alors ¢(E(X|G)) <
E(¢(X)|g) p-s.

On retrouve également des résultats de convergence :

Théoréme de convergence monotone conditionnelle
Si0< X, 1T X alors :

E(X|g) = lim 1 E(X,|G) ps.

Lemme de Fatou conditionnel
Si (X, )nen est une suite de v.a. positives, alors :
E(lim X[G) < lim E(X,|G)

n— oo n—oo

p-s.

Théoréme de convergence dominée conditionnelle
Si X, 225 X et ¢'il existe Z intégrable t.q. | X, | <

Z p.s. pour tout n, alors X et X, sont intégrables et :

E(X,|G) 25 E(X|G) p.s. et dans L'.
On a enfin des propriétés spécifiques a I’espérance condi-
tionnelle :

e Si X est G-mesurable, alors E(X|G) = X p.s.

e Si X I G, alors E(X|G) = E(X) p.s., c’est le cas

en particulier lorsque G = {0, Q}.
e E(E(X|G)) = E(X).
e On considére deux sous-tribus H C G, alors

E(E(X|G)|H) =E(E(X|H)|G) =E(X|H) p.s.

e Supposons que X et Y sont soit intégrables soit
positives, si Y est G-mesurable, alors :

E(XY|G) = Y E(X]|G).

e On considére deux v.a. X et Y a valeurs dans F; et
FE>. Si X 1L GetY G-mesurable, alors pour toute
fonction ¢ : Fy x E3 — R (bornée ou positive)

E(¢(X,Y)|G) =

d(z,Y)Px(dz)
Eq

i.e. dans E(¢(X,Y)|G), Y se comporte comme une
constante et que G n’apporte aucune information
sur X, ainsi la meilleur approximation de ¢(X,Y)
basée sur G consiste a intégrer x — o(z,Y) (V
gelé) par rapport a la loi de X.

L’espérance conditionnelle
comme projecteur

Dans le cas des variables de carré intégrable, 'espé-
rance conditionnelle peut s’interpréter comme un pro-
jecteur. Si G est une sous-tribu de F, L?(2, G, P) s’iden-
tifie au sous-espace fermé de L?(Q), F,P) des éléments de
L?(Q, F,P) dont un représentant est G-mesurable.

Si X € L?(Q, F,P) et G une sous-tribu de F, alors
E(X|G) est la projection orthogonale de X sur L?(Q,
G,P). Cette propriété permet de voir que si X est de

carré intégrable alors E(X|G) est la meilleur approxi-
mation au sens du risque quadratique par une v.a. G-
mesurable :

E(|X —E(X|9)]*) <E(|X — Z|*), VZ € L*(,G,P).
Probabilités conditionnelles
sachant une tribu G

Comme nous avons défini I’espérance conditionnelle
de X sachant une sous-tribu G de F, on peut définir
la probabilité conditionnelle d’'un événement sachant G
par :

P(A|G) =E(14|G) VA€ F
mais aussi :
P(X € B|G) =E(l{xecp|G), VBe&
ainsi
B~ Pxg(B) =P(X € B|G)

permet de définir la loi conditionnelle de X sachant G
et :

B(X|9) = | rPxig(da)

mwmmzémeMM>

Espérance et probabilités conditionnelles
sachant un événement C

On peut définir 'espérance et la probabilité condi-
tionnées par un événement C' € F comme étant ’espé-
rance et la probabilité conditionnées par la sous-tribu
G ={C,C",Q,0} engendrée par C. Dans ce cas la pro-
babilité conditionnelle s’écrit simplement :

P(A|C) = P(I‘;(g)c)

qui est naturellement la définition initiale! De méme :

Pxic(B) =P(X € B|C)
_P{X eB}n0O)
=T RO

Ewam%:AMMMWM@:MXemm

_P{XeB}nC) E{XeB}InC)
B P(C) P(C) '

_E{X eB}nC)
- P(C)

Dans ce cas particulier ’espérance et la probabilité con-
ditionnelles sont déterministes.

Espérance et probabilités conditionnelles
sachant un v.a. Y

L’espérance et la probabilité conditionnées par Y,
v.a. & valeurs dans (E’, £’), sont 'espérance et la proba-
bilité conditionnées par G = o(Y) la sous-tribu engen-
drée par Y.



Espérance et probabilités conditionnelles
sachant Y =y

Il existe une fonction mesurable ¥ : E' — R t.q.
E(X|Y) = ¥(Y) et on pose :

E(XY =y) =¥(y).
On peut aussi définir :
P(X € BlY =y) = E(lixemlY =v).

A nouveau cette définition est cohérente avec les défini-
tions précédentes notamment avec celle du cas des va-
riables & densité puisque :

PO BY =y) = [ pxv-y(a)do.

Cette “pirouette” pour définir la probabilité condition-
nelle sachant {Y” = y} est nécessaire car dans le cas d’une
variable Y de loi diffuse (i.e. n’admettant pas d’atome)
lévénement {Y = y} est négligeable et la définition clas-
sique P(X € BlY =y) =P({X € B}n{Y =y})/P(Y =
y) n’a pas de sens.

On a:

E(X)

| By =Py,

P(X € B) = / P(X € B|Y = y) Py (dy).

/

On peut décomposer les lois jointes selon le produit de
lois conditionnelles de la fagon suivante :

Py y(dz,dy) = Pxjy—,(dz) Py (dy)
= Py |x—z(dy) Px (dx)

et de fagon générale :

IPXl,Xz Xn(dxhde,...,dxn) Z]le(dxl)

X PX2|X1:I1 (sz)
X PX3|X1:9317X2:ZL’2 (d'rQ) Xoeee

N ]P)Xn|X1:m1

.....

11 Quelques lois de probabilité
usuelles

Nous traitons successivement du cas fini, du cas dis-
cret, du cas continue et enfin de la loi gaussienne.

11.1 Cas fini
Loi de Bernoulli%¥

La loi de probabilité d’une v.a. X est dite de Ber-
noulli (ou la variable X est dite de Bernoulli) de para-
métre p € [0,1], noté B(p), lorsque X prend deux va-
leurs, disons 0 et 1, la probabilité d’obtenir 1 est p, la
probabilité d’obtenir 0 est 1 — p. Ainsi :

P(X Yl

=x)=p"(1—-p x € E={0,1}.

)

10

Loi binomiale%"

Le modéle binomial de paramétres n € N, et p €
[0,1] consiste & répéter n tirages indépendants de Ber-
noulli. On note (X7, ..., X,) le vecteur aléatoire corres-
pondant, ainsi :

P(Xl =T1y---

= pz?zl Ti (1 — p)n72?:1 Ti

pour tout z1,...,x, € {0,1}.
La loi de la variable S,, = X; + --- + X,, consistant
a compter le nombre de symboles 1 dans (X,...,X,)
est alors dite binomiale, notée B(n,p) (on dit également
que la variable est binomiale). Ainsi S,, prend ses valeurs
dans {0,...,n} et :
n

(

D’aprés la formule du bindome de Newton, il s’agit bien
d’une probabilité. La moyenne et la variance sont res-
pectivement np et np (1 —p).

)pk(lp)”k, ke{0,...,n}.

En pratique, pour n grand, le calcul de (Z) pFgnk

est impossible, il est alors nécessaire de faire appel aux
logarithmes et d’utiliser la formule de Stirling (n! ~
V2mn(n/e)™). Lorsque n — oo, il existe deux asymp-
totiques :

e sip | 0 avec np = a, alors la loi binomiale converge
vers une loi de Poisson de paramétre a. En pra-
tique, on remplace la loi binomiale par une loi de
Poisson dés que n > 30 et np < 5.
si p~ 1 — p, la loi binomiale converge vers une loi
normale d’espérance n p et de variance np (1 — p).
En pratique, on remplace une loi binomiale par une
loi normale dés quen > 30, np > 5et n(1—p) > 5.

Loi multinomiale”

On peut formuler le modéle de Bernoulli précédent
enposant Ny = X, No=n—X,p1 =p,po=1—0p.
Alors :

n!
P(Ny =ni, No =ng) = ——— p7t py?.
( 1 1,4V2 2) m!nglpl V%)

On peut généraliser ce modéle en supposant que I’'on réa-
lise n tirages indépendants X; de méme loi & valeurs dans
{1,...,r}. Notons pj; la probabilité d’obtenir la valeur
k.Onadoncp,>0et >, pr=1,¢t:

P(X1=21,....,. X, =2,) = pllll(m) o -p?(l)
avec ¢ = (x1,...,x,) € E = {1,...,1r}" et rp(x) =
Z?:l o=k
On définit le nombre de symboles “k” dans la suite
X =(X1,...,X,) par :

deéf

Ny, &

D 1ixi—ky
i=1

ce nombre est compris entre 0 et n. La loi multinomiale
est la loi du r-uplet N = (Ny, ..., N,), c’est-a-dire :

n!

P(N1 =n1,..., N, =n,) =

U3 T
1 'pl oDy
SRR 17
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pour tout n1,...,n, € {0,...,n} t.q. Y ;_, nk =n.

Les variables N}, sont binomiales B(n, px) et non in-
dépendantes. On a E(Ny) = npg, Var(Ng) = npg (1 —
Pk), Cov(Ng, N¢) = —n py. pe.

D’aprés le théoréme central limite et sous certaines
conditions :

N —npy

loi

N(0,1).
npp(l —py) ne

Du fait de la contrainte linéaire des variables Ng, on

montre que :
T

>

k=1

(Np — npi)?
N Pk

suit approximativement une loi du x? a (r — 1) degrés
de liberté.

Loi hypergéométrique™

Les deux modéles précédents, binomial et multino-
mial, correspondent a des tirages avec remise. Considé-
rons maintenant un cas sans remise. Supposons que ’on
tire n boules parmi N > n. Dans ces N, M sont noires
(associées a 1) et N — M sont blanches (associées a 0).
On compte le nombre X de boules noires tirées. 11 s’agit
naturellement de tirages sans remise. On dit que X suit
une loi hypergéométrique de paramétres N, M et n et :

)/ ()

pour max(0, M +n — N) < k < min(n, M) et 0 sinon.
On peut comprendre cette formule de la fagon sui-
vante : il y a (V) tirages sans remises possibles. I y a

N—-M
n—k

N
n

P(X = k) = (3)(

(%)) facons d’obtenir & boules noires et il y a (% ~}) fa-
cons de compléter le reste de ’échantillon avec des boules

blanches. On a :

nM
N

(- M)V - n)

EX =
N-1

, Var(X) =
Lorsque N 1 oo & p = M/N fixe, alors X converge en
loi vers la binomiale B(n,p). En pratique, on remplace
la loi hypergéométrique de paramétres (n,p, N) par une

loi binomiale de paramétres (n,p) dés que 10n < N.

11.2 Cas dénombrable
Loi géométrique?

On considére une suite d’épreuves de Bernoulli de
probabilité de succés p. La loi géométrique est la loi du
“temps” qu’il faut pour atteindre un succés. Il y a en fait
deux définitions : le plus souvent il s’agira du nombre
X d’essais pour atteindre un succés, alors P(X = k) =
(1—p)*~Lpavec k € {1,2,...}. Mais parfois il s’agit du
nombre X’ d’échecs pour atteindre un succés, dans ce
cas P(X = k)= (1 —p)fpavec k€ {1,2,...}.

Il s’agit de ’équivalent en temps discret de la loi ex-
ponentielle qui présente comme elle une propriété d’ab-
sence de mémoire :

P(X >m+n|X >m)=P(X >n), Vn,m e N*.
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La moyenne et la variance sont 1/p et (1 — p)/p?. La
fonction caractéristique, les f.g.m. et f.g.p. sont respec-
tivement : ®x(t) = pe’t/[1 — (1 — p)e't] pour tout
teR; Mx(t) =pet/[1 —(1—p)el] pour t < log(l—p);
G (1) = tp/[1 — (1 - p)] pour [t] < 1/(1 - p).

Loi de Poisson"
Il s’agit d’une loi de probabilité sur N, définie par :

A

T keN

p(k)=e
paramétrée par A > 0. Cette loi représente le nombre k
d’occurrences d’un événement sur un intervalle de temps
donnée et A est le nombre moyen d’occurrence de cet évé-
nement sur cet intervalle. Si par exemple, un événement
survient en moyenne toutes les 4 minutes et si vous sou-
haitez étudier le nombre d’occurrences de cet événement
dans un intervalle de 10 minutes, alors A = 10/4.
Les moyenne et variance sont A, le mode est |A]. La
fonction caractéristique, les f.g.p. et f.g.m. sont : ®(t) =
exp(A(e — 1)); G(t) = * =D M(t) = X'~V

Loi binomiale négative™

Soit X le nombre d’essais de Bernoulli (de parameétre
p) nécessaires pour obtenir 7 succes. X est a valeurs dans
{r,r+1,...}. Soit Y = X — r le nombre d’échecs avant
le r-iéme succés. Alors :

P(X =k)= (b2} p" (1 —p)r"
pour k > r, et
Py =k) = (") pm (1 —p)*

pour k > 0. La f.g.p. de X est Gx(z) = (%)T sa
f.gm. est Mx(t) = (ﬁ) .

11.3 Cas continu

On considére une v.a.r. X de loi de probabilité Px sur
(R, B(R)), de fonction de répartition Fx et, lorsqu’elle
existe, de densité p. La médiane est un point m € R
t.q. P(X < m) > 3 < P(X > m), ou bien Fx(m)
S _p(z))dz = 1. Le mode est un point ot la densité

atteint son maximum.

Loi exponentielle”

Une v.a.r. X est dite exponentielle de parameétre A,
noté X ~ £(N), si elle admet la densité :

p() = Ae M 1jg oo(()

Sa moyenne est A\~!, sa variance A2 et sa fonction de
répartition :

reR.

Fx(t)=P(X <t)=1-—e?".

Sa fonction caractéristique est ®x (¢) = (1 —

La loi exponentielle permet de modéliser, en temps
continu, les intervalles de temps entre deux événements,
par exemple dans le cas du processus de Poisson.

o
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Une propriété importante de la loi exponentielle est
son absence de mémoire qui jouera un role fondamental
dans la théorie des processus de Markov. Cette absence
de mémoire est en fait une caractéristique de cette loi :

Absence de mémoire
Soit X une v.a.r. positive t.q. P(X > s) > 0 pour
tout s € R, alors X suit une loi exponentielle si
et seulement si :

P(X >t+sX>t)=P(X >s), Vs,t>0.

Loi uniforme

Soit a,b € R, a < b. On considére une v.a.r. X t.q.
P(s < X < t) soit proportionnel & (¢ — s) pour tous
a < s <t<b SiX admet une densité p, elle vérifie
alors f: p(z) dz = cte (t — s), on en déduit que z — p(x)
est une fonction constante et, puisque ff p(z)dx =1

alors :
1

1
b—q @Y (z)

On dit alors que la loi de X est uniforme, notée X ~
Ula, b], i.e. toutes les valeurs entre a et b sont “équipro-
bables”. On calcule la moyenne et la variance de X :
EX = (a+0b)/2 et Var(X) = (a —b)2/12; la fonction
caractéristique est ®x (t) = [e?t® — €'t ?]/[it (b — a)].

p(x) r eR.

Loi de Cauchy"
Une v.a.r. X est dite de Cauchy, noté X ~ C(xo,7)

si elle admet la densité :

=

p(z) == T — 20)2 + 72

}7 reR
7r

ol g € R est le paramétre de centrage et v > 0 celui
d’échelle. La loi de Cauchy n’admet pas de moments! Sa
médiane et son mode sont xg. Sa fonction caractéristique
est Dx(t) = exp(zoit —|t]).

Loi Gamma%“

La loi gamma de paramétres a > 0 et A > 0, notée
G(a, \), a pour densité :

A%
p(z) = Ta) 2%l 1]0700[(x), z€eR
oul'(a) = 0+°O e %z 1 dx est la fonction gamma. Pour

n entier, G(n/2,1/2) est la loi du x2(k). La loi G(1,\)
est la loi exponentielle £()).
11.4 La loi gaussienne”

Un vecteur aléatoire réel X a valeurs dans R? suit une
loi gaussienne, noté X ~ N (u, R), lorsque sa fonction
caractéristique est de la forme :

Dx(6) =Eexp(i€” X) = exp (16" — 5 € Re)

ot ¢ € RY € RY et R € R4*? est une matrice symé-
trique définie positive® ; u est la moyenne de X et R sa

5. Une matrice symétrique R est dite définie positive, noté R >
0, lorsque z* Rz > 0 pour tout z € R%; elle est dite strictement
définie positive, noté R > 0, lorsque z* Rz > 0 pour tout x # 0.
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matrice de covariance. Lorsque R = I, la loi gaussienne
est dite standard. Si R est définie strictement positive,
noté R > 0, alors X admet la densité suivante :

1

«@mumem<_

ou |R| est le déterminant de la matrice R; dans ce cas
en dimension 1, la densité s’écrit :

1

ple) = 5@—w R (@ —p)

1
V21 R

Si R > 0 n’est pas vérifié la loi est dite dégénérée. En
particulier lorsque R = 0 alors Px = N (p,0) = 6, est
la mesure de Dirac au point y, i.e. E¢(X) = ¢(u) pour
toute fonction ¢ mesurable et bornée.

p(@) exp (= 57 (@ = w)?).

2R

Propriétés :

e Un vecteur aléatoire X & valeurs dans R est gaus-
sien si et seulement s’il existe un vecteur aléatoire
gaussien Y & valeurs dans R? dont les composantes
sont centrées/réduites et (u,T') € RY x R¥*4 t.q.
X =pu+TY. Dans ce cas X ~ N (pu, [ T*).

Si X est un vecteur aléatoire gaussien alors toutes
ses composantes sont des v.a.r. gaussiennes, la réci-
proque est fausse.

Conditionnement de v.a. gaussiennes

On considére des v.a.r. X, Y7,....Y, de carré in-
tégrable. Il existe deux méthodes d’approximation de X
en fonction de Y7,...,Y, :

Par conditionnement : ’espérance conditionnelle E(X]|
Y1.n) est la projection orthogonale de X sur L?(€,
(Y1), P), c’est la meilleure approximation de X,
au sens du risque quadratique, de la forme ¢(Y7.,,).

Par régression linéaire : on peut déterminer la meilleure
approximation de X comme fonction affine de Y7.,.
C’est la projection orthogonale dans ’espace de di-
mension finie engendré par {1,Y7,..., Y,,}

Ces deux projections ne coincident en général pas. Le
plus souvent la projection (i) donne une bien meilleure
approximation que (i), mais cette derniére est toujours
“calculable” alors que la premiére nécessite le plus sou-
vent une approximation numérique. Dans le cas gaussien
ces notions coincident.

On considére un vecteur aléatoire gaussien (X,Y) de
dimension R*+™ :

){1
()= [% | ~vwe
Y
avec o 0
_ (Hx _ X XY
r= (MY)  @= (QYX QY)
et

]EXl IEle

we(3)e e ()

EX,, EY,,
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ainsi que [Qx]i; = Cov(X;, X;), [Qv]i,; = Cov(Y;,Y;)
et [Qxy]i)j = [Q;X]lﬁj = (COV(Xi,Y*). On a .

J
XJLY@QXYZO.

i.e. X etY sont indépendant si et seulement les termes
Cov(X;,Y;) sont tous nuls.

On a des formules explicites pour le calcul de la loi
conditionnelle de X sachant Y =y :

]P)X|Y:y = N(X(y)v R)

avec X (y) = px +Qxy Qy' (y—py) et RE Qx —Qxy
Qy Qvx-

Ces deux merveilleux résultats ne sont valables que
lorsque le couple (X,Y) est gaussien. Lorsque X et Y
sont gaussiens alors le couple n’est pas nécessairement
gaussien !

12 Martingales & temps discret

Processus et filtrations

Un processus aléatoire (& temps discret) est une suite
(Xn)nen de v.a. définies sur un méme espace (2, F,P)
et prenant leurs valeurs dans un méme espace d’états
(E,E).

Une filtration est une famille croissante (Fp)nen de
sous-tribus F,, de F (F, C Fp, pour n < m). Elle
représente une information qui s’accumule au cours du
temps : F,, est 'ensemble des événements survenus avant
Pinstant n. Le quadruplet (Q, F, (Fn)nen, P) est appelé
espace de probabilité filtré. La filtration naturelle du pro-
cessus (X, )nen est définie par :

def

Ff:J(Xk;nggn).

Un processus (X, )nen est dit F,,-adapté lorsque X, est
Fn-mesurable pour tout n € N. Un processus est “natu-
rellement” adapté a sa filtration naturelle.

La loi d’un processus aléatoire (X,,),en est la don-
née de la loi de (X, ..., X,) pour tout n € N. La loi de
ce (n+ 1)-uple se décompose selon les marginales condi-
tionnelles :

PX07~~-7Xn (dzo, . ,dxn) = ]P)Xo (dCC()) ]P)XﬂXo:wo (dﬂjl)

T PXnIXU:nfl:mO:nfl (dl‘n)

ou Xop.n_1 = ZTo.n—1 est une notation compacte pour

Xo =20, Xn-1==Tp—1.

(Sur|Sous)-Martingales™
Soit (X, )nen un processus JF,-adapté t.q. X, soit
intégrable, ce processus est appelé :
(i) une martingale lorsque E(X,,|F,) = X D-S.
(i1) une sur-martingale lorsque E(X,|F,) < X, p.s.
(4ii) une sous-martingale lorsque E(X,|Fn) = X D-s.

pour tous 0 < m < n.
Si X, est une sur-martingale alors — X, est une sous-
martingale. Si X,, est une martingale (resp. sur, resp.
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sous) alors n — E(X,,) est constante (resp. croissante,
resp. décroissante). Cette notion provient des jeux, mais
contrairement aux jeux oil une martingale est censée rap-
porter un gain, ici en moyenne la martingale ne rapporte
rien mais ne cofite rien non plus.

Ezxemples :
e Si X est intégrable, alors X,, = E(X|F,) est une
martingale.
e Soit Z,, une suite de v.a.r. indépendantes alors
Xy = D n<n Zm est une FZ-martingale appelée
marche aléatoire.

Décomposition de Doob"

En moyenne, une sous-martingale (resp. sur-martin-
gale) est croissante (resp. décroissante). En fait si X, est
une sous-martingale, alors :

X, =Xo+M,+ A, (décomposition de Doob)

ou :
(i) M, est une F,-martingale;

(i) A, est un processus croissant (4, > A, p.s. pour
n > m), Fn_1-adapté
avec My = Ag = 0, cette décomposition est p.s. unique.

Il est important de noter que A, est F,_i-adapté,
avec la convention F_; = {), Q}. Cela signifie que A,, est
connu a l'instant n — 1, il est dit prévisible. En pratique
on calcule 4, = E(X,|Fn-1) — Xpn-1+ Apn-1.

Si X, est une martingale de carré intégrable alors
X2 est une sous-martingale et on définit le crochet (X),
de la martingale X,, comme étant le processus croissant
prévisible de la décomposition de Doob de X2 ; en par-
ticulier E(X), = E(X?2).

Temps d’arrét™

Une v.a. T a valeurs dans N U {oo} est appelée F,, -
temps d’arrét (noté t.a.) si {T < n} € F,, pour tout n.
On appelle tribu des événements antérieurs a T la tribu :

deéf

Fr={AecFIAnN{T <n} € F,, Vn e N}.
On pose Xr(w) = Xp)(w) (si T(w) < oo et une valeur
quelconque sinon), les v.a. T' et X sont Fr-mesurables.

Ezxemples :

e Si X,, est un processus adapté a valeurs dans N
alors le premier temps d’atteinte d’un état i € N
est le t.a. défini par T = min{n € N; X,, = i} avec
la convention min{(} = +oc.

Attention le premier temps de sortie d’un état,

c’est-a-dire max{n € N; X,, = i}, n’est pas un
t.a. car pour déterminer {T" < n} il faut connaitre
le futur!

Le premier temps d’atteinte d’un ensemble B € £
est le t.a. T = min{n € N; X,, € B}.

Les temps d’atteinte de B aprés T, c’est-a-dire
min{n > T; X,, € B} et min{n > T; X,, € B}
sont aussi des t.a. par rapport a la méme filtra-
tion.
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SiT et S sont deux t.a. alors SV T et S AT sont
également des t.a. Si S < T p.s. alors Fg C Fr. Une
constante c¢ est un t.a. et donc T A ¢ aussi.

Soit S, = X1 +---+ X, ou X,, est une suite i.i.d. et
intégrable, alors pour tout F>-t.a. T :
E(X;1+ -+ X7)=E(T)E(Xy).
(équation de Wald)

Martingale arrétée
et théoréme d’arrét de Doob"™

On considére une martingale X, t.q. sup, ey E[ X, | <
oo et un t.a. T fini p.s. (i.e. P(T' < o0) = 1) alors la
martingale arrétée Xr est L' et E|X7| < sup,cy E[X,|.

3 versions du théoréeme d’arrét :

e Si X, est une martingale (resp. sous, resp. sur) et
si T, est une suite croissante et bornée de t.a. alors
X, est une martingale (resp. sous, resp. sur).

Si X,, est une martingale (resp. sous, resp. sur),
si S et T sont deux t.a. bornés t.q. S < T alors
E(Xr|Fs) = Xg p-s. (resp. >, resp. <).

Soit X,, est une martingale (resp. sous, resp. sur)
et T est un t.a., si I'une des conditions suivantes
est satisfaite :

(i) Je < 0 t.q. T < cp.s. (i.e. T est p.s. bornée) ;
(4) Je < 00 t.q. | X7an| < ¢ p.s. pour tout n;
alors E(X7) = E(Xg) (resp. >, resp. <).

Inégalités et convergence de martingales

Le théoréme d’arrét permet de démontrer des inéga-
lités de martingales, également appelées inégalités de
Doob ou mazximales. Par exemple si X,, est une sous-
martingale alors :

) <

o
Si X, est une martingale alors | X,,| est une sous-martin-
gale et donc :

P(
Si de plus X,, est de carré intégrable alors X2 est une
sous-martingale et :
) <

(
Soit X,, une sous-martingale positive ou une martingale
et p €]1, 00] alors :

5

que l'on peut aussi noter :

Ces inégalités servent a démontrer des résultats de con-
vergence de martingales, comme par exemple la loi des
grands nombres puisque X,, = Y1+ --+Y,, est une mar-
tingale lorsque les Y,, sont indépendants et intégrables.
Elles permettent aussi de démontrer le :

+

n

E(X)

max X, > c , Ve > 0.

1<k<n

R

Cc

<

max |Xg| > ¢

, Ve>0.
1<k<n

E(X7)

c2

E(X)

2n7Vc>O.
c

max | Xg| > ¢
1<k<n

p

)= (=

=) E(XlP)

max | X|P
1<k<n

max X,

p
< —— |IX )
1<k<n ka = p— 1 H n”p
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Théoreme de convergence des martingales
Si X, est une martingale (ou une sous, ou une sur)
t.q. sup,, ey E| X, | < oo alors lim,, o X, existe p.s.

13 Chaines de Markov a espace
d’états dénombrable

13.1 Chaines de Markov

Un processus aléatoire (X, )nen défini sur (Q, F,P)
et a valeurs dans (E,P(E)), E fini ou dénombrable, est
appelé chaine de Markov s’il vérifie la propriété de Mar-
kov suivante :

]P(Xn+1 = in+1|X0:n = iO:n)
= ]P(XnJrl = Z.n+1|)(n = Zn)

pour tout n > 0etiq,...,ins1 € B t.q. P(Xo.n = i0:n) >
0, avec la notation : ix.y = (ik,...,xe) lorsque k < £ et
e = 0 sinon. E est appelé espace d’états.

La probabilité p = Px, est appelée la loi initiale et :

Pij(n) EP(Xp1 = j| Xy =14), i,j€EE
la probabilité de transition de la chaine de Markov. Lors-
que P(X,, = i) =0, nous posons P;;(n) = p(j) ou p est
une probabilité quelconque sur E.

Lorsque la condition initiale est déterministe, Xy =
i, alors la loi initiale est §;(A4) = 14(7), il s’agit d'un
équivalent discret de la mesure de Dirac.

Interprétation

La propriété de Markov signifie aussi que :

p.s.

]P)X'n+1 |X0:n = PX?L+1 IXn

c’est-a-dire :
Le futur ne dépend du passé
que par lintermédiaire du présent.

De fagon générale, un processus X,, sera une chaine de
Markov par rapport & une filtration F,, lorsque :

PXn+1|-7:n = PXnJrl\Xn )
c’est-a-dire :
P(X,i1 € A|Fn) = P(X,p1 € A|X,)

pour tout A C E. Cette derniére définition s’étend aux
chaines de Markov & valeurs dans des espaces non néces-
sairement finis ou dénombrables. Nous nous limitons ici
aux chaines de Markov par rapport a leur tribu naturelle.
La propriété de Markov se comprend aussi de la fagon

suivante : conditionnellement & {X,, = i}, (Xn)n>no
est une chaine de Markov (de loi initiale 6;) indépen-
dante de Xo.n,—1. Ainsi :

Conditionnellement au présent,

future et passé sont indépendants.
La propriété de Markov est dite faible par contraste avec
le fait qu'une chaine de Markov X, vérifie également la :
Propriété de Markov forte

Pour tout t.a. T fini p.s., conditionnellement &

{Xr =i}, (X5)n>7 est une chaine de Markov (de

loi initiale d;) indépendante de Xo.p_1.


http://en.wikipedia.org/wiki/Optional_stopping_theorem

13.2 Chaines de Markov homogénes

Lorsque la probabilité de transition P;;(n) ne dépend
pas de n, ce que nous supposerons dans la suite, la chaine
est dite homogéne (en temps). Nous définissons alors la
matrice de transition P = (P;;)ijcr par :

Py EP(Xpy1 = j| X, =1).

La matrice de transition est éventuellement de taille infi-
nie quand F est infini-dénombrable. Les propriétés d’une
matrice de transition sont : F;; > 0 pour tout i,j € E
et > icp Py = 1 pour tout i € E, ie. chaque ligne est
une probabilité sur F.

Graphe associé & une matrice de transition

On peut associer & P un graphe orienté et pondéré
dont les nceuds sont les états de E. Un noeud ¢ est reliée
aun nceud j par une arréte orientée (i, j) lorsque P;; > 0
et cette arréte est pondérée par F;;.

Lorsque F est fini et de cardinal relativement petit,
il peut étre intéressant de visualiser ce graphe. Voici un
exemple avec une matrice 3 x 3 ol les états sont classés
dans l'ordre (1,2,3) :

ﬂl
1 0 0 v,
P=[0 08 02 /1_3(
0.6 0.3 0.1 2

0.3

0.8 U U().l

Loi d’une chaine de Markov

La loi d’une chaine de Markov homogéne X, est ca-
ractérisée par sa loi initiale et sa matrice de transition.
En effet a ’aide de la décomposition de la loi conjointe
par les lois conditionnelles et par la propriété de Mar-
kov :

]P’(X():n = iO:n) = ({ZO}) i1 "

Réciproquement si un processus vérifie ce dernier résul-
tat pour tout n et ig,...,1,, il s’agit alors d’une chaine
de Markov homogéne. On a également :

Zn 10n *

IED()('n,—&-1:n—&-m = 7:n+1:'n,—|-’m|)(O:n = Z'O:n)

7fn7;n+1 o

. P

tn4+m— 1i1L+m

ainsi en sommant SUr %,41.n+m—1, on établit :
P(Xpiom =j|Xn=1) = P, Vi,jeE
(équation de Chapman-Kolmogorov)

ol P™ = Px --- x P (m fois) est la puissance m de la
matrice P avec P° = I (identité). Attention : PJ}' signifie
[P™];; et non pas [P;;]™

On considére un ensemble E au plus dénombrable,
une mesure u et une matrice de transition P sur F,
il est possible de définir de fagon canonique un espace
(Q,F,P) et une chaine de Markov X, & valeurs dans
E, de loi initiale p et de matrice de transition P. La
probabilité P ainsi construite est souvent notée IP,, lors-
qu’il n’y a pas d’ambiguité sur P. Lorsque p = d; on
note P, = IP;, i.e. P;(-) = P(:| X = ) est la probabilité
conditionnelle sachant Xy = i, on note E; ’espérance
conditionnelle associée.
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Notation matricielle

Toute mesure de probabilité u sur E peut s’identifier
a une matrice ligne de termes p({i}) que 'on notera aussi
pi. Ainsi si Py, = p, alors Px, = pP, Px, = p PP =
p P2 en fait :
P7l

T, "

Px, =ppP", Px,|x0=i

Une fonction f : E +— R peut se mettre sous la forme
d’un vecteur colonne et :

E(f(X,)|Xo=1i) =Y P& = [P" f](4),
JjeEE
W)=Y P(Xy=3) f(j) =uP" f
JjEE

a condition par exemple que f soit positive ou bornée. De
méme p f =3, f(4) i est Uintégrale de f contre p.

13.3 Comportement asymptotique

Un systeme évoluant selon une dynamique marko-
vienne (homogéne) converge-t-il vers un équilibre et que
signifie “équilibre” dans ce contexte ?

Probabilité asymptotique et mesure invariante

Une mesure p* sur F est asymptotique pour la chaine
X, s’il existe une loi initiale pg t.q. X, converge en loi
vers p*, c’est-a-dire :

PHO(Xn:i)—>M;<7 VieE,
n—oo
w* est alors nécessairement une mesure de probabilité.
Une mesure positive A sur F sera dite invariante ou
stationnaire pour P ou pour la chaine de Markov X,
lorsque :
AP =)\,

Les mesures invariantes sont donc les vecteurs propres
(a gauche) de la matrice P associées a la valeur propre 1.

Ici A n’est pas nécessairement une probabilité, mais
lorsque A\(E) < oo alors \ = ﬁ A est une mesure de
probabilité. L’invariance signifie que si Px, = A alors
Px, = A, plus précisément Py (X; = i) = \;. En d’autres
termes, si & un instant n donné la loi de X,, est 5\, alors
X, conserve la méme loi pour tout m > n. En fait si p
est une mesure de probabilité sur E alors on a 1’équiva-
lence entre les assertions suivantes :

(i) p est une mesure invariante;

(i) p est une probabilité asymptotique.

Existence d’une mesure invariante
dans le cas E fini

Le cas fini est trés particulier, on peut s’appuyer sur
le classique :

Théoréeme de Perron-Frobenius®™
Toute matrice de transition P de dimension finie
admet 1 comme valeur propre (a gauche) et c’est
la valeur propre de plus grand module (i.e. |y| <1
pour tout autre valeur propre ). De plus cette
valeur propre admet un vecteur propre dont tous
les termes sont positifs.


http://en.wikipedia.org/wiki/Perron-Frobenius_theorem

Ainsi il existe une mesure de probabilité invariante. Il
faut simplement comprendre que toute chaine de Markov
a valeurs dans un espace d’états fini “y est a I'étroit”!
L’unicité d’une mesure invariante ainsi que la conver-
gence vers cette mesure invariante demande un peu plus
d’attention. Par ailleurs le cas dénombrable est bien plus
complexe.

Classification des états

ensemble des états

/\

états récurrents états transients

/\

états récurrents positifs états récurrents nuls

On considére le temps d’atteinte de 1’état i :
déf . .
T; = inf{n; X,, = i}.

Un état ¢ est dit :
e transient si P;(T; < 00) < 1;
e récurrent si P;(T; < co) = 1, on distinguera alors
entre :
— récurrent nul si de plus E;(T;) = o0}
— récurrent positif si de plus E;(T;) < oo.
Par exemple, i vérifiant P;; = 1 est un état récurent dit
absorbant.

Soit :

def
NS> 1ix,—p
n>0

le nombre de passages en j aprés 'instant 0 et :

pij = Pi(Tj < 00) = Py(N; > 1)
la probabilité d’atteindre j & partir de ¢ en temps fini.

On a la dichotomie suivante :

e si i est récurrent alors X,, revient P;-p.s. une infi-
nité de fois en 4, i.e. P;(IV; = o0) = 1.

e si ¢ est transient, le nombre de passages en i est
p.s. fini, i.e. P;(N; = 00) = 0, et suit une loi géo-
métrique : P;(N; = k) = (1—py;) p&! pour k € N,

(noter la “loi 0-1” : P;(N; = o0) ne peut étre que 0 ou 1).

Il est clair que p;; > 0 ssi il existe un chemin reliant
i & j dans le graphe associé a la matrice P. Dans ce
cas on dit que j est accessible depuis ¢, noté i — j.
Cette propriété s’écrit également : 3m € N t.q. P >
0. Lorsque ¢ — j et j — 4, on dira que les états i et
j communiquent, noté i < j; il s’agit d’une relation
d’équivalence sur E. Lorsque deux états communiquent,
ils sont alors tous deux soit récurrents, soit transients.

O
1 C 2 Les classgs de
) commumnication sont :
{1,2} (transiente),
4 {3} (récurrente),

{4,5,6} (récurrente) ;
3 est un état absorbant.

Chaine récurrente et irréductible

Une chaine de Markov, ou sa matrice de transition,
sera dite irréductible lorsqu’il n’existe qu’une seule classe
d’équivalence pour la relation de communication, c¢’est-
a-dire lorsque tous les états communiquent. Dans ce cas :

e si F est fini : alors tous les états sont récurrents;

e si F est infini-dénombrable : alors les états sont

soit tous récurrents, soit tous transients.
La chaine de Markov, ou sa matrice de transition, sera
dite récurrente et irréductible lorsqu’il n’existe qu’une
seule classe et que tous les états sont récurrents.

Si la chaine X,, est irréductible alors :

" =0 = s E(Th)

pour toute loi initiale. Par ailleurs :

Ezistence et unicité de la mesure invariante
Si la chaine est récurrente irréductible alors il exis-
te une mesure invariante A strictement positive et
elle est unique & une constante multiplicative prés.

Il reste maintenant & distinguer les deux cas :

(4) Irréductible récurrent positif : Dans ce cas tous
les états sont récurrents positifs et A(F) < oo ; on
peut donc définir une probabilité invariante
A(E)~! X et cette probabilité est unigue. On a
1/E;(T;) et d’apres (A) :

_X:
Ni =

1 n—1 . -
E Z 1{Xk:i} 1i>—o>OA1 . (AA)
k=0

Plus généralement on a aussi :

1 n—1
— D e(Xk) Y Nieli)
k=0 icE
(théoréme ergodique)
pour toute fonction ¢ : E — R bornée.
(#) Irréductible récurrent nul : Dans ce cas A(E) = 0o
et tous les états sont récurrents nuls, i.e. E;(T;) =

oo pour tout ¢ € F.

Le théoréme ergodique est important en pratique : il
permet par exemple de calculer les moments de la loi
asymptotique de X,, & partir de moyennes temporelles
d’une seule trajectoire n — X, (w).

En conclusion une chaine irréductible ne peut étre
que dans un des cas suivants :

(4) transiente : tous les états sont transients,

récurrente nulle : tous les états sont récurrents
nuls,

récurrente positive : tous les états sont récurrents
positif,

uniquement dans ce dernier cas il existe une unique pro-
babilité invariante. Dans le cas fini une chaine irréduc-
tible est nécessairement récurrente positive.

Dans le cas non-irréductible on peut associer une me-
sure invariante & chaque classe d’équivalence récurrente
positive dont le support sera exactement cette classe,
et les combinaisons linéaires de ces mesures invariantes
sont, aussi des mesures invariantes.



Périodicité et convergence
vers la mesure invariante

On considére une chaine X, irré_ductible et récurente
positive de probabilité invariante A. En prenant I’espé-
rance par rapport & E; dans (AA) (et en inversant ¢ et
J) on obtient la convergence de i Z;é P; (X}, = j) vers
Aj. Mais Pj; = P;(X,, = j) converge-t-elle vers \; 7 On
a déja ce résultat :

Convergence vers la probabilité invariante 1
S’il existe k t.q. :

PE>0, VijeE

alors la X,, est irréductible, récurrente positive et
admet une unique mesure de probabilité invariante
A, de plus :

n— oo

VieE  (AAA)

(convergence de la loi marginale)

pour toute loi initiale, i.e. la mesure de probabilité
asymptotique de la chaine X,, est A; en particulier
Pj; — Aj. Dans ce cas la chaine est dite ergodique.

Mais pour répondre de fagon plus précise a cette question
il va falloir écarter une difficulté (une de plus, mais c’est
la derniére).

Une état ¢ est dit apériodique lorsqu’il existe k t.q. :
P} > 0 pour tout n > k.

Si X, est irréductible et s’il existe un état apériodique
alors tous les états sont apériodiques, on dit que X,, ou
P sont apériodiques.
Convergence vers la probabilité invariante 2
Une chaine irréductible, récurrente positive et apé-
riodique est ergodique, i.e. elle vérifie (AAA).

La période d’un état i est définie par :
d(i) £ p.gcd{n>1: P} >0}.
si deux états communiquent, ils ont alors méme période.
Donc lorsque la chaine est irréductible, les états par-
tagent la méme période d qui sera appelée la période de
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la chaine ou de la matrice de transition. Lorsque d(i) = 1
(resp. d = 1), 'état (resp. la chaine ou la matrice de
transition) sera dit(e) apériodique..

Etant donnée une classe irréductible C' de période d,
il existe alors une partition C = Py U --- U Py_; telle
que les seules transitions possibles dans la classe soient
de P; dans Pyyq (¢ modulo d).

] «—/— 2

l I La chaine est de période 3 et les
classes de périodicité sont

3 4 Po = {1}, P = {2} et Py = {3,4}.

(1}e— (2} La structure dynamique des classes

\ /' de périodicité est représentée dans
le second schéma.
3.4}

Convergence d’une chaine irréductible périodique
On considére une chaine irréductible périodique de
période d de matrice de transition P, alors pour
tout 4,j € E il existe r € {0,--- ,d — 1} t.q. :

d
—
n—oo E;(Tj)

nd+r
P, j

tandis que Pgd”, =0 pour 0 < ¢’ < davecr’' #r.
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