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A b e t r a c t  

We present the problem of controlling the shock-absorber of a road-vehicle. We consider here 3, 
simplified one-dimensional model (which would be realistic as a model of the seat of a truck driver). The 
shock-absorber is controllable in the sense that one of its caracteristics can be modified as time evolves. 
We look for an optimal feedback based on the position and velocity of the seat, such as to optimize the 
comfort, i.e. to mlnimlse a given norm of the acceleration of the seat. We formulate the problem as an 
ergodic stochastic control problem, where the randomness comes in from the road surface. We compute 
an approximation of the optimal feedback by solving numerically the Itamilton-Jacobi-Bellman equation 
associated with our stochastic control problem. The optimal control is compared with two classes of 
sub-optimal policies. 

1 I n t r o d u c t i o n  

On considers un syst~me non lindaire g u n  degr6 de libert6 (cf. figure 1) avec f rot tement  sec. Ce 
systems comporte un amortisseur k caract6ristique variable qu'il est possible de piloter ~. partir 
des grandeurs mesur~es sur la structure nollicit~e en situation r/~elle. On se pose Ie problems de 
la commande optimale, par rapport  g u n  crlthre moyen de confort dynamique, en rdgime station- 
hairs. On ~tudie aussi des commandes sous-optimales et on compare lea r6sultats avec un syst~me 
purement  passif. Ce syst~me eat soumis ~. une entree al~atoire stationnaire ~. L'6quilibre des forces 
conduit ~. l '6quation du mouvement  

a d~placement absolu 
m [ z d~battement relatif 

• entree al6atoire (profil de la route) 

c coefficient d'amortlssement variable 
k. F, ~contrSle k, coefficient de raideur 

J ^  F, coefficient de frottement sec 
vV-¢  v 

Figure 1: module k un degr6 de libertd. 

mY~ + c~ + k . z  + z = - m ~  , (1) 

o~t = d~signe le d~bat tement  relatif. La force de rappel k. x +  z~ se d~compose en une partie lin~aire 
k .x ,  e t u n e  pat t ie  non lin4aire z d~crite par le module d'hyst~r~sis (modUle de frot tement sec 

adouci) [1,2] 

+ ~ (1~1~ + ~1~1) = (k - k.)~, (2) 
* travail effectu~ dane h cadre du contrat H6.10.601/INRIA/17 INRIA-Renauit Recherchee et Innovations 
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oh B > 0 e t k  > k, > 0. Pour  les "grands  d6ba t tements  ", z se comporte  comme 

= g. ~ ,~ (~ ) ,  (~) 

terme de f ro t tement  de Coulomb, avec Fo = (k  - k , ) / 2 B .  La force d ' amor t i s sement  s '~crit  c ~ oh 
c > 0 est le coefficient d ' amor t i s sement  ins tantan6 li~ au diam~tre d 'ouver ture  de l'orifice qui r~gle 
le dfibit d 'huile  dans  l 'amortisseur.  C'est  sur ce te rme qu 'agi t  le contrble. On peu t  introduire  un 
module p e r m e t t a n t  de tenir  compte du temps de r6ponse du syst~me 

T , ~ + o = : ,  (4) 

oh u d~signe cette fois le contrble. Si on n6glige le temps de r@onse  (i.e. Tr = 0), on obt ient  c = u. 

L 'exci ta t ion al~atoire, - m  ; ,  s 'exprime en fonction de l'acc61~ration ~ & la base de la structure.  
Cet te  acc61~ratlon r~sulte du d6placement,  ~ vitesse cons tante  d 'un  v~hicule sur une route dont  le 
profil est al~atoire. 

Le modNe g&n/~ral est donc d~crit  par  les ~quations (1,2,4). Le probl~me est de d~terminer une 
loi de commande  u telle que la solution du syst~me d6fini par  les ~quations (1,2,4) minimise un 
crit~re qui sera tell6 au confort  vibratoire.  Darts ce modNe simplifi6, les effets de b u t t e  ne sont  pas 
pris en compte. 

2 L e  C o n t r 6 1 e  O p t i m a l  

On consid~re ici ie modNe (1,3,4) oh l 'on n6glige le temps de r~ponse (T, = 0). On obt ient  un 
modNe simplifi~ d 'une  seule ~quation 

m E +  u~:+ k , z +  FoSgn(~) = - m ~ ,  (~) 

est mod6lis~e par  un bru i t  blanc ~. = - o  d W / d t ,  W est un processus de Wiener  s tandard .  Cette 
mod6lisation a 6t6 choisie pour  simplifier les 6tudes math6mat ique  et num6rique. Un brui t  & bande 
limit6e est plus proche de la r6alit~ physique mais des essais num6riques en cours mont ren t  que 
l 'hypoth6se "bru i t  blanc" ne change gu~re la forme du contr61e optimal.  

2 . 1  L e  P r o b l ~ m e  d e  C o n t r S l e  S t o c h a s t l q u e  

Si °n  p°se  X ~ ( z ) l '~quat i°n (5) s '~crlt  s°us f°rme bidimensi°nnelle  

d X t  = b2(u,X~) d r +  a dWt  , 

&vec 

(6) 

1 

Le b u t  eat d~agir sur  le syst~me (6) par  l ' interm~dlaire du contr61e u afln de minimiser  une norme 

de l 'acc~l~ration absolue ii = ~ + ~ qui est icl donn6e par  ii -- d ~ / d t  - a d W / d t  = b~(u, X) .  A u n e  
loi de commande ."  X -~ . ( X )  = .(~, ~), on ~ o c i e  la fonctio. ~oat 

I fff(~,X,)  :( .)  = }i~® ~ E _ dr, (v) 

oh 

f (u ,  X)  ~ lb~Cu(X), X ) l '  = ~ ' J u C X )  ~ + k, • + F, sgn(~)l  ~ . (8) 
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Ce cofit est  d i rec tement  l i t  au confort du conducteur.  Comme le corps humain  n 'es t  pas uni- 
form~ment sensible ~ routes |es fr~quences, un crit~re fonction de fi mais "ponderS" en fr~quence 
serait  plus juste.  L'61aboration d 'un  tel cr i t [ re  eat en cours de r6alisation (cf. paragraphe  4 pour 
un cr i t [ re  fr6quentiel llb ~ la notion de transmissibilit~). 

Le probl~me de contrSle s tochast ique est  de d~terminer  une loi de commande  ~ telle que 

JC ~) = min J (u )  (9) 

oh U d~aigne rensemble  des lois de commande  u relies que 0 < u(X)  <_ f~, (f~ grand).  

On se ramene ~. un probi~me de contrSle s tochast ique ~vec un cos t  de type ergodique [10]. Dana 
lea paragraphes  suivanta on ae propose de calculer le contr61e opt imal  via 1~ r~solution num~rique 
de l '~quation de Hami | ton-Jacobi -Del lman .  

De tellea r~aolutions ont  ra rement  ~t~ menses sur des exemples concrets. On pourra  t rouser  
dana [4,9] des ~tudes num~riques de l '~quatlon du contrble opt imal  dans des s i tuat ions un peu 
diff~rentes. 

2 . 2  D i s c r ~ t i s a t i o n  d u  P r o b l ~ m e  

On se l lmlte ~ un domaine rectangulaire D ---- [Zmln, 2.~.z] x [~:.~i., Xm.=] C IR ~ (avec Zm~= = -Xmin ~> 
0 et ~,..= = -~ , .~ .  > 0). On discr~tise D e n  prenant  nz points  dana Ix direction z et n~ dana la 
direction 4. On obt ien t  ainsi une grille O de d = nz × n~ points en espace. 

On consid~re le g~n~rateur infinitesimal aasoci~ ~. la diffusion X~ solution de (6) 

r.(u) ¢ ( X )  ~= b , (X)  a ~ ( X )  -{- b2Cu, X)  a ¢ ( X )  -t- a2 02~b(X) (10) 
Oz 04  2 04  = 

Cet opSrateur  eat approch~ par  differences finies [8,6] 

z(.)  ~(x , )  ~_ [zC,,) ¢1,, 
oh X~ eat le i~me ~l~ment de la grille G, dana le membre  de droite LCu) est une matrice de taille 
d × d, ¢ eat le vecteur de ]R d de composantes  ~bl = ¢(X~) ,  i = 1 . . . .  ~d (1). 

Lea schemas aux differences uti[is~s sont  tels que la matrlce L(u) eat le g~n~rateur infinitesimal 
d 'un  processus de Markov ~(t en temps  continu et k espace d '~ ta t  fini G [8,6]. On choisit des 
conditions aux bords de type "rtf lexion".  Le choix precis de ces condit ions n 'es t  pas trhs impor tan t  
car le domaine de discr~tisation eat suffisamment grand et le suppor t  de la loi de Xt eat concentr~ 
au tour  de l 'origine. Toutefois, on dolt  s~a~urer qu'avec lea conditions ¢hoisies tous lea ~tats du 
proce88us de Markov Xt ¢ommuniquent .  

Le probl~:me de ¢ontrSle k ~tat diacret ae formule done de la mani~re suivxnte: soit ~(~ un 
processus de Markov en temp~ continu et ~ cspace d '~ ta t  G : {Xd i = 1-- -  d} fini et  de g~n~rateur 
infinitesimal L(u);  on veut  minimiser  la fonction corot (not re  rile auasl J par  abus  de nota t ion)  

= - ~ E  f ( u , X , ) d t ,  ( l l )  

oh / est d~finie en (8). 

2 . 3  L ' E q u a t i o n  d e  H a m U t o n - J a c o b | - B e l l m a n  ( H J B )  

Le probl~me de contrSle ergodique discret admet  nne solution au sens suivant:  on consid~re (v,p) 
le couple solution de I '~quatlon de Hami l ton-Jacob i -Be l lman  

min [L(u) v-t- f ( u ) l , =  p , i = 1  . . . . .  d ,  (12) 
0_< u~<_ u 

ton utilieera la notation: fi(u) = [(u, X~), #i(u) = p(u, Xi), ui = u(Xi), i = 1 . . . . .  d. 
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(la i~me ligne du vecteur L(u)v  + f (u)  ne dfpend  que de u,) avec (v,p) ~ ]Ra × IR. Le contrSle 
opt imal  ~ est alors donnt~ par  

a, = k(Xi)  = Arg rain I L ( u ) v +  f (u) ] ;  , i =  1 . . . .  , d .  (t3} 
0<ai<a 

De plus # est le cos t  optimal,  i.e. p = J (~ ) .  
Pour  r6soudre l '~quation (12), on a utilis6 Palgori thme d ' i t~rat ions sur les polit iques [7,5]: on 

se donne un eontr61e initial a (°), et  h passage de ~(k} ~ u{~+zl se h i t  en deux ~tapes 

1. Calcul de (v Et), p{~)) solution du syst~me lin~aire 

t(~) ¢~ + f(~I~l) = ~,,~. 04) 

2. Calcul de u (~+t} solution de 

t,{~+t) [ ] , i = l  . . . . .  d. (15) i = A r g  min L(u) v (~}+f(t~) i 
O_<u~_<~ 

Le test d 'arr~t  est [p(~) - P(~+~)I < ~" La convergence de cet a lgor i thme est d~montr6e en annexe. 

3 R d s u l t a t s  N u m 6 r i q u e s  

l e s  c o n s t a n t e s  physiques 

L'~tude concerns le syst~me de suspension d 'un  si~ge de poids-lourd.  Les valeurs des param~tres 
utilis~es sont m = 60(kg), k, = 3500(N/m),  F0 -- 40(N), a = 0.5. 

Pour  discr6tiser l 'espace d '6 ta t  on a utilis& x.~,~ = -x,,¢= = 0.1 (m), ~,~= = -xmi~ = 
1 (m/s ) ,  n~ = n~ = 30. On oh t ien t  ainsi une grille de 30 × 30 = 900 points.  P a r  la suite les 
unitds physiques seront  omises. 

calcul d u  c o n t r S l e  o p t i m a l  

L 'a lgor i thme d ' i t6ra t ions  sur les politiques donne des rdsultats tr~s sat isfaisants  (il converge rapi- 
dement  et est  insensible au choix de la condition initiale). Le valeur du cofit opt imal  est donn6e 
plus loln. Le eontrble opt imal  ~(x, ~) est trac~ sur la figure 2. 

c a l c u l  d u  c o n t r 6 1 e  s o u s - o p t i m a l  1 

Une possibUit6 consists  k chercher un contr61e u (X)  qui minimise le c o l t  instantan& (8). On obt ient  
fi(X) = ( - k ,  = - F, agn($))/~r. Pour  tenir  compte de la contra inte  0 < u < iZ, on consid~re la 1oi 
de commande  u ( X )  = (~(X)  V 0) ^ ~ (of. figure 4). 

e a l c u l  d u  c o n t r 6 1 e  s o u s - o p t i m a l  2 

Les r~sultats precedents  nous ont  amen~ ~ nous int~resser ~ une classe de contrSles param~tr~s par  
0 E IR 2 de ia forme 

,,o(X) ~= (0, + 0 2 = a g n ( ~ ) )  + , 0 = (0,,02) ~ ~ .  (16) 

Les techniques ci-dessus peuvent  aussi ~tre utilis~es pour  calculer un contr61e sous-opt imal  u b tel 
que 
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, , CONTROL E U(X,Y) 

4135 

L CONTOUR KEY 
II I o.~mE~ol 
12 I o.7~E+o3 
13  0.1531{+04 
I 4 l 0.229E+04 
1 5 I o.3o6E+o4 
16 I 0.3~E+04 
I 7 I 0.45gE+04 
I s I o.s35~+c~ 
19 I o.61w.+o4 
Ho I o.~,.:.o, 

*10 * 

Figure 2: le eontrble opt imal  

I 

O.?S 

t 

CONTROLE,. U(X,Y) 

I 

.~ .~ .~ ~ ~ ~ ~.~ 
X ~  

ONTOUR KF~Y 
O,500E~-OI 
0.100E+O4 
0.200E-*-O4 
0.300E+04 
0,400E+O4 
0.500E+04 
0,599E+04 
O.699E+O4 
0.799E+04 
O.899E+O4 

|0 
*10 4 

Figure 3: le eontrSle s o u s - o p t i m a l  1 
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10 0.135E+04 
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Figure 4: le contrble sous-opt imal  2 

oh O =  {8 EIR ~; u 0 E U } .  On obtlent 

81 = 137.2, 02 = --12130. (17) 

Le contr61e ub(z  , "~) est trac6 sur la figure 3. Ce contr61e - -  plus simple k mettre en oeuvre en 
pratique que le ¢ontr61e optimal - -  sera test6 sur le module plus g~n~ral (1,2,4) dans le paragrapbe 4. 

Un contr61e oh intervient le signe du produit z ~ est consid6r6 en [11]. 

comparaison des diffdrents co&ts 

On compare malntcnant les trois contrbles obtenus avec le cas du contr61e constant u(X) ~_ uo. LR 
constante optimale u0 (i.e. celle qui minimise le cofit} est 288. Les coflts obtenus dans Ics diff~rents 

cas sont donn~s dans le tableau suivant 

type dc contr61e co~t 

contrble constant 2.93 
contrgle optimal 2.22 
contrb|e sous-optimal 1 2.68 
contrble sous-optimal 2 2.37 

4 Application du Contr61e Sous-Optimal 

au ModUle Gdndral 

Sur le module g6nfiral (1,2,4) on a testfi les contr61es u0 de la forme (10). L'excitation ~ n'est plus 
mod61is6e par un bruit blanc, mais par un bruit k bande limitde (de densit6 spectrale constante 

dans l'intervalle 1Hz-10Hz) plus proche des conditions rdeIlcs. 



695  

. . . .  ~,,,, co,,~,.~h TILANSMISSIIH LLTI~ ~,~;'~d '~ '  

2 3 4 5 G ; B g K,I 

Figure 5: Comparalson du module (exprim~ en dB) des transmissibil i t6s obtenues  avec un systhme 
sans contrSle (avec c = 300) et  avec le contrble ~ (X)  = ( - 7 0 0  - 80000 • ~gn(~)) +. 

La minimisat ion ne vise plus le crit~re (7), mais un crit~re frdquentlel li~ ~ 1'6cart entre,  d 'une 
par t  la t ransmissibi l i t6  T(a ,  J)  entre  ~ et  fi et  d ' au t re  pa r t  une transmissibi l i t6 T ( f )  id6ale au vu 
du confort  dynamique.  Le syst~me 6tant  non lin6aire la transmissibil i td est calculde par  la formule 
T(u, f )  = Sa ,~(f ) /Sa( / ) ,  oh Sa,~(/) eat la densit~ in ter-spect ra le  e n t r e / / e t  ~, S i ( f )  est la densit~ 
spectrale de ~. 

La loi de commande  en uo, convenablement  pond~r~e (cf. (16)), pe rmet  tout  ~. la lois d 'abalsser  
la fr~quence propre apparente ,  d 'a t t~nuer  for tement  l ' ampl i tude  de la r6sonance et d 'assurer  un 
filtrage efficace (-10dB) au delk de 3 Hz, ce que ne peut  pas faire globalement  un amortisseur 
cons tan t  (cf. figure 5). 

r e m a r q u e  Des eommandes  du type lin~aire u(X) = 01 + Oz z + 0,~ ~: n 'on t  donn~ aucun r~sultat  
significatif sur ce probl~me. 

A n n e x e  

A L ' E q u a t i o n  de H a m i l t o n - J a c o b i - B e l l m a n  D i s c r e t e  

Dans ce paragraphe  - -  ind~pendant  des aut res  - - ,  on d~montre  un ri~sultat d 'exis tence et d 'unicit~ 
d 'une  solution de P/~quatlon de Hami l ton- Jacob i -Be i lman  dlscr~te (i.e. pour  un probl~me ~ espace 
d 'd ta t  discret  et  fini) du type (12). On d~montre  en m~me temps  la convergence de I 'algorl thme 
utilis~. On t rouvera  dans [5] une (~tude plus complete pour  des processus ~. espaces d '~ ta t  discrets. 
L '6tude de la convergence des contrSles opt imaux associ~s aux probl~mes discr~tis~s sera abord~e 
dans un travail  ult~rieur. 

A . I  Le C a d r e  

On consid~re un processus de Markov ~(t en temps c o n t i n u e t  ~. espace d '~ ta t  fini de cardinal d. 
Son g~n~rateur infinitesimal L(u) d~pend d 'un  vecteur u E IR d. L(u) d6pend de ~ de la mani~re 
suivante: la i~me ligne de L(u) ne d~pend que de u~. 



6 9 6  

On suppose que ~l~t est r~current  positif, admet  done une mesure de probabil i t6 invariante #(u) 
et eomme tons les &a t s  eommuniquent ,  cet te  mesure est unique [3]. Cet te  mesure dc probabili t6 
est donn~e par  l '~quation ~ [3] 

{ = o, 
(is) 

~(~) ! - -  1. 

On d~finit la fonction cofit 
J(~) ~ ~(~)'/(~), (19) 

La f o n c t i o n  eof i t  (11)  est bien de ¢ette forme ear 

lim 1 f f f  " T-oo ~ E  l ( u , X , )  dt = f ( u , X , )  lz(u, X i )  = #(u)* f ( u )  . 
i = l  

Le but  est de d~termlner  £~ qui minimise le eofit (19) sous la contra inte  u i > 0. On se donne done 

f : IRa _~ IR a L : Et a ~ IRdxa 
- - ,  - - ,  

et on suppose que 

(H1) f i (u )  ne d~pend que de ul et f~(u) est une fonetion quadra t ique  de ui 

f , ( ~ . ) = l e q ~ , + f l , I  = , ¢ q > O ,  i = l  . . . . .  d .  

(H2) A u flx~, L(u )  est le g~ndrateur infinitesimal d 'un processus de Markov -~t en temps continu 
et ~ espace fini de cardinal  d. On suppose que ]e processus de Markov -~c est r & u r r e n t  positiL 
De plus | a  fonction u ~ L (u )  est continue et ~ croissance au plus lin~aire, i.e. 

3 e t e l q u e  I L ( u ) i < ¢ ( l + ] u D ,  V u E ] R  a .  

A . 2  L ' E q u a t i o n  d e  H a m i l t o n - J a c o b i - B e l l m a n  

On consid~re l '~quation de Hami l ton - Jaeob i -Be l lmsn  discrete 

rain lL{u r) u +/(,z ')}~ = p ,  i = 1 . . . . .  d (20) 
o<~<~" " " 

(Is i~me ligne du vecteur L(u') u + f(u') nc d~pend que de u~). Si (v, p) E IRa x lit est une solution 
de (20) alors (u + c_, p) est aussi solution de (20). On pent donc supposer que 

u~. = O. (21) 

L e m m e  .h..1 Soit  (v,p) une solution de (eO), alor, 

p----- min J ( u ' ) ,  

et ~ t d  qu¢ 
~,=Arg rain [L(~')v+/(u')]i , ¢=I ..... d 

o_<~_<- 

est un eontr~le optimal.  

=pour route constante ¢ E ~t, ¢_ d~signe le vecteur de ]R d dont toutes les compo~ntes  soar ¢. 
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Preuv¢: D'apri~s les hypoth~se H1-H2, il existe ui qui r6alise [e minimum dans (20), clone 

LC~)v + f(~) = P ! ,  

en prenant ie produit scalaire de cette expression avee p(~) on obtient d'apr~s (18) et (19) 

~(~)'L(~)~+~(a)'/(~)= p.(~)'! ~ ~(a)'f(~) = p, 

c 'est-g-dire J (~)  = p. Par ailleurs, pour un autre u, on a 

L(u) v + / ( u )  > P ! ,  

(Pin4galit~ est ~ comprendre terme b. terme). En prenant le produit sealaire de ¢ette expression 
ave¢ /~(u) on obtient d'apr~s (18) et (19) 

J(~)  > p .  

D'oh le r4sultat cherch4. 

Thd~or~me A . 2  (~0,~1) admet au plus une ~otution (v, p) E ]R d x ]P~. 

Preuve: Soient (vl, Pi) (i = I, 21 deux solutions de (20,21). On d~finit alors u; par 

L(ui) v , +  f(u,)  = P,_!_, i =  1 ,2 .  (22) 

Et  on suppose que p2 ~_ Pt- Par definition de (v2, P2) on a (termes ~ termes) 

L(ul)  v2 + f (u l )  >_ p21_. (23) 

En faisant la diff4rence termes ~. termes de (23) et (22), on obtient 

L(ul)  ( v 2 -  v,) >_ ( P 2 -  Pt) 1 > 0 .  

En prenant le produit  scalaire de cette derni~re expression ave¢ p(ul) on a 0 _> p ~  - P, >- 0 , d'oh 

P2 = Pl. Par  ~illeurs, posons x ~ Lful)  (t,2 - vl). On a 

d 
0 = . { -1)"  × = ~ x ,  , , , ( , , 1 )  , 

i=1 

ce qui impllque X = 0 car Xi >- 0 et pi(u,) > 0. D'oh 

LCu,) ( v 2 -  vl) = O. 

rang(L(u))=rang(L(u) ' )=d-  1, car tousles  ~tats du processus de Markov ](t communiquent. Done 
( v 2 -  vl) 6 Ker(L(u~)) implique que v~ - v, = 0 car Ker(L(ut)) est ~gal ~ I'espace vectoriel des 
vecteurs %ontants" ~_. Ce qui montre l'uniclt~ d 'une solution de l '~quation (20,21). 

Thd~or~me A .3  (~0,~.1) admit uric solution iv, p) 6 lit a x JR. 

Pr~u~e: On va montrer  que ]'algorithme d'itd~rations sur les poli t iq-es converge vers une solution. 
Cet Mgorithme est d~crit par l 'it4ration u" -~ u "+* 

1. ¢alcul de (V",pn) solution de 
L(u") v" + )'(u") = p" I ,  (24) 
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2.  c a l c u l  d e  u n+l  cn  posant  

[L(. ~+') ~ + I(n~+')], = mln IL(~'~ ~" + i(~')], • (25) 
o<.~<_~" 

On mont re  d ' abord  que p" est une suite d6croissante. 

Cp,~+l_pn) l_ = L(u n+l) v n + x + f C  u " + ' ) - L C u " ) v " -  f (u" )  , 

_< L(,~"+~)(~ "+~ _ ~-) .  

Done, en ut i l isant  les m~mes a rguments  que prd~cedemment, si p,+l _ p.  > 0 alors p,+l = pn et 
v ~+1 ---- v n. Darts ce ca~ l 'a lgor i thme a converg6 vers la solution optimale.  En conclusion, pn est une 
suite d~croissante born~e inf6rieurement par  0. II exists done p >_ 0 tel que 

p " X . , p ,  q u a n d n ~ o o .  

On d~finit A(u) E IR d-l×a la matr ice form~e par  L(u) moins sa premiere ligne et  C | ' ensemble des 
~l~ments v de ]R d tels que v~ = 0. On consld~re l 'application linSaire 

A(~) : £ ---* 111 ~-~ , 

----* aCu) ~.  

Pour  tou t  u, A(tt) est  inversible et  ¢omme u -* A(u) eat continue, Pensemble 

~ compact} 

est borne. La suite v" est  don(  born~e car 

et  u" est dans  un compact  de IR d (0 < u~' < ~). 

: - /~(~")  ) 
t O ~ - -  : , 

(p") converge e t l a  suite (u" ,v" )  reste dans  un  borne, done - -  k une sous-sui te  pros - -  il existe 
(u, v, p, ~, 3, ~) tel que 

et  p = ~. D'apr~s (25), 
L("~+~) ~" + / ( ' : + ' )  < f ! ,  

en passant  ~ la l imite on obt ien t  
L ( ~ ) v  + / ( ~ )  < P ! .  (26) 

Pa r  aiileurs, en passant  ~ l a  limite dans (241 (pris k l ' indice n-I- 1), on ob t ien t  

L ( ~ ) ~ +  f ( ~ )  : p l .  (27) 

La difference entre  (26) et  (27) donne 

L([t) (3 - v) ~ {3, 

en ut i l isant  le m~me a rgumen t  que daus la preuve du th~or~me A.2, on en d~duit  que ~ = v. 

On a done (u "+l, v ~, v "+l) -+ (fi, v, v). Comme l 'applicat ion (u,v)  ~ Lie ) v +/(u) est bicon- 

t inue,  l 'applicat lon 
v ---* min (L(u  ~) v + f(u~)) , 
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est aussi continue. On peut done prendre la limite dans (25), on obtient 

[L(~) v + f(~)]~ = min [L(u J) v +/(u')] i . (28) 
0_<u~_<Q" 

(27) avec ~ = v et (28) d6montrent le th~or~me. 
En particulier on vient done de d~montrer que 

Coro l l a i r e  A .4  L'algorithme d'it~rations sur lea politiques (14,15) converge vcra un contrSle op- 
timal. 
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