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introduction

• système non observé: on se donne le modèle (loi a priori)

• observations: sont disponibles à des instants donnés

→ traiter les observations au fur et à mesure de leur disponibilité afin d’affiner notre
connaissance du système non observé (loi a posteriori)

• approche bayésienne: loi a priori + observations→ loi a posteriori



plan

• estimation bayésienne

• système à espace d’état

• filtre non linéaire

• filtre de Kalman

• filtre de Kalman étendu

• monte carlo

• filtre particulaire

• géolocalisation

• obstacles
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estimation bayésienne
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loi a priori

X une variable aléatoire (v.a.) à valeurs dans

�n de loi p(X), i.e.

�

φ(X) =

�

n

φ(X) p(X) dX ∀φ (φ fonction continue bornée)

�

(X ∈ A) =
A

p(X) dX ∀A (A ⊂ �n événement)

Notations de type “ingénierie”:

• X désigne a la fois la variable aléatoire et ses réalisations

• p(X) désigne aussi bien la loi de X que sa densité
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loi gaussienne

X ∼ N(µ,Γ)

• si la matrice de covariance Γ est inversible (i.e. det(Γ) 6= 0) alors

p(X) =
1

�

(2π)n det(Γ)
exp

�

− 1
2
(X − µ)∗ Γ−1 (X − µ)

�

• (∗ désigne l’opérateur de transposition) si la matrice de covariance Γ est
dégénérée (i.e. det(Γ) = 0) alors

�

ei r
∗X = exp

�

i r∗ µ− 1
2
r∗Γ r

�

∀r ∈ �n

(où i2 = −1)

PLAN [estimation bayésienne [système [fnl [kalman [fke [mc [fp [gsm [obstacles 6/94



masse de Dirac

X ∼ p(X) = δx0(X)

�

φ(X) = φ(x0) ∀φ

�

(X ∈ A) = 1A(x0) ∀A

cela signifie que X = x0 p.s.
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loi multinomiale

X ∼ p(X) =

�N
i=1 ω

i δξi(X) avec ωi ≥ 0 et

�N
i=1 ω

i = 1

�

φ(X) =
N

i=1

ωi φ(ξi) ∀φ

�

(X ∈ A) =
N

i=1

ωi 1A(ξi) ∀A

cela signifie que X = ξi avec probabilité ωi (i = 1 · · ·N )

ξ i

1ξ

ω 1
iω

espace d’état
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marginale

soit (X,Y ) un v.a. à valeurs dans

�n × �d et p(X,Y ) sa loi, la loi de X est la loi
marginale

p(X) =

�

d

p(X,Y ) dY
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loi a posteriori

• (X,Y ) à valeurs dans

�n × �d

◦ X état d’un système (non observé)
◦ Y observation

la loi p(X,Y ) est donnée

• on veut estimer X à partir de Y , i.e. on cherche une fonction ψ∗(Y ) telle que

�|X − ψ∗(Y )|2 = min
ψ(·)

�|X − ψ(Y )|2

(i.e. un estimateur de X qui minimise le risque quadratique), cet estimateur est
noté

X̂ =
�

(X|Y )

(espérance conditionnelle de X sachant Y )

• de même: on veut estimer φ(X) à partir de Y , on note cet estimateur

�

φ(X) =

�

(φ(X)|Y )
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loi a posteriori (suite)

la loi conditionnelle de X sachant Y est

(LC) p(X|Y ) =
p(X,Y )

p(Y )
=

p(X,Y )

�
�

n p(X,Y ) dX

alors

�

(φ(X)|Y ) =

�

n

φ(X) p(X|Y ) dX

(et donc

�

(X|Y ) =

�
�

n X p(X|Y ) dX)

p(X|Y ) représente toute l’information sur X contenue dans Y

en pratique on calcule p(X|Y ) à partir de p(X,Y )
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loi a posteriori (suite)

deux lectures:

• X 7→ p(X|Y ) à Y fixé: c’est une densité

X

P(X|Y)

• X 7→ p(Y |X) à Y fixé: c’est une vraisemblance

i.e. une fonction positive telle que si p(Y |X′) > p(Y |X ′′) alors Y a été plus
vraisemblablement généré par X′ que par X′′

X

P(Y|X)

X’’ X’
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propriétés

(P1) p(X,Y ) = p(X|Y ) p(Y )

(P2) p(X,Y,Z) = p(X|Y,Z) p(Y |Z) p(Z)

(P3) p(X) =

�

p(X|Y ) p(Y ) dY

(P4) p(X|Z) =

�

p(X|Y,Z) p(Y |Z) dY
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indépendance

X et Y sont dits indépendants (noté X ⊥⊥ Y ) lorsque

�

(X ∈ A,Y ∈ B) =

�

(X ∈ A)× �

(Y ∈ B) ∀A,B

propriétés

(i) X ⊥⊥ Y ssi p(X,Y ) = p(X) p(Y )

(ii) X ⊥⊥ Y ssi p(X|Y ) = p(X)
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formule de Bayes

comme p(X,Y ) = p(X|Y ) p(Y ) = p(Y |X) p(X), donc:

(FB) p(X|Y ) =
p(Y |X) p(X)

p(Y )
=

p(Y |X) p(X)

�

p(Y |X) p(X) dX

donc, à Y fixé, la loi a posteriori p(X|Y ) est égale (à une constante multiplicative près)
au produit de la loi a priori p(X) et de la vraisemblance p(Y |X),

loi a posteriori =
1

cte de normalisation
× vraisemblance× loi a priori

la constante de normalisation est simplement
�

p(Y |X) p(X) dX

on note

p(X|Y ) ∝ p(Y |X) p(X)
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loi a posteriori: cas gaussien

soit Z =

�

X
Y

�

de loi gaussienne N(Z̄,QZ) sur

�n+d avec:

Z̄ =
X̄

Ȳ
QZ =

QXX QXY
Q∗
XY QY Y

alors p(X|Y ) est gaussien de moyenne et covariance:

X̂ = X̄ +QXY Q
−1
Y Y

(Y − Ȳ )

R = QXX −QXY Q−1
Y Y

Q∗
XY
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loi a posteriori: cas gaussien (suite)

preuve: supposons QZ > 0, la densité conditionnelle de X|Y = y est

p(X | Y ) =
p(X,Y )

p(Y )
=

1

(
√

2π)n+d
√

detQZ

exp

�

− 1
2

(Z − Z̄)∗Q−1
Z

(Z − Z̄)

�

1

(
√

2π)d
√

detQY

exp

�

− 1
2

(Y − Ȳ )∗Q−1
Y

(Y − Ȳ )

�

on a

I −QXY Q−1
Y

0 I
QZ

I 0

−Q−1
Y

Q∗
XY I

=
QX −QXY Q−1

Y
QY X 0

0 QY

donc 1× detQZ × 1 = detR× detQY et aussi

I 0

−Q−1
Y

Q∗
XY I

−1

Q−1
Z

I −QXY Q−1
Y

0 I

−1

=
R−1 0

0 Q−1
Y

i.e. Q−1
Z =

I 0

−Q−1
Y

Q∗
XY I

R−1 0

0 Q−1
Y

I −QXY Q−1
Y

0 I
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loi a posteriori: cas gaussien (suite)

Donc

(Z − Z̄)∗Q−1
Z

(Z − Z̄) = (X − X̂)∗ R−1 (X − X̂) + (Y − Ȳ )∗Q−1
Y

(Y − Ȳ )

et

p(X | Y ) =
1

(
√

2π)n
√

detR
exp

�

− 1
2

(X − X̂)∗ R−1 (X − X̂)

�

si QZ n’est pas inversible→ fonctions caractéristiques
�
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système à espace d’état

PLAN [bayes [système à espace d’état [fnl [kalman [fke [mc [fp [gsm [obstacles 19/94



processus

• un processus aléatoire {Xk}k≥0 (à valeurs dans

�n ) est une suite de variables
aléatoires (à valeurs dans

�n )

notation: X0:k = [X0, . . . ,Xk]

• sa loi est du processus {Xk}k≥0 est la donnée de p(X0:k) pour tout k

par définition de la loi conditionnelle (cf. propriété (P2)), on a

p(X0:k) = p(X0) p(X1|X0) p(X2|X0:1) · · · p(Xk|X0:k−1)
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châıne de Markov

{Xk}k≥0 est une chaîne de Markov à valeurs dans

�n , i.e. un processus aléatoire t.q.

p(Xk+1|X0:k) = p(Xk+1|Xk) ∀k (propriété de Markov)

alors

p(X0:k) = p(X0)
k

`=1

p(X`|X`−1)

donc

la loi d’un processus de Markov est entièrement déterminée par

(i) sa loi initiale p(X0)

(ii) son opérateur de transition p(X`|X`−1)
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châıne de Markov: propriétés

• équation de Chapman–Kolmogorov

p(Xk) = p(Xk|Xk−1) p(Xk−1) dXk−1

= dXk−1 p(Xk|Xk−1) p(Xk−1)

...

= dXk−1 p(Xk|Xk−1) · · · dXk−` p(Xk−`+1|Xk−`) p(Xk−`)
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système à espace d’état

• état (non observé): {Xk}k≥0 une chaîne de Markov de loi initiale p(X0) et
d’opérateur de transition p(Xk|Xk−1)

• observations: {Yk}k≥1 observations avec une hypothèse de canal sans mémoire
c–à–d:

p(Y1:k|X0:k) =
k

`=1

p(Y`|X`)

où p(Y`|X`) désigne la “fonction de vraisemblance locale”

X
k

k
Y

X
k+1

Y
k+1

X
k−1

k−1
Y

partie visible

partie cachée

• les données de ce modèle sont donc: p(X0), p(Xk|Xk−1), p(Yk|Xk)
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système à espace d’état

loi du système

p(X0:k, Y1:k) = p(Y1:k|X0:k) p(X0:k)

on utilise les propriétés suivantes

p(Y1:k|X0:k) =
k

`=1

p(Y`|X`) (canal sans mémoire)

p(X0:k) = p(X0)

k

`=1

p(X`|X`−1) (Markov)

donc

p(X0:k, Y1:k) = p(X0)
k

`=1

p(X`|X`−1) p(Y`|X`)

(c’est toute l’information a priori que l’on possède sur ce modèle)
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système à espace d’état: exemple 1

système

Xk+1 = fk(Xk) +Wk

Yk = hk(Xk) + Vk

où X0, Wk, Vk sont indépendants et

Wk ∼ p(Wk) = qWk (Wk) Vk ∼ p(Vk) = qVk (Vk)
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système à espace d’état: exemple 1 (suite)

calcul du noyau

�

[φ(Xk)|Xk−1] =

�

[φ(fk−1(Xk−1) +Wk−1)|Xk−1]

= φ(fk−1(Xk−1) + w) qWk−1(w) dw

= φ(x′) qWk−1(x′ − fk−1(Xk−1)) dx′

donc

p(Xk|Xk−1) = qWk−1(Xk − fk−1(Xk−1))
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système à espace d’état: exemple 1 (suite)

calcul de la vraisemblance locale

�

[φ(Yk)|Xk] =

�

[φ(hk(Xk) + Vk)|Xk]

= φ(hk(Xk) + v) qVk (v) dv

= φ(y) qVk (y − hk(Xk)) dy

donc

p(Yk|Xk) = qVk (Yk − hk(Xk))
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système à espace d’état: exemple 2

système

Xk+1 = FkXk + fk +GkWk X0 ∼ N(X̄0, Q0)

Yk = Hk Xk + hk + Vk

où X0, Wk, Vk sont indépendants et Wk ∼ N(0, QW
k

), Vk ∼ N(0, QV
k

), alors

p(Xk|Xk−1) = N(Fk−1Xk−1 + fk−1, Gk Q
W
k G∗

k)

p(Yk|Xk) = N(HkXk + hk, Q
V
k )

loi gaussienne

(X0:k, Y1:k) est gaussien car c’est une transformation linéaire de (X0,W0:k, V1:k) qui
est gaussien.
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filtrage non linéaire
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le filtre

on pose

p(Xk|Y1:k) (filtre)

p(Xk|Y1:k−1) (filtre prédit)

le schéma classique est

p(Xk−1|Y1:k−1)
prédiction
−−−−−−−−−→ p(Xk|Y1:k−1)

Yk
↓

correction
−−−−−−−−−→ p(Xk|Y1:k)
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prédiction

une simple application de l’équation de Chapman–Kolmogorov

p(Xk|Y1:k−1) = p(Xk|Xk−1, Y1:k−1) p(Xk−1|Y1:k−1) dXk−1

= p(Xk|Xk−1) p(Xk−1|Y1:k−1) dXk−1

�
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correction

avec la formule de Bayes on a les deux décompositions

(

�

) p(X0:k, Y1:k) = p(X0:k|Y1:k) p(Y1:k)

(

� �

) p(X0:k, Y1:k) = p(Yk|X0:k, Y1:k−1) p(X0:k, Y1:k−1)

et (tj avec Bayes)

(

�

) p(X0:k|Y1:k) p(Y1:k)

= p(X0:k|Y1:k) p(Yk|Y1:k−1) p(Y1:k−1)

(

� �

) p(Yk|X0:k, Y1:k−1) p(X0:k, Y1:k−1)

= p(Yk|Xk) p(X0:k|Y1:k−1) p(Y1:k−1)

on pose (

�

) = (

� �

), on simplifie par p(Y1:k−1), on intègre en

�

· · ·

�

dX0:k−1, on
obtient:

p(Xk|Y1:k) p(Yk|Y1:k−1) = p(Yk|Xk) p(Xk|Y1:k−1)
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correction (suite)

donc

p(Xk|Y1:k) =
p(Yk|Xk) p(Xk|Y1:k−1)

p(Yk|Y1:k−1)

=
p(Yk|Xk) p(Xk|Y1:k−1)

�

p(Yk|Xk, Y1:k−1) p(Xk|Y1:k−1) dXk

=
p(Yk|Xk) p(Xk|Y1:k−1)

�

p(Yk|Xk) p(Xk|Y1:k−1) dXk

�

PLAN [bayes [système [filtrage non linéaire [kalman [fke [mc [fp [gsm [obstacles 33/94



filtre non linéaire

• prédiction p(Xk−1|Y1:k−1)→ p(Xk|Y1:k−1)

p(Xk|Y1:k−1) = p(Xk|Xk−1) p(Xk−1|Y1:k−1) dXk−1

• correction p(Xk|Y1:k−1)→ p(Xk|Y1:k)

p(Xk|Y1:k) =
p(Yk|Xk) p(Xk|Y1:k−1)

�

p(Yk|Xk) p(Xk|Y1:k−1) dXk

• utilisation:

�

[φ(Xk)|Y1:k] =

�

φ(Xk) p(Xk|Y1:k) dXk

p(Xk−1|Y1:k−1)
prédiction

−−−−−−−−−−−−−→
p(Xk|Xk−1)

p(Xk|Y1:k−1)

Yk
↓

correction
−−−−−−−−−−−−−→

p(Yk|Xk)
p(Xk|Y1:k)
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filtre non linéaire (suite)

deux cas:

• on peut intégrer explicitement ces équations→ (presque) uniquement dans le cas
linéaire/gaussien

• on ne sait pas intégrer explicitement ces équations→ alors c’est dur...

◦ kalman étendu
– simple à mettre en œuvre
– problèmes de robustesse

◦ éléments finis, différences finis
– robuste
– très contraignant et difficile à mettre en œuvre
– uniquement pour les dimensions petites (n

�

4)

◦ méthodes particulaires
– simple à mettre en œuvre (+ simple que les kalmaneries)
– robuste
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filtrage de Kalman
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modèle linéaire gaussien

modèle à espace d’état

Xk+1 = Fk Xk + fk +GkWk (éq. état)

Yk = Hk Xk + hk + Vk (éq. obs.)

X0 ∼ N(X̄0, Q0), Wk ∼ N(0, QW
k

), Vk ∼ N(0, QV
k

) indépendants — hyp: QV
k
> 0

filtre
(X0:k, Y1:k) est gaussien donc:

loi(Xk|Y1:k) = N(X̂k, Rk) où
X̂k =

�

[Xk |Y1:k]

Rk =

�

[(Xk − X̂k) (Xk − X̂k)∗]

loi(Xk|Y1:k−1) = N(X̂−
k
, R−

k
) où

X̂−
k

=

�

[Xk |Y1:k−1]

R−
k

=

�

[(Xk − X̂−
k

) (Xk − X̂−
k

)∗]

les covariances R−
k

, Rk sont déterministes
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idée

si loi(Xk−1|Y1:k−1) est connue, on détermine loi(Xk|Y1:k) en deux étapes:

• prédiction — on calcule loi(Xk|Y1:k−1) à l’aide de l’équation d’état

• correction — on corrige la prédiction en tenant compte de la nouvelle observation
Yk et de l’équation d’observation

→ qu’apporte le nouvelle observation Yk par rapport aux observations passées
Y1:k−1?
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innovation

νk = Yk −

�

[Yk |Y1:k−1] = Yk − Ŷ −
k

Yν
−

Y
k

H
k−1

espace engendré par les observations passées

^
kk

nouvelle observation

innovation observation prédite
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innovation (suite)

νk = Yk −

�

Hk

�

[Xk |Y1:k−1] + hk +

�

[Vk |Y1:k−1]� �� �

=0

�

= Yk − (Hk X̂
−
k

+ hk)

l’innovation νk vérifie

• νk ∼ N(0, Qν
k
) avec Qν

k
= Hk R

−
k
H∗
k

+QV
k

• νk ⊥⊥ Y1:k−1

donc

• information Y1 · · ·Yk−1 Yk = information Y1 · · ·Yk−1 νk

• νk = information “fraîche” contenue dans Yk

preuve: νk = Yk − (Hk X̂
−
k

+ hk) = Hk (Xk − X̂−
k

) + Vk

�

• �

[(Xk − X̂−
k

) ν∗
k
] = R−

k
H∗
k
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filtre de Kalman

initialisation X̂0 = X̄0 =

�

[X0 ]

R0 = Q0 = cov(X0)

prédiction X̂−
k

= Fk−1 X̂k−1 + fk−1

R−
k

= Fk−1 Rk−1 F
∗
k−1 +Gk−1Q

W
k−1G

∗
k−1

correction Kk = R−
k
H∗
k

[Hk R
−
k
H∗
k

+QV
k

]−1 (gain)

X̂k = X̂−
k

+Kk [Yk − (Hk X̂
−
k

+ hk)]

Rk = [I −Kk Hk] R−
k

• on suppose QV
k
> 0

• les covariances ne dépendent pas des observations

• c’est un théorème et un algorithme
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filtre de Kalman (suite)

preuve de la prédiction: (Xk, Y1, . . . , Yk−1) est gaussien

⇒ loi(Xk|Y1:k−1) = N(X̂−
k
, R−

k
) avec:

X̂−
k

=

�

[Xk |Y1:k−1] = Fk−1

�

[Xk−1 |Y1:k−1]� � � �

=X̂k−1

+fk−1 +Gk−1

�

[Wk−1 |Y1:k−1]� � � �

=0

comme Xk − X̂−
k

= Fk−1 (Xk−1 − X̂k−1) +Gk−1 Wk−1 on a:

R−
k

=

�

[(Xk − X̂−
k

) (Xk − X̂−
k

)∗]

=

�

[(Fk−1 (Xk−1 − X̂k−1) +Gk−1 Wk−1) ( ′′ )∗]

= Fk−1 Rk−1 F
∗
k−1 +Gk−1Q

W
k−1G

∗
k−1

(car (Xk − X̂k) ⊥⊥Wk donc

�

[(Xk−1 − X̂k−1)W ∗
k−1] = 0)

�
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filtre de Kalman (suite)

preuve de la correction: (Xk, Y1, . . . , Yk) est gaussien⇒ loi(Xk|Y1:k) = N(X̂k, Rk)
avec:

X̂k =

�

[Xk | Y1:k] = X̂−
k

+

�

[Xk − X̂−
k
| Y1:k]

= X̂−
k

+

�

[Xk − X̂−
k
| Y1:k−1]

� �� �

=0

+

�

[Xk − X̂−
k
| νk]

donc Xk − X̂k = (Xk − X̂−
k

)− (X̂k − X̂−
k

)

� � � �

=

�

[Xk−X̂−

k
|νk ]

on calcule la moyenne et covariance de (Xk − X̂−
k

)|νk.

(Xk − X̂−
k
, νk) est gaussien, centré de covariance:

Qνk =
�

R
−

k
R

−

k
H∗

k

Hk R
−

k
Hk R

−

k
H∗

k+QV
k

�
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filtre de Kalman (suite)

QV
k

inversible⇒ Qν
k

inversible
d’après le lemme

X̂k = X̂−
k

+R−
k
H∗
k [Hk R

−
k
H∗
k +QVk ]−1 νk

Rk = R−
k
−R−

k
H∗
k [Hk R

−
k
H∗
k +QVk ]−1 Hk R

−
k

�
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filtre de Kalman étendu
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idée

modèle à espace d’état

Xk+1 = f(Xk) + g(Xk)Wk (éq. état)

Yk = h(Xk) + Vk (éq. obs.)

idée
on linéarise (autour de l’estimée courante) et rend tout gaussien

initialisation
on pose:

X̂0 =

�

[X0 ] R0 = cov(X0)

(on n’a pas nécessairement X0 gaussien)
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prédiction

on “linéarise” l’équation d’état autour de X̂k−1:

Xk = f(Xk−1) + g(Xk−1)Wk−1

' f(X̂k−1) +∇f(X̂k−1)� �� �

Fk−1

(Xk−1 − X̂k−1) + g(X̂k−1)� �� �

Gk−1

Wk−1

donc

X̂−
k

=

�

[Xk |Y1:k−1] ' f(X̂k−1)

et

R−
k

=

�

[(Xk − X̂−
k

) (Xk − X̂−
k

)∗] ' F ∗
k−1 Rk−1 Fk−1 +Gk−1Q

W
k−1G

∗
k−1
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correction

on “linéarise” l’équation d’observation autour de X̂−
k

:

Yk = h(Xk) + Vk ' h(X̂−
k

) +∇h(X̂−
k

)

� �� �

Hk

(Xk − X̂−
k

) + Vk

Kk = R−
k
H∗
k [Hk R

−
k
H∗
k +QVk ]−1

X̂k = X̂−
k

+Kk [Yk − h(X̂−
k

)]

Rk = [I −Kk Hk] R−
k
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fke

initialisation X̂0 = X̄0 =

�

[X0 ]

R0 = Q0 = cov(X0)

prédiction X̂−
k

= f(X̂k−1)

R−
k

= Fk−1 Rk−1 F
∗
k−1 +Gk−1Q

W
k−1G

∗
k−1

avec Fk−1 = ∇f(X̂k−1)

correction Kk = R−
k
H∗
k

[Hk R
−
k
H∗
k

+QV
k

]−1 (gain)
avec Hk = ∇h(X̂−

k
)

X̂k = X̂−
k

+Kk [Yk − h(X̂−
k

)]

Rk = [I −Kk Hk] R−
k

• c’est un algorithme, pas un théorème

• les “covariances” dépendent des observations

• sont-ce des covariances ?
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références (Kalman/Kalman étendu)
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Monte Carlo
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le principe

• estimer

I =

�

n

φ(x) q(x) dx

où q(x) est la densité d’une loi Q(dx) sur

�n et φ :

�n → �

• idée: I =

�

φ(X) où X ∼ Q(dx) = q(x) dx

• si ξ1 · · · ξN iid∼ Q alors I ' IN = 1
N

�N
i=1 φ(ξi)

◦ convergence (loi des grands nombres): IN → I p.s.

◦ vitesse de convergence (théorème central limite):
√
N
σ

(IN − I) =⇒ N(0, 1)

où σ2 = var(Q)

Nicholas Metropolis and Stanislaw Ulam (1949). The Monte Carlo method, Journal of the

American Statistical Association, 44 (247), 335-341.
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convergence

I ' IN =
1

N

N

i=1

φ(ξi) où ξ1 . . . ξN
iid∼ Q

• convergence (loi des grands nombres): IN → I p.s.

• vitesse de convergence (théorème central limite):
√
N
σ

(IN − I) =⇒ N(0, 1) où

σ2 = var(Q)

I ' IN ± σ 1.96√
N

avec probabilité ' 0.95

et σ2 ' 1
N

�N
i=1 φ

2(ξi)−

�

1
N

�N
i=1 φ(ξi)

� 2

• vitesse de convergence 1√
N

faible (un gain en précision de facteur 2 nécessite 4

fois plus de simulations)

• ne dépend pas de la dimension n du problème
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deux points importants

on ne peut rien faire à la vitesse 1√
N

mais:

• comment simuler efficacement la loi Q ?

• peut–on diminuer σ2 ? (réduction de variance)
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simuler

«générer une suite de nombres ξ1 · · · ξN qui
“ressemblent” (pseudo–aléatoire) à N réalisa-
tions indépendantes de la loi Q» ?

loi uniforme

ξ1:N
iid∼ U{1, . . . ,M}

ξ1:N
iid∼ U [0, 1]

→ présent sur toute machine
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simuler (suite)

méthode la fonction de répartition

F (x) =
x

−∞
Q(dy) =

�

(X ≤ x)

on génère ξi = F−1(ui) avec
u1:N iid∼ U [0, 1]

F−1(u) = inf{x ∈ �
; F (x) ≥ u}

x
0

1
F(x)

u

ξ
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simuler (suite)

application: la loi multinomiale

�

(X = xi) = ωi (avec ωi ≥ 0 et

�N
i=1 ω

i = 1) i.e.

loi(X) = Q(dx) =
N

i=1

ωi δxi(dx)

pour i = 1 : N faire
u ∼ U [0, 1]
j ← 1

tant que ω1 + · · ·+ ωj < u faire
j ← j + 1

fin tant que
ξi ← xj

fin pour
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filtrage particulaire
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idée

p(Xk|Y1:k−1) ' pN (Xk|Y1:k−1) =
N

i=1

ωi
k−

δξi

k−

(Xk)

p(Xk|Y1:k) ' pN (Xk|Y1:k) =
N

i=1

ωik δξi
k
(Xk)

• évaluer un nombre fini de paramètres

• certaines tâches sont simplifiées, e.g.

�

[φ(Xk)|Y1:k] '

�N
i=1 ω

i
k
φ(ξi

k
)
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prédiction

supposons que p(Xk−1|Y1:k−1) =

�N
i=1 ω

i
k−1 δξi

k−1

(Xk−1) que devient

p(Xk|Y1:k−1) ?

p(Xk|Y1:k−1) = p(Xk|Xk−1) p(Xk−1|Y1:k−1) dXk−1

=
N

i=1

ωik−1 p(Xk|Xk−1) δξi
k−1

(Xk−1) dXk−1

=
N

i=1

ωik−1 p(Xk|Xk−1= ξik−1)

on obtient donc un mélange des lois p(Xk|Xk−1= ξi
k−1) (qui n’est pas sous forme

particulaire), on peut échantillonner selon cette loi, ou bien poser:

p(Xk|Y1:k−1) =

N

i=1

ωik−1 δξi

k−

(Xk) où ξi
k−
∼ p(Xk|Xk−1= ξik−1)

PLAN [bayes [système [fnl [kalman [fke [mc [filtrage particulaire [gsm [obstacles 60/94



correction

supposons que p(Xk|Y1:k−1) =

�N
i=1 ω

i
k−

δξi

k−

(Xk) que devient p(Xk|Y1:k) ?

p(Xk|Y1:k) =
p(Yk|Xk) p(Xk|Y1:k−1)

�

p(Yk|Xk) p(Xk|Y1:k−1) dXk

=
N

i=1

ωi
k−

p(Yk|Xk)

�N
j=1

�

ωj
k−

p(Yk|Xk) δξj

k−

(Xk) dXk
δξi

k−

(Xk)

=
N

i=1

ωi
k−

p(Yk|Xk= ξi
k−

)

�N
j=1 ω

j

k−
p(Yk|Xk= ξj

k−
)
δξi

k−

(Xk) =
N

i=1

ωik δξi

k−

(Xk)

avec

ωik =
ωi
k−

p(Yk|Xk= ξi
k−

)

�N
j=1 ω

j

k−
p(Yk|Xk= ξj

k−
)

c’est bon: p(Xk|Y1:k) est particulaire
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un premier filtre particulaire

• prédiction

p(Xk|Y1:k−1) =
N

i=1

ωi
k−

δξi

k−

(Xk) où
ωi
k−

= ωi
k−1

ξi
k−
∼ p(Xk|Xk−1= ξi

k−1)

• correction

p(Xk|Y1:k) =
N

i=1

ωik δξi

k−

(Xk) où
��
���

���

ωi
k

=
ωi

k−
p(Yk|Xk=ξi

k−
)

�

N
j=1

ω
j

k−
p(Yk|Xk=ξ

j

k−
)

ξi
k

= ξi
k−
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dégénérescence des poids

• pb: en quelques itérations en k, tous les ωi
k

sont nuls sauf un

• la variance des poids doit rester petite, idéalement ωi
k

= 1
N

• critère

N eff
k =

1

�N
i=1(ωi

k
)2
∈ [1, N ]

' 1 mauvais
' N bon

i.e. il faut faire quelque chose dès que N eff
k

est trop petit

→ redistribution
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redistribution

on tire au hasard selon la loi multinomiale:

N

i=1

ωik δξi
k
(X)

i.e. on choisit au hasard des points de {ξ1
k
, . . . , ξN

k
} selon la loi {ω1

k
, . . . , ωN

k
}, on

obtient de nouveaux points de poids 1
N

ξ1:Nk ← resample(ξ1:Nk , ω1:N
k )
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filtre bootstrap

ξ1:N
iid∼ p(X0)

ω1:N ← 1/N

pour k = 1, 2, 3 . . . faire
ξ̃i ∼ p(Xk|Xk−1= ξi) pour i = 1 : N % mutation

ω̃i ← ωi p(Yk|Xk= ξ̃i) pour i = 1 : N % vraisemblance
ω̃i ← ω̃i/sum(ω̃1:N ) pour i = 1 : N % normalisation

N eff ← (

�N
i=1(ω̃

i)2)−1

si N eff/N ≤ 0.75 alors

ξ1:N ← resample(ω̃1:N , ξ̃1:N ) % sélection
ω1:N ← 1/N

sinon
ξ1:N ← ξ̃1:N

ω1:N ← ω̃1:N

fin si
sortie (ξ1:N , ω1:N )

fin pour
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filtre bootstrap (suite)

idem avec redistribution systématique

ξ1:N
iid∼ p(X0) % initialisation

pour k = 1, 2, 3 . . . faire
ξi ∼ p(Xk|Xk−1= ξi) pour i = 1 : N % mutation
ωi ← p(Yk|Xk= ξi) pour i = 1 : N % vraisemblance
ωi ← ωi/sum(ω1:N ) pour i = 1 : N % normalisation
ξ1:N ← resample(ω1:N , ξ1:N ) % sélection
sortie ξ1:N

fin pour
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redistribution

la procédure resample(ω̃1:N , ξ̃1:N ) est trop lente→ à repenser

ξ1:N ← resample(ω̃1:N , ξ̃1:N )
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redistribution (suite)

rééchantillonnage multinomial

u1, . . . , uN
iid∼ U [0, 1]

u i

1 j 7~ ~ ~
ω ω ω

ξi = ξ̃j

O(N log(N))
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redistribution (suite)

rééchantillonnage multinomial (bis)

u1, · · · , uN iid∼ U [0, 1]

ω̃s[1] > ω̃s[2] > · · · > ω̃s[N ]

u i

s[1] s[j]~ ~
ω ω

ξi = ξ̃s[j]

O(N log(N)) mais plus rapide (moins de tests)
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redistribution (suite)

rééchantillonnage multinomial (ter)

statistique d’ordre u1 < u2 < · · · < uN
iid∼ U [0, 1]

ω̃s[1] > ω̃s[2] > · · · > ω̃s[N ]

s[1] s[j]~ ~
ω ω

1 2 43 5 6 7u u uu u u u

ξi = ξ̃s[j]

O(N) mais il faut savoir simuler des statistiques d’ordre
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redistribution (suite)

le «peigne de Kitagawa»

u1 ∼ U [0, 1
N

] ui = u1 + i
N
, i = 2 : N

ω̃s[1] > ω̃s[2] > · · · > ω̃s[N ]

s[1] s[j]~ ~
ω ω

1 2 3 4 5 6 7u u u u u u u

ξi = ξ̃s[j]

O(N) mais ça ne marche pas toujours !
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redistribution (suite)

redistribution des résidus

1/N3 5 5~ ~ ~
ξ ξ ξ

1 2 3 4 5 6 7~ ~ ~ ~ ~ ~ ~~ ~ ~ ~ ~ ~ ~
ω ω ω ω ω ωω

ξ
~ 5ξ

~ 4ξ
~ 3ξ

~ 1

1 2 3 4 5 6 7~ ~ ~ ~ ~ ~ ~
ω ω ω ω ω ω ω

2 1 3 4 ~U[0,4/7]u u u u

n’a d’intérêt que si la plupart des particules sont sélectionnée dans la première phase
déterministe: c’est le cas quand N eff

k
est petit
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ce qu’il faut...

...savoir faire

• simuler selon p(X0)

• simuler selon p(Xk+1|Xk= ξ) quelque soit ξ

• calculer la vraisemblance p(Yk|Xk) pour tout Xk (à Yk fixé)

...utiliser

• une routine de rééchantillonnage
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extensions

• les contraintes: Xk ∈ Dk
• beaucoup de variantes: rao–blackwellisation

• modèles hybrides: espaces continus/discrets/finis

• on n’est pas obligé de simuler selon p(Xk+1|Xk): si on simule selon q(Xk+1), il
faudra alors modifier la fonction de vraisemblance par q(Yk|Xk) (→
échantillonnage d’importance). À quoi cela sert ?

◦ simuler selon p(Xk+1|Xk) est très coûteux

◦ on ne sait pas simuler selon p(Xk+1|Xk)
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les contraintes

supposons que l’on sache que Xk ∈ Dk (pour tout k)

ξ1:N
iid∼ p(X0) % initialisation

pour k = 1, 2, 3 . . . faire
ξi ∼ p(Xk|Xk−1= ξi) pour i = 1 : N % mutation
ωi ← 1Dk

(ξi) p(Yk|Xk= ξi) pour i = 1 : N % vraisemblance

ωi ← ωi/sum(ω1:N ) pour i = 1 : N % normalisation
ξ1:N ← resample(ω1:N , ξ1:N ) % sélection
sortie ξ1:N

fin pour
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attention !

un seul problème peut survenir: à un instant k, toutes les vraisemblances sont nulles, i.e.

p(Yk|Xk= ξi) = 0 ∀i

i.e. les particules ne correspondent plus à l’observation
i.e. le filtre est perdu
idée

• réinitialiser le filtre

• affiner l’étape de prédiction (par exemple simuler en tenant compte de Xk et Yk+1)
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attention ! (suite)

ξ1:N
iid∼ p(X0) % initialisation

pour k = 1, 2, 3 . . . faire
ξi ∼ p(Xk|Xk−1= ξi) pour i = 1 : N % mutation
ωi ← p(Yk|Xk= ξi) pour i = 1 : N % vraisemblance
si sum(ω1:N ) 6= 0 alors
ωi ← ωi/sum(ω1:N ) pour i = 1 : N % normalisation
ξ1:N ← resample(ω1:N , ξ1:N ) % sélection

sinon
ωi ← 1/N pour i = 1 : N % reset

fin si
sortie ξ1:N

fin pour
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géolocalisation
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introduction

• but: positionner un mobile (un piéton ou un automobiliste) dans un réseau
cellulaire urbain

• infrastructure: zone urbaine – plusieurs stations de base – centre de calcul
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trois approches

• Localisation orientée réseau (network-based): Une ou plusieurs stations de base
font les mesures nécessaires et les transmettent à un centre où la position du
mobile est calculée. Cette possibilité ne demande pas de changement de mobiles
mais implique un fort investissement de la part des opérateurs.

• Localisation orientée mobile (mobile-based): Les mesures et les calculs sont
effectués par la station mobile. Cette solution est moins coûteuse pour les
opérateurs mais demande une évolution technologique et logicielle des mobiles.

• Approche hybride: Dans ces solutions hybrides les mesures sont faites par le
mobile qui les transmet aux stations de base où seront fait les calculs.
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différents types de mesure

• angles: Le mobile émet un signal en direction de différentes stations. Les angles
d’arrivée (AOA/angle of arrival) de ce signal en plusieurs stations permet de
calculer la position du mobile par triangulation.

• distances: Le temps de propagation du signal (du mobile à la station ou de la
station au mobile) est souvent utilisé en géolocalisation.

◦ TOA (time of arrival): un signal émis par la station et renvoyé par le mobile à
cette même station permet de calculer le temps de propagation→ mesures
médiocres.

◦ TDOA (time difference of arrival): ici on mesure les temps d’arrivée du mobile
à trois stations différentes (ou vice-versa). Cela demande une
synchronisation des stations. La position est alors donnée à l’intersection de
deux hyperboles: points où la différence des distances (c’est-à-dire des
temps de propagation) de deux points est constante, ces deux points fixes
étant les foyers de l’hyperbole.

• puissance du signal reçu: Utiliser la puissance du signal reçu par le mobile
nécessite soit un bon modèle d’atténuation ou bien une carte empirique
échantillonnée en toutes les positions intéressantes de la zone considérée.
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LOS / no LOS (lign of sight)

mobile

ligne de vue

station

station

mobile
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TDOA

station 1station 2   

  station 3

mobile 

r
1r

2
      

r
3
   

 TDOA
12

 TDOA
13

Le TDOA est mesuré: i.e. k = r2 − r1 > 0 est connu, on sait donc que le mobile se
trouve sur la branche de l’hyperbole dont les foyers sont les stations.
Pour localiser le mobile à partir des mesures TDOA il est nécessaire que le mobile
communique avec 3 stations: les stations 1 et 2 donnent une première hyperbole, les
stations 1 et 3 en donnent une deuxième, le mobile est localisé à l’intersection.
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carte d’atténuation simplifiée

1

2

1

D

D

D

Preçu = Ptransmis − 10α log

�

dn

K

�

+N(0, σ2)

avec

d` = d`−1 + C` + β`D` , d0 = 0 D` = longueur du segment `
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système d’état: un piéton

Xk =
X1
k

X2
k

position du piéton à l’instant tk = ∆ k

à chaque instant il se déplace dans une direction choisit au hasard, indépendamment de
ce qu’il a fait dans le passé→ k 7→ Xk est un mouvement brownien (une approximation)
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système d’état: un piéton

X1
k+1 = X1

k + σ
√

∆W 1
k

X2
k+1 = X2

k + σ
√

∆W 2
k

où W 1
k et W 2

k sont i.i.d. N(0, 1)

p(Xk+1|Xk) = N(Xk , σ
2 ∆ I)

• modèle 6= réalité

• que se passe-t-il si le piéton prend une voiture ? (peut-on suivre une voiture ?)
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poursuite avec obstacles
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exemple dû à Simon Maskell

−1 −0.8 −0.6 −0.4 −0.2 0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

x 10
4

−1

−0.8

−0.6

−0.4

−0.2

0

0.2

0.4

0.6

0.8

1
x 10

4

stations

obstacles

position du mobile

trajectoire du mobile
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modèle

• équation d’état

Xk =
X1
k

X2
k

=
X1
k+1 = X1

k
+ σW W 1

k

X2
k+1 = X2

k + σW W 2
k

• initialisation

X0 ∼ N(x̄0, σ
2
0 I)

• équation d’observation: pour chacune des stations s = 1 · · ·S
◦ si la station s ne voit pas le mobile→ pas de mesure
◦ si la station s voit le mobile la mesure est :

Y sk = hs(Xk) + σv Vk avec hs(X) = atan2(X1 −X1,s,X2 −X1,s)

(X1,s,X1,s) sont les coordonnées de la station s
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filtre particulaire

initialisation

ξ1,i0 ← x̄1
0 + σ0N(0, 1)

ξ2,i0 ← x̄2
0 + σ0N(0, 1)

mutation

ξ1,i
k−

= ξ1,i
k−1 + σW W 1

k

ξ2,i
k−

= ξ2,i
k−1 + σW W 2

k
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filtre particulaire (suite)

vraisemblance

l’instant k est fixé, on calcule la vraisemblance ωi,s
k

de la particule i pour la station s
cas 1 : la station voit le mobile

s

station

particule

mobile
iobstacles �����

�����

s

station

particule

mobile
i

obstacles

�����

�����

la station voit la particule la station ne voit pas la particule

ωi,s
k

=

�
���

����

exp

�

− |Y s
k −hs(ξi

k−
)|2

2σ2
V

�

si s voit la particule ξi
k−

0 si s ne voit pas la particule ξi
k−

i = 1 · · ·N
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filtre particulaire (suite)

cas 2 : la station ne voit pas le mobile

s

station

particule

mobile
i

obstacles

�����

�����

s

station

particule

mobile
i

obstacles

�����

�����

la station voit la particule la station ne voit pas la particule

ωi,s
k

=

�
����

����

0 si s voit la particule ξi
k−

1 si s ne voit pas la particule ξi
k−

i = 1 · · ·N

la vraisemblance de la particule i à l’instant k : ωik =

S

s=1

ωi,s
k
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