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introduction

systéeme non observé: on se donne le modele (loi a priori)

observations: sont disponibles a des instants donnés

traiter les observations au fur et a mesure de leur disponibilité afin d’affiner notre
connaissance du systeme non observeé (loi a posteriori)

approche bayésienne: loi a priori + observations — loi a posteriori



estimation bayésienne

systeme a espace d'état

filtre non linéaire

filtre de Kalman

filtre de Kalman étendu

'monte carlg

filtre particulaire

géolocalisation
obstacles
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estimation bayésienne
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loi a priori

X une variable aléatoire (v.a.) a valeurs dans R™ de loi p(X), i.e.

Ep(X) = o (X)) p(X)dX V¢ (¢ fonction continue bornée)

P(X € A) = / p(X)dX VA (A C R™ évéenement)
A
Notations de type “ingénierie”:

e X désigne a la fois la variable aléatoire et ses réalisations

e p(X) désigne aussi bien la loi de X que sa densité
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loi gaussienne

XNN(:U’ar)

e sila matrice de covariance I' est inversible (i.e. det(I") # 0) alors

1

X) = e
P = e aenm

xp(— (X —pyr! (X—u))

e (x désigne I'opérateur de transposition) si la matrice de covariance I" est
dégénéree (i.e. det(I") = 0) alors

Ee' ™ X = exp (ir*p— %T*FT) Vr € R"
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masse de Dirac

X~ p(X) = 02 (X)

E)(X) = ¢(x0) Vo
P(X € A) =14(z9) VA

cela signifie que X = xzg p.S.
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loi multinomiale

X ~p(X) =3 wiss(X)avecw! >0et YN wi=1

N . .
=> W) Ve
=1
P(X € A) sz 14(¢%) VA

cela signifie que X = ¢* avec probabilité w* (i = 1--- N)
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marginale

soit (X,Y) un v.a. a valeurs dans R™ x R? et p(X,Y) sa loi, la loi de X est la loi
marginale

p(X) = /Rd p(X,Y)dY
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loi a posteriori

e (X,Y) avaleursdans R® x R
o X état d’'un systéme (non observé)
o Y observation
la loi p(X,Y) est donnée

e on veut estimer X a partir de Y, i.e. on cherche une fonction *(Y') telle que

ElX —¢*(Y)]* = gl(ilglElX —(Y)|?

(i.e. un estimateur de X qui minimise le risque quadratique), cet estimateur est
note

X =E(X|Y)

(espérance conditionnelle de X sachant Y)
e de méme: on veut estimer ¢(X) a partir de Y, on note cet estimateur

/\

P(X) = E(¢(X)[Y)

[PLANJ |

[ [fnl [kalman] [fke [mq [fp] jgsm [obstacles



loi a posteriori

la loi conditionnelle de X sachant Y est

o p(X, Y) . p(X, Y)
(LC) p(X|Y) = p(Y)  Jomp(X,Y)dX

alors
B@(X)IY) = | o(X)p(X|¥)dx

(etdonc E(X|Y) = Jgn X p(X]Y) dX)

p(X|Y) représente toute I'information sur X contenue dans Y

en pratique on calcule p(X|Y') a partir de p(X,Y)
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loi a posteriori

deux lectures:
e X — p(X|Y)aY fixé: c’est une densité

PIXTY)

/

e X — p(Y|X)aY fixé: c'est une vraisemblance

i.e. une fonction positive telle que si p(Y|X’) > p(Y'|X"') alors Y a été plus
vraisemblablement généré par X’ que par X"’

PIYIX)

—
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propriétés

(P1) p(X,Y) =p(X]Y) p(Y)

(P2) p(X, Y, Z) :p(X|Y, Z) p(Y|Z) p(Z)
(P3) p(X) = [p(X|Y) p(Y)dY

(P4) p(X|Z) = fp(X|Y, Z)p(Y|Z2)dY

[PLANJ |

[fnl [kalman] [fke [mq [fp] jgsm [obstacles



indépendance

X et Y sont dits indépendants (noté X L Y) lorsque
PIX e AY e B)=P(X € A) xP(Y € B)

propriétés
() X LY ssip(X,Y)=p(X)p(Y)
(i) X LY ssip(X|Y)=p(X)
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formule de Bayes

comme p(X,Y) = p(X|Y) p(Y) = p(Y|X) p(X), donc:

V) P p(YIX) p(X)
FB) XY = T ) = Tov ) p(X) X

donc, &Y fixé, la loi a posteriori p(X|Y") est égale (a une constante multiplicative pres)
au produit de la loi a priori p(X) et de la vraisemblance p(Y|X),

1

loi a posteriori = —
cte de normalisation

X vraisemblance x loi a priori

la constante de normalisation est simplement [ p(Y|X) p(X) dX
on note

p(X]Y) o< p(Y|X) p(X)
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loi a posteriori: cas gaussien

soit Z = () de loi gaussienne N(Z, Qz) sur R*+¢ avec:

= X Qxx Qxvy
74 _
) oG &)

alors p(X|Y) est gaussien de moyenne et covariance:

X =X+Qxy Qyy (Y =Y)

R=Qxx — Qxy Qyy Qky
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loi a posteriori: cas gaussien

preuve: supposons Q7 > 0, la densité conditionnelle de X|Y = y est

p(X,Y) (\/%)"“}\/det Gz P {_% (Z2-2)Qz (Z~ Z)}
p(X|Y) = oY)

1 1 \x )— 1 v
(\/ﬁ)d\/m eXp{—g(Y—Y) QY (Y Y)}

ona

I —QxyQy' 0 I 0) _(@x —Qxvy Ry ' Qvx O
0 I ~Qy Q%y T 0 Qy
donc1l xdet@z x 1 =det R x det Qy et aussi
—1 1\ -1 .
I 0 ot (1 —Qxy Qy (R 0
(erter, 1) (0 T) =(0 o)

e, Q7= I 0\ (7' 0 I —QxyQy'
T T\ Yy T 0 Qy') \o I
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loi a posteriori: cas gaussien

Donc

(Z-2)'Q; ' (Z-2)=(X-X)'R(X-X)+ (Y -V)" Q' (v -Y)

et

1

p(X|Y) = oV E O

{—% (X — X)*R™L(X — X)}

si Qz n’est pas inversible — fonctions caractéristiques ¢
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systeme a espace d’état
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processus

e un processus aléatoire { X },>¢ (a valeurs dans R™) est une suite de variables
aléatoires (a valeurs dans R™)

notation: Xg.r, = [Xo, ..., Xg]
e saloi est du processus { X} }r>o estla donnée de p(Xo.;) pour tout k

par définition de la loi conditionnelle (cf. proprieté (P2)), on a

P(Xo:x) = p(Xo) p(X1]|X0) p(X2|X0:1) - - - D(Xk| X0:k—1)
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chaine de Markov

{ X% }r>0 estune chaine de Markov a valeurs dans R™, i.e. un processus aléatoire t.q.
P(Xkr1lXok) = p(Xg11|Xk)  VEk

alors
k
p(Xox) =p(Xo) [ p(XelXe-1)

=1

donc

la loi d’'un processus de Markov est entierement déterminée par
(i) saloiinitiale p(Xo)

(i) son opérateur de transition p(X,|Xy_1)
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chaine de Markov: propriétés

e équation de Chapman—Kolmogorov

p(Xk) = /p(Xk|Xk—1) P(Xgk—1) dXp_1

— /ka;—1 P(Xk|Xg—1) P(Xk-1)

= /ka—1 p(Xk|Xk—1)"'/ka—£ P(Xk—r+1]|Xk—2) P(Xi—¢)
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systeme a espace d’état

état (non observe): { X }x>0 une chaine de Markov de loi initiale p(Xp) et
d’opérateur de transition p(Xg|Xr_1)

observations: {Y },>1 observations avec une hypothese de canal sans mémoire
c—a—d:

k
p(Yik| Xox) = | | p(YelX0)

ou p(Yy|X,) désigne la “fonction de vraisemblance locale”

partie cachée
| |
partie visible

les données de ce modele sont donc: p(Xo), p(Xw|Xr_1), p(Yr|Xk)
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systeme a espace d’état

P(Xo:k, Y1:1) = P(Y1::]|X0:k) P(X0:%)

on utilise les propriétés suivantes

donc

K
p(YiklXo:e) = [ [ p(Yel X0)
=1

K
P(Xo:x) = p(Xo) | [ p(Xe|Xo—1)
=1

k
p(Xo:k, Yi:k) = p(Xo) | [ p(Xe|Xe—1) p(Vel X0)
/=1

(c’est toute I'information a priori que I'on posséde sur ce modéle)
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systeme a espace d’état: exemple 1

Xpy1 = fru(Xg) + Wy
Yi = hi(X%) + Vi

ou Xo, Wi, Vi sont independants et

Wi ~p(Wi) =q (Wk) Vi ~p(Vi) = qp (Vi)
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systeme a espace d’état: exemple 1

calcul du noyau

donc

Elp(Xk)| Xk—1] = El¢(fre—1 (Xk—1) + Wi—1)|Xk—1]

= /¢(fk:-1(Xk—1) +w) g1 (w) dw

- / b(a') g 1 (&' — fro1 (Xie1)) da’

P( Xk Xp—1) = a1 (Xk — fr—1(Xk—1))
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systeme a espace d’état: exemple 1

calcul de la vraisemblance locale

donc

El¢(Yi )| Xk] = El¢(hr (Xk) + Vi) [ Xk]
= [ 6hu0) +v) Y (@) do

— / o) a¥ (v — hin(X2)) dy

(Y| Xk) = qf (Vi — hie (X))
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systeme a espace d’état: exemple 2

systeme

Xpp1 = Fp Xig + fro + G Wy Xo ~ N(Xo,Qo)
Y, = Hp Xi + hp + Vi

ou Xg, Wy, Vi sont indépendants et Wy, ~ N(0,Q;"), Vi, ~ N(0,QY ), alors

P(Xk|Xp—1) = N(Fy—1 Xp—1 + fo—1,Gr Q) Gy)
p(Yi| Xi) = N(Hy Xi + by, Q))

loi gaussienne

(Xo.k, Y1:%) €St gaussien car c’est une transformation linéaire de (Xo, Wo.x, V1.x) qui
est gaussien.
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filtrage non linéaire
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le filtre

on pose

P(Xk|Y1:1)
p(Xk:|Y1:k:—1)

le schéma classique est

prédiction
P(Xk—1|Y1:6—1) P(Xk|Y1:6-1)
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correction
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prédiction

une simple application de I'équation de Chapman—Kolmogorov

P(Xg|Y1:k-1) = /p(Xk:\Xk:—l,lek—l) P(Xg—1|Y1:6-1) dXk—1

= /p(Xk|Xk—1) P(Xk—1|Y1:6—1) dXr—1 ¢
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correction

avec la formule de Bayes on a les deux décompositions

(A) p(Xo:k, Y1:k) = p(Xo:k|Y1:k) (Y1)
(AA) p(Xo:k, Y1:k) = P(Y|X0:k, Y1:6—1) P(X0:ks Y1:k—1)

et (] avec Bayes)

(A) p(XO:k|Y1:k:) p(lek)
= p(Xo:k|Y1:6) P(Yi|Y1:—1) PD(Y1:k—1)
(AA) P(Yi| X0k, Y1:6—1) P(X0:k» Y1:k—1)

— p(Yk‘|Xk‘) p(XO:k|Y1:k:—1) p(Yl:k:—l)

on pose (A) = (AA), on simplifie par p(Y1.x—1), onintégreen [ --- [ dXp.x—1, 0N

obtient:;

P(Xk|Y1:k) P(Ye|Yi:ik—1) = p(Yi|Xk) P(Xi|Y1:6—1)
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donc

correction

P(Yi| Xk) p(Xk|Y1:k—1)
p(Yk‘Yl:k—l)
p(Yi|Xg) p(Xk|Y1:k—1)

p(Xk|Y1:k) =

(Y| X, Yie—1) p(X|Yi—1) dX&

(Y| Xy) p(Xk|Y1:6—1)

- S (V| X)) p(Xi|Y1:k—1) dXg ¢
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filtre non linéaire
o prédiction p(Xg_1|Y1:.6-1) — P(Xg|Y1:—1)

P(Xk|Y1k—1) = /p(Xk|Xk—1) P(Xg—1|Y1:6-1) d X1

e correction p(Xg|Y1.k—1) — p(Xk|Y1:k)

P(Yi| Xk) p( X |Y1:—1)

XY
P(Xl¥1:n) = Jp(Yi| X5) p(Xg|Y1:6—1) dXg

e utilisation: E[(b(Xk; |Y1 -k f¢ Xk; Xk;|Y1 k:)ka:

Yi
1
prédiction correction
P(Xk—1]Y1:—1) p(Xk|Y1:k-1) p(Xk|Y1:k)
P( Xk | Xk—1) p(Yk|Xk)
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filtre non linéaire

deux cas:

e 0N peut intégrer explicitement ces équations — (presque) uniquement dans le cas
linéaire/gaussien

e 0N ne sait pas intégrer explicitement ces eéquations — alors c’est dur...

o kalman étendu
— simple a mettre en ceuvre
— problémes de robustesse
o eléments finis, différences finis
— robuste
— trés contraignant et difficile a mettre en ceuvre
— uniquement pour les dimensions petites (n < 4)

o méthodes particulaires

— simple a mettre en ceuvre (+ simple que les kalmaneries)
— robuste
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filtrage de Kalman
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modele linéaire gaussien

modéle a espace d’état

Xit+1 = Fi X + fro + G Wy,
Y, = Hp Xy, + by, + Vi

Xo ~ N(Xo0,Qo), Wi, ~ N(0,Q}), Vi ~ N(0,Q)) indépendants — hyp: Q; >0
filtre

(Xo.k, Y1:1) €st gaussien donc:

Xi = B[Xk |Y1.1]

0i( X5 Vi) = N(Xy, R) ol { Ry = E[(X}, — Xk) (Xi — Xi)*]

: . _ | X7 =E[X Yy
0i( X[ Viop_1) = N(X;, Ry)  ou { ok = BRIk _
Ry = E[(X), — X;) (X — X;)7]

les covariances R, Ry sont déterministes
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idée

Siloi(Xx_1|Y7.,_1) est connue, on détermine loi( X |Y7.,) en deux étapes:

e prédiction — on calcule loi(X|Y7.x_1) a I'aide de I'équation d’état

e correction — on corrige la prédiction en tenant compte de la nouvelle observation
Y. et de I'équation d’observation

— (u'apporte le nouvelle observation Y}, par rapport aux observations passées
Y117
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innovation

Vi, = YL — E[Yk|Y1:k—1] =Y — ?k:_

nouvelle observation Yk

innovation \)k prédite

espace engendré bservations passées
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iInnovation

=0

I'innovation vy, vérifie
o v, ~ N(0,QY) avec Q¥ = Hy R,_ Hi +QY
o v L Yip 1
donc
e information Yy ---Y,_q1 Y, = information Y7 ---Y,_q1 vg
e 1 = information “fraiche” contenue dans Y,

preuve: v = Y — (I‘I;C )A(k_ + hk) = Hy (AX';C — Xk:_) + Vi ¢

A

o E[(Xy — X, )vi]=R, H}
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filtre de Kalman

initialisation | Xo = Xo = E[X(]
Ro = Qo = cov(Xp)
prédiction | X, = Fy_1 Xp—1+ fre—1
R, =Fy_ 1R 1 F [ +Gr,1Q) [ Gi_,|
correction | Ky, =R, Hf [H, R, Hf +Q/ |1 (gain)
X =X, +Ki Vi — (He X +hy)]
Ry =[— Ky Hg| R,

e on suppose QY >0
e les covariances ne dépendent pas des observations

e c’est un théoréme et un algorithme
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filtre de Kalman

preuve de la prédiction: (X, Y1,...,Yr_1) st gaussien
= 10i(Xg|Y1.5-1) = N(X, , R;,) avec:

X, =E[Xp|Yi-1] = Foo1 B[Xp_1[Yie—1] +fo—1 + Gr1 EWi_1|Y1:p—1]

V. Vo

=Xr_1 =0

comme X — Xk_ = Fr_1 (Xp_1— Xk:—l) + Gp_1 Wi_1 ona:

A A

Ry =E[(Xk — X)) (Xp — X;7)7]
= E[(Fr—1 (Xp—1 — Xp—1) + Go—1 Wi—1) (17 )¥]

= Fp1 R Ff_1 + Gr1 Q1 Gy

(car (Xg — Xg) L Wy donc E[(Xp_1 — Xp—1) W}_,]=0) ¢
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filtre de Kalman

preuve de la correction: (Xg, Y1,...,Y) estgaussien = l0i( Xy |Y71.x) = N(Xk, Ry)

avec:

Xy =E[X}, | Vi) = X, +E[Xg — X, | Yi.i]
= X,; + E[X) — )A(,: | Yi.p—1] +E[XE — Xk_ | vi]

-~

=0

donch—sz(Xk—Xk_)— (Xk:—Xk;_)

>4

N

=E[X} — X, |v]

on calcule la moyenne et covariance de (X5 — X, )|vk.

(Xr — X ,v) est gaussien, centré de covariance:

- - >k
QY = Ry R, Hyg
& Hy R,  HypR; Hi+QY
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filtre de Kalman

QY inversible = QY inversible
d’apres le lemme

Xy =X, +R, Hi [Hy R, Hf + Q17! v

Ry = R, — R, H; [Hy R, Hi + Q)™ Hy R,
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filtre de Kalman étendu
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idée

modéle a espace d’état

Xpt1 = f(Xg) + 9(Xi) Wy,
Yi = h(Xkg) + Vi

idée

on linéarise (autour de I'estimée courante) et rend tout gaussien
initialisation

on pose:
Xo = E[X0] Ro = cov(Xp)

(on n'a pas nécessairement Xy gaussien)
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prédiction

on “linéarise” I'équation d'état autour de Xj_1:

X =f(Xp—1)+9(Xg_1) Wg_1

~ f(Xp 1) + VI Xp1) (Xpo1 — Xp1) F9(Xp—1) Wiy
Fr_4 Gr—1

donc
X, =E[Xg|Vig-1] = f(Xr-1)
et

Ry =E[(Xg — X)) (X — X)) |~ Fj_y R 1 Fr1 + Gr1 Q) Gi_y
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correction

on “linéarise” I'égquation d’observation autour de )A(k_:

Vi = h(Xg) + Vi = h(X, )+ Vh(X; ) (X — X, ) + Vi
N——
Hy,

Ky = Ry, Hi [Hy Ry, Hi + Q{1
Xy =X, + Ky, [V — h(X,))]

Ry =[I — Ky Hi] R,
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initialisation

prédiction

correction

Xo
Ry
X
Ry

Ky,

X
Ry,

fke

= Xo = E[X)]
= Qo = cov(Xp)
= f(Xk—1)

=Fyp_1 Rp_1 Ff_ |+ G QY | G

avec Fy_1 = Vf(Xp_1)

= R, H{ [H, R, H; + QkV]—l

avec Hy = Vh(X,)
=X, + K [V — h(X,)]
= [I — Ky Hg| Ry,

e cC'est un algorithme, pas un théoreme

e les “covariances” dépendent des observations

e sont-ce des covariances ?
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Monte Carlo
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le principe

e estimer

= [ o()q(z)de
R™

ou g(x) est la densité d’'une loi Q(dx) sur R® et ¢ : R — R

o idée: Z =E¢p(X) ou X ~ Q(dx) = q(x) dx

o sigh-..eN X QalorsT~IN =L SN o)
o convergence (loi des grands nombres): ZV — T p.s.
o vitesse de convergence (théoreme central limite): \/TN(IN —7) = N(0,1)

ol 02 = var(Q)

Nicholas Metropolis and Stanislaw Ulam (1949). The Monte Carlo method, Journal of the
American Statistical Association, 44 (247), 335-341.
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convergence

N

IgIN:%qu(gi) ou ... eNEQ

=1

e convergence (loi des grands nombres): ZV — T p.s.

e vitesse de convergence (théoreme central limite): @(IN —7Z) = N(0,1) ou

o2 = var(Q)
IT~T1" +o N avec probabilité ~ 0.95

eto? = LY N ¢2(6h) — (£ TN, ¢(6h)”

e vitesse de convergence \/LN faible (un gain en précision de facteur 2 nécessite 4
fois plus de simulations)

e ne déepend pas de la dimension n du probleme
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deux points importants

1

VN
e comment simuler efficacement la loi @ ?

on ne peut rien faire a la vitesse mais:

e peut—on diminuer o2 ? (réduction de variance)
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simuler

«générer une suite de nombres &1... &N qui
“ressemblent” (pseudo—aléatoire) a N reéalisa-
tions indépendantes de la loi @Q» ?

N Ry, MY

N R U0, 1)

— présent sur toute machine

[PLANJ |
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simuler

méthode la fonction de répartition
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simuler

application: la loi multinomiale P(X = %) = w* (avecw® > 0et SN | w® = 1) i.e.

N
loi(X) = Q(dz) = Y w" 6, (d)
1=1

pour ¢ =1: N faire
u~ U[0,1]
Jg—1
tant que w! + - .- + wJ < v faire
J—J+1
fin tant que
gt — x
fin pour

[PLANJ |
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filtrage particulaire
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idée

N

P(X|Yig—1) 2 p™ (XViw1) = 3wy 0 (X)

1=1

N
P(Xk Y1) = p™ (Xi Y1) = > wj, O¢i (Xk)
i=1

e évaluer un nombre fini de parametres

e certaines taches sont simplifiées, e.g. E[¢( Xk )|Y1.:] >~ D

[PLANJ |
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prédiction

supposons que p(Xi_1|Y1.k—1) = Zf\le w,i_l 5%_1 (Xk_1) que devient

p(Xk‘|Y1:k—1) ?
(X Vi 1) = / (X0 X 1) P(X1|Viep_1) dXr_1

= > whoy [N By (Xemr) Xy

on obtient donc un mélange des lois p( X | Xr_1= 5,@_1) (qui n’est pas sous forme
particulaire), on peut échantillonner selon cette loi, ou bien poser:

N
P(XeYik—1) = > wi_4 55;_ (Xg) ou & ~p(Xp[Xp—1=E,_1)
i=1

[PLANJ |
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correction

supposons que p(Xy|Y1:x—1) = >y wi_ 652_ (X}) que devient p(X|Y1.x) ?
Y.l X XYy
(X |Vig) = p(Yi| Xk) p(Xg|Y1:6—1)
S (Y| Xe) p(Xg|Y1p—1) dXg
N i
w, _ p(Yi| Xk
_ _ : 1 — p(Yi|X) S (X)
=1 2 Jwi P(YVi|Xk) 0 (Xp)dXp
-
N ' - N
w _ p(Y|Xp=& _) -
R B T IIC AN S PRges
i=1 Zj:l Wy — p(Ylek: Sk_) k= i=1 k=
avec

wy _ p(Yi|Xp= &} _)
s who p(YilXe=€1_)

[J—
wk—

c’est bon: p( X |Y7.x) est particulaire

[PLANJ |
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un premier filtre particulaire

e prédiction

N ; .
. W = w
P(Xg|Y1:k—1) = E w;_ 0. (Xg) ou ik— k—1 7;
i=1 TS k— ~ p(Xg|Xg—1= gk—l)

e correction

W;_ p(Yk:|Xk::€;_)

T N J Y
' Zj:l w, _ pP(Yi[Xp=€ _)
& =¢

k k—

i
Wi

N
p(XpYig) = ) wj 6i  (Xy) ol
i=1
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dégénérescence des poids

pb: en quelques itérations en k, tous les ch sont nuls sauf un

la variance des poids doit rester petite, idéalement w,i = %
critere
1 ~ 1] mauvais
N'= ——— S €1, N] {
Zi:l(%) ~ N bon

l.e. il faut faire quelque chose des que N;;:ff est trop petit

redistribution

[PLANJ |
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redistribution

on tire au hasard selon la loi multinomiale:

N .
D Wi O (X)

1=1

l.e. on choisit au hasard des points de {5,1;, -

- - SR |
obtient de nouveaux points de poids <

&N — resample(&Y, wi

[PLANJ |
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filtre bootstrap

VN X p(Xo)
whN — 1/N
pour k =1,2,3... faire
éi ~p(Xp| Xp_1=€&)pouri=1: N
Of — Wip(Yi| Xp=E) pouri=1: N
Ot — @' /sum(@N) pouri =1: N
Nt — (55, (@)~
si N*"/N < 0.75 alors
LN — resample(@tV, 1N
whN — 1/N
sinon
gl:N <—€~1:N
WwliN SN
fin si
sortie (¢ w1V
fin pour

[PLANJ |
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filtre bootstrap

idem avec redistribution systématique

el % p(Xo)

pour k =1,2,3... faire
&~ p(Xp|Xp1=¢&) pouri =1: N
w' — p(Y|Xp=¢€¢)pouri=1:N
w' — w'/sum(wtN) pouri =1: N
8N resample(wl:V ) ¢l:V)
sortie ¢1:V

fin pour
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redistribution

la procédure resample (o, 51=N) est trop lente — a repenser

fl:N 1:N)

— resample(otV ¢

[PLANJ |
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redistribution

rééchantillonnage multinomial

O(N log(N))
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redistribution

rééchantillonnage multinomial (bis)

I

O(N log(IN)) mais plus rapide (moins de tests)

[PLANJ |
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redistribution

rééchantillonnage multinomial (ter)

statistique d’ordre  u! <u? <. < ulV ~ Ulo, 1]

o5l s o525 .. s s[V)

U1U2 U3 U4 U5 U6 U7
(JOS[] 003[]]
¢t = g5l

O(N) mais il faut savoir simuler des statistiques d’ordre

[PLANJ |
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redistribution

le «peigne de Kitagawa»

~ 91] ~ 9]
W w

[PLANJ |

O(NN) mais ¢a ne marche pas toujours !
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redistribution

redistribution des résidus

ol 02 03 s 05 08 07
T} ~5 I ~5
3 & ¢ N
ol o2 I 0° 0f o
u® ut u® u’ ~U[0,4/7]
' vy '
=1 =3 74 °5
3 & ¢ 3

n'a d’'intérét que si la plupart des particules sont sélectionnée dans la premiere phase
déterministe: c’est le cas quand N est petit

[PLANJ |
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ce qu’il faut...

simuler selon p(Xo)
simuler selon p(Xx11|Xr= &) quelque soit £

calculer la vraisemblance p(Yx| X ) pour tout X (a Y; fixé)

...savoir faire

..utiliser

une routine de rééchantillonnage

[PLANJ |
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extensions

les contraintes: X € Dy
beaucoup de variantes: rao—blackwellisation
modeles hybrides: espaces continus/discrets/finis

on n’est pas obligé de simuler selon p( X 1|X%): si on simule selon q(Xg+1), il
faudra alors modifier la fonction de vraisemblance par q(Yx | X%) (—
échantillonnage d’importance). A quoi cela sert ?

o simuler selon p(Xx1|X) est tres colteux

o on ne sait pas simuler selon p(X41|Xx)

[PLANJ |
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les contraintes

supposons que I'on sache que X € D (pour tout k)

1N S p(Xo)
pour k =1,2,3... faire
£~ p(Xp| Xp—1=€&)pouri=1: N
Wt —1p, (€1) p(Yi|Xp= €%) pouri = 1: N
w' — w'/sum(wtN) pouri =1: N
8N resample(wlV ¢1:N)
sortie £1:V
fin pour




attention !

un seul probléme peut survenir: a un instant k, toutes les vraisemblances sont nulles, i.e.
p(Yi|Xp=¢")=0 Vi

l.e. les particules ne correspondent plus a I'observation
l.e. le filtre est perdu
idée
e réinitialiser le filtre
e affiner I'étape de prédiction (par exemple simuler en tenant compte de X et Yy 1)
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attention !

glzN EP(XO)
pour k =1,2,3... faire
£~ p(Xg|Xp—1=¢&") pouri=1: N
w' — p(Y|Xp=¢€¢)pouri=1:N
si sum(w!* V) #£ 0 alors
W' — w'/sum(wtN ) pouri =1: N
glzN - resample(wl‘N,gl‘N)
sinon
w'« 1/Npouri=1:N
fin si
sortie 1V
fin pour

[PLANJ |
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géolocalisation
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introduction

but: positionner un mobile (un piéton ou un automobiliste) dans un réseau
cellulaire urbain
infrastructure: zone urbaine — plusieurs stations de base — centre de calcul

[PLANJ |
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trois approches

Localisation orientée réseau (network-based): Une ou plusieurs stations de base
font les mesures nécessaires et les transmettent a un centre ou la position du
mobile est calculée. Cette possibilité ne demande pas de changement de mobiles
mais implique un fort investissement de la part des opérateurs.

Localisation orientée mobile (mobile-based): Les mesures et les calculs sont
effectués par la station mobile. Cette solution est moins colteuse pour les
opérateurs mais demande une évolution technologique et logicielle des mobiles.

Approche hybride: Dans ces solutions hybrides les mesures sont faites par le
mobile qui les transmet aux stations de base ou seront fait les calculs.

[PLANJ |
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différents types de mesure

e angles: Le mobile émet un signal en direction de différentes stations. Les angles
d’arrivée (AOA/angle of arrival) de ce signal en plusieurs stations permet de
calculer la position du mobile par triangulation.

e distances: Le temps de propagation du signal (du mobile a la station ou de la
station au mobile) est souvent utilisé en géolocalisation.

o TOA (time of arrival): un signal émis par la station et renvoyé par le mobile a
cette méme station permet de calculer le temps de propagation — mesures
médiocres.

o TDOA (time difference of arrival): ici on mesure les temps d’arrivée du mobile
a trois stations différentes (ou vice-versa). Cela demande une
synchronisation des stations. La position est alors donnée a l'intersection de
deux hyperboles: points ou la différence des distances (c’est-a-dire des
temps de propagation) de deux points est constante, ces deux points fixes
étant les foyers de I'’hyperbole.

e puissance du signal recu: Utiliser la puissance du signal recu par le mobile
nécessite soit un bon modele d’atténuation ou bien une carte empirique
echantillonnée en toutes les positions intéressantes de la zone consideéree.
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LOS / no LOS (lign of sight)

mobile

station

station
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TDOA

A station 3

station 2 station 1

TDOA13

TDOA12

Le TDOA est mesuré: i.e. k = ro — r; > 0 est connu, on sait donc que le mobile se
trouve sur la branche de I'hyperbole dont les foyers sont les stations.

Pour localiser le mobile a partir des mesures TDOA il est nécessaire que le mobile
communigue avec 3 stations: les stations 1 et 2 donnent une premiere hyperbole, les
stations 1 et 3 en donnent une deuxieme, le mobile est localisé a I'intersection.

[PLANJ |
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carte d’atténuation simplifiée

HEE
ENE
HE N

Pregu = Fyransmis — 10 alog (?n) + N(0,07)

avec

dp =dp_1+Cp+ By Dy, dg =0 D, = longueur du segment ¢

PLAN] [bayes [systéme [fnl [kalman [fp [géolocalisation [obstacles 85/94



systeme d’état: un piéton

X1 » ., <
k position du piéton a l'instant t;, = Ak

X =
k X;%

a chaque instant il se déplace dans une direction choisit au hasard, indépendamment de
ce qu’il a fait dans le passé — k — X}, est un mouvement brownien (une approximation)
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systeme d’état: un piéton

X2, 1 =X +oVAW?

ou Wil et W2 sonti.i.d. N(0,1)

P(Xpy1|Xk) = N(Xp, 02 AT)

e modele # réalité
e (ue se passe-t-il si le piéton prend une voiture ? (peut-on suivre une voiture ?)
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exemple dii a Simon Maskell

x104
1_

0.8

0.6

0.4

0.2

obstacles

|

trajectoire du mobile

-1 -08 -06 -04 -02 0 0.2 0.4 0.6 0.8
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modele

e équation d'état

1 _ 1 1

X, - ( X1 )Z{ XL, =X} +ow W)
2 _ 2 2

X2, = X2 +ow Wi

e Initialisation
Xo ~ N(a_to,dg I)

e équation d’observation: pour chacune des stations s =1---.5
o si la station s ne voit pas le mobile — pas de mesure
o si la station s voit le mobile la mesure est:

Y =hs(Xg) +0u Vi  avec  hs(X) =atan2(X' — X5 X2 - X115

(X1, X1:%) sont les coordonnées de la station s
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filtre particulaire

initialisation

gé’i — (E(l) + oo N(O, 1)

gg’i — :733 + oo N(O, 1)

mutation

1,2 +1,2 1

2,0 £2,1 2
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filtre particulaire

vraisemblance

I'instant k est fixé, on calcule la vraisemblance w,ﬁ;s de la particule ¢ pour la station s
cas 1: la station voit le mobile

/parti cule o Particule

obstacles R ® ®

g a g
-~ mobile obstajes\ /// mobile

——
S //////:// S /////://
B B
station station
la station voit la particule la station ne voit pas la particule

( YE—hs(€8 )2 . : : -
exp <_| i 20(516 ) ) si s voit la particule &; _

0 si s ne voit pas la particule ¢ _
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filtre particulaire

cas 2: la station ne voit pas le mobile
¢ Particule ¢ Particule
O ° O °

, P -
7 - / -
, - - P . .
, - ) -
. mopiie - mopiie
/ / -
’ - , -
, - . -
- -
/ -
’ - , -
. - ) -
/ - / -
s - s -
/ - p -
- -
- ” -
/
. -
-
/ -

S obstacles s obstacles
H H
station station
la station voit la particule la station ne voit pas la particule

0 sis voit la particule ¢ _

1 si s ne voit pas la particule 511_

\

S
la vraisemblance de la particule ¢ a I'instant k: wy, = | | w;’”

s=1
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