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{eÐnai adÔnato na isqÔei stouc akèraiouc to xn + yn = zn gia n A 2.
'Eqw anakalÔyei mia pragmatik� jaum�sia apìdeixh, ìmwc to perij¸rio
thc selÐdac eÐnai polÔ stenì gia na thn anaptÔxw}

Pierre De Fermat - 1637
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thn ousÐa twn migadik¸n arijm¸n, touc k�noun diafaneÐc, ìpwc prèpei
na eÐnai, kai faner¸noun thn eswterik  krust�llinh dom  touc}

Ernst Eduard Kummer - 1844
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Περίληψη

Ένα πολύ όµορϕο παράδειγµα εϕαρµογής της σύγχρονης Αλγεβρικής Θεω-

ρίαςΑριθµών σε ένα κλασσικό µαθηµατικό πρόβληµα είναι η ειδική περίπτω-

ση του Kummer για το Τελευταίο Θεώρηµα Fermat. Σε αυτήν την εργασία
περιορίζουµε τοΤελευταίοΘεώρηµα τουFermat στο πρόβληµα εύρεσης ακέ-
ραιων λύσεων της εξίσωσης xp

+ yp = zp για p ειδικής κατηγορίας περιττό

πρώτο. ∆ίνεται µια πλήρης, σύγχρονη εκδοχή της απόδειξης του Kummer
για τους λεγόµενους «µη ιδιάζοντες πρώτους»(regular primes). Τέλος γίνε-
ται αναδροµή στην ιστορία του Θεωρήµατος, και παρουσιάζονται κάποιες

εικασίες που συνδέονται µε αυτό.
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Εισαγωγή 1

Εισαγωγή

Η ιστορία του Θεωρήµατος του Fermat έχει κάποια συναρπαστικά στοιχεία

που δύσκολα βρίσκονται σε µαθηµατικά προβλήµατα. Υπάρχει δαιµόνιο, πάθος,

ζήλια και χρήµα(το 1908 ανακοινώθηκε ότι ο Paul Wolfskehl, ένας µάλλον άση-

µος αλλά αρκετά πλούσιος µαθηµατικός, κληροδότησε το ποσό των 100.000 µάρ-

κων για να προσϕερθεί από το Πανεπιστήµιο του Göttingen σε όποιον αποδείξει
το θεώρηµα του Fermat), ακόµη και ϕυλετικές διακρίσεις (το 19o αιώνα, η Sophie
Germain αναγκάστηκε να υποκριθεί ανδρική ταυτότητα για να δουλέψει πάνω

στο πρόβληµα και να αλληλογραϕεί µε άλλους µαθηµατικούς).

Η διατύπωση είναι απατηλά απλή: «δεν υπάρχουν ακέραιοι x, y, z που ικανο-
ποιούν xn

+ yn = zn για n A 2»(σε αντίθεση µε την περίπτωση n = 2 που οι λύσεις
είναι οι γνωστέςΠυϑαγόρειες τριάδες). Εµϕανίστηκε για πρώτη ϕορά στις σηµειώ-

σεις του Pierre Fermat που εκδόθηκαν το 1670 και λύθηκε τελικά από τον Andrew
Wiles το 1995�. Ο Fermat ισχυρίστηκε πως έχει µια «πραγµατικά θαυµάσια απόδει-
ξη αυτής της πρότασης, που όµως δε χωράει στο περιθώριο της σελίδας». Αν αυτό

ισχύει, τότε αποκλείεται να ήταν παρόµοια µε αυτήν τουWiles, που χρειάστηκε να
ενοποιήσει κάθε λογής σύγχρονα µαθηµατικά για να πετύχει το στόχο της. Αυτός

είναι και ο λόγος που πολλοί(κυρίως ερασιτέχνες) προσπαθούν ακόµη να βρουν

µια πιο απλή απόδειξη, µε τα µαθηµατικά της εποχής του Fermat. Ένα επιχείρηµα

υπέρ της ύπαρξης µιας τέτοιας απόδειξης είναι πως όλα τα άλλα θεωρήµατα του

Fermat αποδείχθηκαν αληθή ή µη λίγο µετά την δηµοσιοποίησή τους(εξ΄ ου και

και η ονοµασία «Τελευταίο» Θεώρηµα του Fermat).

Όσοι εργάζονται στο Μαθηµατικό Τµήµα του Πανεπιστηµίου του Göttingen
σίγουρα χάρηκαν και ανακουϕίστηκαν όταν έδωσαν τελικά το βραβείοWolfskehl
στονWiles και ξεµπέρδεψαν µε αυτήν την ιστορία. Για να πάρετε µια ιδέα του τι

συνέβαινε, ο καθηγητής Edmund Landau που ήταν υπεύθυνος για τις συµµετοχές
στο διαγωνισµό στις αρχές του προηγούµενου αιώνα, τύπωνε και ταχυδροµούσε

πολλές κάρτες που έγραϕαν:

Αγαπητέ ... ,

Σας ευχαριστούµε για την εργασία σας για την απόδειξη του Τελευταίου

Θεωρήµατος του Fermat.
Το πρώτο λάϑος βρίσϰεται: Σελίδα ... Γραµµή ... Αυτό ϰαϑιστά την

απόδειξη άϰυρη.

Καϑηγητής Edmund Landau

και κατόπιν έδινε τις εργασίες στους µαθητές του ως ασκήσεις.

�
Για την απόδειξη τουWiles παραπέµπουµε τον αναγνώστη στο [15].
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Η αξία του προβλήµατος έγκειται πιο πολύ στις ανακαλύψεις που έγιναν και

τα καινούρια µαθηµατικά που δηµιουργήθηκαν από τις προσπάθειες να επιλυθεί,

παρά στο ίδιο το πρόβληµα. Αυτό ήταν γνωστό αρκετά παλιά. Σε µια διάλεξή† του

στο ∆ιεθνές Συνέδριο Μαθηµατικών στο Παρίσι το 1900, ο David Hilbert λέει:

Η απόπειρα λύσης ... είναι ένα εντυπωσιαϰό παράδειγµα της ώϑησης

που µπορεί να δώσει ένα τόσο ειδιϰό ϰαι ασήµαντο πρόβληµα στην επι-

στήµη. Ο Kummer, υποϰινούµενος από το πρόβληµα του Fermat, οδη-
γήϑηϰε στην εισαγωγή της ϑεωρίας των ιδεωδών αριϑµών ϰαι την ανα-

ϰάλυψη του Νόµου της Μοναδιϰής Ανάλυσης των αριϑµών ενός ϰυ-

ϰλιϰού σώµατος σε ιδεώδεις πρώτους παράγοντες - ένας νόµος ο οποίος

µέχρι ϰαι σήµερα, µε τη γενίϰευσή του σε οποιοδήποτε αλγεβριϰό σώµα

από τον Dedekind ϰαι τον Kronecker, βρίσϰεται στον πυρήνα της σύγ-

χρονης Θεωρίας Αριϑµών ϰαι η σηµαντιϰότητά του ξεπερνά τα όρια

της Θεωρίας Αριϑµών ϰαι επεϰτείνεται στην Άλγεβρα ϰαι τη Θεωρία

Συναρτήσεων.

Αυτήν την κληρονοµιά που µας άϕησε ο Kummer θα χρησιµοποιήσουµε και

στην παρούσα εργασία για να αναπαράγουµε την (υπό συνθήκες) απόδειξη που

έδωσε για το Τελευταίο Θεώρηµα του Fermat:

Στην ενότητα (I.) παρουσιάζονται συνοπτικά βασικές έννοιες από την Αλγε-

βρική Θεωρία Αριθµών, ενώ στην ενότητα (II.) δίνεται το απαραίτητο υπόβαθρο

και µερικά αποτελέσµατα που χρειάζονται για την απόδειξη. Ακολουθεί η απόδει-

ξη του Kummer στην (III.), χωρισµένη σε τρεις περιπτώσεις.
Στο Παράρτηµα Αʹ. γίνεται µια ιστορική αναδροµή του Θεωρήµατος του Fer-

mat, έως την πρόσϕατη τελική λύση του. Τελειώνουµε δίνοντας τροϕή στον ανή-
συχο αναγνώστη µε την παρουσίαση τριών νέων προκλήσεων, οι οποίες συνδέον-

ται µε το Τελευταίο Θεώρηµα του Fermat, στο Παράρτηµα Βʹ.

Θέλω να ευχαριστήσω τους διδάσκοντες του µαθήµατος Θέµατα Άλγεβρας &
Γεωµετρίας Ι και ΙΙ κύριους Ευάγγελο Ράπτη και ∆ηµήτριο Βάρσο, για την ευκαιρία

που µου έδωσαν µέσα από αυτήν την εργασία να περιπλανηθώ στα συναρπαστι-

κά µονοπάτια των µαθηµατικών του Τελευταίου Θεωρήµατος του Fermat και να
νιώσω λίγο από το δέος που αυτό αναµϕίβολα δηµιουργεί σε κάθε µαθηµατικό.

†
Πρόκειται για τη διάσηµη οµιλία «Μαθηµατικά Προβλήµατα»[23] του David Hilbert.
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I. Στοιχεία Αλγεβρικής Θεωρίας Αριθµών

Θαδώσουµε τώρα τοαπαραίτητο υπόβαθρο και κάποια αποτελέσµατααπό την

Αλγεβρική Θεωρία Αριθµών. Για αποδείξεις όσων παρουσιάζονται σε αυτήν την

ενότητα παραπέµπουµε στο [1]. Θεωρούµε ότι ο αναγνώστης είναι εξοικειωµένος

µε τις βασικές έννοιες της σύγχρονης Άλγεβρας�.

i. Στοιχειώδεις έννοιες

Ορισµός 1.1. Αλγεβριϰός αριϑµός λέγεται ο β > C ανν υπάρχει µη µηδενιϰό πολυώ-

νυµο r(x) > Q[x] µε ρίζα τον β.

Λήµµα 1.1. Οι αλγεβριϰοί αριϑµοί είναι υπόσωµα του C.

Ορισµός 1.2. Αλγεβριϰός αϰέραιος ονοµάζεται ο α > C ανν υπάρχει µη µηδενιϰό

ϰαι µονιϰό πολυώνυµο s(x) > Z[x] µε ρίζα τον α.

Λήµµα 1.2. Οι αλγεβριϰοί αϰέραιοι ενός σώµατος είναι υποδαϰτύλιος των αλγεβρι-

ϰών αριϑµών.

Ορισµός 1.3. Αριϑµητιϰό σώµα ονοµάζεται ένα πεπερασµένης διάστασης επί τουQ
υπόσωµα του C.

Ορισµός 1.4. Τετραγωνιϰό σώµα είναι ένα αριϑµητιϰό σώµα διάστασης 2 επί του

Q.

Λήµµα 1.3. Κάϑε αριϑµητιϰό σώµα είναι υπόσωµα των αλγεβριϰών αριϑµών.

Λήµµα 1.4. Τααριϑµητιϰά σώµατα είναι της µορϕήςQ(θ), όπου θ αλγεβριϰός αριϑ-
µός.

Λήµµα 1.5. Αν kαϰέραιος ελεύϑερος τετραγώνου, οι αλγεβριϰοί αϰέραιοι τουQ(ºk)
είναι

Dk = � Z �ºk� , k y 1 (mod 4)
Z � 12 + 1

2

º
k� , k � 1 (mod 4)

Λήµµα 1.6. Αν K είναι ένα αριϑµητιϰό σώµα διάστασης n, τότε

(αʹ) υπάρχουν αϰριβώς n διαϰεϰριµένοι µονοµορϕισµοί σi � K � C, i = 1, . . . ,n.

(βʹ) ϰάϑε στοιχείο α > K απειϰονίζεται µέσω αυτών σε ϰάποια ρίζα του ελάχιστου

πολυωνύµου(βαϑµού m) του fa(x) > Q[x]. Συγϰεϰριµένα, αϰριβώς n
m

από

τους σi απειϰονίζουν το α στην ίδια ρίζα του fa(x).
�
Παραπέµπουµε στο [20], αρκούν τα κεϕάλαια 1 έως 3 που συνήθως διδάσκονται στο προπτυ-

χιακό µάθηµα Βασιϰή Άλγεβρα του Τµήµατος Μαθηµατικών του Ε.Κ.Π.Α
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Ορισµός 1.5. Ως νόρµα ενός στοιχείου α > K, όπου K αριϑµητιϰό σώµα, ορίζουµε

το γινόµενο:

N(α) =
n

M
i=1

σi(α)

Λήµµα 1.7. Αν α,δ > K είναι αλγεβριϰοί αϰέραιοι, τότε

(αʹ) οι νόρµες N(α),N(δ) > Z.

(βʹ) ισχύει N(αδ) = N(α) ċN(δ).
(γʹ) Αν το α είναι αντιστρέψιµο, τότε N(α) = �1.
Λήµµα 1.8. Αν ο θ > K9Z, έπεται ότιN(θ) = θn, όπου n η διάσταση τουK υπεράνω

του Q.

Ορισµός 1.6. Έστω D ο δαϰτύλιος των αλγεβριϰών αϰεραίων ενός αριϑµητιϰού

σώµατος K. Αν dRD ένα ιδεώδες του D,τότε ο δαϰτύλιος πηλίϰο D~d είναι πεπε-

ρασµένος. Ορίζουµε ως νόρµα του d τη διάσταση αυτού: N(d) = SD~dS.
Λήµµα 1.9. Αν d,bRD τότε

(αʹ) Αν το d = `de είναι ϰύριο, τότε N(d) = SN(d)S.
(βʹ) N(db) = N(d) ċN(b).
Ορισµός 1.7. Ένα υποσύνολο a bD ϰαλείται ϰλασµατιϰό ιδεώδες όταν υπάρχει µη

µηδενιϰό c > K ώστε ca b D. Άρα τα ϰλασµατιϰά ιδεώδη του D είναι τα σύνολα

της µορϕής c−1d, µε dRD.

Ορισµός 1.8. Ένα ϰλασµατιϰό ιδεώδες a του D ϰαλείται ϰύριο ανν a = c−1d, ϰαι το
d είναι ϰύριο ιδεώδες του D.

Λήµµα 1.10. Τα ϰλασµατιϰά ιδεώδη τουD µε πράξη τον πολλαπλασιασµό έχουν τη

δοµή αβελιανής οµάδας, την οποία συµβολίζουµε µε F.

Ορισµός 1.9. Για ϰάϑε ιδεώδες aRD ορίζουµε το σύνολο a−1 �= �c > K S ca b D�,
το οποίο είναι ϰλασµατιϰό ιδεώδες ϰαι ϰαλείται αντίστροϕος του ιδεώδους a.

Λήµµα 1.11. Το σύνολο των ϰύριων ϰλασµατιϰών ιδεωδών P είναι υποοµάδα της

αβελιανής οµάδας F.

Λήµµα 1.12. Κάϑε µη µηδενιϰό ιδεώδες d του D έχει αντίστροϕο ιδεώδες, δηλαδή

υπάρχει ϰλασµατιϰό ιδεώδες d−1 τέτοιο ώστε dd−1 =D = `1e.
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ii. Παραγοντοποίηση σε δακτύλιο αλγεβρικών ακεραίων

Ακολουθούν τα βασικά θεωρήµατα σχετικά µε το δακτύλιο των αλγεβρικών

ακεραίων ενός αριθµητικού σώµατος και την παραγοντοποίηση τωνστοιχείων του.

Η παραγοντοποίηση είναι ένα µεγάλο κεϕάλαιο της Άλγεβρας, το οποίο έχει στε-

νή σχέση µε το Τελευταίο Θεώρηµα του Fermat, καθώς αναπτύχθηκε µε τις προ-
σπάθειες µαθηµατικών να αποδείξουν το Θεώρηµα. Εδώ θα περιοριστούµε στα

απολύτως απαραίτητα· για περαιτέρω µελέτη παραπέµπουµε στο [21].

Στα παρακάτω µεD συµβολίζουµε το δακτύλιο των αλγεβρικών ακεραίων ενός

αριθµητικού σώµατος K.

Ορισµός 1.10. Έστωαϰέραια περιοχήR. Τα στοιχεία a,b > R ονοµάζονται συντροϕιϰά,

αν υπάρχει αντιστρέψιµο στοιχείο u > R ώστε a = ub. Παρατηρείστε ότι τότε

b = u−1a.

Ορισµός 1.11. Ένα ιδεώδες a ενός δαϰτυλίου R ονοµάζεται πρώτο αν για οποιαδή-

ποτε ιδεώδη b, c του R ισχύει η συνεπαγωγή:

bc b a� b b a ή c b a

Λήµµα 1.13. Αν ο αριϑµός N(d) είναι πρώτος, τότε το dRD είναι πρώτο ιδεώδες.

Λήµµα 1.14. Για τα ιδεώδη του D ισχύει a~b ανν b b a.

Ορισµός 1.12. Η οµάδα πηλίϰο της οµάδας των ϰλασµατιϰών ιδεωδών F προς την

οµάδα τωνϰύριων ϰλασµατιϰών ιδεωδώνP λέγεται οµάδα ϰλάσεων τουDϰαι συµ-

βολίζεται H �=F ~P. Η τάξη της h ϰαλείται ϰλάση του αριϑµητιϰού σώµατος K.

Λήµµα 1.15. Έστω h η ϰλάση του K ϰαι a ένα ιδεώδες του D. Τότε

(αʹ) Αν p αϰέραιος σχετιϰά πρώτος µε το h ϰαι το ap είναι ϰύριο, τότε το a είναι

ϰύριο ιδεώδες.

(βʹ) Το ιδεώδες ah είναι ϰύριο.

Ορισµός 1.13. Μια αϰέραια περιοχή ονοµάζεται Περιοχή Κυρίων Ιδεωδών (Π.Κ.Ι.)

ανν ϰάϑε ιδεώδες της είναι ϰύριο ιδεώδες.

Λήµµα 1.16. (Θεώρηµα Μοναδιϰής Παραγοντοποίησης) Η ανάλυση των στοιχείων

του D σε πρώτους παράγοντες είναι µοναδιϰή ανν το D είναι Π.Κ.Ι.

Λήµµα 1.17. Ο δαϰτύλιος D είναι Π.Κ.Ι. ανν η ϰλάση του είναι h = 1.

Λήµµα 1.18. (Μοναδιϰότητα Παραγοντοποίησης Ιδεωδών) Κάϑε ιδεώδες του D

αναλύεται ϰατά µοναδιϰό τρόπο σε γινόµενο πρώτων ιδεωδών.
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iii. Κυκλοτοµικά σώµατα

Ερχόµαστε τώρα στην κατηγορία των αριθµητικών σωµάτων στην οποία θα

παραγοντοποιήσουµε την εξίσωση του Fermat.

Ορισµός 1.14. Οι n µιγαδιϰές ρίζες της εξίσωσης zn = 1, που δίνονται από τον τύπο

ζk = e2kπi~n = cos�2kπn � + i sin�
2kπ
n
� , k = 0, 1, . . . ,n − 1

ονοµάζονται n−οστές ρίζες της µονάδας.

Είναι εύκολο να δούµε ότι για κάθε ακέραιο d ισχύει ζdk = ζ
d (mod n)
k .

Ορισµός 1.15. Κάϑε αριϑµητιϰό σώµα Q(ζm), όπου ζm = e2πi~m για ϰάποιο m > Z
ονοµάζεται ϰυϰλοτοµιϰό σώµα.

Λήµµα 1.19. Μια βάση του Q(ζm), ζm = e2πi~m είναι το σύνολο �1, ζ, . . . , ζm−1�.
Σταπαρακάτωσυµβολίζουµε ζ = e2πi~pόπου pπεριττός πρώτος, οπότε τοQ[ζ]

είναι ένα κυκλοτοµικό σώµα διάστασης p− 1.

Λήµµα 1.20. Το ελάχιστο πολυώνυµο g(t) > Q[t] του ζ υπεράνω του Q είναι το

g(t) = tp−1 + tp−2 +� + t2 + t + 1
Λήµµα 1.21. Ο δαϰτύλιος των αλγεβριϰών αϰεραίων του Q(ζ) είναι ο Z[ζ].
Λήµµα 1.22. Αν σi � Q[ζ] � C, i = 1, . . . , p− 1 (οι µόνοι) διαϰεϰριµένοι µονοµορ-
ϕισµοί, τότε σi(ζ) = ζi για ϰάϑε i.

Λήµµα 1.23. Ισχύουν τα εξής: N(ζs) = 1, για ϰάϑε s > Z ϰαι N(1 − ζ) = p.
Λήµµα 1.24. Για το ιδεώδες `1 − ζe ισχύει `1 − ζep−1 = `pe ϰαι N(`1 − ζe) = p.
Έπεται ότι το ℓ �= `1 − ζe είναι πρώτο ιδεώδες. Το ιδεώδες αυτό βρίσκεται σε κοµ-
βικό σηµείο στην απόδειξη του Θεωρήµατος του Fermat.

Ορισµός 1.16. Κυϰλοτοµιϰές µονάδες του Q(ζ) ονοµάζονται τα στοιχεία της µορ-

ϕής
1 − ζr

1 − ζs
µε r, s σχετιϰά πρώτα µε τον p. Το σύνολο των ϰυϰλοτοµιϰών µονάδων

είναι υποοµάδα της οµάδας των αντιστρέψιµων στοιχείων του Z[ζ].
Πράγµατι, επειδή οι r, s είναι σχετικά πρώτοι µε τον p, υπάρχει t > Z ώστε

ts = r (mod p) άρα:
1 − ζr

1 − ζs
=
1 − ζts

1 − ζs
=
(1 − ζs)(1 + ζs + ζ2s +� + ζs(t−1))

1 − ζs
= 1+ ζs+ ζ2s+�+ ζs(t−1) > Z[ζ]
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II. Προαπαιτούµενα

Το πρώτο βήµα για να προσεγγίσουµε την εξίσωση του Fermat είναι να την πα-
ραγοντοποιήσουµε, µε σκοπό να απλοποιηθεί κατά το δυνατό. Το πρώτο πράγµα

που θα σκεϕτόταν κανείς είναι η ταυτότητα:

zp = xp
+ yp = (x + y)(xn−1

− xn−2y+ xn−3y2 +� + yn−1)
Παρατηρήστε ότι ο βαθµός του δεύτερου παράγοντα στην παραπάνω σχέση πα-

ραµένει µεγάλος, οπότε η παραγοντοποίηση αυτή είναι αρκετά δύσχρηστη.

Αν θεωρήσουµε όµως το πολυώνυµο

xp
− yp = 0

στο κυκλοτοµικό σώµα Q[ζ], µε ζ = e2πi~p και p περιττό πρώτο, τότε αυτό έχει

ακριβώς pλύσεις σαν πολυώνυµο του x, και είναι οι x = ζkyγια k = 0, 1, . . . , p− 1.
Άρα η παραγοντοποίησή του είναι

xp
− yp = (x − y)(x − ζy)(x − ζ2y)� (x − ζp−1y)

και λαµβάνοντας υπόψιν ότι ο p είναι περιττός, αν αντικαταστήσουµε το y µε −y
βρίσκουµε

xp
+ yp = (x + y)(x + ζy)(x + ζ2y)� (x + ζp−1y)

Ο γάλλος µαθηµατικός Lamé χρησιµοποίησε αυτές ακριβώς τις p−οστές ρίζες
της µονάδας, για να παραγοντοποιήσει την εξίσωση του Fermat σε γραµµιϰούς
παράγοντες, ως εξής:

zp = xp
+ yp = (x + y)(x + ζy)(x + ζ2y)� (x + ζp−1y) =

p−1

M
j=0
(x + ζ jy)

Μάλιστα βιάστηκε να συµπεράνει πως, αν οι παράγοντες στα δεξιά είναι µεταξύ

τους σχετικά πρώτοι, καθένας από αυτούς είναι µια pοστή δύναµη κάποιου άλλου

στοιχείου, για να µπορεί να ισχύει η σχέση. Ένας τέτοιος συλλογισµός θεωρεί δε-

δοµένο το εξής:

αν ένα γινόµενο σχετικά πρώτων αριθµών είναι µια pοστή δύναµη κά-
ποιου άλλου αριθµού, τότε καθένας παράγοντας είναι επίσης µια pοστή
δύναµη.

Όµως αν και το Θεµελιώδες Θεώρηµα της Αριθµητικής� καθιστά το παραπάνω

προϕανές στους συνήθεις ακέραιους, κάτι τέτοιο δεν ισχύει στους ακέραιους του

Q[ζ], όπως ϕαίνεται από θεωρήµατα σχετικά µε την παραγοντοποίηση.
�
Κάθε ακέραιος αναλύεται κατά µοναδικό τρόπο σε γινόµενο πρώτων αριθµών(εξαιρώντας

οποιαδήποτε αναδιάταξη των όρων).
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i. Πυθαγόρειες τριάδες

Οι λύσεις ακέραιες της της εξίσωσης του Fermat για n = 2 είναι άπειρες και δεν
είναι άλλες από τις γνωστές† Πυϑαγόρειες τριάδες. Ας δούµε ποιες είναι αυτές:

Θεώρηµα 2.1. (Πυϑαγόρειες τριάδες) Οι λύσεις της εξίσωσης x2+y2 = z2, µε x, y, z
σχετιϰά πρώτους ανά δυο, δίνονται παραµετριϰά από τους τύπους:

x = r2 − s2 , �y = 2rs , �z = r2 + s2

(ή εναλλάσοντας τα x, y), όπου r, s σχετιϰά πρώτοι ϰαι αϰριβώς ένας εϰ των δυο

είναι περιττός.

Απόδειξη. Έστω ακέραιοι x, y,z σχετικά πρώτους ανά δυο µε x2 + y2 = z2. Πα-
ρατηρούµε πως κάποιος από αυτούς πρέπει να είναι άρτιος, διότι διαϕορετικά θα

ήταν άθροισµα περιττών ίσο µε περιττό, το οποίο δε µπορεί να συµβεί. Επίσης, για

να είναι σχετικά πρώτοι ανά δυο, πρέπει ακριβώς ένας από αυτούς να είναι άρτιος,

αϕού δυο άρτιοι δεν είναι σχετικά πρώτοι µεταξύ τους. Ο άρτιος αυτός δε µπορεί

να είναι ο z, διότι αν z = 2κ, y = 2λ+ 1, x = 2µ + 1 θα είναι

(2λ+ 1)2 + (2µ + 1)2 = (2κ)2� 4λ2 + 4µ2 + 4λ+ 4µ + 1 = 4κ2� 2 � 0 (mod 4)
το οποίο είναι άτοπο.

Χωρίς βλάβη, θεωρούµε ότι ο y είναι άρτιος. Τότε

x2 + y2 = z2� y2 = z2 − x2� y2 = (z + x)(z − x)
Οι δυο παράγοντες στα δεξιά είναι άρτιοι, ως άθροισµα και διαϕορά περιττών και

οµόσηµοι, αϕού είναι ίσοι µε θετικό ακέραιο. Άρα y = �2a, z+x = �2b, z−x = �2c,
µε a,b, c > N και

(2a)2 = 2b2c� a2 = bc
Οι b, c είναι σχετικά πρώτοι, αϕού αν είχαν κάποιον κοινό παράγοντα αυτός θα

διαιρούσε τους z − x και z + x, και τελικά (προσθέτοντας και αϕαιρώντας) τους

x, y. Οπότε για να είναι a2 = bc, θα πρέπει καθένας από αυτούς να είναι τετράγωνο
ϕυσικού:

§s, r > N ώστε b = s2 , c = r2

µε s, r σχετικά πρώτους. Έτσι z − x = �2s2, z + x = �2r2 και:

z =
1
2
(z + x + z − x) = � 1

2
(2s2 + 2r2) = �(s2 + r2)

x =
1
2
(z + x − (z − x)) = � 1

2
(2s2 − 2r2) = �(r2 − s2)

Κι επειδή οι x, y είναι περιττοί, ακριβώς ένας εκ των r, s είναι περιττός. Μένει να

υπολογιστεί το y:
y = �2a = �2

º
bc = �2sr

†
ακόµη και στους αρχαίους Έλληνες και τους Βαβυλώνιους
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ii. Μη ιδιάζοντες πρώτοι

Ορισµός 2.1. Ένας πρώτος pλέγεται µη ιδιάζων αν ϰαι µόνο αν δε διαιρεί την ϰλάση
h του αριϑµητιϰού σώµατος Q(ζ), όπου ζ = e2πi~p.

Συνήθως στα µαθηµατικά οι ορισµοί εϕευρίσκονται αϕού εµϕανιστεί µια ανά-

λογη ανάγκη που τους επιβάλλει. Θα αναπτύξουµε το συλλογισµό που οδήγησε

στον παραπάνω ορισµό.

Η µοναδική ανάλυση σε πρώτους παράγοντες ισχύει στο Z[ζ] υπό συνθήκες.

Συγκεκριµένα το (1.16) µας λέει πως ισχύει τότε και µόνο τότε όταν ο δακτύλιος

των ακεραίωνZ[ζ] είναιΠ.Κ.Ι ή ισοδύναµα έχει κλάση h = 1 σύµϕωναµε τοΛήµµα
(1.17). Εύλογο είναι να αναρωτηθούµε πότε συµβαίνει αυτό. Παραθέτουµε την

απάντηση στο παρακάτω[26]:

Θεώρηµα 2.2. (Masley & Montgomery) Υπάρχουν αϰριβώς 30 τιµές του n > N, µε

n y 2 (mod 4) για τις οποίες το Z[ζn] είναι Π.Κ.Ι. Αυτές είναι: 1, 3, 4, 5, 7, 8, 9, 11,
12, 13, 15, 16, 17, 19, 20, 21, 24, 25, 27, 28, 32, 33, 35, 36, 40, 44, 45, 48, 60, 84.

το οποίο είναι τουλάχιστον απογοητευτικό για τους σκοπούς µας! Η παραγον-

τοποίηση που έκανε ο Lamé στην εξίσωση του Fermat είναι χρήσιµη µόνο για τα

παραπάνω n. Γνωρίζουµε όµως κάτι ισχυρότερο για τα ιδεώδη του Z[ζ]. Εδώ δεν

υπάρχει συνθήκη για να ισχύει η µοναδική ανάλυση. Προϕανώς όµως η σχέση που

έχουµε στη διάθεσή µας τώρα είναι ασθενέστερη από την αρχική. Θα πρέπει να ει-

σάγουµε κατάλληλες συνθήκες για να πάνε όλα όπως πρέπει κατά την απόδειξη.

Αυτές ακριβώς τις συνθήκες παρατήρησε οKummer και για να γίνουµε πιο συγκε-
κριµένοι, απαιτείται το συµπέρασµα τουΛήµµατος (1.15α′). Είναι τώρα εύκολο να
καταλάβει κανείς που αποβλέπει ο ορισµός των µη ιδιαζόντων πρώτων. Σχηµατικά

ο διαχωρισµός του συνόλου των πρώτων που γίνεται έχει ως εξής:

p ~� h
h A 1

p~h

p ιδιάζων

pµη ιδιάζων

pµη
ιδιάζων

h = 1

Το σύνολο �pπρώτος � h = 1� έχει όπως είδαµε 7 µόλις στοιχεία.
Το σύνολο �pπρώτος � p ~� h� των µη ιδιαζόντων πρώτων δεν είναι γνωστό αν

είναι πεπερασµένο ή άπειρο. Υπάρχει µια εικασία(Siegel) πως ασυµπτωτικά 60.65%
του συνόλου των πρώτων είναι µη ιδιάζοντες, το οποίο επαληθεύεται υπολογιστι-

κά (και συνεχίζει να κρατά καθώς η υπολογιστική ισχύς µεγαλώνει). Θα δούµε
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ύστερα πως ϕτάνουµε σε αυτό το αποτέλεσµα µε τη βοήθεια µιας πιθανοτικής

υπόθεσης σχετικά µε τους αριθµούς Bernoulli.
Αν και η επιβεβαίωση για το άπειρο πλήθος των µη ιδιαζόντων πρώτων δεν

έχει επιτευχθεί, έχει αποδειχθεί (και µάλιστα αρκετά εύκολα) το παρακάτω[10]:

Θεώρηµα 2.3. (Jensen) Υπάρχουν άπειροι ιδιάζοντες πρώτοι αριϑµοί.

Μερικοί ιδιάζοντες πρώτοι είναι οι: 37, 59, 67, 101, 103, 131, 389, 401, 409, 541,

547, 557, 577, 587, 593, 607, 653, 659, 673, 677, 809, 811, 881, 887, 1061. Συνολικά

υπάρχουν 65 ιδιάζοντες και 113 µη ιδιάζοντες πρώτοι έως το 1061 είναι.

Στον παρακάτω πίνακα ϕαίνεται η κλάση του δακτυλίου Z[ζ] για διάϕορα p.

p 3 5 7 11 13 17 19 23 29 31 37 41 43 47 53 59 61

h 1 1 1 1 1 1 1 3 8 9 37 121 211 695 4889 41241 76301

Οι πρώτοι 37, 59 είναι ιδιάζοντες(41241~59 = 699). Παρατηρήστε επίσης πως το
για p = 23 το Z[ζ] δεν είναι Περιοχή Μοναδικής Παραγοντοποίησης. Το σϕάλµα

µιας απόδειξης του θεωρήµατος Fermat που υποθέτει κάτι τέτοιο γίνεται αρκετά

νωρίς εµϕανές.

iii. Αριθµοί Bernoulli
Θα θέλαµε τώρα ένα κριτήριο για τον εντοπισµό µη ιδιαζόντων πρώτων· ο

ορισµός δεν καθιστά εύκολο των εντοπισµό τους, διότι ο υπολογισµός της κλάσης

τουZ[ζ] είναι γενικά ένα δύσκολο πρόβληµα. Κατά ένα µαγευτικό τρόπο όµως, οι
πρώτοι που µας ενδιαϕέρουν σχετίζονται µε τους λεγόµενους αριθµούς Bernoulli.

Ορισµός 2.2. (αναδροµιϰός) Οι αριϑµοί Bernoulli είναι οι όροι Bk της αϰολουϑίας:

(k + 1)Bk = −
k−1

Q
m=0
�k + 1

m
�Bm, B0 = 1

Είναι ϕανερό ότι είναι µια ακολουθία ρητών. Οι ίδιοι αριθµοί καθορίζονται από

τους συντελεστές της δυναµοσειράς:

t
et − 1

= B0 +
ª

Q
n=1

Bn

n!
tn, B0 = 1

απ΄ όπου µε πράξεις βλέπουµε ότι

n−1

Q
k=0
�n
k
�Bk = 0

Οι τιµές τους είναι πολύ ακανόνιστες: µεγαλώνουν αρκετά γρήγορα, και µά-

λιστα ισχύει SB2mS A 2(m~πe)2m. Για k περιττό µεγαλύτερο του 1 είναι µηδενικοί.

Μερικοί Bk ϕαίνονται στον παρακάτω πίνακα.
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κ 2 4 6 8 10 12 14 16
Bk

1
6 −

1
30

1
42 −

1
30

5
66 −

691
2730

7
6 −

3617
510

Τέλος ας δούµε πως συνδέονται οι αριθµοί αυτοί µε τους πρώτους του Kum-
mer. Αποδεικνύεται ότι η κλάση h του Q[ζ] διαιρείται µε τον p αν και µόνο αν

υπάρχει αριθµός µεταξύ των

Sk =
p−1

Q
n=1

nk

ο οποίος διαιρείται µε p2. Συσχετίζοντας τους Sk µε τους Bk αποδεικνύεται το

Θεώρηµα 2.4. Ένας πρώτος p είναι µη ιδιάζων αν ϰαι µόνο αν δε διαιρεί ϰανέναν

απ΄ τους αριϑµητές των αριϑµών Bernoulli B2, B4, . . . , έως Bp−3.

Έτσι έχουµε έναν αλγόριθµο προσδιορισµού ιδιαζόντων πρώτων. Παραδείγ-

µατος χάριν βλέπουµε ότι ο 37 είναι ιδιάζων, αϕού

B32 =
7709321041217

510
=
208360028141 ċ 37

510
Σήµερα έχουν υπολογιστεί πάνω από 12.000.000 ιδιάζοντες πρώτοι[25].

Τέλος, ας δούµε πως ϕτάνουµε στην εικασία για το πλήθος των µη ιδιαζόν-

των πρώτων‡. Υποθέτουµε ότι η πιθανότητα ένας τυχόν πρώτος pνα διαιρεί έναν

άρτιου δείκτη αριθµό Bernoulli B2m είναι
1
p
. Έστω η τυχαία µεταβλητή:

X � ο pδιαιρεί ακριβώς x από τους B2, B4, . . . ,Bp−3

Τότε, η X ακολουθεί τη διωνυµική κατανοµή µε παραµέτρους ν �=
p− 3
2

και
1
p
.

Αϕήνοντας το ν να τείνει στο άπειρο, βλέπουµε ότι

lim
ν�ª

ν
1
p
= lim

p�ª
�p− 3

2
ċ

1
p
� = lim

p�ª
� 1
2
−

3
2p
� = 1

2

άρα ασυµπτωτικά, η πιθανότητα ο p να διαιρεί x αριθµούς Bernoulli ακολουθεί

την κατανοµή Poisson µε παράµετρο
1
2
. Η συνάρτηση πιθανότητας είναι

f(x) = e−1~2 (1~2)
x

x!
, x = 0, 1,2, . . .

Τελικά η πιθανότητα ο pνα είναι µη ιδιάζων, είναι η πιθανότητα x = 0:

f(0) = e−1~2 (1~2)
0

0!
= e−1~2 =

1º
e
� 0.6065

Όπως αναϕέρθηκε, οι υπολογισµοί συµϕωνούν στενά µε αυτήν την πρόβλεψη.

‡
Θα χρειαστούµε κάποιες γνώσεις πιθανοτήτων [22]
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iv. Οι προτάσεις του Kummer
Ο Kummer έκανε µια εκτενής µελέτη του δακτυλίου των ακεραίων των κυ-

κλοτοµικών σωµάτων, της οµάδας των αντιστρέψιµων στοιχείων και της οµάδας

κλάσης H. Αναϕέρουµε µερικά από τα αποτελέσµατα αυτά, τα οποία θα χρεια-

στούµε στην απόδειξη του Θεωρήµατος του Fermat.

Λήµµα 2.1. Οι µόνες ρίζες της µονάδας στο Q(ζ) είναι στοιχεία της µορϕής �ζs για
ϰάποιο s > Z.

Λήµµα 2.2. Για ϰάϑε δ > Z[ζ] υπάρχει δ′ > Z ώστε δp
� δ′ (mod `1 − ζep).

Λήµµα 2.3. Αν g(t) > Z[ζ] ένα µονιϰό πολυώνυµο, που όλες οι µιγαδιϰές του ρίζες

έχουν απόλυτη τιµή 1, τότε ϰάϑε ρίζα του είναι ϰαι µια ρίζα της µονάδας.

Λήµµα 2.4. Κάϑε αντιστρέψιµο στοιχείο στο Z[ζ] είναι της µορϕής rζk, για r > R
ϰαι k > Z.

Για αποδείξεις των παραπάνω παραπέµπουµε στο [1]. Μεγάλης σηµασίας για

την απόδειξη της ∆εύτερης Περίπτωσης είναι και το παρακάτω αποτέλεσµα, το

οποίο αναϕέρεται ως Λήµµα του Kummer. Πρόκειται για ένα βαθύ θεώρηµα που

αϕορά στα αντιστρέψιµα στοιχεία τουZ(ζ). Η απόδειξή του απαιτεί µια ολόκληρη

µαθηµατική θεωρία(Class Field  eory), και µπορεί να βρεθεί στο [2]:

Λήµµα 2.5. (Λήµµα του Kummer) Έστω p µη ιδιάζων πρώτος ϰαι e > Z(ζ) αντι-
στρέψιµο. Αν υπάρχει r > Z[ζ] ώστε e � rp (mod ℓp), τότε το e είναι η pοστή δύναµη
ενός άλλου αντιστρέψιµου στοιχείου του Z(ζ).
πιο συνηθισµένη είναι η διατύπωση: αν υπάρχει r > Z ώστε e � r (mod p), τότε
το e είναι η pοστή δύναµη ενός άλλου αντιστρέψιµου στοιχείου του Z(ζ). Σε αυτήν
ϕτάνουµε µε χρήση του Λήµµατος 2.2.
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III. Η απόδειξη του Kummer
Έγινε προσπάθεια ώστε η ανάγνωση της απόδειξης να µην αϕήνει παρά µόνο

ελάχιστες απορίες στον αναγνώστη, σε σηµείο που µπορεί να χαρακτηριστεί κου-

ραστικά αναλυτική(αν µπορεί κάποιος ποτέ να θεωρήσει κουραστική τη λύση σε

ένα αίνιγµα ηλικίας τρεισήµισι αιώνων!). Οι συλλογισµοί εξηγούνται αναλυτικά

και αναϕέρονται οι προτάσεις - λήµµατα που εµπλέκονται σε κάθε συµπέρασµα.

Κατ΄ αρχήν κάποιες παρατηρήσεις.

Παρατήρηση 3.1. Η εξίσωση xn
+ yn = zn έχει λύση αν και µόνο αν η xn

+ yn+zn =
0, n C 3 έχει λύση.

Έστω (x1, y1,z1) λύση της πρώτης εξίσωσης. Η τριάδα (x1, y1,−z1) ικανοποιεί
τη δεύτερη εξίσωση. Ο µετασχηµατισµός που έγινε είναι αµϕιµονοσήµαντος.

Συµπέρασµα: Μπορούµε ισοδύναµα να θεωρήσουµε λύσεις της

xn
+ yn + zn = 0

για την απόδειξη του θεωρήµατος.

Παρατήρηση 3.2. Έστω ακέραιοι x1, y1, z1 που ικανοποιούν xn
1 + yn1 +zn1 = 0. Τότε

υπάρχουν ακέραιοι x2, y2, z2 ανά δυο πρώτοι, ώστε να ικανοποιούν xn
2 +yn2+zn2 = 0.

Πράγµατι αν υπάρχει ένας κοινός παράγοντας qτων x1, y1, τότε έχουµε (qx2)n+
(qy2)n+(z1)n και έπεται ότι qn(xn

2 + yn2) = (z1)n, δηλαδή ο q είναι παράγοντας και
του z1, δηλαδή z1 = qz2 άρα

qn(xn
2 + yn2) + qnzn2 = 0� xn

2 + yn2 + zn2 = 0

Συµπέρασµα: Αρκεί να δειχθεί το θεώρηµα για την περίπτωση που οι x, y, z είναι
ανά ζεύγη σχετικά πρώτοι.

Παρατήρηση 3.3. Αν η εξίσωση του Fermat είναι αδύνατη για έναν εκθέτη n, τότε
είναι αδύνατη για κάθε πολλαπλάσιο του n.

Πράγµατι αν η εξίσωση είναι αδύνατη για τον n, τότε η (xm)n+(ym)n+(zm)n =
0 είναι αδύνατη, για οποιονδήποτε ακέραιοm, άρα η xmn

+ ymn
+ zmn

= 0 δεν έχει
λύσεις.

Συµπέρασµα: Αρκεί να δειχθεί το θεώρηµα για την περίπτωση περιττού πρώτου

εκθέτη και στην περίπτωση εκθέτη πολλαπλάσιου του 2.

Παρατήρηση 3.4. Κάθε ακέραιος k C 3 διαιρείται είτε µε το 4 είτε µε έναν περιττό
πρώτο.
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Αυτό ϕαίνεται αναλύοντας τον k σε πρώτους παράγοντες. Έστω ότι ο k γρά-

ϕεται

k = 2q1 ċ pq22 � pqnn

µε p2, p3, . . . , pn διακεκριµένους πρώτους και q1, q2, . . . , qn C 0. ∆ιακρίνουµε
τώρα τα παρακάτω ενδεχόµενα για τον εκθέτη q1:

• Αν είναι q1 = 0, τότε η ανάλυση του k σε πρώτους δεν περιέχει το 2. Άρα

αϕού k C 3 θα περιέχει έναν περιττό πρώτο(δηλαδή υπάρχει qi A 0, i A 1).

• Αν είναι q1 = 1, τότε k = 2 ċ pq22 � pqnn , άρα 2 ċ pq22 � pqnn C 3, οπότε υπάρχει
κάποιο qi A 0, i > �2,3, . . . ,n�. Τελικά pi~k, και ο pi είναι περιττός πρώτος.

• Η περίπτωση q1 C 2 σηµαίνει ότι q1 = 2 + ρ, µε ρ C 0.
Τότε όµως k = 22+ρ ċ pq22 � pqnn , άρα k = 4 ċ 2ρ ċ pq22 � pqnn από όπου έπεται ότι

4~k.
Συµπέρασµα: Αρκεί να δειχθεί το θεώρηµα για τις περιπτώσεις εκθετών: 4 και

περιττού πρώτου.

Με τα παραπάνω είµαστε σε θέση να διατυπώσουµε το (ισοδύναµο µε το θεώ-

ρηµα Fermat) πρόβληµα:

Αν p περιττός πρώτος αριθµός ή p = 4 , τότε η εξίσωση

xp + yp + zp = 0 , xyz x 0 (1)

δεν έχει ακέραιες λύσεις (x,y,z), µε x, y, z ανά ζεύγη σχετικά πρώτους.

Το οποίο δεν έχει αποδειχθεί µε τη συγκεκριµένη θεωρία, παρά µόνο για την

κατηγορία των «µη ιδιαζόντων πρώτων».

Με αυτήν την παραδοχή, ότι δηλαδή ο p είναι µη ιδιάζων πρώτος χωρίζουµε

το πρόβληµα στις εξής τρεις περιπτώσεις:

(i) Ο εκθέτης να είναι 4.

(ii) Κάθε ακέραιος της λύσης να είναι σχετικά πρώτος µε τον p.

(iii) Ένας ακριβώς από τους ακεραίους της λύσης να διαιρείται µε τον p.

τις οποίες θα αποδείξουµε αναλυτικά στις παραγράϕους που ακολουθούν.

Ιστορικά, η (ii) αναϕέρεται ως Πρώτη Περίπτωση του θεωρήµατος, ενώ η (iii)
ως ∆εύτερη Περίπτωση.
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i. Η περίπτωση n = 4
Ένα επιχείρηµα ελάχιστου στοιχείου θα µας δώσει την αντίϕαση που θέλουµε

για να αποδείξουµε� ότι

Θεώρηµα 3.1. Η εξίσωση x4 + y4 = z4 δεν έχει αϰέραιες λύσεις.
Απόδειξη. Παρατηρούµε πως αρκεί να δείξουµε πως η εξίσωση

x4 + y4 = z2 (2)

δεν έχει ακέραιες λύσεις, αϕού κάθε λύση (x1, y1,z1) της αρχικής µετασχηµατίζεται
στην (x1, y1,z21 ) που είναι λύση της (2).

Χωρίς βλάβη τώρα κάνουµε τις εξής βοηθητικές υποθέσεις:

(i) Θεωρούµε µια λύση (x, y,z) της (2) µε x, y, z A 0.

(ii) Υποθέτουµε ότι οι ακέραιοι x, y, z είναι ανά δυο σχετικά πρώτοι.
Το Λήµµα (2.1) µας δίνει τις σχέσεις

x2 = α2
− β2, y2 = 2αβ, z = α2

+ β2

όπου µόνο ο z είναι περιττός. Έτσι παίρνουµε x2 + β2 = α2, οπότε έχουµε µια

καινούρια πυθαγόρεια τριάδα και θα είναι

x = ε2 − δ2, β = 2εδ, α = ε2 + δ2

Συνδυάζοντας τα παραπάνω έχουµε

y2 = 2αβ = 2 ċ (ε2 + δ2) ċ 2εδ = 22εδ(ε2 + δ2)
άρα ο y είναι άρτιος, δηλαδή y = 2r, r > N, και (2r)2 = 22εδ(ε2 + δ2) ή

r2 = εδ(ε2 + δ2)
Παρατηρούµε τώρα πως οι παράγοντες ε, δ, ε2 + δ2 είναι σχετικά πρώτοι ανά

δυο, άρα, εϕόσον ισούνται µε τετράγωνο αριθµού, καθένας απ΄ αυτούς θα είναι

τετράγωνο ενός ϕυσικού†. Είναι δηλαδή:

α = κ2, β = λ2, ε2 + δ2 = µ2

Συνδυάζοντας αυτές τις τρεις έχουµε: κ4+λ4 = µ2 άρα η τριάδα (κ, λ, µ) είναι λύση
της (2). ∆είτε τώρα ότι:

µ B µ2 = ε2 + δ2 = α < α2
+ β2 = z

Όµως ο z επελέγη ως ο µικρότερος ακέραιος που ικανοποιεί την (2), άρα µ < z
αποτελεί αντίϕαση.

�
Η απόδειξη αυτής της περίπτωσης έγινε από τον ίδιο τον Fermat, µε τη µέθοδο της «άπειρης

καθόδου»
†
Προσέξτε αυτό το επιχείρηµα! Στην απόδειξη των επόµενων περιπτώσεων του θεωρήµατος

ένα ανάλογο επιχείρηµα θα χρειαστεί περισσότερη δουλειά για να διατυπωθεί, γιατί προϋποθέτει

τη λεπτή ιδιότητα της µοναδικής ανάλυσης σε πρώτους παράγοντες.
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ii. Πρώτη Περίπτωση για µη ιδιάζοντες πρώτους εκθέτες

Θεώρηµα 3.2. Έστω p περιττός ϰαι µη ιδιάζων πρώτος. Η (1) δεν έχει αϰέραιες

λύσεις, µε την επιπλέον υπόϑεση οι x, y, z να είναι σχετιϰά πρώτοι µε τον p.

Απόδειξη. Αρχικά θεωρούµε το κυκλοτοµικό σώµα Q(ζ), όπου ζ = e2πi~p και πα-
ραγοντοποιούµε την εξίσωση (1) σε αυτό:

−zp = xp
+ yp = (x + y)(x + ζy)(x + ζ2y)� (x + ζp−1y) =

p−1

M
j=0
(x + ζ jy)

Και τη γράϕουµε ισοδύναµα µε τη χρήση ιδεωδών:

p−1

M
j=0
`x + ζ jye = `zep (3)

Ισχυρισµός 1. Οι παράγοντες `x + ye, `x + ζ1ye, . . . , `x + ζp−1ye της σχέσης (3)

είναι ανά δυο σχετιϰά πρώτοι.

Απόδειξη Ισχυρισµού. Έστω πως υπάρχουν δυο ιδεώδη `x + ζiye, `x + ζ jye µε 0 B
i < jB p− 1, που δεν είναι σχετικά πρώτα. Τότε θα υπάρχει ένα πρώτο ιδεώδες p

που τα περιέχει. Άρα το p θα περιέχει τη διαϕορά

(x + ζiy) − (x + ζ jy) > p

δηλαδή

yζi(1 − ζ j−i) > p
Το ζi είναι αντιστρέψιµο στο Z[ζ], οπότε y(1 − ζ j−i) > p και τα 1 − ζ j−i, 1 − ζ είναι
συντροϕικά στοιχεία, άρα y(1− ζ) > p. Επειδή τώρα το p είναι πρώτο ιδεώδες, δυο

τινά µπορεί να συµβαίνουν (1.11):

(i) p c `ye ή

(ii) p c ℓ

όπου συµβολίζουµε ℓ = `1 − ζe. Θα αποκλείσουµε αυτές τις δυο περιπτώσεις:

(i) Έστω p c `ye, δηλαδή y > p � ζiy > p, όµως από υπόθεση (x + ζiy) > p,

άρα η διαϕορά (x + ζiy) − ζiy = x > p. Επειδή οι x, y είναι σχετικά πρώτοι,

υπάρχουν ακέραιοιm, n ώστεmx + ny = 1. Το αριστερό µέλος ανήκει στο p

άρα 1 > p. Αυτό όµως είναι αδύνατο διότι το p είναι πρώτο.
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(ii) Έστω τώρα p c ℓ, ή αλλιώς (1 − ζ) > p. Έχουµε N(1 − ζ) = p, άρα από

Λήµµα (1.13) το ℓ είναι πρώτο, επειδή η νόρµα του είναι πρώτος. Επίσης p~ℓ
(Λήµµα (1.14)) και αυτά τα δυο είναι πρώτα ιδεώδη, δηλαδή θα είναι p = ℓ. Εξ΄
ορισµού του το p διαιρεί το αριστερό µέλος της (3), άρα ℓ~`ze. Παίρνοντας
νόρµες:

Ô� N(ℓ)~N(`ze)
(1.24), (1.8)
Ô� p~zp−1

pπρώτος
Ô� p~z

Αυτό όµως είναι άτοπο εξ΄ υποθέσεως.

Το αποτέλεσµα του Ισχυρισµού 1 θα µας βοηθήσει να ϕτάσουµε στον βασικό:

Ισχυρισµός 2. Υπάρχει αϰέραιος k > Z ώστε

xζ−k + yζ1−k − xζk − yζk−1 � 0 (mod `pe) (4)

Απόδειξη Ισχυρισµού. Από το τη Μοναδικότητα Παραγοντοποίησης Ιδεωδών σε

πρώτους παράγοντες (1.18) έπεται πως το `ze αναλύεται µε µοναδικό τρόπο σε

πρώτα ιδεώδη. Ο Ισχυρισµός 1 όµως µας λέει πως οι παράγοντες του αριστερού

µέλους της (3) είναι ανά δύο σχετικά πρώτοι. Άρα, καθένας απ΄ αυτούς είναι µια

pοστή δύναµη κάποιου ιδεώδους, διότι διαϕορετικά το `zep θα είχε δυο διαϕορετι-
κές παραγοντοποιήσεις σε πρώτους παράγοντες. Συγκεκριµένα, για τον δεύτερο

παράγοντα του γινοµένου θα υπάρχει ιδεώδες a ώστε:

`x + ζye = ap

∆ηλαδή το ap είναι κύριο. Από την υπόθεση ότι ο pδεν είναι ιδιάζων, ο ορισµός
(2.1) επιβάλλει ότι ο p δε διαιρεί την κλάση του Q(ζ), άρα είναι σχετικά πρώτος

µε αυτήν. Έπεται από το Λήµµα (1.15) ότι το a είναι κύριο. Έτσι υπάρχει δ > Z[ζ]
ώστε a = `δe. Άρα υπάρχει ένα αντιστρέψιµο στοιχείο u του Z[ζ] ώστε

x + ζy = uδp
(5)

Θυµηθείτε από το Λήµµα (2.4) ότι

u = rζk r > R, k > Z (6)

Επίσης από το Λήµµα (2.2) δp
� δ′ (mod ℓp), δ′ > Z. Το Λήµµα (1.24) µας δίνει

ℓp−1 = `pe� `pe~ℓp και η προηγούµενη σχέση γίνεται:
δp
� δ′ (mod `pe) (7)



18 Το Τελευταίο Θεώρηµα του Fermat

Μπορούµε τώρα να ξαναγράψουµε την (5) ως εξής:

x + ζy = uδp

Ô� x + ζy � uδp (mod `pe)
(6)
Ô� x + ζy � rζkδp (mod `pe)
(7)
Ô� x + ζy � rδ′ζk (mod `pe)

Επειδή το ζk είναι αντιστρέψιµο, µπορούµε να διαιρέσουµε µε αυτό και να λάβου-
µε:

ζ−k(x + ζy) � rδ′ (mod `pe)
Εϕόσον rδ′ > R, παίρνοντας τους συζυγείς µιγαδικούς θα είναι:

ζk(x + ζ−1y) � rδ′ (mod `pe)

Άρα

ζ−k(x + ζy) − ζk(x + ζ−1y) � rδ′ − rδ′ � 0 (mod `pe)
και µετά από πράξεις

xζ−k + yζ1−k − xζk − yζk−1 � 0 (mod `pe)

άρα η σχέση αποδείχθηκε.

Αποµένει να απλοποιήσουµε το αριστερό µέλος της εξίσωσης (4). Αυτό θα

γίνει βρίσκοντας κάποια σχέση µεταξύ του k και του p. Πράγµατι:

Ισχυρισµός 3. Για τον αϰέραιο k της (4) ισχύει ότι: 2k � 1 (mod p).
Απόδειξη Ισχυρισµού. Αρχικά δείχνουµε διαδοχικά τα εξής δυο αποτελέσµατα:

(i) Το στοιχείο 1 + ζ είναι αντιστρέψιµο.

(ii) Για τον ακέραιο k είναι k y 0 (mod p) και k y 1 (mod p).
Κατόπιν το (ii) θα µας ϕτάσει πολύ κοντά στην απόδειξη. Για το πρώτο:

(i) Θεωρούµε το ελάχιστο πολυώνυµο g(t) > Z[t] του ζ. Από το Λήµµα (1.20)

αυτό είναι το g(t) = tp−1 + tp−2 +�+ t2 + t+ 1. Παρατηρούµε ότι ο p− 1 είναι
άρτιος αριθµός, και το g(t) έχει περιττό αριθµό όρων, δηλαδή είναι:

g(−1) = (−1)p−1 + (−1)p−2 +� + (−1)2 + (−1) + 1
= 1 − 1 + 1 − 1 +� + 1 − 1 + 1
= 1
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Το g(t) προϕανώς έχει ρίζα το ζ, άρα για κάποιο πολυώνυµο q(t) > Z[t] θα
είναι:

(t − ζ)q(t) = g(t)
Ô� (−1 − ζ)q(−1) = g(−1)
Ô� −q(−1)(1 + ζ) = 1

Άρα το −q(−1) > Z(ζ) είναι ο αντίστροϕος του 1+ ζ και το ζητούµενο ισχύει.
(ii) Έστω k � 0 (mod p).

Τότε ζk = ζ−k = 1, ζ1−k = ζ, ζk−1 = ζ−1 και η (4) γίνεται

x + yζ1−k − x − yζk−1 � 0 (mod `pe)
Ô� y(ζ − ζ−1) � 0 (mod `pe)
Ô� yζ−1(ζ2 − 1) � 0 (mod `pe)
Ô� yζ−1(ζ + 1)(ζ − 1) � 0 (mod `pe)
Ô� y(ζ − 1) � 0 (mod `pe)
Ô� y(1 − ζ) � 0 (mod `pe)

όπου λάβαµε υπόψιν ότι τα ζ−1, 1 + ζ είναι αντιστρέψιµα στοιχεία.
Όπως είδαµε και πριν(Λήµµα (1.24) ) ℓp−1 = `pe και αϕού p− 1 C 2 θα είναι:

(1 − ζ)~y� N(1 − ζ)~N(y) (1.23), (1.8)Ô� p~yp−1 pπρώτος
Ô� p~y

το οποίο είναι άτοπο από υπόθεση.

Όµοια, έστω k � 1 (mod p) ή αλλιώς k − 1 � 0 (mod p).
Τότε ζk−1 = ζ1−k = 1, ζk = ζ, ζ−k = ζ−1 και η (4) γίνεται

xζ−1 + y− xζ − y � 0 (mod `pe)
Ô� x(ζ−1 − ζ) � 0 (mod `pe)
Ô� xζ−1(1 − ζ2) � 0 (mod `pe)
Ô� xζ−1(1 + ζ)(1 − ζ) � 0 (mod `pe)
Ô� x(1 − ζ) � 0 (mod `pe)

και εντελώς όµοια καταλήγουµε στην αντίϕαση ότι p~x.
Έχουµε αποδείξει τα (i),(ii) και προχωρούµε θυµίζοντας ότι το σύνολο �1, ζ, . . . , ζp−1�

είναι µια βάση του Z[ζ] υπεράνω του Z (1.19). Επίσης η (4) µας εξασϕαλίζει πως

υπάρχει a > Z[ζ] ώστε
ap= xζ−k + yζ1−k − xζk − yζk−1 (8)
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και διαιρώντας µε p

a =
x
p
ζ−k +

y
p
ζ1−k −

x
p
ζk −

y
p
ζk−1

Το a x 0, γιατί διαϕορετικά η λύση µας θα ήταν η µηδενική. Επίσης, είναι

αδύνατο τα στοιχεία

ζ−k, ζ1−k, ζk, ζk−1

να είναι όλα ανά δυο διαϕορετικά µεταξύ τους, καθώς το a έχει µοναδική γραϕή

σαν γραµµικός συνδυασµός των στοιχείων της βάσης �1, ζ, . . . , ζp−1�(το σύνολο

είναι γραµµικά ανεξάρτητο και υπεράνω τουQ), άρα τότε οι συντελεστές
x
p
,
y
p
> Z

το οποίο είναι άτοπο από υπόθεση(x, pκαι y, pσχετικά πρώτοι).
Συµπεραίνουµε πως υπάρχουν κάποια στοιχεία µεταξύ των ζ−k, ζ1−k, ζk, ζk−1

που είναι ίσα. Ισοδύναµα, κάποιοι από τους−k, 1−k, k, k−1 θα είναι ισοϋπόλοιποι
modulo p. Το (ii) αποκλείει τις περιπτώσεις‡ να είναι

k � −k ή k � k− 1 ή − k � 1− k ή k− 1 � −k ή k− 1 � 1− k (mod p)

Τελικά η µόνη περίπτωση που υπάρχει είναι k � 1 − k (mod p) άρα αποδείχθηκε

ότι 2k � 1 (mod p).

Έχουµε αρκετές πληροϕορίες για να προχωρήσουµε στο τελικό βήµα της από-

δειξης.

Μπορούµε να πολλαπλασιάσουµε την (8) µε ζk και να έχουµε:

apζk = x + yζ − xζ2k − yζ2k−1

Και ο Ισχυρισµός 3 µας λέει ζ2k = ζ και ζ2k−1 = 1. Άρα

apζk = x + yζ − xζ − y
= x(1 − ζ) + y(ζ − 1)
= x(1 − ζ) − y(1 − ζ)
= (x − y)(1 − ζ)

‡
Οι δυνατές περιπτώσεις είναι οι έξι συνδυασµοί �42�
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Λαµβάνοντας νόρµες έχουµε:

apζk = (x − y)(1 − ζ)
Ô� N(apζk) = N((x − y)(1 − ζ))
(1.7β΄)
Ô� N(a)N(p)N(ζk) = N(x − y)N(1 − ζ))

(1.8), (1.23)
Ô� N(a) ċ pp−1 ċ 1 = (x − y)p−1 ċ p
Ô� N(a)pp−2 = (x − y)p−1

pπρώτος, (1.7α΄)
Ô� p~(x − y)p−1
Ô� p~(x − y)

∆ηλαδή x − y � 0 (mod p), και επειδή η αρχική µας εξίσωση (1) είναι συµµετρική

ως προς x, y, z µπορούµε να γράψουµε και x − z � 0 (mod p), άρα:
x � y � z (mod p) (9)

Ξαναγράϕουµε τώρα την (1) λαµβάνονταςmodulo p:

xp
+ yp+ zp � 0 (mod p)

(9)
Ô� 3xp

� 0 (mod p)
Ô� p~xp

ή p~3
pπρώτος
Ô� p~x ή p~3

Το πρώτο αποκλείεται εξ΄ υποθέσεως. Το δεύτερο σηµαίνει p = 3. Άρα έχουµε

πετύχει το στόχο µας για px 3. Η απόδειξη ολοκληρώνεται µε τον παρακάτω:

Ισχυρισµός 4. Για p= 3 η εξίσωση (1) δεν έχει αϰέραιες λύσεις.

Απόδειξη Ισχυρισµού. Έστω x, y, z που ικανοποιούν x3 + y3 + z3 = 0. Θα δείξουµε
ότι

x, y, z � �1 (mod 9)
Έστω ότι για έναν απ΄ αυτούς, χωρίς βλάβη τον x, είναι x y �1 (mod 9). Τότε
προϕανώς x y �1 (mod 3). ∆ηλαδή είναι x � 0 (mod 3), όµως αυτό είναι αδύ-

νατο, επειδή υποθέσαµε ότι ο p δε διαιρείται µε το 3. Άρα x, y, z � �1 (mod 9).
Τελικά είναι:

0 � x3 + y3 + z3 � �1 � 1 � 1 � � �1
�3 y 0 (mod 9)

Άρα καταλήξαµε σε άτοπο.
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iii. ∆εύτερη Περίπτωση για µη ιδιάζοντες πρώτους εκθέτες

Το βάρος της απόδειξης πέϕτει σε ένα γενικότερο αποτέλεσµα, το Θεώρηµα

3.3. Μια διαϕορά µε την Πρώτη Περίπτωση είναι πως δεν ισχύει ακριβώς ότι δή-

λωνει ο Ισχυρισµός 1 της Πρώτης Περίπτωσης, αλλά κάτι παραπλήσιο, το οποίο

χρειάζεται λίγη περισσότερη δουλειά. Η απόδειξη κρίνεται δυσκολότερη από την

Πρώτη Περίπτωση, ιδιαίτερα επειδή γίνεται χρήση του περίϕηµου Λήµµατος του

Kummer (2.5).
Στην αρχή της απόδειξης του παρακάτω θεωρήµατος, οKummer� ισχυρίστηκε

πως µπορούµε να θεωρήσουµε τους α,β,γ > Z[ζ] σχετικά πρώτους ανά δυο, όπως
κάναµε στηνΠαρατήρηση 3.2 για τους συνήθεις ακέραιους. Αυτό δεν είναι σωστό,

καθώς η Παρατήρηση 3.2 ισχύει στο Z, όµως όχι στο Z[ζ], επειδή αυτό δεν είναι

Περιοχή Μοναδικής Παραγοντοποίησης(δεν αποκλείεται η ύπαρξη ενός κοινού

διαιρέτη του οποίου το αντίστοιχο ιδεώδες δεν είναι κύριο) - άρα στο παρακάτω

θεώρηµα δεν µπορούµε να υποθέσουµε κάτι τέτοιο, τουλάχιστον χωρίς βλάβη της

γενικότητας†. Εδώ θα δώσουµε µια απόδειξη του θεωρήµατος απαλλαγµένη από

αυτό το σϕάλµα:

Θεώρηµα 3.3. Αν pπεριττός, µη ιδιάζων πρώτος, η εξίσωση

αp
+ βp
+w(1 − ζ)pnγp

= 0 , n C 1 (10)

όπου (1− ζ) ~� αβγ ϰαιw > Z[ζ] αντιστρέψιµο, δεν έχει µη µηδενιϰές λύσεις α,β,γ >
Z[ζ].
Απόδειξη. Ξεκινάµε όπως πάντα παραγοντοποιώντας τη δοθείσα σχέση ως

p−1

M
j=0
(α + ζ jβ) = −w(1 − ζ)pnγp

(11)

ή περνώντας σε ιδεώδη(ϕυσικά `−we = `1e):
p−1

M
j=0
`α + ζ jβe = ℓpn`γep (12)

όπου µε ℓ συµβολίζουµε το ιδεώδες `1 − ζe.
Σε αυτήν τη σχέση ιδεωδών, τα `α + ζ jβe είναι όλα διαιρετά µε το ℓ και είναι

όλα διακεκριµένα modulo ℓ2. Αυτές οι διαπιστώσεις αποδεικνύονται στους δυο
ισχυρισµούς που ακολουθούν.

�
ΟKummer αποδεικνύει το Θεώρηµα του Fermat για µη ιδιάζοντες πρώτους εκθέτες στοZ[ζ],

όχι απλώς στο Z.
†
Ο Hilbert διόρθωσε αργότερα την απόδειξη του Kummer, ώστε η υπόθεση αυτή να µην είναι

απαραίτητη.
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Ισχυρισµός 1. Όλοι οι παράγοντες στο αριστερό µέλος της (12) διαιρούνται µε το ℓ.

Απόδειξη Ισχυρισµού. Ας παρατηρήσουµε πως υπάρχουν ακριβώς pκλάσεις υπο-
λοίπωνmodulo ℓ. Πράγµατι, N(ℓ) = pσηµαίνει εξ ορισµού(1.6) ότι ο βαθµός του
Z[ζ]~ℓ είναι p, όσες και οι κλάσεις υπολοίπωνmodulo ℓ.

Επειδή τώρα το ℓ είναι πρώτο ιδεώδες, υπάρχει (τουλάχιστον) ένας παράγον-

τας στα αριστερά της (12) που διαιρείται µε αυτό, λόγω της Μοναδικής Παραγον-

τοποίησης των ιδεωδών.

Θα δείξουµε πως στην πραγµατικότητα όλοι οι παράγοντες διαιρούνται µε αυ-

τό: Είναι ϕανερό ότι το ζ j− 1 διαιρείται µε 1 − ζ. Έτσι, για j= 1 έως p− 1 έχουµε:

ζ j− 1 � 0 (mod 1 − ζ)
Ô� ζ j � 1 (mod 1 − ζ)
Ô� βζ j � β (mod 1 − ζ)
Ô� α + βζ j � α + β (mod 1 − ζ)

Άρα όλοι οι παράγοντες στα αριστερά της (12) είναι ισοϋπόλοιποι modulo 1 − ζ,
κι αϕού ξέρουµε ότι µεταξύ αυτών υπάρχει ένας ισοϋπόλοιπος µε 0, θα είναι

α + βζ j � 0 (mod 1 − ζ) , j= 0, . . . , p− 1

Ισχυρισµός 2. Κάϑε παράγοντας στο αριστερό µέλος της (12) ανήϰει σε διαϕορε-

τιϰή ϰλάσηmodulo ℓ2.

Απόδειξη Ισχυρισµού. Ας υποθέσουµε(εις άτοπο) ότι υπάρχουν κ x λ, µε

α + ζλβ � α + ζκβ (mod ℓ2) , κ A λ

Τότε

ζλβ � ζκβ (mod ℓ2)
Ô� βζλ − βζκ � 0 (mod ℓ2)
Ô� β − βζκ−λ � 0 (mod ℓ2)
Ô� β(1 − ζκ−λ) � 0 (mod ℓ2)

Επειδή τα 1− ζκ−λ, 1− ζ είναι συντροϕικά, το 1− ζκ−λ διαιρείται µε το 1− ζ ακριβώς
µια ϕορά, κι έτσι πρέπει να είναι β � 0 (mod ℓ), πράγµα που αντιτίθεται στην

υπόθεση του θεωρήµατος.
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Θα αποδείξουµε τώρα επαγωγικά‡ πως η (10) δεν έχει λύσεις.

• Βάση της Επαγωγής: Για n = 1 η (10) δεν έχει λύση (α,β,γ) µε αβγ x 0.

Έστω η εξίσωση (12) για n = 1:

p−1

M
j=0
`α + ζ jβe = ℓp`γep

Από Ισχυρισµό 1 είναι α+ζ jβ � 0 (mod ℓ), και το ℓ εµϕανίζεται στην pοστή δύναµη
στο δεξί µέλος, δηλαδή κάθε παράγοντας διαιρεί το ℓ ακριβώς µια ϕορά:

α + ζ jβ y 0 (mod ℓ2) j= 0, . . . , p− 1

Παρατηρήστε ότι βρήκαµε pδιαϕορετικά µεταξύ τους(Ισχυρισµός 2) µη µηδενικά
πολλαπλάσια του 1− ζmodulo ℓ2, το οποίο είναι αντιϕατικό: Πράγµατι, υπάρχουν
ακριβώς p κλάσεις υπολοίπων modulo ℓ, άρα υπάρχουν ακριβώς p πολλαπλάσια

του 1− ζmodulo ℓ2. Σε αυτά περιέχεται και το µηδενικό· άρα υπάρχουν µόνο p− 1
µη µηδενικά πολλαπλάσια του 1 − ζ modulo ℓ2.

• Επαγωγικό Βήµα: Αν δεν υπάρχει λύση της (10) για n = k − 1 τότε δεν υπάρχει
λύση για n = k.

Έστω (εις άτοπο) ότι υπάρχει λύση για n = k, k A 1. Θεωρούµε λοιπόν µια µη

µηδενική τριάδα α,β,γ > Z[ζ] που ικανοποιεί την (10). Θα δουλέψουµε µε την

αντίστοιχη εξίσωση ιδεωδών:

p−1

M
j=0
`α + ζ jβe = ℓpk`γep (13)

Ισχυρισµός 3. Υπάρχουν ιδεώδη a0,a1, . . . ,ap−1 σχετιϰά πρώτα µε το ℓ ώστε

`α + ζ jβeℓp(k−1) = `α + βe(aja
−1
0 )p , 1 B jB p− 1 (14)

Απόδειξη Ισχυρισµού. Θεωρούµε τον ιδεώδηµέγιστο κοινό διαιρέτηm των `αe, `βe.
Από υπόθεση αυτός δε διαιρείται µε το 1−ζ, αϕού τα `αe, `βe έχουν αυτήν την ιδιό-
τητα. Επίσης κάθε παράγοντας `α + ζ jβe διαιρείται µε τον m, αϕού οι γεννήτορες

‡
Ο ίδιος ο Fermat ήταν πολύ περήϕανος για τη µέθοδο της «άπειρης καθόδου» την οποία επι-

νόησε και χρησιµοποιούσε. Πρόκειται για την επαγωγή προς τα κάτω, και είναι η µέθοδος που

χρησιµοποιείται εδώ.
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είναι γραµµικοί συνδυασµοί των α, β. Αυτοί οι παράγοντες όµως είναι διαιρετοί
και µε το ℓ, όπως δείξαµε στον Ισχυρισµό 1. Άρα έχουν τη µορϕή:

`α + ζ jβe = ℓmpj , 1 B jB p− 1
`α + βe = ℓp(k−1)+1mp0

για κάποια ιδεώδη p0,p1, . . . ,pp−1, σχετικά πρώτα µε το ℓ.
Μια λεπτοµέρεια είναι εδώ ο λόγος που ξεχωρίσαµε το `α+βe: Θυµηθείτε πως

τα δυνατά υπόλοιπα των `α+ ζ jβemodulo ℓ2 είναι p. Επειδή όµως τα `α+ ζ jβe εί-
ναι(Ισχυρισµός 2) διακεκριµέναmodulo ℓ2 και έχουν πλήθος p, ένα (και µόνο ένα)
από αυτά θα είναι ισοϋπόλοιπο µε το 0modulo ℓ2. Θεωρήσαµε λοιπόν, ότι αυτός
ο παράγοντας είναι ο `α + βe. Αυτό δεν βλάπτει τη γενικότητα, διότι αν δεν ήταν
αυτός, και ήταν ένας παράγοντας `α + ζ j0βe µε j0 C 1, µπορούµε να αντικαταστή-

σουµε το β µε το β′ = ζ j0β, και τότε όλοι οι παράγοντες θα ολισθούσανmodulo ℓ2
και θα ήταν α + β′ � 0 (mod ℓ2).

Συνεχίζουµε δείχνοντας πως ο µέγιστος διαιρέτης των `α+ζ jβe είναι ακριβώς ο
ℓm ή ισοδύναµα, τα p0,p1, . . . ,pp−1 είναι ανά δύο σχετικά πρώτα: Έστω(εις άτοπο)

πως υπάρχει ένας(γνήσιος) κοινός διαιρέτης p των pκ και pλ για κάποιους δείκτες

κ < λ. Τότε ο p θα ήταν διαιρέτης των `α+ ζκβe, `α+ ζλβe, δηλαδή θα είχαν κοινό
διαιρέτη το γινόµενο ℓmp. Από ιδιότητα του ιδεώδους η διαϕορά

(α + ζκβ) − (α + ζλβ) = βζλ−κ > ℓmp

κι επειδή το ζλ−κ είναι αντιστρέψιµο β > ℓmp το οποίο αντιτίθεται στην υπόθεση

β, 1 − ζ σχετικά πρώτα.

Η (13) γίνεται:

p0p1�pp−1m
pℓpk = ℓpk`γep

Ô� p0p1�pp−1m
p
= `γep

Αϕού τα pj είναι µεταξύ τους πρώτα, συµπεραίνουµε(όπως στην Πρώτη Περίπτω-

ση - λόγωΜοναδικήςΠαραγοντοποίησης των ιδεωδών) ότι καθένα από αυτά είναι

η pοστή δύναµη κάποιου άλλου ιδεώδους:

pj = a
p
j , 0 B jB p− 1

και ϕυσικά τα aj είναι κι αυτά µη διαιρετά µε το ℓ. Αντικαθιστώντας:

`α + ζ jβe = ℓma
p
j , 1 B jB p− 1

`α + βe = ℓp(k−1)+1ma
p
0

λύνουµε τη δεύτερη εξίσωση ως προς m = ℓp(1−k)−1`α + βea−p0 και αντικαθιστούµε

στην πρώτη:

`α + ζ jβe = ℓp(1−k)`α + βea−p0 a
p
j , 1 B jB p− 1

πράγµα που επαληθεύει τον ισχυρισµό.
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Τα ιδεώδη (aja
−1
0 )p είναι κύρια, αϕού το δεξί µέλος σχέσης (14) είναι κύριο

ιδεώδες(σαν γινόµενο τέτοιων). Επειδή ο p είναι µη ιδιάζων, το Λήµµα (1.15) µας

λέει πως οι βάσεις τους aja
−1
0 είναι επίσης κύρια ιδεώδη, άρα

aja
−1
0 = `

εj
δj
e , εj,δj > Z[ζ] , j= 1, . . . , p− 1

κι επειδή τα aj είναι σχετικά πρώτα µε το ℓ, άρα µπορούµε να επιλέξουµε τα εj,δj
µη διαιρετά µε το 1 − ζ. Τελικά περνώντας σε στοιχεία, η (14) γίνεται:

(α + ζ jβ)(1 − ζ)p(k−1) = (α + β)� εj
δj
�
p

uj , 1 B jB p− 1 (15)

όπου τα uj είναι αντιστρέψιµα στοιχεία στοZ[ζ]. Από εδώ µπορούµε να ϕτάσουµε

σε µια σχέση που µοιάζει αρκετά µε την (10)(αλλά υπάρχει ακόµη µια ουσιώδης

διαϕορά - το στοιχείο e):

Ισχυρισµός 4. Υπάρχουν στοιχεία a,b, c, e,u > Z[ζ], µε e, u αντιστρέψιµα ϰαι

a, b, c σχετιϰά πρώτα µε το 1 − ζ, που ιϰανοποιούν τη σχέση:

ap
+ ebp

+ uℓp(k−1)cp = 0 (16)

Απόδειξη Ισχυρισµού. Ηπαρακάτω σχέση είναι προϕανές ότι αποτελεί ταυτότητα:

(α + ζβ)(1 + ζ) − (α + ζ2β) − ζ(α + β) = 0
Επίσης η (15) δίνει για j= 1,2 τις εξής σχέσεις:

(α + ζβ)(1 − ζ)p(k−1) = (α + β) � ε1
δ1
�
p
u1

(α + ζ2β)(1 − ζ)p(k−1) = (α + β) � ε2
δ2
�
p
u2

τις οποίες αντικαθιστούµε στην προηγούµενη ταυτότητα:

(α + ζβ)(1 + ζ) − (α + ζ2β) − ζ(α + β) = 0
� (α + ζβ)(1 − ζ)p(k−1)
´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶

(1 + ζ) − (α + ζ2β)(1 − ζ)p(k−1)
´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶

−ζ(α + β)(1 − ζ)p(k−1) = 0

� (α + β) � ε1
δ1
�
p
u1(1 + ζ) − (α + β) � ε2δ2�

p
u2 − ζ(α + β)(1 − ζ)p(k−1) = 0

� � ε1
δ1
�
p
u1(1 + ζ) − � ε2δ2�

p
u2 − ζ(1 − ζ)p(k−1) = 0

� εp1 δ
p
2u1(1 + ζ) − εp2δp

2u2 − ζ(1 − ζ)p(k−1)δp
1 δ

p
2 = 0

� (ε1δ2)p− u2

u1(1 + ζ)(ε2δ2)
p
−

ζ
u1(1 + ζ)(1 − ζ)

p(k−1)(δ1δ2)p = 0
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Στο σηµείο που διαιρέσαµε µε α + β πρέπει να διευκρινιστεί πως αυτό είναι

διαϕορετικό από το 0, αϕού διαϕορετικά η (11) δίνει γ = 0.

Αν θέσουµε a = ε1δ2, b = ε2δ2, c = δ1δ2 και e = −
u2

u1(1 + ζ) , u = −
ζ

u1(1 + ζ)
διαπιστώνουµε πως τα a, b, c > Z[ζ] είναι σχετικά πρώτα µε το ℓ, αϕού έτσι έχουν
επιλεγεί τα εi, δi. Επίσης είναι

e = u2u−11 (1 − ζ)−1 , u = −ζu−11 (1 − ζ)−1

άρα είναι αντιστρέψιµα στοιχεία του Z[ζ], ως γινόµενο τέτοιων, και το ζητούµενο
αποδείχθηκε.

Θα δείξουµε τώρα ότι το στοιχείο e είναι pοστή δύναµη ενός άλλου στοιχείου

του Z[ζ], µε άλλα λόγια η = p
º
e > Z[ζ]. Για να εϕαρµόσουµε το Λήµµα του Kum-

mer πρέπει να ερευνήσουµε το emodulo ℓp, για να δούµε αν είναι ισοϋπόλοιπο µε
κάποιον αλγεβρικό ακέραιο.

Ξέρουµε ότι τα b, (1−ζ)p είναι σχετικά πρώτα, άρα υπάρχουν r,v > Z[ζ] τέτοια
ώστε:

br + (1 − ζ)pv = 1
(1−ζ)pv�0
Ô� br � 1 (mod ℓp) (17)

Γράϕουµε τη σχέση (16) και λαµβάνουµεmodulo ℓp:

ap
+ ebp

+ uℓp(k−1)cp = 0
k−1A0
Ô� ap

+ ebp
� 0 (mod ℓp)

Ô� aprp+ ebprp � 0 (mod ℓp)
(17)
Ô� aprp+ e � 0 (mod ℓp)
Ô� e � (−ar)p (mod ℓp) (18)

Έτσι για το e ισχύουν οι προϋποθέσεις του το Λήµµατος του Kummer (2.5), άρα

υπάρχει αντιστρέψιµο στοιχείο η > Z[ζ] µε e = ηp. Το αντικαθιστούµε στη (16):

ap
+ (ηb)p+ uℓp(k−1)cp = 0

Ητριάδα (a,ηb, c) είναι λύση της εξίσωσης (10) για n = k, πράγµα που αντιτίθεται
στην επαγωγική µας υπόθεση, οπότε ϕθάσαµε σε άτοπο.

Μόλις αποδείξαµε κάτι πολύ γενικότερο από εκείνο που θέλουµε, όπως θα γί-

νει ϕανερό στη σύντοµη απόδειξη που ακολουθεί. Το κόλπο είναι να θεωρήσουµε

τους συνήθεις ακέραιους της εξίσωσης του Fermat σαν στοιχεία στο Z[ζ] και να
παραγοντοποιήσουµε κατάλληλα τον πρώτο pπου εµϕανίζεται σε αυτούς.
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Θεώρηµα 3.4. Έστω p περιττός ϰαι µη ιδιάζων πρώτος. Η (1) δεν έχει αϰέραιες

λύσεις, τέτοιες ώστε αϰριβώς ένας απ΄τους x, y, z να διαιρείται µε τον p.

Απόδειξη. Έστω(εις άτοπο) πως µια τέτοια λύση υπάρχει. Αϕού η εξίσωση

xp
+ yp+ zp = 0

είναι συµµετρική ως προς x, y,z, θεωρούµε χωρίς βλάβη ότι pSz. Άρα z = pkz0
όπου k C 1 και z0 σχετικά πρώτος µε τον p.

Σηµειώνουµε ότι x, y,z0 σχετικά πρώτα µε τον pσηµαίνει πως θα είναι σχετικά
πρώτα µε το 1 − ζ, αν τα θεωρήσουµε σαν στοιχεία του Z[ζ].

Επίσης, είναι `pe = `1−ζep−1 (Λήµµα (1.24)) άρα υπάρχει αντιστρέψιµο στοιχείο
u > Q[ζ] ώστε

p= u(1 − ζ)p−1
Αντικαθιστώντας

z = pkz0 = uk(1 − ζ)k(p−1)z0
και έχουµε

xp
+ yp+ upk(1 − ζ)pk(p−1)zp0 = 0

το οποίο είναι άτοπο καθώςπρόκειται για την εξίσωση (10) για (α,β,γ) = (x, y,z0),
w = upk και n = k(p−1) C 1, η οποία αποδείξαµε πως δεν έχει λύσεις στοZ[ζ].

Αυτές οι τρεις περιπτώσεις µας δίνουν την εικόνα για όλους τους µη ιδιάζοντες

πρώτους· η εξίσωση έχει θετικές ακέραιες λύσεις αν και µόνο αν p= 2. Η περίπτω-

ση ιδιαζόντων πρώτων δεν έχει αντιµετωπιστεί µε αυτόν τον τρόπο µέχρι σήµερα.
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Αʹ. Παράρτηµα: Η ιστορία του Τ. Θ. του Fermat
Το τελευταίο θεώρηµα του Fermat έχει µακρά ιστορία. Για περισσότερο από

3 αιώνες ήταν το πιο διάσηµο άλυτο πρόβληµα στα µαθηµατικά. Πολλοί κορυ-

ϕαίοι µαθηµατικοί προσπαθούσαν µέσα στο χρόνο να το αποδείξουν αλλά δεν τα

κατάϕερναν. Το Τελευταίο Θεώρηµα του Fermat είχε καταλήξει να συµβολίζει το

ανέϕικτο. Οι προσπάθειες όµως αυτές αν και αποτυχηµένες είχαν ένα πολύ θετικό

και ουσιαστικό αποτέλεσµα, την ανάπτυξη καινούριων κλάδων των µαθηµατικών.

Είναι σηµαντικό να αναϕέρουµε ότι η ιστορία του θεωρήµατος του Fermat εί-
ναι πολύ παλαιότερη και από τον ίδιο τον Fermat. Η προέλευση αυτού του θεω-

ρήµατος είναι τόσο παλαιά όσο ο ανθρώπινος πολιτισµός. Έχει τις ρίζες του στο

πολιτισµό που αναπτύχθηκε στην Εποχή τουΧαλκού στην εύϕορη πεδιάδα µεταξύ

Τίγρη και Ευϕράτη, στην αρχαία Βαβυλωνία. Στην καθηµερινή ζωή των Βαβυλω-

νίων τα τετράγωνα αριθµών εµϕανίζονται ϕυσιολογικά. Οι Βαβυλώνιοι ήθελαν να

γνωρίζουν πότε το τετράγωνο ενός ακεραίου ήταν δυνατόν να χωριστεί σε τετρά-

γωνα δυο άλλων ακεραίων. Παραδείγµατος χάριν, ένας αγρότης ο οποίος είχε στη

κατοχή του ένα αγρόκτηµα 25 τ.µ. είναι δυνατόν να το ανταλλάξει µε δυο τετρά-

γωνα αγροκτήµατα το ένα ίσο µε 16 τ.µ. και το άλλο ίσο µε 9 τ.µ. Σήµερα γράϕουµε

52 = 32+42. Οι τριάδες ακεραίων όπως το 3, 4 και 5 ονοµάζονται πυθαγόρειες τριά-
δες και ήταν γνωστές στους Βαβυλώνιους περισσότερο από χίλια χρόνια πριν από

την εποχή του διάσηµου Έλληνα µαθηµατικού Πυθαγόρα. Όλα αυτά τα στοιχεία

είναι γνωστά από µια σπάνια πήλινη πλάκα η οποία χρονολογείται από το 1900

π.Χ.

Ας παρακολουθήσουµε λίγο την ιστορία αυτού του θεωρήµατος που απασχό- Pierre De Fermat
λησε τόσα χρόνια τη µαθηµατική κοινότητα. Ο Pierre De Fermat ήταν Γάλλος

νοµικός του 17ου αιώνα και συγχρόνως ερασιτέχνης µαθηµατικός. Γεννήθηκε τον

Αύγουστο του 1601 στην Αυγούστα. Απέκτησε τρεις γιους και δυο κόρες από το

γάµο του µε την Louse Long. Από τους τρεις γιους του ο Clement Samuel κληρο-
νόµησε το επιστηµονικό έργο του πατέρα του και το εξέδωσε µετά το θάνατο του.

Χάρη σ’ αυτόν γνωρίζουµε σήµερα το διάσηµο Τελευταίο Θεώρηµα του Fermat
καθώς υπήρχε γραµµένο µέσα σε ένα από τα βιβλία του που εξέδωσε ο γιος του

και που διασώζεται µέχρι τις µέρες µας. Ο Bell[18] υποστηρίζει ότι ο Fermat, αν
και νοµικός στο επάγγελµα, ήταν ο πιο παραγωγικός µαθηµατικός του 17ου αιώ-

να, ενός αιώνα που υπήρξε µάρτυρας της εργασίας ορισµένων από τα µεγαλύτερα

πνεύµατα µαθηµατικών όλων των εποχών. Από τα εκπληκτικότερα επιτεύγµατα

του Fermat ήταν η ανάπτυξη των κύριων ιδεών του απειροστικού λογισµού, δε-

κατρία χρόνια πριν από τη γέννηση του Isaak Newton. Επίσης, µας παρέδωσε τη
θεωρία των αριθµών, όπου πολύ σηµαντική είναι η έννοια του πρώτου αριθµού.

Ο Fermat είχε γοητευτεί από τις µαθηµατικές εργασίες των αρχαίων Ελλήνων.
Οι αντιλήψεις του για τις ιδέες του διαϕορικού λογισµού είχαν ενδεχοµένως δια-

µορϕωθεί στο πλαίσιο του έργου των κλασσικών αρχαίων Ελλήνων µαθηµατικών,
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Αρχιµήδη και Ευδόξου, οι οποίοι έζησαν αντίστοιχα τον 3ο και 4ο αιώνα π.Χ. Κάθε

στιγµή του ελεύθερου χρόνου του ο Fermat µελετούσε το έργο των αρχαίων Ελλή-
νων. Το χόµπι του -το πάθος του- ήταν να προσπαθεί να γενικεύει τις εργασίες των

αρχαίων και να αποκαλύπτει νέα οµορϕιά στις ανακαλύψεις τους που είχαν µείνει

θαµµένες για πάρα πολλά χρόνια. «Έχω αναϰαλύψει πλήϑος υπερβολιϰά ϰοµψών

ϑεωρηµάτων» είχε πει κάποτε. Αυτά τα θεωρήµατα τα σηµείωνε στο περιθώριο των

µεταϕράσεων των αρχαίων βιβλίων τα οποία κατείχε.

Τον Fermat τον µάγευαν οι αριθµοί. Σ’ αυτούς έβρισκε οµορϕιά και νόηµα καιΜιαγρήγορη σηµεί-

ωση παρουσίασε πλήθος θεωρηµάτων στη θεωρία αριθµών. Μεταξύ των αγαπηµένων

αρχαίων κειµένων, µεταϕρασµένων στα λατινικά, που αγαπούσε ο Fermat, ήταν
τα Αριϑµητιϰά, γραµµένα από τον Έλληνα µαθηµατικό ∆ιόϕαντο που έζησε το 3ο

αιώνα π.Χ. στην Αλεξάνδρεια. Περίπου το 1637, ο Fermat στο περιθώριο αυτού του
βιβλίου του, δίπλα από ένα πρόβληµα ανάλυσης του τετραγώνου ενός ακεραίου σε

τετράγωνα δυο ακεραίων έγραψε στα λατινικά:

«Από την άλλη πλευρά είναι αδύνατο να αναλύσουµε έναν ϰύβο σε δυο

ϰύβους, µια τέταρτη δύναµη σε δυο τέταρτες δυνάµεις ή γενιϰά ϰάϑε

δύναµη, εϰτός από το τετράγωνο, σε δυο δυνάµεις µε τον ίδιο εϰϑέτη.

Έχω αναϰαλύψει όντως ϑαυµάσια απόδειξη αυτής της πρότασης, αλλά

το περιϑώριο δεν είναι αρϰετά µεγάλο για να τη χωρέσει.»

Αυτή η µυστηριώδης διατύπωση είχε ως αποτέλεσµα γενιές µαθηµατικών να

ασχοληθούν για να ανακαλύψουν «την όντως ϑαυµάσια απόδειξη» την οποία ο Fer-
mat είχε ισχυριστεί ότι διέθετε.

Μέχρι τις αρχές του 18ου αιώνα κάθε άλλο θεώρηµα του Fermat είχε αποδει-Το «τελευταίο»

Θεώρηµα χτεί σωστό ή λανθασµένο. Ωστόσο, τούτη η ϕαινοµενικά απλή πρόταση παρέ-

µεινε αναπόδεικτη. Ακόµα και στο δικό µας αιώνα οι υπολογιστές εγκατέλειψαν

την προσπάθεια να αποδείξουν την ισχύ του θεωρήµατος. Αν και οι υπολογιστές

επαληθεύουν το θεώρηµα για µεγάλο πλήθος αριθµών, είναι αδύνατο να το επα-

ληθεύσουν για κάθε αριθµό. Αν και το θεώρηµα είναι δυνατό να ελεγχθεί για δισε-

κατοµµύρια αριθµούς αποµένουν ωστόσο άπειροι αριθµοί και άπειροι εκθέτες. Το

θεώρηµα έπρεπε να αποδειχτεί µαθηµατικά. Μάλιστα, τη δεκαετία του 1800 η Γαλ-

λική και η Γερµανική Ακαδηµία Επιστηµών πρόσϕεραν βραβείο σε οποιονδήποτε

θα αποδείκνυε το θεώρηµα. Κάθε χρόνο λοιπόν χιλιάδες µαθηµατικοί και µανιώ-

δεις ερασιτέχνες έστελναν αποδείξεις σε περιοδικά µαθηµατικών και σε επιτροπές

κρίσης. Όµως τελικά έµεναν µε άδεια χέρια.

Ο ίδιος ο Fermat είχε κατορθώσει να αποδείξει το Τελευταίο Θεώρηµα του για
n = 4. Αντιλήϕθηκε, επίσης, ότι αν για ορισµένη δύναµη του n υπάρχει λύση, τότε

υπάρχει λύση και για κάθε πολλαπλάσιο του n. Αρκεί λοιπόν να θεωρήσουµε ως

εκθέτη µόνο πρώτους αριθµούς (εκτός από τον 2). Ο Leonard Euler(1707-1783)
απέδειξε ανεξάρτητα από το Fermat τις περιπτώσεις n = 3 και n = 4. Το 1828 ο

Peter G. L. Dirichlet (1805- 1859) κατόρθωσε να αποδείξει τη περίπτωση n = 5.
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Το 1830 ο Adrien -Marie Legendre(1752-1833) απέδειξε την ίδια περίπτωση. ΟGa-
briel Lame(1795-1870) και οHenri Lebesque(1875-1941) που τον διόρθωσε το 1840,
µπόρεσαν να αποδείξουν την περίπτωση n = 7. ∆ιακόσια χρόνια µετά τη διάσηµη

σηµείωση του Fermat στο περιθώριο είχε αποδειχθεί απλώς για τους εκθέτες 3, 4,

5, 6 και 7. Έως το άπειρο ο δρόµος ήταν µακρύς. Όλοι οι µαθηµατικοί αναζητούσαν

την άπιαστη γενική απόδειξη, κατέληγαν ωστόσο σε αποδείξεις µόνο για ειδικές

τιµές του εκθέτη.

Η συνεισϕορά των Euler, Gauss(1777-1855) στη µετέπειτα απόδειξη του Τελευ- Euler - Gauss
ταίου Θεωρήµατος του Fermat ήταν πολύ σηµαντική. Η πρωτοπόρα εργασία του

Euler στη Μιγαδική Ανάλυση, κυρίως όµως στο πεδίο της Τοπολογίας αποδείχτη-

κε απαραίτητη στην κατανόηση και στην προσπάθεια επίλυσης του µυστηρίου του

Fermat. Τα αποτελέσµατα του Gauss στη Θεωρία Αριθµών είχαν µεγάλη σηµασία
σε κάθε προσπάθεια των µαθηµατικών να αποδείξουν το τελευταίο θεώρηµα του

Fermat. Ωστόσο, ο ίδιος δεν προσπάθησε να το αποδείξει, παρόλο που η ακαδηµί-

α του Παρισιού προσέϕερε µεγάλο βραβείο, όπως τον πληροϕόρησε ο ϕίλος του

H.W. M. Olbers. Ίσως, ήταν ο µόνος µαθηµατικός της Ευρώπης που αντιλήϕθηκε
πόσο δύσκολη ήταν η απόδειξη. Ο ίδιος έγραψε στον Olbers την άποψη του για

το Τελευταίο Θεώρηµα του Fermat:

«Σου είµαι πολύ υποχρεωµένος για την είδηση που αϕορά το βραβείο

του Παρισιού. Οµολογώ ωστόσο, ότι επειδή το ϑεώρηµα του Fermat
είναι µια αποµονωµένη πρόταση µε ενδιαϕέρει ελάχιστα: µπορώ εύϰολα

να παραϑέσω πλήϑος παρόµοιων προτάσεων τις οποίες δεν µπορούµε

να τις αποδείξουµε, ούτε να τις ξεϕορτωϑούµε.»

Η Sophie Germain(1776-1831), ήταν από τους σηµαντικότερους µαθηµατικούς Sophie Germain
που προσπάθησαν να αποδείξουν το τελευταίο θεώρηµα του Fermat και συνέλα-
βε σηµαντικά στη πρόοδο επίλυσης του. ∆ιατύπωσε τη πρόταση ότι αν υπάρχει

λύση της εξίσωσης του Fermat για n = 5 τότε καθένας από τους τρεις αριθµούς

πρέπει να διαιρείται µε το 5. Με βάση αυτό στο Τελευταίο Θεώρηµα του Fermat
διακρίνουµε δυο κατηγορίες αριθµών: τους µη διαιρετούς µε το 5, τους υπόλοι-

πους αριθµούς. Το θεώρηµα γενικεύτηκε ώστε να περιλάβει και άλλες δυνάµεις.

Η Sophie Germain διατύπωσε ένα γενικό θεώρηµα που επέτρεπε να αποδείξουµε

το Τελευταίο Θεώρηµα του Fermat για κάθε πρώτο αριθµό n µικρότερο από 100.

Ένας άλλος µεγάλος µαθηµατικός που µε τις µελέτες του συνέβαλε κι αυ- Fourier
τός στην απόδειξη του Τελευταίου Θεωρήµατος του Fermat είναι ο Fourier (1768-
1830). Ο Fourier ανέπτυξε µια πολύ σηµαντική θεωρία στις περιοδικές συναρτή-

σεις. Είναι δυνατόν να προσδιορίσουµε τις περισσότερες συναρτήσεις σε οσοδή-

ποτε βαθµό ακρίβειας επιθυµούµε ως άθροισµα πολλών (θεωρητικά άπειρων όταν

επιθυµούµε απόλυτη ακρίβεια) ηµιτονοειδών και συνηµιτονοειδών συναρτήσεων.

Η εϕαρµογή των σειρών Fourier σε ϕυσικά ϕαινόµενα και σε µεθόδους που χρη-

σιµοποιούν οι υπολογιστές είναι πολύ µεγάλη. Επιπλέον όµως οι συγκεκριµένες
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σειρές εϕαρµόζονται σε αµιγώς µαθηµατικά θέµατα, ένα πεδίο που δεν κέντριζε το

ενδιαϕέρον του Fourier. Τον 20ο αιώνα οι σειρές Fourier έπαιξαν ρόλο στηΘεωρί-
α Αριθµών σαν εργαλείο για το µετασχηµατισµό µαθηµατικών στοιχείων από µια

περιοχή σε άλλη στο πλαίσιο της εργασίας του Goro Shimura. Τώρα γνωρίζουµε

ότι η απόδειξη της εικασίας του Shimura βρίσκεται σε κοµβικό σηµείο στο πλαίσιο
της απόδειξης του Τελευταίου Θεωρήµατος του Fermat. Η επέκταση των περιο-

δικών συναρτήσεων του Fourier στο µιγαδικό επίπεδο οδήγησε στην ανακάλυψη

των αυτόµορϕων συναρτήσεων και των µορϕώνmodular. Το επίτευγµα αυτό είχε
σηµαντική επίδραση στο τελευταίο θεώρηµα του Fermat µέσω της εργασίας ενός

άλλου Γάλλου µαθηµατικού τουHenri Poincare.
Απόπειρα να αποδείξει το Τελευταίο Θεώρηµα του Fermat έκανε και οGabrielGabriel Lamé

Lamé. Η απόδειξη του στηριζόταν σε µια µέθοδο που είχε προτείνει ο Liouville
και αϕορούσε την παραγοντοποίηση του Fermat µε γραµµικούς παράγοντες χρη-
σιµοποιώντας µιγαδικούς αριθµούς. Ο ίδιος ο Liouvilleωστόσο, υπέδειξε το λάθος
στην απόδειξη του Lamé λέγοντας πως η παραγοντοποίηση που είχε προτείνει δεν
ήταν µοναδική.

Ο Ernst Eduard Kummer(1810-1893) είναι ο άνθρωπος που περισσότερο απόErnst Eduard Kum-
mer κάθε σύγχρονό του έϕθασε πλησιέστερα σε µια γενική λύση του προβλήµατος του

Fermat. ΟKummer επινόησε όντως µια πλήρη µαθηµατική θεωρία, τη θεωρία των
ιδεωδών αριϑµών προσπαθώντας να αποδείξει το ΤελευταίοΘεώρηµα Του Fermat.
Η εργασία του Kummer µε τους ιδεώδεις αριθµούς του επέτρεψε όπως είδαµε να
αποδείξει το Τελευταίο Θεώρηµα του Fermat για ένα µεγάλο αριθµό πρώτων εκ-

θετών - κατά πάσα πιθανότητα άπειρο - καθώς και για τα άπειρα πολλαπλάσια

των πρώτων αυτής της κατηγορίας. Το γεγονός ότι αυτή η σηµαντική θεωρία εί-

ναι αποτέλεσµα έµπνευσης στο πλαίσιο της προσπάθειας επίλυσης τουΤελευταίου

Θεωρήµατος του Fermat δείχνει πως είναι δυνατόν να αναπτύξουµε νέες θεωρίες

προσπαθώντας να λύσουµε ειδικά προβλήµατα.

Ακολουθεί η συνεισϕορά του µεγάλου και ιδιοϕυή µαθηµατικού Galois(1811-Galois
1832) -αν και ήταν µόλις 20 χρόνων- στην προσπάθεια επίλυσης του Τελευταίου

Θεωρήµατος του Fermat καθώς η θεωρία του αποτελεί το κρίσιµο βήµα στη µέθο-
δο που ακολουθήθηκε µετά από ενάµιση αιώνα.

Ένας ακόµη µαθηµατικός που συνέλαβε µε το έργο του στη προσέγγιση τουΤε-Abel
λευταίου Θεωρήµατος του Fermat είναι οAbel(1802-1829). Η έννοια τη αβελιανής

οµάδας αποτελεί κρίσιµο στοιχείο στη σύγχρονη διαπραγµάτευση του προβλήµα-

τος αυτού.

Έπεται η εξίσου σηµαντική συνεισϕορά τουDedekind (1831-1916) στη σύγχρο-Dedekind
νη προσέγγιση του Τελευταίου Θεωρήµατος του Fermat. Αυτή είναι η ανάπτυ-

ξη της ϑεωρίας των ιδεωδών, οι οποίοι ήταν γενίκευση των ιδεωδών αριθµών του

Kummer. Έναν αιώνα µετά την ανάπτυξη του Dedekind οι ιδεώδεις θα ενέπνεαν

τον Barry Mazur. Κατόπιν ο Andrew Wiles θα εκµεταλλευόταν την εργασία του

Mazur.
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Ένας άλλος µαθηµατικός µε εξαιρετικές ικανότητες είναι οHenri Poincare(1854- Henri Poincare
1912). Η συµβολή του στην Τοπολογία, κλάδος που αναπτύχθηκε από τον Euler,
ήταν πολύ σηµαντική. Η µελέτη των µορϕών, των επιϕανειών και των συνεχών

συναρτήσεων, όπως και οι µορϕέςModular, τοµέας στον οποίο ο Poincare υπήρξε
πρωτοπόρος, έπαιξαν πολύ σηµαντικό ρόλο στη σύγχρονη προσέγγιση του Τελευ-

ταίου Θεωρήµατος του Fermat.
ΟMordell (1888-1972) στη συνέχεια ανακάλυψε µια σχέση µεταξύ των λύσεων Mordell

αλγεβρικών εξισώσεων και της Τοπολογίας, που του ϕάνηκε πολύ παράξενη. Είναι

µια σχέση µεταξύ του αριθµού των οπών σε µια επιϕάνεια (δηλαδή του γένους της

επιϕάνειας) στο χώρο λύσεων µιας εξίσωσης και του ερωτήµατος αν η εξίσωση έχει

πεπερασµένο ή άπειρο πλήθος λύσεων. Έτσι, αν η επιϕάνεια των λύσεων έχει γένος

ανώτερο από δυο τότε η εξίσωση έχει πεπερασµένο πλήθος ακέραιων λύσεων. Ο

ίδιος τελικά δεν κατάϕερε να την αποδείξει, γι’ αυτό έµεινε γνωστή ως εικασία του

Mordell.
Ο Gerd Faltings κατόρθωσε το 1983 να αποδείξει την εικασία του Mordell. Gerd Faltings

Προέκυπτε εποµένως το συµπέρασµα ότι επειδή το γένος της εξίσωσης του Fermat
για n µεγαλύτερο από 3 είναι 2 ή περισσότερο, οι ακέραιες λύσεις της εξίσωσης,

αν υπάρχουν, είναι πεπερασµένες.

Οι Granville και Heath Brown χρησιµοποιώντας το αποτέλεσµα του Faltings Granville & Heath
Brownαπέδειξαν ότι το πλήθος των λύσεων της εξίσωσης του Fermat, αν υπάρχουν, ελατ-

τώνεται εκθετικά µε την αύξηση του n. Αποδείχτηκε ότι καθώς το n αυξάνεται το

ποσοστό των εκθετών για τους οποίους το ΤελευταίοΘεώρηµα του Fermat µπορεί
να αληθεύει προσεγγίζει το 1%.

Άρα, το 1983 η κατάσταση µε το Τελευταίο Θεώρηµα του Fermat έχει ως εξής:
Έχει αποδειχθεί για κάθε n έως το 1.000.000 και επιπλέον, για µεγαλύτερα n αν

υπάρχουν λύσεις τότε είναι ελάχιστες και ελαττώνονται µε την αύξηση του n.
Οι Yuataka Taniyama(1927-1958) και Goro Shimura, Ιάπωνες µαθηµατικοί και Η ειϰασία Shimura-

Taniyamaϕίλοι οργάνωσαν το Σεπτέµβριο του 1955 ένα συνέδριο στο Τόκιο. Ένας από τους

προσκληθέντες ήταν οAndreWeil. Μια εικασία διατυπώνεται δειλά από τονTani-
yama, αλλά συνδέεται µε το όνοµα τουWeil: «Μήπως οι αυτόµορϕες συναρτήσεις

συνδέονται µε τις ελλειπτικές καµπύλες και όχι µόνο οι συναρτήσειςmodular;» Ο
Shimura µια δεκαετία αργότερα και αϕού ο Taniyama έχει πεθάνει, αντιλαµβά-
νεται το λάθος του ϕίλου του και οδηγείται στη διατύπωση µιας πιο θαρραλέας

εικασίας: «ϰάϑε ελλειπτιϰή ϰαµπύλη στους ρητούς οµογενοποιείται από µορϕήmo-
dular». Στις αρχές της δεκαετίας του ’60 ο Shimura συναντά τον Serre ο οποίος

τον αµϕισβητεί και ισχυρίζεται ότι υπάρχουν ελλειπτικές καµπύλες στις οποίες αυ-

τό δεν ισχύει. Τότε ο Shimura απαντά διατυπώνοντας µε ακρίβεια την εικασία του:
Μια τέτοια ϰαµπύλη πάντα οµογενοποιείται από µια ϰαµπύληmodular.

Είµαστε στο 1984. Ένας άλλος µαθηµατικός, οGerhard Frey βοηθά µε το έργο Η ειϰασία του Fray
του στο να ϕθάσουµε σιγά, σιγά στη λύση του περίϕηµου προβλήµατος. Έχει µε-

λετήσει τις εργασίες τωνHasse, Weil, Mazur και έχει επηρεαστεί από αυτές. Προέ-



34 Το Τελευταίο Θεώρηµα του Fermat

βαλε έναν ισχυρισµό ο οποίος ϕαινόταν προκλητικός:

«Αν η ειϰασία Shimura- Taniyama είναι όντως σωστή, το τελευταίο

ϑεώρηµα του Fermat αληϑεύει.»

Η πορεία της σκέψης του Frey ήταν ιδιοϕυής. Αν υποθέσουµε ότι το Τελευταί-

ο Θεώρηµα του Fermat δεν ισχύει τότε για κάποια δύναµη n µεγαλύτερη του 2

υπάρχει λύση στην εξίσωση του Fermat: xn
+ yn = zn η όπου x, y, και z ακέραιοι.

Από τις συγκεκριµένες εξισώσεις προκύπτει µια ιδιαίτερη ελλειπτική καµπύλη, της

οποίας ο Frey προσδιόρισε την εξίσωση, η οποία ονοµάζεται καµπύλη Frey και η
οποία είναι µηmodular. Όµως αν η εικασία των Shimura- Taniyama αληθεύει τότε
κάθε ελλειπτική καµπύλη είναι modular. Άρα, µια τέτοια καµπύλη δεν µπορεί να

υπάρχει.

Ο Ken Ribet ήταν αυτός που τελικά κατάϕερε να αποδείξει την εικασία του

Frey, µια εικασία που στην αρχή θεωρούσε ως «αστεία». Ο δρόµος για τη λύση του

προβλήµατος του Fermat µε τις σύγχρονες µεθόδους της Αριθµητικής Αλγεβρικής
Γεωµετρίας ήταν πλέον ανοιχτός. Απέµενε µόνο να βρεθεί αυτός που θα αποδείκ-

νυε την εικασία Shimura- Taniyama. Τότε το Τελευταίο Θεώρηµα του Fermat θα
ίσχυε αυτοµάτως.

Ο Andrew Wiles είχε ως παιδικό όνειρο να αποδείξει το Τελευταίο ΘεώρηµαAndrew Wiles
του Fermat. Ήταν µόλις 10 ετών όταν διάβασε για το πρόβληµα αυτό. Ωστόσο,

για πολλά χρόνια το παραµέλησε µιας και το πρόβληµα αυτό δεν ήταν πλέον στη

µόδα. Η αϕορµή να ασχοληθεί ξανά µε το Τελευταίο Θεώρηµα του Fermat δόθηκε
όταν πληροϕορήθηκε από ένα ϕίλο του ότι ο Ken Ribet απέδειξε την εικασία του

Frey. ΟWiles ηλεκτρίστηκε. Εκείνη τη στιγµή αντιλήϕθηκε ότι η ζωή του άλλαξε.
Κλειδώθηκε στη σοϕίτα του και άρχισε να εργάζεται.

Το µεγαλείο τουWiles έλεγε αργότερα ο Frey ήταν ότι πίστευε σε ότι έκανε,
όταν ουδείς µαθηµατικός στην υϕήλιο πίστευε όντως ότι µέχρι το τέλος του 20ου

αιώνα θα αποδεικνυόταν η εικασία Shimura- Taniyama. Εργάστηκε µυστικά και

σκληρά για 7 χρόνια αποµονωµένος από το κόσµο. Στη διάρκεια της επίπονης

αυτής προσπάθειας του, ζήτησε τη βοήθεια µόνο δυο πολύ έµπιστων και εχέµυθων

ϕίλων του, των Katz και Peter Sarnak, ώστε να επιβεβαιώνουν τα αποτελέσµατα

του βήµα προς βήµα.

Στο τέλος του Ιουνίου του 1993 ο Andrew Wiles ταξίδευσε αεροπορικώς γιαΤρεις διαλέξεις

την Αγγλία. Επέστρεϕε στο πανεπιστήµιο τουCambridge όπου είκοσι χρόνια πριν
υπήρξε ϕοιτητής. Ο καθηγητής JohnCoates, ο οποίος είχε επιβλέψει την εκπόνηση
της διδακτορικής του διατριβής, οργάνωνε ένα συνέδριο µε αντικείµενο τηΘεωρία

Iwasawa, θέµα πάνω στο οποίο είχε εκπονήσει τη διατριβή του και διέθετε αρκετές

γνώσεις. Του ζήτησε λοιπόν, να δώσει µια σύντοµη ωριαία οµιλία σε θέµα της

αρεσκείας του. Ο Andrew Wiles προς έκπληξη των άλλων που συµµετείχαν στο

συνέδριο, λόγω της κλειστότητας του χαρακτήρα του, δέχτηκε. Ζήτησε όµως η
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οµιλία του να είναι τρίωρη. Είχε έρθει η ώρα να πραγµατοποιήσει το παιδικό του

όνειρο.

Κανείς δεν γνώριζε το περιεχόµενο της οµιλίας του, ούτε και το σκοπό αυ-

τής. Την πρώτη µέρα της οµιλίας του ο Andrew Wiles αντάµειψε τους περίπου
είκοσι µαθηµατικούς που είχαν έρθει στη διάλεξη του µε ένα ισχυρό και απροσδό-

κητο αποτέλεσµα. Η αγωνία αυξανόταν. Υπήρχαν ακόµα άλλες δυο διαλέξεις. Τη

δεύτερη µέρα η ένταση της παρουσίασης αυξήθηκε. Ο AndrewWiles παρουσίασε
πρωτότυπες ιδέες µε τη µορϕή νέων θεωρηµάτων µαζί µε τις αποδείξεις τους.

Την επόµενη µέρα, Τετάρτη 23 Ιουνίου 1993 ήταν η τελευταία διάλεξή του. Η

αίθουσα είχε ξεχειλίσει. Ο Andrew Wiles άρχισε και πάλι να γράϕει ϕαινοµενικά

ατέλειωτους τύπους και θεωρήµατα πάνω στο πίνακα. «Υπήρχε µόνο µια ενδεχόµε-

νη αποϰορύϕωση, µόνο µια ενδεχόµενη ϰατάληξη της παρουσίασης τουWiles» είπε
αργότερα ο καθηγητής Ken Ribet. ΟAndrewWiles τέλειωνε τις τελευταίες γραµ-
µές της απόδειξης µιας αινιγµατικής και πολύπλοκης µαθηµατικής εικασίας, της

εικασίας των Shimura-Taniyama. Τότε, ξαϕνικά πρόσθεσε µια τελευταία γραµµή,

επαναδιατυπώνοντας µια εξίσωση ηλικίας αιώνων. Πριν από επτά χρόνια ο Ken
Ribet είχε αποδείξει ότι τούτη η εξίσωση αντιϕάσκει µε την εικασία των Shimura-
Taniyama.

«Κι αυτό αποδειϰνύει το Τελευταίο Θεώρηµα του Fermat.»

είπε σχεδόν αδιάϕορα.

«Νοµίζω λοιπόν ότι σε τούτο το σηµείο πρέπει να σταµατήσω.»

Σε λίγα λεπτά σε όλο τον κόσµο το ηλεκτρονικό ταχυδροµείο άρχισε να αστρά-

ϕτει και µηνύµατα να ξετυλίγονται µέσα από µηχανές fax. Φαινόταν ότι το µυστή-

ριο ηλικίας 350 ετών, το πιο διάσηµο µαθηµατικό πρόβληµα όλων των εποχών, είχε

λυθεί. Οι εϕηµερίδες περιέγραϕαν τον άνθρωπο που κατά τα ϕαινόµενα είχε λύ-

σει το µαθηµατικό πρόβληµα που είχε αντισταθεί περισσότερο από κάθε άλλο και

η λύση του παρέµενε πρόκληση για περισσότερο από 350 χρόνια. Σε µια νύχτα

το Andrew Wiles, το όνοµα ενός ήσυχου και αποµονωµένου ανθρώπου, µπήκε σε

κάθε σπίτι.

Η απόδειξη τουAndrewWiles περιείχε έννοιες και θεωρίες οι οποίες την εποχή
του Fermat ήταν άγνωστες, ακόµα και µέχρι τον 20o αιώνα. Ήταν εποµένως απα-

ραίτητο να επικυρωθούν από ειδικούς ανεξάρτητα τουAndrewWiles. Η απόδειξη

στάλθηκε σε κορυϕαίους µαθηµατικούς. Η αισιοδοξία ωστόσο διάρκεσε λίγο· στη

λογική της απόδειξης ανακαλύϕτηκε ένα κενό. Ο Andrew Wiles προσπάθησε να
το µπαλώσει αλλά µάταια· αυτό παρέµενε. ΟWiles αποσύρθηκε στη σοϕίτα του.
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Ωστόσο, το πρωινό της ∆ευτέρας της 19ης Σεπτεµβρίου του 1994 ήρθε η ώραΗ τελιϰή λύση

για να δοθεί επιτέλους η λύση του περίϕηµου αυτού προβλήµατος. Τη λύση την

έδωσε ο ίδιος ο Andrew Wiles. Η νέα απόδειξη ήταν διόρθωση αυτής που είχε

παρουσιάσει τον Ιούνιο του 1993 στο πανεπιστήµιο του Cambridge, και που προς
µεγάλη απογοήτευση του ίδιου ήταν λανθασµένη. Ευτυχώς, ένα χρόνο µετά την

κατάρρευση της πρώτης του απόδειξης, και σε µια τελευταία απόπειρα πριν εγκα-

ταλείψει κάθε προσπάθεια βρήκε το λάθος. Είχε βρει την σωστή απόδειξη.

«Ήταν η σηµαντιϰότερη στιγµή σε ολόϰληρη την επαγγελµατιϰή ζωή

µου. Ξαϕνιϰά, απολύτως αναπάντεχα ήρϑε η απίστευτη αναϰάλυψη...

Ήταν τόσο απερίγραπτα όµορϕη, ήταν τόσο απλή ϰαι συνάµα µεγα-

λόπρεπη. Την πρώτη νύχτα πήγα σπίτι ϰαι ϰοιµήϑηϰα µε τις σϰέψεις

αυτής της αναϰάλυψης. Και το επόµενο πρωί την ξαναέλεγα ϰαι την

βρήϰα εντάξει. Ήταν ϰάτι που ήϑελα να το αναϰοινώσω στη γυναί-

ϰα µου µε µεγάλη ιϰανοποίηση. Το βρήϰα! Βρήϰα τη διόρϑωση στην

απόδειξή µου!»

Ήταν αλήθεια και όχι όνειρο. Η εικασία του Fermat είχε επιτέλους µετατραπεί
σε Θεώρηµα! Ο ίδιος ο AndrewWiles χαρακτήρισε την απόδειξη του ως απόδειξη
του 20ου αιώνα καθώς χρησιµοποίησε την εργασία πολλών µαθηµατικών του 20ου

αιώνα. Σύµϕωνα λοιπόν µε τον ίδιο ήταν αδύνατο να έχει υπόψη του τούτη την

απόδειξη ο Fermat όταν έγραϕε στο περιθώριο της σελίδας τη διάσηµη σηµείωση
του. Μήπως ο Fermat διέθετε άλλη απόδειξη; Η απάντηση είναι πιθανόν όχι. ∆εν

είµαστε όµως απόλυτα βέβαιοι και ίσως δεν το µάθουµε ποτέ.

Η βαθύτερη αξία του θεωρήµατος δεν είναι απλώς ότι το θεώρηµα σχετίζεται

µε όλη την πορεία του ανθρώπινου πολιτισµού, αλλά το ότι η τελική λύση του προ-

βλήµατος προέκυψε ανακαλύπτοντας πολύ χρήσιµα µαθηµατικά και ενοποιώντας

όλο το εύρος αυτών των µαθηµατικών. Πρέπει να τονίσουµε ότι η επιχείρηση από-

δειξης του θεωρήµατος ήταν έργο πολλών ανθρώπων· ενδεικτικά θυµίζουµε τους

Ernst Kummer, Barry Mazur, Frey, Ribet, Shimura και Taniyama. Κλείνουµε την
αναϕορά στην ιστορία του Τελευταίου Θεωρήµατος του Fermat µε κάποια λόγια

του AndrewWiles που περιγράϕουν την επτάχρονη αναζήτηση του Ιερού ∆ισκο-
πότηρου των µαθηµατικών:

«Ίσως, ο ϰαλύτερος τρόπος για να περιγράψω την εµπειρία µου στα µα-

ϑηµατιϰά είναι να την παροµοιάσω µε την εµπειρία του να εισέρχεσαι σε

ένα σϰοτεινό µέγαρο. Εισέρχεσαι στο πρώτο σϰοτεινό, απολύτως σϰο-

τεινό δωµάτιο. Σϰοντάϕτεις δεξιά-αριστερά ϰαι πέϕτεις επάνω στα έπι-

πλα. Σιγά, σιγά µαϑαίνεις που βρίσϰεται ϰάϑε έπιπλο. Και τελιϰά µετά

από περίπου έξι µήνες βρίσϰεις το διαϰόπτη ϰαι ανάβεις το ϕως. Ξαϕνι-

ϰά λοιπόν, τα πάντα ϕωτίζονται ϰαι βλέπεις που βρισϰόσουν. Κατόπιν

εισέρχεσαι στο επόµενο σϰοτεινό δωµάτιο...»
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Όσον αϕορά ταΜέσαΜαζικής Ενηµέρωσης και το ευρύ µη-µαθηµατικό κοινό,

η απόδειξη του A. Wiles είναι το τέλος της ιστορίας του Θεωρήµατος του Fermat.
Όµως αυτό είναι λανθασµένο για πολλούς λόγους.

Πρώτα απ΄ όλα αυτό που απέδειξε οWiles δεν είναι απλώς το Θεώρηµα του

Fermat. Είναι ένα πολύ ισχυρότερο αποτέλεσµα, από το οποίο έπεται το Θεώρηµα
του Fermat σαν Πόρισµα. Τα αποτελέσµατα τουWiles είναι πολύ πιο χρήσιµα στα
µαθηµατικά απ΄ όσο είναι το ίδιο το Θεώρηµα του Fermat(η ιστορία επαναλαµβά-
νεται!). Παραδείγµατος χάριν, σηµατοδοτεί την αρχή για τη λύση τουΠρογράµµα-

τος Langlands[28], ενός από τα κεντρικά ζητήµατα στην σύγχρονη Θεωρία Αριθ-

µών το οποίο µελετάει τη σχέση µεταξύ των συµµετριών στη Θεωρία Αριθµών και

στη Γεωµετρία. Αν αυτό πετύχει, θα µας οδηγήσει σε µια ενοποιηµένη θεωρία των

Συναρτήσεων Ζήτα[29], οι οποίες είναι µαθηµατικά αντικείµενα που εµϕανίζονται

σε πολλούς τοµείς των Μαθηµατικών και της Φυσικής. Επίσης, το Θεώρηµα των

Wiles-Taylor µπορεί να δώσει τεράστια ώθηση στη ∆ιοϕαντική Ανάλυση, οδηγών-
τας σε µια γενική θεωρία των ∆ιοϕαντικών Εξισώσεων µε τρεις µεταβλητές�.

Η απόδειξη τουWiles γέννησε νέα προβλήµατα κι έδωσε κατευθύνσεις για την
αντιµετώπιση άλλων γρίϕων, αρκετά γενικότερων από τοΤελευταίοΘεώρηµα του

Fermat. Παρακάτω παρουσιάζονται σε απλή γλώσσα τρία ανοικτά προβλήµατα,

τα οποία επιζητούν λύση. Η απόδειξη οποιασδήποτε από τις παρακάτω εικασίες,

ισοδυναµεί µε µια απόδειξη του Τελευταίου Θεωρήµατος του Fermat, το οποίο

έπεται σαν πόρισµα!

i. Η εικασία του Beal
Ας επιτρέψουµε στους εκθέτες της εξίσωσης του Fermat να διαϕέρουν:

xn
+ ym = zk , xyz x 0

κι ας αναζητήσουµε ακέραιες λύσεις αυτής(εκτός των πυθαγόρειων τριάδων). Μια

τέτοια είναι η 174 + 344 = 175. Αν απαιτήσουµε οι βάσεις να είναι σχετικά πρώτοι

αριθµοί, οι λύσεις είναι πιο σπάνιες. Θα δούµε µάλιστα, πως µόνο 10 λύσεις είναι

γνωστές, και σε όλες εµϕανίζεται ο εκθέτης 2. Υπάρχουν άραγε λύσεις χωρίς αυτόν

τον εκθέτη;

Εικασία 1. (Beal) Η εξίσωση xn
+ym = zk , xyz x 0 δεν έχει ϑετιϰές αϰέραιες λύσεις,

µε x, y,z σχετιϰά πρώτους ανά δυο ϰαι n,m, k A 2.
�
Μια γενική και πλήρης θεωρία επίλυσης ∆ιοϕαντικών Εξισώσεων δεν υπάρχει, καθώς η απάν-

τηση στο 10
o
πρόβληµα του Hilbert[23], το οποίο θέτει αυτήν ακριβώς την ερώτηση, είναι αρνη-

τική(Yu. V. Matiyasevich,1970)! Έτσι µια τέτοια θεωρία για τρεις µεταβλητές θα ήταν σπουδαίο

επιτευγµα.
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Παραδείγµατος χάριν, η 33 + 63 = 35 έχει βάσεις µε κοινό παράγοντα το 3, ενώ

η 76 + 77 = 983 έχει βάσεις µε κοινό παράγοντα το 7. Η εικασία δεν έχει αποδειχθεί

σωστή ή λάθος. Ο εµπνευστής της (τραπεζικός)Beal, προσϕέρει δεκάδες χιλιάδες
δολάρια για την απόδειξη ή την διάψευση της.

Οι Darmon και Granville απέδειξαν το εξής [30]:

Αν n,m, k A 0 και
1
n +

1
m +

1
k < 1 τότε η εξίσωση του Beal έχει

πεπερασµένο πλήθος λύσεων µε βάσεις σχετικά πρώτους αριθµούς.

Η εικασία του Beal επιβάλλει n,m, k A 2, άρα η σχέση 1
n +

1
m +

1
k C 1 ικανοποιείται

µόνο για n = m = k = 3, για τους οποίους εκθέτες όµως δείξαµε στον Ισχυρισµό 4

της (III.ii) πως δεν υπάρχουν ακέραιες λύσεις. Άρα τελικά η διοϕαντική εξίσωση

xn
+ ym = zk, n,m, k A 2 έχει πάντα πεπερασµένο πλήθος λύσεων.
Στο [30] αναλύονται επίσης οι περιπτώσεις

• n,m, k C 2 και τουλάχιστον ένας εκθέτης να είναι µεγαλύτερος του 2, µε

x, y,z σχετικά πρώτους και
1
n +

1
m +

1
k A 1.

• x, y,z σχετικά πρώτοι και
1
n +

1
m +

1
k < 1

Ειδικότερα έχει διατυπωθεί η

Εικασία 2. (Fermat-Catalan) Υπάρχουν πεπερασµένες το πλήϑος τριάδες σχετιϰά
πρώτων ανά δυο αϰέραιων x, y,z, ώστε να ισχύει xn

+ym = zk , xyz x 0, µε n,m, k >
N ϰαι

1
n +

1
m +

1
k < 1.

Συγκεκριµένα µόνο 10 τέτοιες λύσεις είναι γνωστές:

1 + 23 = 32

25 + 72 = 34

73 + 132 = 29

27 + 173 = 712

35 + 114 = 1222

177 + 762713 = 210639282

14143 + 22134592 = 657

92623 + 153122832 = 1137

438 + 962223 = 300429072

338 + 15490342 = 156133
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Στις 5 πρώτες από αυτές συναντάµε λύσεις µε διψήϕιους ή τριψήϕιους αριθ-

µούς, ενώ στις υπόλοιπες οι λύσεις είναι ακέραιοι πολύ µεγαλύτερης τάξης†. Επί-

σης παρατηρήστε πως σε όλες εµϕανίζεται ο εκθέτης 2. Τέλος ας αναϕέρουµε πως

οι Darmon και Merel έδειξαν [31] πρόσϕατα πως δεν υπάρχουν σχετικά πρώτες

λύσεις µε εκθέτες (n,n,3) , n C 3.

ii. Η εικασία ΑΒΓ

Η εικασία ΑΒΓδιατυπώθηκε για πρώτη ϕορά από τουςDavidMasser και Jose-
ph Osterlé το 1985[32]. Είναι αξιοσηµείωτο ότι αν και αυτή η εικασία είναι εξαιρε-

τικά απλή στη διατύπωση και θα µπορούσε να έχει διατυπωθεί πολύ νωρίτερα, η

ανακάλυψή της είναι βασισµένη σε πρόσϕατες έρευνες σχετικά µε σώµατα συναρ-

τήσεων και ελλειπτικές καµπύλες. Πρόκειται για µια πρόταση που συνδέεται µε

την αναλυσιµότητα στην Αριθµητική Αλγεβρική Γεωµετρία. Επίσης ϕαίνεται συν-

δεδεµένη µε πολλά προβλήµατα τηςΘεωρίαςΑριθµών και βρίσκεται κυριολεκτικά

στα όρια του τι είναι γνωστό και τι άγνωστο!

Χρειαζόµαστε έναν ορισµό:

Ορισµός 1. Κοµµάτι ελεύϑερο τετραγώνου ΚΕΤ(k)ενός αϰέραιου k > Z λέγεται το

γινόµενο των πρώτων που διαιρούν τον k αϰριβώς µία ϕορά. Ισοδύναµα, είναι το

γινόµενο των πρώτων που εµϕανίζονται στην πρώτη δύναµη στην ανάλυση του SkS
σε πρώτους παράγοντες:

ΚΕΤ(k) �=M
pSk

p , pπρώτος

Άρα, αν ο n > N ελεύθερος τετραγώνου, θα είναι ΚΕΤ(n) = n. Οµοίως και αν
ο n είναι πρώτος.

Έστω A,B ϕυσικοί, και Γ = A+ B. Συνήθως ισχύει ΚΕΤ(ABΓ) A Γ. Όχι όµως
πάντα(θεωρήστε για παράδειγµα A = 1,B = 8, Γ = 9). Ο David Masser απέδειξε
πως το πηλίκο ΚΕΤ(ABΓ)~Γ µπορεί να γίνει οσοδήποτε µικρό, δηλαδή

∀ε A 0 §A,B > Z ώστε
ΚΕΤ(ABΓ)

Γ
< ε

Η εικασία µας λέει πως αυτό παύει να ισχύει αν αυξήσουµε ελάχιστα τον εκθέτη:

Εικασία 3. (ΑΒΓ) Έστω A,B σχετιϰά πρώτοι αϰέραιοι, Γ = A+ B. Για ϰάϑε ε A 0
υπάρχει σταϑερά µ A 1 ώστε

max(SAS, SBS, SΓS) B µΚΕΤ(ABΓ)1+ε
†
Οι 5 τελευταίες βρέθηκαν αρκετά πρόσϕατα από τους Beukers και Zagier
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Η εικασία αυτή µας επιτρέπει να αναδιατυπώσουµε πλήθος ∆ιοϕαντικών εξι-

σώσεων και να τις λύσουµε! Επίσης είναι ικανή να µας οδηγήσει σε µια απόδειξη

του Τελευταίου Θεωρήµατος του Fermat. Για το σκοπό αυτό διατυπώνουµε δια-

τυπώνουµε την εικασία πιο απλά, υποθέτοντας τους A,B θετικούς:

Εικασία 4. Έστω A,B σχετιϰά πρώτοι ϑετιϰοί αϰέραιοι, Γ = A+ B.Για ϰάϑε n A 1,
το ϰλάσµα

ΚΕΤ(ABΓ)n
Γ

είναι ϰάτω ϕραγµένο(προϕανώς από το 1~µ).
Έστω θετικοί ακέραιοι x, y,z σχετικά πρώτοι ανά δυο, µε xk

+yk = zk. Θέτουµε
A= xk, B = yk, Γ = A+B και η εξίσωση του Fermat γίνεταιA+B = Γ. Η παραπάνω

εικασία λέει ότι για κάθε n A 1, θα υπάρχει M A 0 ώστε

ΚΕΤ(xkykzk)n
Γ

CM

Χάριν απλότητας θεωρούµε n = 2 και M = 1. Προϕανώς ΚΕΤ(xkykzk) B xyz
καθώς και x, y < z. Άρα

ΚΕΤ(xkykzk) B xyz < z3 ΓA1
Ô�

ΚΕΤ(xkykzk)2
Γ

<
(z3)2
Γ
=
z6

zk
= z6−k

Από την εικασία ABΓ έπεται τώρα ότι z6−k A 1, το οποίο είναι αντιϕατικό για κάθε
k C 6. Με παρόµοια επιχειρήµατα µπορούµε να αποκλείσουµε τις περιπτώσεις

k = 3,4,5.
Αυτή η σύντοµη(!) απόδειξη δείχνει πως η εικασία αυτή είναι κατά πολύ βαθύ-

τερη απ΄ όσο δείχνει µε την πρώτη µατιά.

iii. Η εικασία των Birch και Swinnerton-Dyer
Ένα από τα 7 «Προβλήµατα της Χιλιετίας» τα οποία έχει επικηρύξει το Clay

Mathematics Institute‡ µε ένα εκατοµµύριο δολάρια το καθένα, είναι η εν λόγω

εικασία.

Σε γενικές γραµµές, µια ελλειπτική καµπύλη είναι το σύνολο των σηµείων του

του επιπέδου που ικανοποιούν µια εξίσωση της µορϕής

y2 = αx3 + βx2 + γx + δ

(παραλείπουµε µερικές τεχνικές λεπτοµέρειες). Η θεωρία τους επεκτείνεται όµως

και για x, y > C ή γενικά σε οποιοδήποτε σώµα.

‡http://www.claymath.org/millennium/
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Μια βασική πρόκληση των ελλειπτικών καµπύλων είναι η εύρεση όλων των

ρητών σηµείων πάνω σε µια τέτοια καµπύλη. Για παράδειγµα ο Fermat απέδειξε
ότι οι µόνες ρητές λύσεις της ελλειπτικής εξίσωσης

y2 = x3 − x

είναι οι (0,0), (0, 1), (0,−1). Όµως η ελλειπτική καµπύλη y2 = x(x − 3)(x + 32)
έχει πολλά ρητά σηµεία. Το παρακάτω γράϕηµα δείχνει µερικά από αυτά:

x

y

(−32,0)

(24,168)

(−12,60)

(0,0) (3,0)

Μάλιστα αποδεικνύεται πως κάθε ευθεία που τέµνει µια ελλειπτική καµπύλη σε

δυο ρητά σηµεία, διέρχεται και από τρίτο ρητό σηµείο της. Έτσι έχοντας 2 ρητά

σηµεία, εύκολα βρίσκουµε κι ένα τρίτο. Τα ρητά σηµεία µιας ελλειπτικής καµπύλης

έχουν τη δοµή οµάδας.

Κάνοντας υπολογισµούς σε πάραπολλάπαραδείγµατα, οιBirch και Swinnerton-
Dyer ανακάλυψαν µια ενδιαϕέρουσα σχέση µεταξύ του πλήθους των ρητών σηµεί-
ων µιας ελλειπτικής καµπύλης και της συµπεριϕοράς µιας αναλυτικής συνάρτησης

που σχετίζεται µε την καµπύλη και καλείται L-συνάρτηση.

Εικασία 5. (Birch & Swinnerton-Dyer) Έστω C µια ελλειπτιϰή ϰαµπύλη. Η σειρά

Taylor της συνάρτησης L(C , s) στο σηµείο s = 1 έχει τη µορϕή
L(C , s) = c(s − 1)r + όροι ψηλότερης τάξης

όπου c x 0 ϰαι r η τάξη της οµάδας των ρητών σηµείων της ϰαµπύλης. Ειδιϰότερα,
L(C , 1) = 0 αν ϰαι µόνο αν η οµάδα των ρητών σηµείων είναι άπειρη.
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Με την παραπάνω γνώση, θα µπορούµε να αποϕαινόµαστε για το πλήθος των

ρητών σηµείων µιας ελλειπτικής καµπύλης εκτιµώντας την L(C , s) στο σηµείο 1.
Η εικασία συνδέεται και µε ένα άλλο σηµαντικό πρόβληµα της Αλγεβρικής

Θεωρίας Αριθµών, το οποίο είναι γνωστό ως η εικασία του Serre, από το Γάλλο

µαθηµατικό Jean-Pierre Serre, ο οποίος τη διατύπωσε στις αρχές της δεκαετίας

του ΄70. Αυτή έχει να κάνει µε τις αναπαραστάσειςGalois και τις µορϕέςmodular,
και µια απόδειξή της θα δώσει σαν πόρισµα το Τελευταίο Θεώρηµα του Fermat.
Για περισσότερες πληροϕορίες δείτε το [43]. Πολύ πρόσϕατα ο Ινδός µαθηµατι-

κός Chandrashekhar Khare δηµοσίευσε µια εργασία στην οποία δίνει µια µερική

απόδειξη αυτής.

Αν η εικασία Birch & Swinnerton-Dyer αποδειχθεί, τότε θα λυθεί κι ένα πρό-

βληµα που ίσως απασχόλησε και τον ίδιο τον Πυθαγόρα: ∆οθέντος ενός ϕυσικού

αριθµού, υπάρχει ορθογώνιο τρίγωνο µε ρητού µήκους πλευρές, µε εµβαδόν ίσο

µε αυτόν τον αριθµό; Παραδείγµατος χάριν, το ορθογώνιο τρίγωνο µε πλευρές

3,4,5 έχει εµβαδόν 6. Επίσης το εµβαδόν του ορθογώνιου τριγώνου µε πλευρές

3
2
,
20
3
,
41
6
είναι 4. Όµως κανένα ορθογώνιο τρίγωνο µε ρητές πλευρές δεν έχει εµ-

βαδόν ίσο µε 1,2,3 ή 4. Κι αυτό το πρόβληµα έχει τις ρίζες του στις ελλειπτικές

καµπύλες, διότι ένα ορθογώνιο τρίγωνο µε εµβαδόν E αντιστοιχεί σε µια ρητή λύ-

ση µιας ελλειπτικής καµπύλης µε εξίσωση y2 = x3 − E2x.
Η µια κατεύθυνση της εικασίας έχει αποδειχθεί για µια συγκεκριµένη κλάση

ελλειπτικών καµπύλων: Οι A.Wiles και J. Coates έδειξαν πως γι αυτήν την κλάση,
άπειρος αριθµός ρητών σηµείων οδηγεί στη σχέση L(C , 1) = 0. Γίνονται προσπά-
θειες να αποδειχθεί το συµπέρασµα αυτό για την κλάση των modular καµπύλων,
και τότε θα ισχύει σε πλήρη γενικότητα, αϕού όπως έδειξαν οι Shimura- Taniya-
ma (και αποτέλεσε τον πυρήνα της απόδειξης τουWiles) κάθε ελλειπτική καµπύλη
είναι modular. Αυτό ϕυσικά θα ήταν η απόδειξη µόνο της µιας κατεύθυνσης της

εικασίας. Όπως λέει ο ίδιος ο A. Wiles, «Η άλλη ϰατεύϑυνση είναι αρϰετά πιο δύ-

σϰολη. Έχω ισχυρό προαίσϑηµα πως οι ϰαµπύλεςmodular ϑα είναι πολύ σηµαντιϰές
στην ολοϰλήρωση της απόδειξης.»
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