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Resumo

Os problemas de coloracao de vértices e de arestas, gsistemm em determinar 0 menor
namero de cores necessarias para colorir os verticeaestas de um grafo, respectivamente,
de forma que vértices adjacentes e arestas adjacenfas;tieamente, possuam cores distintas,
sao problemas computacionalmente dificeis e sao obemesquisa recorrente em teoria dos
grafos, em virtude dos inUmeros problemas praticos qgeerabdelam.

No presente trabalho, estudamos o pior desempenho do#ralg®gulosos de coloragcao
de vértices e de arestas. O algoritmo guloso tem o seguimigigio geral: receber, um a um,
0s vértices (respect. as arestas) do grafo a ser colotittnyiado sempre a menor cor possivel
ao veértice (respect. aresta) a ser colorido. Observan®sajarir de forma gulosa as arestas de
um grafo equivale a colorir de forma gulosa o seu grafo litdrado sido este o maior interesse
na pesquisa em coloragao gulosa de arestas.

O pior desempenho dos algoritmos & medido pelo maior nurdercores que eles po-
dem utilizar. No caso da coloracao gulosa de vérticese € numero de Grundy ou nimero
cromatico guloso do grafo. No caso da coloracao de aestae € o indice de Grundy ou indice
cromatico guloso do grafo. Determinar o nimero de Gruredyrd grafo qualquer & NP-dificil.
A complexidade de determinar o indice de Grundy de um grafdquer era, entretanto, um
problema em aberto.

Na presente dissertacao, provamos dois resultados dpleddade. Provamos que o
nimero de Grundy de urtg, q— 4)-grafo pode ser determinado em tempo polinomial. Essa
classe contém estritamente a classe dos cogrdgegparsos para 0s quais o mesmo resultado
havia sido estabelecido. Esse resultado generaliza,npoyiaqueles resultados. O algoritmo
apresentado usa a decomposicao primeval desses grafesnthando o parametro em tempo
polinomial.

No que se refere a coloracao de arestas, provamos quélema de determinar o indice
de Grundy & NP-completo para grafos em geral e polinomiad geafos caterpillar, impli-
cando que o niumero de Grundy & polinomial para os grafba lilesses. Mais especificamente
provamos que o indice de Grundy dos caterpilldr @ A+ 1 e apresentamos um algoritmo
polinomial para determina-lo exatamente.

PALAVRAS-CHAVE: Coloracao Gulosdg,q— 4)-grafos,Ps;-conectividade, Decomposi-
¢ao Primeval, Grafos Linha, Caterpillars.



Abstract

The vertices and edges colourings problems, which congidistermine the smallest num-
ber of colours needed to colour the vertices and edges ofdngraspectively, so that adjacent
vertices and adjacent edges, respectively, have distmotics, are computationally hard pro-
blems and recurring subject of research in graph theory duritnerous practical problems
they model.

In this work, we study the worst performance of greedy atpans for colouring vertices
and edges. The greedy algorithm has the following geneiratipte: to receive, one by one, the
vertices (respect. edges) of the graph to be coloured bgrasgi always the smallest possible
colour to the vertex (respect. edge) to be coloured. We hatiesb greedy colouring the edges
of a graph is equivalent to greedily colouring its line gragtis being the greatest interest in
research on greedy edges colouring.

The worst performance of the Algorithms is measured by tleatgst number of colours
they can use. In the case of greedy vertex colouring, thiees@Grundy number or greedy
chromatic number of the graph. For the edge colouring, ghihé Grundy index or greedy
chromatic index of the graph. It is known that determining @rundy number of any graph is
NP-hard. The complexity of determining the Grundy indexmf graph was however an open
problem.

In this dissertation, we prove two complexity results. Wewer that the Grundy number
of a (q,q— 4)-graph can be determined in polynomial time. This classaioststrictly the
class of cographs ané-sparse graphs for which the same result had been establiSines
result generalizes so those results. The presented &lgouses the primeval decomposition of
graphs, determining the parameter in polynomial time.

About greedy edge colouring, we prove that the problem oérd@ning the Grundy in-
dex is NP-complete for general graphs and polynomial foem#éar graphs, implying that the
Grundy number is polynomial for line graphs of caterpillakdore specifically, we prove that
the Grundy index of a caterpillar s5sor A+ 1 and present a polynomial algorithm to determine
it exactly.

KEYWORDS: Greedy Colouring(qg,q— 4)-graphsP4-conectivity, Primeval Decomposi-
tion, Line Graphs, Caterpillars.
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1 Introducao

Sejak um inteiro positivo. Umak-colorag@o propria de um grafoG = (V,E) & uma
atribuicdo das corefl, ..., k} aos seus vértices, de forma que uma mesma cor nao éidaribu’
a dois vertices vizinhos. O problema classico de cobapnsiste em, dado um gra® en-
contrar 0 menor inteira para o quals admite umak-coloracao propria. Esse valor € chamado
dentmero cromaticode G e é denotado pgy(G). A k-colorago propria de arestag definida
de forma similar, mas nesse cas&ka®res sao atribuidas as arestas do grafo. O menor inteiro
k para o qual um graf@ admite umak-coloragao propria de arestas &éndice cronaticodeG,
denotado pogx’(G).

Varias aplicacdes praticas podem ser modeladas comnagdlo de grafos. Mais especifi-
camente, esse problema € utilizado para modelar sisag®d que & necessario particionar um
conjunto de objetos de acordo com algum critério minimicemnamero de partes em que esses
objetos sao distribuidos, como no caso da alocacaoadieifrs quimicos em armazéns, onde 0s
produtos que reagem causando explosdes devem ficar em rtiongodos diferentes, e deseja-
se utilizar o menor nUumero de compartimentos possivetreEutros exemplos de situacdes
praticas estao a atribuicao de frequéncias a antemaadib e 0 agendamento de palestras em
uma conferéncia [10,112]. O vasto nUmero de aplicagbas dos motivos da coloracao de
grafos ser um problema exaustivamente estudado em tecrigraims.

Calcular o nimero cromatico de um grafo arbitr&i@ um problema NP-dificil[31]. De
fato, mesmo a tarefa de encontrar uma boa aproximacgagp@jeé muito dificil. Especifica-
mente, existe ung > 0 tal que o problema de coloragao nao pode ser aproximadanp fator
menor quen?, a menos que P = NP_[B4]. Também & NP-dificil determinardice cromatico
de um grafo[[Zb].

Nesse contexto, & natural que se busque alternativas nciefiem bem na préatica, ou que
resolvam o problema de maneira 6tima para certas clasggafds. Uma das alternativas mais
utilizadas é também uma forma bastante intuitiva de golon grafo: cada vértice recebe a
menor cor possivel, isto &, a menor cor que nao foi atldoa nenhum de seus vizinhos. Essa



estratégia também pode ser utilizada para colorir aseres grafo.

Precisamente, algoritmo guloso de colordp (de arestasg executado sobre um grafo
G=(V,E) eumaordem d¥(G) (E(G)), atribuindo a cor a um vértice (aresta), $& a menor
cor tal que nao existe nenhum vizinho desse vértice @restviamente colorido com a cior
O numero de Grundygle um grafoG = (V,E), denotado pof (G), & o maior inteird tal que
existe uma ordem d¥(G) que, se utilizada pelo algoritmo guloso, leva o algoritmetarr
nar uma coloragao comcores. Determinaf (G) para um grafo qualqués & um problema
NP-dificil [41]. O indice de Grundyparametro correspondente ao nUmero de Grundy para
coloragao gulosa de arestas, & denotadd f{@). Estabelecef’(G) & um problema equive-
lente & estabelec&(L(G)), ondeL(G) & o grafo que tem como conjunto de vértices o conjunto
de arestas dé& e dois vértices sdo adjacentes k() se as arestas correspondentes3sdo
adjacentesL(G) & chamadarafo linha de G

Neste trabalho, analisamos o problema de coloracao @ylasa a classe dds,q— 4)-
grafos e o problema geral de coloracao gulosa de arestas.

Seja umP; um caminho induzido com quatro vértices. Dizemos Gue um(q,q— 4)-
grafo se nenhum subconjunto de no maxiopweértices deV (G) induz mais queq—4) Py's
distintos [7]. Tal classe generaliza outras classes degraimo oxografos que sao os grafos
livres deP, e osP;-esparsosque sao exatamente (s 1)-grafos.

Existe ainda uma série de outras classes de grafos quetaiolas com relagao a quanti-
dade dePy’s induzidos que possuem, das quais um estudo detalhadeseapado em [37].

A pesquisa sobre o conjunto &'s de um grafoG, também chamado d&-estruturade
G, tem sido bastante explorada nos Gltimos anos, motivadoipalmente pelo fato de que o
complemento de urR, também é un¥y, 0 que torna as propriedades expressas em termos de
P4’s validas no complemento. Note, por exemplo, que o comgigande um cografo & também
um cografo.

Alguns problemas foram propostos utilizando a analis€sgestutura de um grafo. Dois
grafos sad?;-isomorfosse existe uma bijecao entre seus vértices de forma queonjunto
de quatro véertices induz uf, no primeiro grafo se e somente se sua imagem induRP4no
segundo grafo. A conjectura proposta [14] e provada postente em([[38], afirma que
um grafoPs-isomorfo a um grafo perfeito também é perfeito.

O abrangente estudo Bgestrutura de grafos motivou a introdugao da noca@amnectividade
[B0]. Um grafoG & chamado d@;-conexase para toda particao de seus vértices em dois con-
juntos nao vazios e disjuntos, algi®pinduzido deG contém vértices de ambas as partes. A
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figuraI.] apresenta todas as particdes em dois conjuatdstices de urRy, que € trivialmente

um grafoPs-conexo. AsPs-componentede umG sao seus subgrafos induzidos maximais que
saoPs-conexos.

a b C d
O O O O
a
a b C d 0O
O O O O b C d
o4—o0 0

a d ao b a0 Ob
b C do C Co/ od

Figura 1.1:P, e suas particoes.

O conceito dé’4-conectividade leva a um teorema estrutural aplicavel arafo G qual-
quer (Teorem@3l1). Tal teorema sugere a associacao damnmraT (G) a G, que representa

uma decomposicao do grafo, chamadaddeomposigo primeva) a ser definida posterior-
mente.

Decompor um grafo & uma estratégia de divisao e conquisifacilita a resolucao de
problemas. A arvore de decomposicao primeval pode sssrérada em tempo linear e &
Unica, a menos de isomorfism@$ [8]. Para algumas classegmaftes,gpodemos aplicar essa
decomposicao e, através de programacao dinamealyer problemas que sao dificeis no caso
geral.

A decomposicao primeval possui uma relacdo especialaalasse do&y,q— 4)-grafos.
As P4-componentes dogy, q — 4)-grafos, que sao folhas na arvore de decomposicao ypaime
sao grafos simples e bem definidos.

Diversos problemas dificeis no caso geral foram resos/eto tempo linear para 0§, q—
4)-grafos utilizando decomposicao primeval [5]. Dentreselcitamos a coloragdo de gra-
fos [3]. O resultado principal deste trabalho & um algasifpolinomial que utiliza a mesma
decomposicao para resolver a coloragao gulosa pai@ @s- 4)-grafos.

Como mencionado anteriormente, também analisamos ogmabfieral coloracao gulosa
de arestas. Colorir as arestas de um grafo de forma gulosakea colorir de forma gulosa o
seu grafo linha, tendo sido este o maior interesse na peseunsoloracao gulosa de arestas.
Para o problema de coloracao gulosa de arestas, apmessntena prova de NP-completude

e damos um algoritmo polinomial para resolvé-lo na classecdterpillars, arvores tais que
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se todas as folhas e arestas incidentes as mesmas forewidasy@ que resta do grafo &€ um

caminho induzido.

O texto esta organizado da seguinte forma: No Capillcs®belecemos a terminolo-
gia utilizada e outros conceitos necessarios ao ententint® trabalho. Nos Capitulg$ 3 e
H, apresentamos teoremas estruturais e decomposic@gafds que serao Uteis ao longo da
dissertacdo. No Capituld 3, introduziremos o conce#®sdconectividade e veremos um teo-
rema estrutural de grafos que utiliza esse conceito. Na@a@, apresentaremos as decomposicdes
modular e primeval de um grafo. No Capitllo 5, investigamoslora¢ao gulosa ndg,q—4)-
grafos, bem como a coloragcao gulosa de arestas. Finareamtcluimos o texto no Capitulo 6
fazendo algumas reflexdes sobre futuros trabalhos.
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2 Nota@o e Conceitos Preliminares

Neste capitulo, sdo apresentadas as definicbes badaoria dos grafos necessarias ao
entendimento do trabalho, bem como a notacao utilizadac€ltos mais especificos sdo dados
ao longo do texto. A maior parte das definicdes foi retirdda livros [11] el[IR], que podem
ser consultados para informacgdes adicionais.

2.1 Conceitos Bsicos

Um grafo G & uma tripla ordenadé&/ (G),E(G), Ys) consistindo de um conjunto nao-
vazioV (G) devértices um conjuntde(G), disjunto deV/ (G), dearestas e uma fungaals que
associa a cada aresta um par nao ordenado de vérticds@emumente, usamd@s = (V,E)
como notacao de um grafo com conjunto de vértiées conjunto de arestds. Todo grafo
admite uma representacao grafica onde cada vertiggésentado por um ponto e cada aresta
é representada por uma linha unindo os pontos correspt@sdaos vértices associados a tal
aresta. Por simplicidade, escreveraesuvao invés deys(e) = {u,v}, e, quando conveniente,
utilizamosuv para nos referirmos a arega

See &€ uma aresta B e v sao veértices tais que= uv, dizemos que incideemu e emv e
queu ev incidememe. Dizemos ainda que tais vértices sa@asemidadeslee, e que a aresta

e une uev.

Uma aresta@ & umlago se as suas duas extremidades sao iguais. Duas arestadtgalas
se elas coincidem em ambas as extremidades. Um @Gréfsimplesse ele nao possui arestas
multiplas nem lagos, e 0 seu conjunto de vértices é filteste trabalho, tratamos apenas de
grafos simples, e as defini¢cOes e resultados que seguem déBpeito aos mesmos.

Duas arestas saljacentese elas possuem uma extremidade em comum (sao incidentes a
um mesmo veértice) e dois vértices sao adjacentes segés@dentes a uma mesma aresta. A
vizinhanca N(v) de um vérticer em um grafoG & o conjunto de todos os vértices adjacentes
av. Definimos também a vizinhanga de um conjunto de véert®éd;(S), como a uniao das
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vizinhancas de cada vértice éBmenos os vértices do proprl® O grau de um veérticev,
ds(v), & o nUmero de arestas incidenteg @m G, isto €, o nUmero de vértices adjacentes a
v. Denotamos pod(G) e A(G) o menor e o maior valor de entre os graus dos veértices,de
respectivamente. A vizinhancga de arestas €& definida deafemmilar.

Chamamodrivial o grafo com apenas um vértio8.e completose existe uma aresta entre
cada par de vértices distintos. Denotamoskypo grafo completo com vértices.G évaziose
NAo possui arestas. @mplement@g de G & o grafo simples cujo conjunto de vérticeg @)

e cujas arestas sao exatamente os pares de vérticesjaéendels dé.

Dois grafosG; = (V,E) e G, = (V, E) sao ditossomorfosse existe uma bijecab: V(G1) —
V(Gy) tais que{u,v} € E(Gy) se, e somente séf (u), f(v)} € E(Gp).

Dizemos que o grafbl € umsubgrafodeG (H C G) seV(H) CV(G),E(H) CE(G) eyn
coincide comys. SejaSum subconjunto nao-vazio d& O subgrafo dé cujo conjunto de
vértices &e cujo conjunto de arestas € o conjunto de arest&gie tem as duas extremidades
emSé o subgrafo d& induzido porSe & denotado pde[S. Dizemos qués[S € umsubgrafo
induzidodeG.

Um grafoG = (V,E) élivre de H se nenhum subconjunto ¥einduz um grafo isomorfo a

Um emparelhamentem um grafoG &€ um subconjunto de arestas nao-adjacentes entre si.
Um subconjunt&s deV (G) é umconjunto independenteu conjunto esivelde G se nenhum
par de vértices d8 é adjacente ers. Umaclique & um subconjunt& deV (G) tal queG[K]
é completo. A cardinalidade do maior conjunto estavel end#r clique de um graf@ sao
denotadas, respectivamente, p@G) e w(G).

Um passeicemG & uma sequéncia finita e nao nWe= vgv; . .. vy, tal que, para X i <Kk,
vi_1 eV; definem uma aresta. Dizemos gifeé um passeio dey paravg. O inteirok, que € a
quantidade de arestas, éamnanhodeW. Se os vérticesy, Vv1,. ..,k deW sao todos distintos
entre si, dizemos que esse passeio écaminhqg e sevp, vy, ...,V Sao todos distintos entre
si, exceto pong = V, dizemos que € umiclo. As arestas d& que unem dois vértices nao
sucessivos em um caminho sao chamadasod#as Um caminho induzida@omk vértices &
denotado poR e um ciclo induzido conk vértices é denotado pQx.

Umaparticdo de um conjuntd &€ uma familia de subconjuntos, também chamados partes
ouclasses? = {S |i €}, taisqueJ S =SeSNS; =0, paratoda, j € | ondei # j.
i€l

Dois vérticesu e v estaoconectadose existe um caminho enttee vem G. Todo grafo
G admite uma particdo dé(G) em subconjuntos nao-vazivs, Vs, ... V| tal que dois vértices
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u eV estao conectados se e somente se aml@spertencem ao mesmo subconjukto Os
subgrafosG[V4],G[V2],...,G[M] sdo chamados deomponentese G. SeG tem exatamente
uma componente, entd® é dito conexo Equivalentemente, dizemos que um grafo & conexo
se quaisquer dois de seus veértices estao conectados. cQatsario, o grafo € chamado de
desconexo

Dois grafos sadlisjuntosse eles nao tem vértices em comum.u/iao de dois grafos
simplesG; e G; & o grafoG; UG, com conjunto de vérticas(G1) UV (Gy) e conjunto de arestas
E(G1) UE(G2). SeG; e Gy sao disjuntos, nos referimos a uniao deles comi@o disjunta
também denotada neste texto por operdga&<da operacao € associativa e comutativa, e pode
ser estendida para um nimero qualquer de grafos.

A jungdo de dois grafos disjunto§; e Gy, chamada de operac&o, & o grafoG;DG,
resultante da aplicagcao dea@rescido do conjunto de ares{ds,w} :ve V(G1),weV(Gy)},
que sao todas as arestas elt(&;) eV (Gy).

Dados grafo$s e H, chamamos dproduto lexicogaficode G porH o grafo cujo conjunto
de vértices & formado pelos elemento¥d€) x V(H) e cujo conjunto de arestas€G[H|) =
{{(a,x),(b,y)} | abe E(G), oua=b e xyc E(H)}. O produto lexicografico d& porH pode
ser visto como se cada vértice @dosse substituido por uma copialde

Nos capitulos seguintes, quando estiver claro a que gstdones nos referindo, podemos
omitir, nas notacdes dadas acima, o simbolo que indicgrafio especifico. Por exemplo, em
vez deV (G) e Ng(v) escrevemos apendse N(v).

2.2 Algumas Classes de Grafos

Um grafoG é bipartido se seu conjunto de vértices pode ser particionado em doé®st
juntosX eY tais que toda aresta tem uma extremidadeXemoutra enY. Se todo vértice dX
é adjacente a todo vértice ¥eentaoG & umgrafo bipartido completalenotado poK; s, onde
r=|X|es=|Y|. OsKjss&ao chamadosstrelas

Chamamos daciclico o grafo que nao contém ciclos. Urdavore &€ um grafo conexo e
aciclico. Os véertices de uma arvore sao chamado®sdgeAs folhassao os nos da arvore que
possuem grau 1. Os nods que nao sao folhas sdo chamanhberdes Em algumas aplicacoes,
destaca-se um vértiodecomoraiz e a arvore passa a ser enraizadarenbbada uma arvore
T = (V,E) enraizada em, osdescendentede um név € V da arvore sao todos os vértiogs
tais quev & um no interno do caminho deatér na arvore. Diz-se queé umancestraldeu se
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u é um descendente ae Osfilhosde um vérticev sao todos os nos que dele descendem e que
sao adjacentes a ele. 6é filho dev, entaov é pai deu.

Um grafoG é k-regularsed(v) = k para todov € V. Dizemos ques é regular seG é k-
regular para algum inteira Os grafos 3-regulares também sao referidos cgratos @ibicos

O grafo linha L(G) de um grafdG tem as arestas d&como seus vértices. Dois vértices de
L(G) sdo adjacentes se as arestas corresponden@pessuem uma extremidade em comum.
Na FigurdZ1l podemos ver um exemplo de um grafo com o grafa borrespondente.

Ao

(a) G (b) L(G
Figura 2.1: Um grafo e seu grafo linha.
Um grafoH é dito ser um grafo linha se existe algum gr&dal queH & isomorfo a
L(G). A classe dos grafos linha pode ser caracterizada por utaalkssubgrafos (induzidos)

proibidos, conforme foi mostrado el [9]. A lista dos 9 sulf@ggroibidos & apresentada na
FiguralZ.2.

Um grafoG = (V,E) & split se o seu conjunto de vértices pode ser particionado em dois
conjuntos disjuntoSeK tal queSé um conjunto estavelle & uma clique.

Recordamos que ufy, & um caminho induzido com 4 vértices.

A classe dosografog33], também conhecidos como grafos livresRdegpode ser definida

recursivamente como segue:

O grafo trivial € um cografo;
» SeG & um cografo, enta6 também o &;

* SeGy,...,Gp sao cografos disjuntos, entao o grée= Uic(1,... m Gi € um cografo.

Esses grafos possuem um decomposi¢cao muito simplesagjlitafa resolucao de proble-
mas, pois todo cografo nao trivial € a uniao disjunta aung#o de dois cografos menores|[15].

Um grafoG & Ps-reduivel se, e somente se, cada vértice3lpertence a no maximo uRy
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Figura 2.2: Os nove subgrafos proibidos de um grafo linha.

induzido emG [27]. Note que essa classe &€ uma generalizagao dos osgtaha vez que 0s
Mesmos nao possudrys.

Dizemos que um graf@ & umaaranhase o seu conjunto de vértices pode ser particionado
em 3 conjuntos disjuntd®, SeK tal que:

» K & uma cliqueSé um conjunto estavel|&| =[S > 2;
» Todo veértice deR se liga a todo vértice d€ e a nenhum vértice d&

» Existe uma bijecad : S— K tal que:

1. Vse S N(s) = f(s) (aranha magra);
2. ouvVse S N(s) = K\ {f(s)} (aranha gorda).

Frequentemente, nos referimos ao conjlRtmmocabec¢a ao conjuntdK comocorpoe
ao conjuntoS comopernasda aranha. Exemplos de aranhas magra e gorda sao mosteados n
FiguraZ3B.

Dizemos que um grafo &;-esparsose cada subconjunto de 5 vértices seus induz no
maximo umP; [24]. Uma das caracterizacdes dessa classe afirm&qre,-esparso se, e
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(a) Aranha magra (b) Aranha gorda

Figura 2.3: Aranhas.

somente se, todo subgrafbinduzido emG ou & desconexo, ou possui complemento desco-
nexo, ou € uma aranha 29].

Os Ps-leve [26] sao os grafos cujos subgrafos induzidos de até ssttceS possuem no
maximo doisP; induzidos ou sao isomorfos ao grafioou ao grafdH’ da Figurd Z}.

A

(@H (b) H’
Figura 2.4: Grafo$y-leve.
A classeP,-extensvel contém os grafo6 tais que, para todB, induzidoP deG, existe um
outroP, induzidoP’ deG, diferente deP, que intercept® [29].

Os grafos?-arrumadossao aqueles em que para td@janduzidoP, existe no maximo um
vérticev tal quevUV (P) induz mais de uni, [18].

Em [37] pode ser encontrado um estudo detalhadd’gtatasses citadas acima.

Para finalizar este topico, temos a definicao da classéaguearte do estudo central deste
trabalho. Ogq,t)-grafos foram introduzidos erl[7] e sua defini¢ao foi madi& pelo estudo
das varias classes que contém um numero restrifey,deomoPs-redutivel,Ps-esparso é4-
leve. Tal estudo teve inicio com os cografos. A investigagos grafos com poucdy’s foi
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incetivada especialmente pelos bons resultados alcasgad cografos, onde alguns problemas
que sao dificeis no caso geral podem ser resolvidos efecremte, a exemplo do problema de
coloracao, que &€ muito simples para esses grafos: onalcr@matico da unido disjunta de dois
cografos & igual ao maior entre 0s niumeros cromaticogda am deles, enquanto o nUmero
cromatico da juncao & a soma dos nUmeros cromaticoadke

Um grafoG = (V,E) pertence a classe ddg,t)-grafosse nenhum conjunto dé com
no maximoq vértices induz mais do queP,s distintos emG. Neste trabalho tratamos dos
(q,9—4)-grafos. Na Figur@&2l5 vemos o exemplo de um grafo que perterautro que nao
pertence a essa classe pgra 5. Observe, entretanto, que todo grafo esta na clasge- 4)
para algumg. Podemos ver que esse fato & verdadeiro tomaned}) +4, onden = |V,
pois certamente um grafo comvértices nao tera mais qL(Q) P,s. Note que a definicéo da
classe(g,q—4) permite que ela contenha grafos com menog dertices, e que todo subgrafo
induzido de um(q,q— 4)-grafo pertence a mesma classe, para 0 me&smo

O /\o O

N\

(@) € (5,1) (b) ¢(51)

Figura 2.5: Exemplo de grafos que pertencem e nao perteacs(h, 1)-grafos.

Além de generalizar varias classes, como a classe doafogsgque sao agl, 0)-grafos, e a
classe do®s-esparsos, que sao @s 1)-grafos, 0gq,q—4)-grafos possuem uma decomposicao
com um estrutura simples, como veremos mais adiante.

2.3 Colorago de \ertices

Dado um grafd@s = (V, E), uma coloragao de vértices @eou simplesmente untloragio
deG, é umafuncae:V — N que associa a cada vértice do grafo um nimero inteiro,,deno
nadocor. Denotamos pat(H ) o conjunto de cores de uma coloragate um grafdG utilizadas
em um subgraféd de G. Se uma coloracao de um graBpossuik cores, também podemos
chama-la dé&-colorago de G. Habitualmente, escolhnemés, 2,.. .k} para ser o conjunto de
inteiros representativo d&scores de umé&-coloracao.

Alternativamente, umk-coloracao de um grafG pode ser vista como uma particédd =
(S1,S,...,%) do conjunto de vértices d& emk conjuntos disjuntos onde cada conju®o



19

contém os vértices coloridos com a domara todoi € {1,...,k}. Os conjuntosS sao as
classes de corega coloragao.

Dizemos que uma coloraca@ propriase uma mesma cor nao € atribuida a dois vértices vi-
zinhos. Em um&-coloracao propria, cada classe de cor & um conjunévelstComo tratamos
apenas de coloracdes proprias nesse texto, nos refeeimmmesmas apenas como coloragdes
ouk-coloragoes.

Um grafo ék-colorivel se admite unk-coloracao. O menor inteifopara o qual um grafo
G é k-colorivel & onUmero cronatico de G, denotado pog (G).

Em um grafoG = (V,E) tal que|V| = n, cada classe de cor possui no maxio@) co-
res, uma vez que sao conjuntos estaveis. Dessa fromas ereeguinte limite inferior para
0 nimero cromatico) (G) > n/a(G). Um outro limite inferior pargy(G) & o tamanho da
maior clique, ja que em um grafo completo todos os vériileeem receber cores distintas. O
Teoremd Z]1 mostra um limite superior pxrEs).

Teorema 2.1 [I3] Seja G um grafo conexo. Em, x(G) < A(G), a menos que G seja um
ciclo impar ou um grafo completo, situdes em qug (G) = A(G) + 1.

E possivel decidir em tempo polinomial §¢G) = 1 ou 2. Entretanto, determinar se um
grafo qualquer &-colorivel € um problema&lP-completo para tod& > 3 [31]. Consequente-
mente, determingx (G), dado um grafo G, & um problenNP-dificil. Além disso, existe um
€ > 0 tal que o problema de coloracao nao pode ser aproximadaorp fator menor que?,

a menos qué® = NP [34]. Em algumas classes especificas, porém, esse paogpoele ser
obtido em tempo polinomial, como & o caso dogy — 4)-grafos [3].

2.4 Coloragao de Arestas

A coloracao de arestas é definida de forma similar a aQiw de vértices. Dessa forma,
umak-colorago propria de arestasle um grafdG = (V, E), que chamamos aqui simplismente
de k-coloracao de arestas, &€ uma atribuicak @eres as suas arestas, de tal forma que uma
mesma cor nao € atribuida a duas arestas adjacentes.

Uma k-coloracao de arestas de um gr&@otambém pode ser vista como uma particao
P = (M1,Ma,...,My) do conjunto de arestas do grafo éntonjuntos disjuntos onde cada
conjuntoM; contém as arestas coloridas com aicgrara toda € {1,...,k}. CadaM; & um
emparelhamento de.
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Observe que umk-coloracao de arestas de um gr&aualquer & uma umiacoloracao
de vértices do grafo linhia(G) deG.

Um grafo ék-colorivel em arestase admite unk-coloracao de arestas. O menor intéiro
para o qual um graf@ é k-colorivel em arestas &indice cronéticodeG, denotado pox’(G).
Claramentex’(G) = x(L(G)).

E facil ver quex’(G) > A(G), pois todas as arestas incidentes ao vértice de maior grau e
um grafoG sao adjacentes entre si e portanto devem receber coresntigfe em uma coloracao
de arestas. O limite superior para o indice cromaticad® g&lo conhecido Teorema de Vizing,
onde afirma-se que (G) < A(G) + 1, para um graf& qualquer[[1Z,40]. Assim, dado um grafo
G, temos queg(’(G) € {A,A+1}. Sex'(G) = A(G), dizemos qués pertence &lasse 1 Caso
contrario,G pertence &lasse 2 Grafos bipartidos pertencem a classe 1[[12,32], masrdetar
o indice cromatico de um grafo arbitraridN®-completo, como foi mostrado ein]25]. De fato,

nesse artigo € mostrado o seguinte teorema:

Teorema 2.2 [25] Determinar se oindice cronatico de um grafo @bico & 3 ou 4 & NP-
completo.
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3 Ps-estrutura de um Grafo

Neste capitulo, apresentaremos o0s conceitdd-@®nectividade &;-componentes de um
grafo. Esses conceitos foram usados para produzir um tecestrutural de grafos que sera
utilizado nesta dissertacao.

3.1 Ps-conectividade

O conceito dePs-conectividade foi introduzido eni [B0O] e se relaciona a @unnceito
muito estudado em computacao, que é a conectividade dgafm Sua definicao também foi
motivada pelas relacdes existentes eRjieem classes de grafos coRgredutivel, onde cada
vértice pertence a no maximo uR, entre outras classes discutidas amplamente’em [37], e
ainda pela observacao de que o complemento dBgrumpP;.

Dizemos que um grafé = (V, E) &P4-conexcse para toda particao eem dois conjuntos
disjuntos e nao vaziog eV,, existe unP, induzido cruzando a particao, isto &, igcontendo
vértices dé/; eV, Obviamente, un®, € um grafoP4-conexo. Como ilustracao, as particdes de
um P, sao apresentadas na Fighrd 3.1.

Aranhas conR = 0 também sad’;-conexos, pois observe que sempre exisklis sem
cordas entre os vértices &e K. No primeiro caso da aranha (aranha magra), em que todo
vértice deStem um e somente um vizinho ey todos diferentes (pela bijecao), tenfas
formados por dois vértices quaisquer®le seus respectivos vizinhos énja que os vértices
de Snao sao adjacentes por fazerem parte de um conjunto indepe e os d& sao todos
vizinhos entre si, por fazerem parte de uma clique. No seguado (aranha gorda), em que
cada vertice d&tem um Unico nao vizinho, e nenhum tem 0 mesmo nao vizianohem temos
P4’s formados por dois vértices quaisquer@ende para um vértice d& s;, escolhemos um
vizinho qualquer dele na cliqué;, e entao pegamos o vértice nao vizinhokgemsS, s, e
0 nao vizinho des; emK, k;. Entdo, em qualquer particao dos vértices de uma ayaeha
tivermos somente veértices &em uma das particdes, escolhemos qualquer vértice masre



22

a b C d
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Figura 3.1:P, e suas particoes.

um P4 partindo dele e passando por um vérticekdgue esta na outra componente. Para uma
particao somente com vértice e procedemos da mesma maneira, e para particdes contendo
ambos vértices di e S, pegamos um vértice de@em cada uma das particdes e construimos o
P4 da maneira citada acima.

GrafosP4-conexos tem que ser conexos, mas nao podem ter uma graadedqde de
arestas, pois nesse caso vao haver particoes em quemas nenhur®; sem cordas cruzando
as partes. Note, por exemplo, que um grafo completo nais$azatssa definicao.

Os cografos, que sao grafos livresRienao sao grafoBs-conexos. Um outro exemplo de
grafo naoP;-conexo pode ser visto na Figural3.2.

N
C\/ ~
in i% i%
o= =0
& A

Figura 3.2: Grafo na&,;-conexo.

Uma outra caracterizacao para os gra®psonexos & baseada na definicadgeadeias
[6]. Seja um grafdc = (V,E) e sejanx ey dois vértices d&. UmaPy-cadeiade tamanha
conectanda ey & uma sequéncia de vértices distinfag v, ..., t—1,%) tal que

* X=Vp,Y=W, €
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» paratodd, (0<i<t—3),0conjuntoQ; := {Vi,Vi+1,Vi+2,Vi+3} induz umP.

Um grafo éP4-conexo se e somente se existe IRpr@adeia conectando todo par de vértices
do grafo [6]. E mostrado também erl[6] que pode-se testar em tempo lieean grafo &-
conexo. No mesmo trabalho, & apresentado um algoritmarlipera construir umBs-cadeia
entre quaisquer dois vértices em um grafeconexo.

Essa Ultima caracteriza¢ao se assemelha com a defimgé conhecida da conectividade
habitual, em que um grafo & conexo se e somente se cada partides/é conectado por um

caminho.

3.2 P4-componentes

As P4-componentede um grafoG sao os subgrafos induzidos @eque sad>-conexos, e
além disso sao maximais com relacdo a essa propriedade.

Observe que todg;-componente ou € um Gnico vértice, que satisfBzeonectividade por
vacuidade, ou deve ter pelo menos quatro vértices. Os&éde um grafé = (V,E) que nao
estao contidos em nenhumgcomponente com pelo menos quatro véertice&d@o chamados
devértices fracos

A Figura[3:3 mostra um exemplo de um grafo particionado eraRaomponentes. Note
que tal grafo nao €4-conexo. Basta observar que naofh&ruzando as particods =V (Py)
eVo =V(PRUPs).

Figura 3.3: Grafo particionado em sugscomponentes.

Dado o conceito d&-componentes, temos que as seguintes observacdealgas\para
um grafoG qualquer:

1. G admite uma Unica particao efj-componentes e vértices fracos;
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2. UmaPs-componente d& também induz um&-componente er@;

3. TodaP;-componente € um subgrafo conexoGle G.

A primeira observacao vale pelo fato de qu@&asomponentes sdo maximais. Do contrario,
Imagine que existe mais de uma particao. Seja a primen&fa.c/ e a segundasg. Certa-
mente uma das partes @€ tem intersecao com uma das partes#le SejamA; e Bj essas
partes, respectivamente. Cada uma dessas partes tem eegadpde dé’;-conectividade,
onde para toda particao que fizermos para cada uma dedasoeunP, cruzando. Chamemos
de Sa unido deA; e Bj. Qualquer particéo d8em dois conjuntos de vértices vai ter vertices
deA nas duas partes ou vérticesBlenas duas partes. Isso garante que Beruzando toda
particao deSem dois conjuntos, e nesse c#s@ Bj ndo sao maximais.

A observacgao 2 segue do fato de Byrser fechado sob complemento e a terceira observacao
segue da definicao dg-componentes juntamente com a segunda observacao.

Uma outra importante definicao &€ a Becomponente separavel. UrRgcomponente é
sepaavelse existe uma particao do seu conjunto de vértices enospbtos nao-vaziokl; e
H, , tal que todd?; que possui vértices em ambids e H, tem seus vértices internos éfia e
as extremidades ehi.

Um P4 € trivialmente separavel (FiguaB.1 (d)). Tambémda féer que uma aranha com
R = 0 & separavel, basta olhar para a particao do seu donjienvértices em quel; =K e
H, = S, o0 conjunto estavel e a cliqgue. Na Figlral 3.4 podemos veemplo de um grafo que
nao éP4-conexo, mas possui unfa-componente separavel.

Figura 3.4: Grafo con®;-componente separavel.

As definicdes acima levam ao seguinte teorema, denomin@ol@ma da Estrutura, para
uma grafo qualquer:

Teorema 3.1 [B0] Seja G= (V, E) um grafo qualquer. Exatamente uma das seguintes affiesac
é\alida:
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1. Gé desconexo;
2. G é desconexo;
3. Gé R-conexo;

4. Existe umdinica B-componente f@pria sepaével H de G com part#o (Hq,Hy) tal
gue todo ertice fora de Hé adjacente a todos o€xtices de H e a nenhum értice de

Ho.

A prova do Teoremg3.1 é feita supondo que o grafo & conaxaocomplemento conexo,
mas nao &,-conexo e entao conclui-se que o item 4 do teorema é vardadsso € feito a

partir da idéia de que, $8 e G s&0 conexos, enta® contém unP; [39].
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4  Decomposigo de Grafos

Ja comentamos a importancia das decomposi¢des deg@iw ferramenta de auxilio na
resolucao de problemas. Neste capitulo apresentanagsdégomposi¢des: a modular, uma das
mais conhecidas e estudadad [37], e a primeval, definida aserto Teorenfa3.1 (Teorema da
Estrutura). Utilizamos a Ultima para resolver problemaslasse do&g, q — 4)-grafos.

4.1 Decomposigo Modular

Dado um grafdG = (V, E), dizemos qué CV & ummbdulodeG se, paratode €V \ M,
v & adjacente a todo ou a nenhum vérticeMle De outra forma, um moédulo de um grafo
€ um subconjunto do seu conjunto de vértices tal que dscgérque nao pertencem a esse
subconjunto ndo distinguem os que pertencem com rekagftjacéncia. A introducao desse
conceito € atribuida a GallarL[16,]17].

A definicdo de modulo sugere naturalmente um partici@rdmdo grafo nos conjuntds,
N(M) e N(M), onde existem todas as arestas possiveis 8h&él(M), nenhuma aresta entre
M e N(M), e uma atribuicao qualquer de arestas eNd) e N(M). Essa caracteristica ajuda
a derivar algumas propriedades, como veremos adiante.

Uma observacgao pertinente &€ gde& um modulo dé& se, e somente sk| € um modulo de
G. Note ainda gue cada componente de um g@ftesconexo € um modulo desse grafo e cada
componente de um grafd desconexo & um modulo @& Também & facil ver que entre dois
modulos disjuntos de um grafo ou existem todas as arests$vets ou nao ha nenhuma. No
caso de haver todas as arestas entre dois modulos de um&gditemos que esses modulos
saoadjacentesCaso contrario, os dois modulos s&m-adjacentes

Os conjuntos com apenas um vértice, o conjunto vaxi¢@) sao osmoddulos triviaisde
G. Os demais modulos também sao chamadad@intos homagneos Um grafo éprimo se
todos os seus modulos sao triviais.

Um moduloM de um grafoG é forte se para todo moduld!’ de G temos queM NM’ €
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{0,M,M’}, ou seja, séM tem interse¢do com algum outro modulo de G, ou ele estfidm
ou contém esse outro modulo. Dizemos ainda queMugnummodulo maximal forteseM &
maximal entre os médulos fortes do grafo, excluindo o pedgonjunto de vértices do grafo.

Umaparticdo de congréncia?? em um grafds &€ uma particao dos vértices Gade forma
que cada parte € um modulo @e Como todas as partes de uma particdsao modulos dois
a dois disjuntos, esses modulos sao dois a dois adjaaantés-adjacentes.

Representa-se a relacao de adjacéncia entre as pa#é®deum grafo denominado grafo
quociente. Dado um graf@ e uma particao de congruéncid = {M1,Ma, ..., My}, o grafo
quocientadeG em relacdo &” & o grafoG 4 dado poV (G5 ) = {my, My, ..., m¢} eE(G») =
{{m,m;} : Mj,Mj € & e Mj,M; sao adjacentes e@}. Denominam-séatoresos subgrafos
induzidos por cada membro d€ emG.

Em outras palavras; » € o grafo onde cada vértigg representa um moédulo d&Z e
dois vértices sao adjacentes &y se e somente se 0s modulos correspondentes arem
adjacentes.

Nao é dificil ver que podemos ter uma particao de co@wgeia formada pelos moédulos
maximais fortes de um grafo. Basta observar que, para osllo®tbrtes que estdo contidos
uns nos outros, podemos pegar o mais externo. Como doislosddutesM e M’ nao contém
intersecao diferente de Bl ouM’, podemos notar que existem blocos de modulos fortes. Pega-
mos entao o0 mais externo de cada bloco de modulos fortadauaar a particao de congruéncia.

O seguinte teorema garante a existéncia de tal partigaais ainda, garante que ela & Unica.

Teorema 4.1 [B6] Dado um grafo o trivial G, existe umdinica partigo de congréncia de
G onde cada dduloé maximal forte.

A decomposigo modularse propde a decompor um grafo recursivamente em seus osodul
maximais fortes. Como vimos anteriormente, se o grafo eatexo, suas componentes sao
modulos, e podemos ver facilmente que sao modulos maxior@es. Suponha qué possui
trés componentdsy, G, e G3. Podemos ver qué; juntamente cons, forma um modulo, mas
nao é forte porqué&, comGs também & um modulo, e haveria uma interseca@dd>odemos
fazer um raciocinio semelhante para verificar que os nodahaiximais fortes de um grafo com
complemento desconexo sao as componentes do complemasrao/ez queM € um modulo
deG se, e somente sb] & um modulo de&5. No caso do grafo ser conexo com complemento
conexo, nao é tao simples ver quais sao seus modulostaaxortes.

A arvore que representa esta decomposicao, chaaradee de decomposio modulare
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denotada pof (G), & exemplificada na Figufa#.1. A raiz dessa arvore & @@ahs folhas
sao os veértices dé e as folhas da sub-arvore enraizada em cada n6 internafoum modulo
forte. Os nobs internos sao rotulad8gno série), se o grafo for conexo com complemento
desconexoP (n6 paralelo), se o grafo for desconexi éno vizinhanga), se o grafo for conexo

com complemento conexo.

{a7 b? C? d7 67 f}

(b) T(G)

Figura 4.1: Grafds e sua arvore de decomposicao modular.

Uma descri¢ao geral de como encontrar a arvore de degdoomodular &€ mostrada no
Algoritmol[ll.

Algoritmo 1: Decomposi¢cao Modular

Entrada: grafoG = (V,E)
Sdda: arvore de decomposicao modulaiG) correspondente @

1 se|V |=1entio
2 | retorneG;

3 seG é desconexentao

4 rotule o n6 comd;

5 crie um no para cada componente conéxde G e execute 0 algoritmo para cada
Gi;

6 seG & desconexentio

7 rotule o n6 comds,

8 crie um no para cada componef@p/ (G;)] ondeG; & uma componente dae
execute o algoritmo para cad;

9 seG eG s50 conexo&ntao
10 rotule o n6 coma\;

11 sejaQ = qi1,0p, - - -, Ok Uma particdo de congruéncia @ecrie um n6 para cadalq;]
e execute o algoritmos para ca@gy;|.

A dificuldade da decomposi¢cao modular esta em enconpartgdo relativa aos modulos
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maximais fortes dos nos de vizinhanca. Existem divergmsismos na literatura que constroem
a arvore de decomposi¢cao modular, alguns deles, inelusim tempo lineaf[21].

A decomposicao modular de um grafo torna-se ainda méipdra algoritmos em grafos
guando os nos de vizinhanca do grafo a ser decomposto pessua estrutura conhecida.
Em [1], esse fato € utilizado para calcular o numero de @yue algumag,-classes.

Para maiores detalhes sobre 0 assunto & indicada a lei(Bajde [35].

4.2 Decomposigo Primeval

Em [30], foi apresentado um esquema de decomposicao fis gienominado decomposicao
homogénea, juntamente com a teoridglaonectividade. Tal esquema utiliza uma decomposicao
primitiva (primeval em inglés), introduzida no mesmo akio.

A decomposicao primeval & derivada naturalmente petwereal 3]l (Teorema da Estru-
tura), que € uma consequéncia dos conceitadd,amnectividade €;-componente separavel.
Na arvore de decomposicao do esquema em questao, as &b a®,-componentes do grafo
(terceiro caso do teorema) e seus vertices fracos; OE®0s correspondem a trés tipos de
operacoes de grafos (primeiro, segundo e quarto cas@ocknta).

Ja vimos anteriormente as operacdes de uniao disjopgrdcad ) e juncao (operacao
@). Claramente essas duas operacdes correspondem agsid@sos casos do teorema da
estrutura, no sentido de que, se uma grafo & desconeyam el&’e a unido disjunta das suas
componentes. O mesmo raciocinio pode ser aplicado pasoaleguncao. Precisamos de uma
nova operagao, que corresponde ao Ultimo caso do teorema

SejamG; = (V1,E1) e Go = (Vo, Ep) grafos disjuntos tais qué; & umaP;-componente
separavel com particgdii, Hy) e G, € um grafo qualquer disjunto @& :

» Operacad_2 Todo vertice deG, torna-se adjacente a todo vértice lde e a nenhum
vertice deH».

Figura 4.2: Operacao.2
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A Figura[Z4.2 ilustra a operac#@o. © Teorema da Estrutura (Teoremd 3.1) e o Teofema 4.2
sugerem a associacao de cada g@&aéouma arvore Unicad(G), que & a arvore de decomposi¢cao

primeval, cuja construcao é feita através de chamadassivas ao Algoritmbl 2.

Teorema 4.2 [B0] Todo grafo G oué R-conexo ou pode ser unicamente obtido a partir de

suas R-componentes e seusrtices fracos atra@s da aplicago de uma sedncia finita das

opera®es 0, 1 e 2.

Algoritmo 2: Arvore de Decomposicao Primeval

[Eny

10

11

12

13

14

Entrada: grafoG = (V,E)
Sada: arvore de decomposi¢cao primevdlG) correspondente @

se|V |=1ou Gé R-conexcentao

retorne a arvord@ tendoG como seu Unico veértice;

seG é desconexentao

sejamGy, Gy,...,Gp (2 < p) as componentes d&;

sejamTy, Tp, ..., Tp as arvores primevais dey, Gy, . . ., Gp, respectivamente,
enraizadas emy,rp,...,Ip;

retorne a arvord@ (G) obtida pela adi¢ao dg,r»,...,rp como filhos de um n&0

seG é desconexentao

sejamGy, Gy, ..., Gp (2 < p) as componentes d&;

sejamTy, Tp, ..., Tp as arvores primevais dey, Gy, . . ., Gp, respectivamente,
enraizadas emy,rp,...,Ip;

retorne a arvord@ (G) obtida pela adi¢&o da,r»,...,r, como filhos de um n®1

seG satisfaz a condiop 4 do Teorema da Estruturantao

facaG; a p-componente separavel® = G\ Gy;

sejamTy e T, as arvores primevais de; e G, respectivamente, enraizadas ene
2,

retorne a arvord@ (G) obtida pela adigcao dg er, como filhos de um n©)2

A Figura[4.3 mostra o exemplo de um grafo e sua arvore de dexsigdo primeval. Dado

um grafoG qualquer, podemos encontfBfG) em tempo linear. Tal arvore & Unica, a menos

de isomorfismos]8]. Observe ainda que a quantidade de nd$@eé da ordem déV(G)|,

uma vez que a arvore de decomposicao primeval pode garcaso uma arvore binaria, com

no maximo|V (G)| folhas. Como em arvores desse tipo as folhas representemendga quan-
tidade total de nosT (G)| possui ao todo [¥ (G)| nos.



31

Figura 4.3: Grafo e a arvore de decomposicao primevatspondente.

Os problemas resolvidos em tempo linear para a clagsp— 4) citados anteriormente

utilizaram a decomposigao primeval.

4.3 Decomposigo Primeval de(q,q— 4)-grafos

Para resolver um problema em um grafo através de um dosreagquie decomposicao
apresentados, primeiramente aplicamos tal decommosigggrafo, gerando uma arvore. O
proximo passo & resolver o problema para as folhas degseea Note que nesse ponto ja
existe uma diferenca entre as decomposi¢cdoes modulameval: as folhas da primeira sao
vértices Unicos, também chamados de vértices fraoogsiamto na segunda as folhas podem ser
P4-componentes separaveis. Resolver um problema paiaegftacos é trivial. No caso das
folhas que sao grafBy-conexos, & necessario um pouco mais de trabalho, masngata é
facil.

Uma vez resolvido o problema para as folhas, precisamo®biescomo resolvé-lo para
0s nos internos da arvore, que sao rotulados por opesagm grafos. Isto &, precisamos cal-
cular um certo parametro para um grafo resultante de umacie aplicada a outros grafos,
filhos do n6 que representa esse grafo na arvore, para @sagp@rametro ja foi calculado. As
decomposicdes citadas possuem as opera¢aeéd €m comum, mas diferenciam em uma ter-
ceira operacao. Essa diferenca € o que determina basita a escolha do esquema: a modular
€ adequada aos casos em que 0s nos de vizinhanca do grafdexsmposto possuem uma
estrutura conhecida, e a primeval & ideal para os casos erasfiy-componentes separaveis
obtidas na operacdo €20 bem caracterizadas.

A seguinte caracteriza¢ao dagq— 4)-grafosPs-conexos é mostrada eff [7], onde a aranha
considerada poss&®= 0, também conhecida conamanha sem cabeca
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Teorema 4.3 [[[] Seja G= (V,E) um(q,q— 4)-grafo R-conexo. Erfio, exatamente uma das

sentencas abaixe verdadeira:

1. Se Gé um(5,1)-grafo enfio Gé uma aranha;
2. Se Ge um(7,3)-grafo endio |V |< 7 ou G& uma aranha;

3. Se G& um(qg,q—4)-grafo,qg=60uqg> 8, eno|V |<q,

Ou seja, s&5 = (V,E) & um(q,q— 4)-grafo P;-conexo, entads & uma aranha ou pos-
sui menos de q vértices (nesse caso dizemosxj@@equend. Na arvore de decomposicao
primeval, todo n6 representa um subgrafo induzido do goafginal. Entdo, se aplicarmos a
decomposicao primeval a ufa, q— 4)-grafo, todo nd da arvore vai continuar representando
uma grafo que pertence a clagseq — 4). Como todaP;-componente &;-conexa, pelo teo-
rema acima, 0s nos que sfagcomponentes na arvore de decomposi¢ao primeval caraabas
ou sao pequenos. Esses nos serao folhas na arvoreaefetilizando esta informacao, varios
problemas foram resolvidos em tempo linear para essa dasgeafos, entre eles, o problema
de encontrar o nUmero cromatida [3]. Dentre outros probkeja resolvidos em tempo linear
para essa classe, estao a versao ponderada da cliqueuatoaggtavel, nUmero cromatico e
cobertura por cliqué ]3], largura em arvore e minimo fil[4] e ainda o problema da arvore de
Steiner, circuito hamiltoniano, coloracao por listategsao de pré-coloracao, entre outfos [5].
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5 Casos de Complexidade de Coloaac
Gulosa

Neste capitulo, apresentamos os resultados originagoshieste trabalho. Para isso, defi-
nimos o problema geral de coloragao gulosa e em seguidgamnmass os resultados especificos.

5.1 Colora@o Gulosa de \értices

Como vimos anteriormente, o problema classico de ccdarague consiste em determinar
o nUmero cromatico de um grafo qualquelN R-dificil. Uma vez constatado esse fato, & natural
gue se busquem métodos heuristicos para colorir um graionigzando a quantidade de cores
utilizadas. Uma maneira intuitiva de fazer isso € colosivértices de forma gulosa, atribuindo
a cori a um veérticev se, e somente se, todas as cores menoresjgaparecem em algum dos
vizinhos dev. O Algoritmo[3 descreve esse procedimento.

Algoritmo 3: Algoritmo guloso de coloragao

Entrada: GrafoG = (V,E) e ordemf = vy, Vo,...,vy deV.
Sada: Coloragao propria deG.

1 paratodoi=1,...,nfaca
2 t c(vi) =k, ondek € {1,...,n} &a menor cor nao utilizada eN(v;) N {vi,...,Vi_1}.
3 Retornec.

Dizemos que uma colorac@ce gulosase ela pode ser gerada pelo Algorithlo 3. Se essa
coloracao posswk cores, também podemos denota-la kaolora@o gulosa Observe que o
namero de cores utilizadas depende da ordem escolhidapaéatices.

O Algoritmo guloso de coloragcao gera somente coloragizéprias de um grafo. Dessa
forma, o nUmero de cores de qualquer coloracao geradéapalgoritmo em um graf@ é
um limite superior para o nUmero cromatico @e O problema de coloragcao gulosa consiste
em determinar, dentre todas as possiveis ordenacoes\s@b), a maior quantidade de cores
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que o algoritmo acima utiliza. Chamamos essa quantidadgichero cronatico gulosoou
simplesment@lmero gulosale G, denotado poF (G). Esse valor também & conhecido como
nimero cronatico first-fitou nUmero de Grundy

Naturalmente x(G) < I'(G). Note que o nUmero de Grundy representa o pior caso da
aplicacao do Algoritm@l3 em um grafo, determinando o quém esse limite superior para o
namero cromatico pode ser.

Um fato interessante provado para os cografos & que otagoguloso aplicado a um grafo
G desse tipo retorng (G) cores, independente da ordem\dg5) considerada[20]. Existe,
entretanto, uma subclasse de arvores que demonstra gst&aceh entre 0 niUmero cromatico
e 0 niumero de Grundy de um grafo qualquer pode ser tao grprade#o desejarmos. &rvore
binomial B, de ordenk, & definida como segue:

B um vértice sek=1
k= i o ~
uma arvore com raie cujos filhos sads,...,Bx_1, sek>1

By

Figura 5.1:Arvores binomiais.

Considere uma arvore binomi} e uma orden® sobre os vértices d& tal que os primei-
ros elementos da ordem s&o as folhés. . ., fx} deBy, depois, nesta ordef, estao as folhas
deBy—{f1,..., fx}, e assim sucessivamente. Veja que o algoritmo guloso dpliaarden?d
produzirék cores, enquanto o nimero cromatico de uma arvoré € 2 [12]

O Teorem&’]1 prova ainda que a quantidade de cores utdizad&oloracdes gulosas em
um gafoG & continua entrg(G) el (G).

Teorema 5.1 [P] Seja G um grafo com imero cronatico x(G) e numero de Grundy (G).
Para todoy (G) < k <T(G), existe uma k-colord@p gulosa de G.

Um limite superior trivial pard (G) € A(G) + 1, pois a coti SO € atribuida a um vértioe
se existem vértices na vizinhancawdeom todas as cores menores gque
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Zaker demonstrou em_[42] que, dados um gi@fe: (V,E) e um inteiro fixok, existe um
algoritmo de complexidadé’(nzkfl) para determinar 9&(G) > k. Para tanto, foram utilizados
os k-atomos uma familia de grafos tal quef, k= 1,2,3,..., &€ definido indutivamente como

segue:
° ﬂl = {Kl}.
= {Ka}.

* G € g & construido a partir del € «%4_1 com |V(H)| = n da seguinte forma: Para
algum 1< m< n, considere&Sy,UH, ondeS, € o conjunto estavel com vértices, e um
subconjuntoN C V(H) com [V (W)| = m. Construa um emparelhamento perfeito entre
W eV (S;) e conecte cada vértice WéH ) \ W & um (e somente um) vértice arbitrario em

V(Sn).

A Figural5.2 ilustra a construcao de lka@dtomo.

Figura 5.2: Contru¢ao de ukaatomo a partir de unfk — 1}-atomo H conm= 3.

Foi mostrado qué (G) > k se e somente g8 contém umrk-atomo e que é possivel buscar
umk-atomo emG em ﬁ’(nzkfl) passosl[42]. Entretanto, determinar se o nimero gulosonde u
grafo & superior ou igual i, para umk € N qualquer, & um problemid P-completo [19] e,
mesmo para urp fixo, € NP-completo decidir s€ (G) < A(G) +1— p [23]. De fato, encontrar
(G) & NP-dificil mesmo para complementos de grafos bipartidok [41

5.2 Colora@o Gulosa de(g,q— 4)-grafos

Um dos resultado originais desta dissertacao consistiesenvolvimento de um algoritmo
para determinar o nUmero de Grundy de um g@ftertencente ads), q— 4)-grafos em tempo
polinomial. Para tanto, utilizamos a decomposi¢ao pvaheComo explicamos anteriormente,
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depois de gerar a arvore de decomposicao primeval, gamas calcular para as folhas. No
caso daquelas que sao vertices fracos, o calculo deszagtao € trivial.

Sabemos, pelo Teorerhal.3, que uma fdthBs-componente separavel ou &€ uma aranha
sem cabeca ou & um grafo com menogdértices. No primeiro caso, o Lerhalkb.1 enunciado
a seguir garante que podemos calcdilgd) em tempo linear. Por outro lado, se a folha for
um grafoH com menos deg vértices, podemos gerar todas as ordens possiveis daesé&lo
grafo e passar cada uma como entrada para o algoritmo gulag@(dens), produzindo dessa
forma todas as coloracdes gulosastdem tempo constante.

Lema 5.1 [I] Seja G um grafo com nértices. Se & uma aranha € (R) & dado, eriol" (G)
pode ser determinado em tempo linear.

Agora precisamos calcul@rpara os grafos representados pelos nos internos da aAsre
trés operacdes da decomposicao primeval3%onio disjunta)_l(juncio) €2 E conhecido
que seG é a unido disjunta de dois graf® e Gy, entaol (G) = max{l (G1),l(G2)}, e seG &

a juncao de dois grafd3; e Gy, entaol (G) =T (G1) +TI'(Gy) [20].

A determinagao do nimero de Grundy para um grafo redeltimaplicacao da operag@o 2
a umaP,-componente separavel que & uma aranha e outro grafouguéaglada no Lenfa.1.

Neste trabalho, mostramos como calcilgzara um grafo resultante da aplicacad da 2
umaP,;-componente separavel que & um grafo com menagsvéetices e um grafo qualquer. O
Lema.2 &€ fundamental para a resolucéo dessa operagao

Lema 5.2 [BO] Um grafo B-conexo Gé sepaavel se, e somente se, 0 seu grafo quociénte
um grafo split.

Se o grafo quociente de unRgcomponente separavdl é o grafo split K, S), entdo todo
modulo maximal forteVi! C Hy & representado por um vértigg na cliquek, e todo modulo
maximal forteMj2 C H, é representado por um vértixzfeno conjunto independeng& Dizemos
queH [Mj] = Hj.

Existe uma relacao entre o nimero de Grundy de um grafalenero de Grundy dos seus
modulos, como mostra a Proposi¢ad 5.1.

Proposicao 5.1 [I] Sejam G, H, ..., H, grafos disjuntos tais qu& (G)| =neV(G) = {v1,...,Vn}.
Seja G o grafo obtido pela substitudp do \ertice v € V(G) por H;, de forma que existem to-
das as arestas entre oénices de He Hj, i # j, se e somente sg¢w € E(G). Entio, em toda
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coloragdo gulosa de G no maximol (H;) cores ocorrem em cada subgrafo induzidoHG/,
paratodo i€ {1,...,n}.

Observe que, de acordo com a Proposicdlo 5.1, uma catbragdsa de um graf@ restrita
aos seus modulos também & gulosa para eles. O seguirdetlemma generalizacdo de um
resultado mostrado el [2].

Lema 5.3 Seja G um grafo e M um @dulo de G tal que ®1] = H. Seja G o grafo obtido
pela substituigo de H por K, onde ké a quantidade de cores que aparecem em H em uma
coloraggo gulosa de G que gefaG). En&ol (G) =T (G').

Demonstra@o: Sejac a coloragao que gefaG) e A= {0y, ...,ax} 0 conjunto de cores de
que aparece efd. Denote os vertices do grafo completo que subdtiteim G’ porwy, . .., w
e denote poc’ a coloragdo d&’ definida porc/ (G —Ky) =c(G—H) ec(w;) = aj, para todo
1 <i < k. E facil ver quec’ @ uma colorag&o gulosa @&. Entaol (G') > '(G).

Note que, pela ProposicBab.1, existe uamloracdo gulosa dd e seja(S;, ..., ) essa
k-coloragao gulosa. Sefaumal (G')-coloragao gulosa d&'. Denote poB = {f,...,B} 0
conjunto de cores que aparecemi§ptomf; < ... < k. Sejac’ a coloragao d& que atribui
a corf3 aos vértices d§, para todo K i <k, ec(G—H) = c(G—Ky). Claramente¢’ € uma
coloracao gulosa d@. Logo,l(G) > T (G'). O

Denotamos poBy uma ordem que dada como entrada para o algoritmo gulosouzrod
uma coloracao corfi(H) paraH. Em particular, denotamos pa'r uma ordem que produz uma
coloragao confr (H}) cores parad!.

Observe que, no gratd, Hi € a juncao dtHll, e Hll, uma vez que, entre os grafos induzi-
dos por dois mbdulos de um mesmo grafo, ou existem todasstaaou nenhumat, ..., H|1
sao os grafos induzidos pelos moédulos maximais fortedd@-igura[5.3(d)). Logol (H;1) &

o nimero de Grundy da jungao dos grakts...,Hl, que &5!_; M (H). Da mesma forma, o
namero de Grundy de urh=|i2 emH, com sua vizinhanca etid; sera o numero de Grundy da
juncao desses grafos (Figlira 5.B(b)). O Teorema 5.2 géubtaelo principal desta se¢ao.

Teorema 5.2 Seja G un(q,q— 4)-grafo contendo um4componente sepavel H= (H1,H>)
com no naximo q \ertices tal que todoartice em R= G — H & adjacente a todoértice em H
e a nenhumértice em H. Sejam H,...,H?! os mbdulos maximais fortes dejte HZ, ... H2
os nodulos maximais fortes de;HDadosy (R) el (R):

(a) Sel(R) > max<j<ml (H?), en&ol (G) =T(R) + S!_; I (HY);
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T

2 Hl H2 H1
() (b)

Figura 5.3: GrafdH.

(b) Ser(R) < maxi<i<ml (H?), T(G) = I (H@Kr g)).

Demonstra@o: (a) Uma ordem que comeca pég, 911,...,9'1 dada como entrada para o al-

goritmo guloso produz uma coloracao gulosaGeom pelo menos$ (R) + z!zll'(Hil) co-

res, uma vez qu&[H; UV (R)] € a juncao deR,Hll,...,Hll. Entdo, temos que provar que

M(G) <T(R)+3!_;F(HY). Suponha por absurdo que existe uma coloragao galde& com

mais quel” (R) 4+ S!_; T (H1) cores e sej@max a maior cor em enc. Considere os seguintes

casos.

1. Existe um vértice € R colorido cOomCmax:

Sejac’ = ¢(G[H1UV(R)]). Todas as cores emdevem aparecer egi, uma vez que,
por ser colorido contnay € adjacente a vértices coloridos com todas as coreeatéey
decmax €, além disso, um vértice eRitem vizinhos somente e@[H; UV (R)]. Logo,

¢ tem mais dd (R) + z!zlr(Hil) cores. Note qu€ nao & uma coloragao gulosa para
G[H1UV (R)], porque uma coloragao gulosa p&gd, UV (R)] tem no maximd (R) +
y1_, T (H) cores, dado qu&[H; UV (R)] € a jungao d&R Hi,... HL. Portanto, existe
um vérticeu € G[H1 UV (R)] com a corc, que ndo tem vizinho colorido comx em
G[H1UV (R)], para algunty < c¢,. Tal vértice deve esta ehiy, pois todos os vizinhos dos
vértices enR estdo enG[H; UV (R)]. Entao,u € H! tem um vizinhow € Hj2 com a cor
cw = Ck. Note que existem todas as arestas etfre sz. Algum vérticeze G[H,UV (R)]
também recebe a cax. E facil ver quez ¢ R, caso contrarial teria um vizinho em
G[H1UV(R)] com a corck, uma vez que todo vértice de & adjacente a todo vértice
de Hi. Pelo Lemdkl2, existem todas as arestas possiveis ensrenddulos deH;.
Dessa formaz ¢ H, paras # i, porque também nesse casga teria um vizinho em
G[H1 UV (R)] colorido comey. Portantoz € H! e, consequentementeé adjacente &,
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uma vez que existem todas as arestas possiveistéhtéd 12 Mas ambos sao coloridos

com a corc, e essa coloragao nao seria propria.

. Existe um veértice € Hy colorido comCmax:

Seja um vertice € HZ, para algunse {1,...,m}, ec = c¢(GV(H2)UN(H2)]). Todas as
cores ent devem aparecer e, dado ques tem que ser adjacente a vértices coloridos
com todas as cores diferentes @iy € um vértice eI‘THéZ tem vizinhos somente em
G|V (H2) UN(H2)]. Entdo,c’ tem mais de (R) + S_, I'(H!) cores. Note qué (R) >
max <i<m[ (H?) implica emr" (R) > I (HE). Portantol” (HZ) + Yicnmz) M (HY) <T(R)+
s1_ T (HY). Entdoc nao & uma coloragdo gulosa p&@&/ (H2) UN(H2)], pois uma
colorago gulosa pa@V (HZ) UN(HE)] tem no maximd™ (HE) + Yicnz) M (HY), uma
vez queG[V (H2) UN(H2)] & a jungao deéi2, Hi, Vi € N(H2). Assim, existe um vértice
u e GV(H2) UN(H2)] colorido com a cocy que n&o tem vizinho colorido comy em
GV (H2)UN(H2)], para algungy < cy. Tal vértice deve pertencerky, pois todos os
vizinhos dos veértices del, estao emG[V (H2) UN(H2)]. Entao,u € Hl, ondeH! €
N(H2), tem um vizinhow € R colorido comc, = ¢x. Observe que algum veértieec
(V(H2) UN(H2)) também é colorido cory. E facil ver quez ¢ H2. Caso contrarioy

ja teria um vizinho enG[V (H2) UN(H2)] coloridoc, uma vez que todo vértice d¢? &
adjacente a todo vértice d&(H2). Pela mesma razéa¢ HY, paraj #i e j € N(H?).
Portantoz € Hil, mas existem todas as arestas possiveis btﬂteR, 0 que faz com que
w e z sejam vizinhos. Porém ambuse z sao coloridos congy, € essa coloragao seria

impropria.
. Existe um vérticer € H; colorido comCmax:

Para receber uma cor maior qU¢R) + S!_;(H1), v deve ter pelo menoE(R) +
y1_ T (HY) vizinhos com cores diferentes. Da sua vizinhangaRemtem no maximo

I (R) vizinhos com cores diferentes, {i0rl5.1. Da vizinhancaereH!, parai € {1,...,1},
vtem no mélximozgz1 I (H) — 1 (sua propria cor), também darb.1. Logo, uma nova cor
cn deve aparecer em um vértieec H?, ondeV(HjZ) € N(v). Uma vez que os vértices
emR nao possuem nenhum vizinho éty, ¢, deve ser maior que todas as corefaew
deve ser vizinho de vértices coloridos com todas as corés dledas essas cores devem
aparecer enil?, pois 0s vizinhos dev fora deHj2 sao vertices délq, todos vizinhos de
todos os vertices dR e, portanto, com as cores diferentes das dos vértices &abe-
mos que enH? aparecem no maximib(H?) cores, entdev tem no maximd™ (H?) — 1
vizinhos que recebem cores diferentesrefm Mas sabemos qU’e(HjZ) <T(R) implica

em F(HJ?) — 1< T'(R). Entao, todas as cores Benao podem aparecer na vizinhanga de
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w, e tal vértice nao pode receber uma cor nova.

(b) Uma vez qué (R) < max <j<ml (H?), em umal (G)-colorago gulosa dé, por[51,
existemp < g cores enR. Nao sabemos o valor exato gemas sabemos quevai dex(R) a
(R). Por[E.B, podemos substitipor uma grafo completo com vertices e podemos obter
todas as ordens possiveis dos vértice&dgue saqq+ p)! no total. Entao, podemos calcular
todas as coloracdes gulosas@em ZES(R) (p+9)! <q(2g)! = O(1) passos, ondg é fixo.

O

Como ja comentamos, 0 nosso algoritmo para determinameeraide Grundy de um
(q,9— 4)-grafo consiste em, primeiramente, aplicar a decompogigimeval em tal grafo e
em seguida, numa abordagdiottom-up calcular o parametro para as folhas e para os nos
internos da arvore.

A complexidade da aplicacao da decomposicao primavalm grafo qualquer pode ser
feita em tempo linear, como vimos no Capitllo 4. Nesse mesptulo, vimos que a arvore
T(G) gerada pela decomposicao primeval de um g@fmossui no maximor2noés, onden =
IV(G)|. O célculo do nUmero de Grundy pode ser feito em tempo aateshos casos das folhas
que sao grafos triviais ou grafos com menosqdeertices, dos nos internos que representam
grafos resultantes da aplicacao das opera¢e® @ outros grafos, e dos nos internos que
representam grafos resultantes da aplicacao da @mefag outros grafos, quando o grafb
possui menos dgq vértices (TeoremBRH.2). Somente nos casos em que as f@lbasanhas
ou 0S nos internos representam grafos resultantes daggdiclé_2a grafos tais quel & uma
aranha é que o parametro em questao pode ser calculadag linear (LemBHhl1). Como a
arvore de decomposicao primeval pogS(n) nos e calculamos o numero de Grundy em cada
n6 em tempa(n), Nnosso algoritmo possui compelxida@én?).

5.3 Colorago Gulosa de Arestas

Como mencionado anteriormente, a coloracao de grafba torresponde ao problema de
coloracao de arestas para grafos em geral. A coloragbsa de grafos linha, resultado da
aplicacao do Algoritmo guloso de coloracao (Algoriti@pa tal classe, também possui uma
definicao equivalente em coloragao arestas, dada &.segu

Seja um grafoG = (V,E) e uma ordemd = ey, ..., &, sobreE, o Algoritmo guloso de
coloragao de arestaatribui ag o0 menor inteiro positivo que ainda nao foi atribuido a nenh
aresta adjacente @ no conjunto{ey,...,e_1}. Uma coloracdo obtida pela execucdo desse
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algoritmo em um grafo & chamadaci@oraggo gulosa de arestas

Lembramos que umigcoloracao de arestas de um gr&dambém pode ser vista como
uma particda? = (M1,My,..., M) do conjunto de arestas do grafo énemparelhamentos
disjuntos onde cadkl; contém as arestas coloridas com a icquara todo € {1,...,k}. A
coloracao gulosa de arestas possui a seguinte propeedad

Propriedade 5.1 Vi < j, toda aresta e em Ve adjacente a uma aresta em.M

Observe que, se a Propried&dd 5.1 nao fosse satisfeigomitmo guloso de coloracao de
arestas nao atribuiria uma cor maior qu@earesta. Reciprocamente, uma coloracao de arestas
que satisfagbl1 & uma coloracao gulosa de arestavasdatjualquer ordenacao de arestas em
que as arestas dié precedem as délj, Vi < j.

O maior nUmero de cores obtidas pela aplicacao do Algoriguloso de coloracao de
arestas em um graf@ € o seiindice de Grundye & denotado pdr’(G). Note quel’(G) =
[(L(G)). Por definicaoA(G) < x/(G) <T'(G). Alem disso, como uma aresta & adjacente a no
maximo 2\(G) — 2 outras arestad\(— 1 em cada extremidade), a coloragao gulosa das arestas
deG usa no maximoZ&(G) — 1. Dessa forma)(G) <T'(G) < 2A(G) — 1.

Estrelas sao exemplos de grafos em que o indice de Grurglyaéao grau maximo.
Também existem grafos em que o limite superior 4&¢@ — 1 para o indice de Grundy &
alcancado, como as arvores que chamamos agpindeniais em arestasA definicao de tais
arvores se assemelha a definicao das arvores binomgisvore binomial em arestasgBde
ordemk, & definida como segue:

(

P2, se k=0
Ps, se k=1
obtida a partir da inclusdo uma arestacidente as raizes dB;_, eB; »,

oy}
=~
I

e com a mesma raiz &g _», sek>1

Considere uma arvore binomial em areddfie uma orden® sobre as arestas &§ tal que
0s primeiros elementos da ordem sao as arestas incidentefhas{ f1,..., fx} deB, depois,
nesta ordend, estao as arestas incidentes as folhdde{ f1,.. ., fx}, e assim sucessivamente.
Veja que ao aplicarmos o Algoritmo guloso de coloracaordstas usando essa ordépserao
utilizadas A(Bg) — 1 cores, par& € {0,2,4,...}.

Nao foram encontrados resultados na literatura sobreagdio gulosa de arestas. Os resul-
tados que seguem foram obtidos durante um estagio de ohesiwdNRIA - Sophia Antipolis,
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Bo B B, B; B:
€
€ e (& e

Figura 5.4:Arvores binomiais em arestas.

sob a orientagao de Frédéric Havet. O estagio foi zadb gracas a uma parceria do grupo
ParGO com a equipe Mascotte. Nessa ocasiao, estudamopkermade de encontrar o indice
de Grundy de um grafo, mostrando que & um problema NPi#difitem disso, analisamos o
problema para a classe dos caterpillars.

5.3.1 coNP-completude de Colora@o Gulosa de Arestas

Nesta secao, provamos que & NP-dificil encontrar @wénde Grundy de um grafo. Para
isso, mostramos que o problema IGM, definido a seguir, éRadimpleto.

indice de Grundy Minimo (IGM)
Instancia: Um grafds.
Perguntal”’(G) = A(G)?

Nossa reducao é feita a partir do problema de coloralgharestas de grafos clbicos
(ICGC), provado ser NP-completo em]25].

indice Cromatico de Grafos Cbicos (ICGC)
Instancia: Um grafo clbicG.
Pergunta: O indice croméatico de um grafo cUl&® igual a 3?

Estendemos esse resultado para o problema mais geral FIG.

f-indice de Grundy (FIG)
Instancia: Um grafs.
Perguntal”’(G) < f(A(G))?

Observe que sé é a identidadef((k) = k, para todd), entaof-indice de Grundy éndice
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de Grundy Minimo. Nos mostramos que para qualquer faurfcial quek < f(k) < 2k—2

(pelos limites d&\(G)), o problemaf -Coloragao Gulosa de Arestas & co-NP-Completo.
Nos mostramos primeiramente a co-NP-completudediee de Grundy Minimo.

SejaH um grafo cUbico conm vérticeswy,...,wy. SejaG o grafo definido poW (G) =
V(H)U{u,...,un}U{v,a,b,c} eE(G) =E(H)u{uwi|1<i<n}U{vu|l<i<n}U{avbyvcv}.
O grafoG & mostrado na figura Figureb.5.

Figura 5.5: Grafds obtido de um grafo clbichl.

Em G, d(v) = n+ 3, enquanto o grau de todos os outros vértices & no maxinizedsa
forma,A(G) =d(v) = n+3, uma vez que > 4 porH ser clbico. Além do mais, toda aresta de
G é adjacente a no maxinmt+ 3 arestas, entdd (G) < n+4 = A(G) + 1. Portanto, o indice de
Grundy deG & A(G) ouA(G) + 1. No Teorem&5]3, mostramos a redugdo do problentiae
Cromatico de Grafos Clbicos pdralice de Grundy Minimd[22].

Teorema 5.3 x’(H) = 3 se e somente $é(G) = A(G) + 1.

Demonstra@o: (=) Suponha que existe uma 3-colora¢ao de arestleH. Vamos estender
c para uma coloracdo gulosa de aresta&d®mA(G) + 1 = n+4 cores. Faga(av) =1,
c(bv) =2, c(cv) =3 e, paratodo X i <n, c(ujw;) =4 ec(uv) =i+ 4. Note que todo vértice
w; € incidente a uma arestadecom cada umadas cores 1, 2 e 3, uma vequu’abico.I'E facil
ver que essa & uma+ 4)-coloragao gulosa de arestas@epoisc cumpre a Propriedadle’d.1.

(<) Suponha que existe una+ 4)-coloracao gulosa de arestas @e Alguma aresta re-
cebe a con+ 4. Tal aresta tem que ser adjacente a pelo mane8 arestas e, portanto, tem
gue ser uma das arestag, digamosvu,. Comovu, € adjacente a exatamente- 3 arestas
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e a coloracao é gulosa, todas as arestas adjacextgglavem receber cores diferentes entre
1,...,n+3.

Observe que a aresta vizinhavlg com a com+ 3 deve ser uma daaj, parai # n, pois
somente as mesmas possue#n2 vizinhos que podem receber as cores menores que as suas.
O mesmo occore com as arestas vizinhaswgegue devem ser coloridas com as cores de 5 a
n+ 2, e dessa forma as aresta parai = 1..n, devem ter as cores de ha-4.

As arestayu sao adjacentes a arestas coloridas coPn3le 4. As que tem a cor 4 devem
seru;w;, dado que as arestas, bve cvsao adjacentes a no maximo duas arestas coloridas com
alguma das cores efi, 2,3}. Logo,c(uw;) = 4, para todo XK i <n, eay, bv, cvsao coloridas
com{1,2,3}.

Agora toda aresta;w; € adjacente a trés arestas, uma de cada cdrle?3}. Uma vez
quec(vy) > 5, essas trés arestas devem ser as trés arestas incaengsH. Portanto todas
as arestas dd recebem uma das cores € 2 e 3}, e a restricao deaH & uma 3-coloracao
de arestas. O

Corolario 5.1 O problema ddndice de Grundy Nhimoé co-NP-completo.

Demonstrago: O problema dandice de Grundy Minimo & claramente bt?, pois uma
coloracao gulosa de arestas de um g@foom pelo meno#&(G) + 1 cores & um certificado
quel’’(G) > A(G). O resultado & complementado pela redugao do Tedreina 5.3 O

Observag@o 5.1 O grafo G temindice cronético A(G). Note que as arestas incidentes a v
podem ser coloridas co...,A(G), e essa coloréo pode ser estendida aplicando-se o al-
goritmo guloscas demais arestas. Como todas elas sdjacentes a no &imo seis outras
arestas, tefio no naximo cor7. ComoA(G) > 7, obtemos uma(G)-coloraggo de arestas.
Dessa forma, a red@p acima mostra qué co-NP-completo decidir 9€(G) = x'(G).

Agora mostraremos a co-NP-completude do probléniradice de Grundy, generalizando
os resultados apresentamos acima para o problerimj'rda de Grundy Minimo.

SejaH uma grafo cUbico com vérticesws, ..., w, e sejaG um grafo como o definido na
prova do TeoremR8.3. Sefa= f(n+3) — (n+3). Entdo 0< p<n+1. Para I<i < p,
definimosT; como a arvore com conjunto de vertices, by, ci,ti} U{a j,0i j,Ci j, S j,tij | 1<
j <n—1} e conjunto de arestasti, biti, citj } UU?;:]L'{ai’jtiJ,bi7jti’j,Ci’jtij,ti’jSiJ,Si?jti}. Seja
G’ o grafo obtido pela unido disjunta e T, adicionada das arestagt para todo < i < p.
O grafoG’ € mostrado na figura Figuieb.6.
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Figura 5.6: Grafd3' obtido de um grafo clbichl.

Observe qué\(G') = n+ 3 e os vértices com gran+ 3 saov,ty,...,tp € uy quandop =
n+1. Além do mais, toda aresta &€ adjacente a no maxima@ + p arestas, e dessa forma
"(G) <n+3+p+1=f(A(G))+ 1. No Teorem&®hl4, apresentamos a reducao do problema
indice Cromatico de Grafos Cubicos pdrdndice de GrundyI22].

Teorema 5.4 x'(H) = 3 se e somente $&(G') = f(A(G)) + 1.

Demonstrag@o: (=) Suponha que existe um 3-coloracao de arestiesH. Vamos estender
para uma coloragao gulosa de aresta@'d®mm f (A(G)) + 1= n+ p+4 cores. Primeiramente,
estendemos em uma(n+ 4)-coloracao gulosa dé como fizemos na prova do Teoremal 5.3.
Em particular, temos(u,w,) =4 ec(upv) =n+4. Paratodo Ki < petodo 1< j <n-1,
facac(tiaj) = 1, c(tibi) = 2, c(tici) = 3, c(ti ja,j) = 1, c(ti jbi ;) = 2, c(ti jci,j) = 3, c(ti jS,j) =4,
c(s.jti) = j +4 e finalmente(tju,) = n+4+i. E facil verificar quec cumpre a Propriedade®.1,
e portanto & umén+ p-+4)-coloragao gulosa de arestas@e

(<) Suponha qué&s’ admite uma(n+ p + 4)-coloragdo coloracao gulosa de arestasPara

todo 1< i < p, deve existir pelo menos uma aregtaom a com+4+i. Essas arestas devem
ser adjacentes a pelo menos 3+ i arestas, pela Propriedddel5.1. Entao ®dieve esta em

F = {vun} U{unti|1 <i < p}. A arestae, & adjacente a uma arestacolorida comn+4. Essa
aresta & adjacente a pelo memoes4 arestas, uma de cada cor ¢fy...,n+ 3} eep. Entao

e também deve esta ef. Pela cardinalidade dE, todas as arestas todas as arestas desse
conjunto sao coloridas com cores diferentes efitre 4,... . n+ p+4}.

Desde queu, tem uma das core+4,...,n+ p+4} e tem arestas vizinhas com as cores
{1,...,n+3} emG, podemos aplicar o mesmo argumento utilizado na prova deirebs.B e
chegar a conclusao de que a restricac dél & uma 3-coloracao de arestas. t
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Corolario 5.2 O problema findice de Grundye co-NP-completo.

Demonstragio: O problemaf-indice de Grundy & claramente dtR, pois uma coloracao
gulosa de arestas de um graocom pelo menos (A(G)) + 1 cores & um certificado que
(G) > f(A(G)). O resultado & complementado pela redugao do Tedreina 5.4 O

5.3.2 indice de Grundy dos Caterpillars

Nesta secao, mostramos um algoritmo polinomial pardveso problema da Coloracao
gulosa de arestas para os caterpillars. Esses grafos g@aevedies tais que se todas as folhas
e arestas incidentes as mesmas forem removidas, o queoegtafo € um caminho induzido,
chamado caminho principal.

Nos proximos resultados, demonstramos algumas projpiesdta coloracao gulosa de ares-
tas dos caterpillars. Nos mostramos quel'se um caterpillar]’(T) < A(T) + 1, e entdo o
indice de Grundy d& €A(T) ouA(T) + 1. Em seguida, damos um algoritmo polinomial para
computar™’(T).

Lema 5.4 Seja T um caterpillar e v umévtice no seu caminho principal. Em toda cologac
gulosa de arestas de T, as cotes..,d(v) — 2 aparecem nas arestas incidentes a v.

Demonstra@o: Sejac uma coloracao gulosa de arestasldeSuponha por absurdo que uma
das coresr € {1,...,d(v) — 2} ndo é atribuida a nenhuma aresta incidente@omo todas as
arestas incidentes\gpossuem cores diferentes, pelo menos pelo menos trésmarees que
d(v) — 2 aparecem em trés arestas incidentesldma dessas cores, diganm®sdeve aparecer
em uma aresta incidente a uma folha. Masé adjacente somente as arestas incidentes a
Entdo, para algunx < d(v) — 2, enao é adjacente@. Comoa < d(v) —2 < 3, a coloracao
de arestas nao & gulosa. O

Lema 5.5 Seja c uma coloreiip gulosa de arestas de um caterpillar T e v ugrtice no cami-
nho principal de T. Se duas arestasee incidentes em v recebem cores maiores qiw € 1,
enfio g e & sao duas arestas do caminho principal e as arestas que tem eatremidades v
e uma folha &o coloridasl, ...,d(v) — 2.

Demonstra@o: Suponha por absurdo que uma dessas duas arestas, diga@ascidente a
uma folha. Entae; é adjacente d(v) — 1 outras arestas, e uma delgs foi colorida com uma
cor maior qued(v) — 1. Portantce; é adjacente a no maxind{v) — 2 arestas cujas cores sao
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menores ou igual d(v) — 1. Entao, existe uma car em{1,...,d(v) — 1} tal que nenhuma
aresta adjacente@ possui a cor. Isso contradiz o fato de ser gulosa. Entae; e e, sao
arestas do caminho principal.

Agora, pelo Lem&%]4, devem existir arestas incidentecam cada uma das cores em
{1,...,d(v) — 2}. Dessa forma, ad(v) — 2 arestas diferentes &g e e;, que sao as arestas que
conectanv as folhas, possuem as cofds. .., d(v) — 2}. O

Teorema 5.5 Se Té um caterpillar, erio ' (T) < A(T) + 1.

Demonstra@o: SejaT um caterpillar eA(T) = A. Suponha por contradicdo que existe uma
coloracao gulosa de arestade T comA+ 2 cores. Sej& uma aresta dé que recebeu a cor
A+ 2 emc. Tal aresta deve ser adjacente a pelo ménp4 arestas, uma de cada uma das cores
1,...,A+1. Logo, a aresta esta no caminho principal. De acordo com o Léma 5.5, asaarest
e1 e e adjacentes acom as cored e A+ 1 estao no caminho principal. Alem disso, todas as
arestas adjacentesaexcetoe; e ey, possuem uma das cores ¢f...,A—2}. Entaoe nao é
adjacente a nenhuma aresta com a/cerl, uma contradicao. O

Na Figurd 57 podemos ver um exemplo em UE ) = A(T) +1, para um caterpillaF.

o Oyu
1
Figura 5.7: Caterpillal comA(T) =5el’(

O TeoremdB]5 implica que o indice de Grundy de um cater@lla(T) ou A(T) + 1.
Dessa forma, determinar o indice de Grundy de um catargilleguivalente ao problema da
Coloracao Gulosa Minima de Arestas. Com o0s proximagltasos, mostramos que podemos
calcularl”’(T) em tempo linear.

Vejamos primeiramente algumas definicdes. Jejan caterpillar com caminho principal
P=(vi,V2,...,Vn). A primeira arestadeP év;vo. Para qualquer aresta= v;vi 1 € P, se remo-
vermose deT, teremos dois caterpillai e T;", o primeiro contend®; e o segundo contendo
Vi11. Por conveniéncia, dizemos que o caminho principdld& P; = (vi,Vi_1,...,V1) € 0 ca-
minho principal del;" € P™ = (Vi11,Vi12,...,Vn). Portanto a primeira aresta @ig € (vi,v;_1)

e a primeira aresta d&" & (Vi1 1,Vi12).

Lema 5.6 Seja T um caterpillar de grau &aximoA com caminho principal P= (vy,...,Vn)
Entol’(T) = A+ 1 se e somente se existe uma arestabgP) \ {viv2,vh_1Vn} tal que
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(i) uma extremidade de e tem grAye

(i) um dos caterpillars T e T;" tem uma colorago gulosa de arestas tal que a primeira
aresta do seu caminho principélcolorida comA e o outro tem uma color@p gulosa
de arestas tal que a primeira aresta do seu caminho prindigyal a corA — 1.

Demonstrago: (=) Suponha qud& tem uma(A+ 1)-colora¢ao gulosa de arestas. Sejama
aresta com a cak+ 1. A arestae € adjacente a uma aregtacom a CoiA e a outrae, com a cor
A—1. Pelo Lem&X]%, e; e e, estao no caminho principalest incidente a um vértice de grau
A, provando (i). Note que nao pode sev;Vvo OU V1V, Uma vez que essas duas arestas sao
adjacentes a uma Unica aresta no caminho principal. Alésoda coloracao gulosa de arestas
induzida enily” e T;" claramente satisfaz (ii).

(<) Suponha que existe uma arestaE(P) \ {viv2, vh_1Vn } satisfazendo (i) e (ii). Sejam
@~ e @' as coloragdes gulosas de aresta3des T;", repectivamente, como em (ii). Sejea
coloracado gulosa de arestasTeefinida porp(e) = A+ 1, ¢(f) = ¢~ (f), para todof € T,
e @(f) = @t (f), paratodof € T;". Vamos mostrar que & uma coloracao gulosa de arestas.
Claramente, dado qug™ e ¢ sdo gulosas, é suficiente provar que adjacente a arestas de
cada uma das coresem {1,...,A}. Uma vez quep™ e ¢~ satisfazem (ii),e & adjacente a
arestas coloridas come A — 1. Por (i),e & incidente a um vérticede grauA. Esse vértice &
incidente ae e a uma aresté no caminho principal. A aresthé a primeira aresta dg, onde
T; = To" ouT; = Ty . Em uma coloragéo gulosa de arestadden aresta tem cor maior que
A— 2, entdo ad) — 2 arestas incidentesvaque nao sa@ nem f sao coloridas com todas as
cores entre 1..,A— 2. Portantce & adjacente a arestas com todas as coreflem ,A}. [

Lema 5.7 Seja T um caterpillar com caminho principal P tal que a primairestag e=uv. T
tem uma colorago gulosa de arestas em que e recebe a cor k se e somente sesiseguiates

afirmages vale:

(i) d(u) > koudv)>Kk;

(i) d(u) =k—1e T, admite uma colora@o gulosa de arestas tal que a primeira aresta de
P possui a cor k- 1.

Demonstra@o: (=) Sejae = uv comu o primeiro vértice dé. Suponha qud tem uma
coloracao gulosa de arestas tal queecebe a cok e e nao € incidente a vértices de grau
k. Entdo as arestas incidentes @evem ter as cores 1.,d(u) — 1. Pela Propriedade’®.1,
e deve ser adjacente a arestas com todas as coreskl- 1. A aresta colorida cork — 1
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sO pode ser a primeira aresta g, e as arestas incidentesy& a folhas recebem as cores
1,..
portantod(u) —1 > k—2, isto é,d(u) > k—1.

.d(v) —2. Entdo a aresta incidenteese colorida comk — 2 deve ser incidente &, e

(<) Suponha agora que (i) vale. Sejaim vértice em{u,v} com grau pelo menok.
Podemos colorir todas as arestas incidentesam 1...,d(v) tal quee & colorida cork e
entao estendemos essa coloragao de arestas de fornsa gal@ obter a coloracao gulosa de
arestas desejada de

Finalmente suponha que (ii) vale. Sggaima coloracao gulosa de arestasTgetal que
a primeira aresta dé;” possui cokk — 1. Podemos estender essa coloracao atribuirige e
1,...,k—2 ask— 2 arestas que tem como extremidadesuma folhaE facil verificar que essa
€ uma coloracao gulosa de arestag de O

O Teoremd 515 e o Lenia®.6 implicam que o Algorittho 4 retormadice de Grundy de
T utilizando a Sub-rotina primeiraAresiaP,k), que retorna 'sim’ se um caterpilldr com
caminho principalP admite uma coloragao gulosa de arestas tal que a primestaadeP
recebe a cok.

Algoritmo 4: indiceGrundy(T)

Entrada: CaterpillarT.
Sdda: I''(T).

1 SejaP = (v1,Vo,...,Vy) 0 caminho principal d&. Computed(v;) para todo X v, e
computeA = A(T).

2 parai=2,...,n—2faca

3 | el=ViViy1;

4 | sed(vi)=Aoud(vii1) =Aentao

5 seprimeiraAresta(I", Ps", A)=TRUE e primeiraAresta(T, P, , A— 1)=TRUE
entao

6 | retorneA+1;

7 seprimeiraAresta(", P, A— 1)=TRUE e primeiraAresta(J, P;, A)=TRUE
entao

8 | retorneA+1;

9 Retornej;

A sub-rotina primeiraAresta pode ser obtida pelo Algorifdae acordo com o Lenfa.7.

Vamos examinar agora a complexidade do Algoriftho 4. Pramneénte observe que a
sub-rotina primeiraArestd( P, k) faz um numero constante de opera¢des antes de chamar
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Algoritmo 5: primeiraArestar,P,k)

Entrada: CaterpillarT com caminho principaP e um inteirok.
Sada: TRUEse existe umé-colorag ao gulosa de arestasdeoma primeira aresta de
P colourida com a cok, e FALSE, caso contrario.

Sejau o primeiro vértice dé> e v 0 segundo veértice. (Entaos € a primeira aresta.)
sed(u) > k oudv) > kentao
| retorneTRUE

w N

4 sed(u) > k—1entdo
retorne primeiraAresta(—u, P—u, k—1);
retorneFALSE

(&)]

)]

primeiraArestal —u, P —u, k—1). Entdo uma inducdo simples mostra que sao fei&s
operacoes no total.

O Algoritmo[4 computa primeiro (linha 1) os graus de todos;pgjue pode ser feito em
tempoO(|V(T)|), e entdo pega o maximo entre todos esses valores, quertapude ser feito
em tempdO(|V(T)|.

Em uma segunda fase (linhas 2 a 8), para cada agesfa que € incidente a um vértice
de graul, o Algoritmo[4 faz no maximo quatro chamadas a primeiratare®m os Ultimos
parametros iguais A—1 ouA. Entao para cada c P ele fazO(A) operacdes. Sejd o
conjunto de vértices com grall O namero de arestas @eincidentes a um vértice de grau
A & no maximo 25. Porém todo vértice er8 é adjacente a pelo mends- 2 folhas. Entéo
V(T)| > |9 + (A—2)|]], portanto|S| < [V(T)|/(A—1). Logo, na segunda fase, o algoritmo

faz no maximaO (2 X %A) = O(|V(T)|) operacdes.

Dessa forma, no total, o Algoritnid 4 exec@4§V (T)|) operacdes.
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6 Concludes

Os problemas de coloracao de vértices e de arestas, gestemm em determinar 0 menor
namero de cores necessarias para colorir os verticeastas de um grafo, respectivamente,
de forma que vértices adjacentes e arestas adjacenfasgtieamente, possuam cores distintas,
sao problemas computacionalmente dificeis e sao obgfmesquisa recorrente em teoria dos
grafos em virtude dos inUmeros problemas praticos quenstelelam.

No presente trabalho, estudamos o pior desempenho do#ralg®gulosos de coloracao
de vértices e de arestas e provamos dois resultados deeodgule. Provamos que o numero
de Grundy de unig,q— 4)-grafo pode ser determinado em tempo polinomial. Essaeclass
contém estritamente a classe dos cografos e gRafesparsos, para os quais 0 mesmo resultado
havia sido estabelecido. Esse resultado generaliza,npoyi@queles resultados. O algoritmo
apresentado usa a decomposicao primeval desses grafesnthando o parametro em tempo
polinomial.

Uma consequéncia desse resultado & a prova de que o peotiéeooloracao gulosa é FTP
(Fixed Parameter Tractable), isto &, pode ser resolvidteempo f (K) p(n) para um parametro
k, 0 que era desconhecido até o momento. Como vimos antembentodo grafo pertence a
(q,9—4) para alguny, e entdo podemos utilizgrcomo parametro para o algoritmo FTP.

Uma questao interessante a ser investigada & a detefuimiacrelacdo do&y,q— 4)-
grafos com os grafoB;-carregados estendidos gordos e os grafos livrd3;.dAs trés classes
possuem intersecao, porém, para as duas primeiragnerolguloso pode ser calculado em
tempo polinomial enquanto para a Gltima & NP-compI&qnossiveI gue essa interse¢ao seja
exatamente os Unicos grafos livresRigoara os quais o problema pode ser resolvido em tempo

polinomial.

No que se refere a coloracao de arestas, provamos quélema de determinar o indice
de Grundy & NP-completo para grafos em geral e polinomral giafos caterpillar, implicando
que o niumero de Grundy & polinomial para os grafos linhaetesMais especificamente pro-
vamos que o indice de Grundy dos caterpill&r@ A+ 1, e apresentamos um algoritmo linear
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para determina-lo exatamente. Dado que os caterpilbeaus@res bastante especiais, a proxima
questao a ser investigada & a complexidade do probleragpaires quaisquer.
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