
Ana Karolinna Maia de Oliveira

Estudo de Casos de Complexidade de Coloração
Gulosa de V́ertices e de Arestas.

Fortaleza – CE

Abril/2011



Ana Karolinna Maia de Oliveira

Estudo de Casos de Complexidade de Coloração
Gulosa de V́ertices e de Arestas.

Dissertação de mestrado apresentada como re-
quisito para obtenção do tı́tulo de mestre em
Ciência da Computação pela Universidade Fe-
deral do Ceará.
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Resumo

Os problemas de coloração de vértices e de arestas, que consistem em determinar o menor
número de cores necessárias para colorir os vértices e asarestas de um grafo, respectivamente,
de forma que vértices adjacentes e arestas adjacentes, respectivamente, possuam cores distintas,
são problemas computacionalmente difı́ceis e são objetode pesquisa recorrente em teoria dos
grafos, em virtude dos inúmeros problemas práticos que eles modelam.

No presente trabalho, estudamos o pior desempenho dos algoritmos gulosos de coloração
de vértices e de arestas. O algoritmo guloso tem o seguinte princı́pio geral: receber, um a um,
os vértices (respect. as arestas) do grafo a ser colorido, atribuindo sempre a menor cor possı́vel
ao vértice (respect. aresta) a ser colorido. Observamos que colorir de forma gulosa as arestas de
um grafo equivale a colorir de forma gulosa o seu grafo linha,tendo sido este o maior interesse
na pesquisa em coloração gulosa de arestas.

O pior desempenho dos algoritmos é medido pelo maior número de cores que eles po-
dem utilizar. No caso da coloração gulosa de vértices, esse é o número de Grundy ou número
cromático guloso do grafo. No caso da coloração de arestas, esse é o ı́ndice de Grundy ou ı́ndice
cromático guloso do grafo. Determinar o número de Grundy de um grafo qualquer é NP-difı́cil.
A complexidade de determinar o ı́ndice de Grundy de um grafo qualquer era, entretanto, um
problema em aberto.

Na presente dissertação, provamos dois resultados de complexidade. Provamos que o
número de Grundy de um(q,q− 4)-grafo pode ser determinado em tempo polinomial. Essa
classe contém estritamente a classe dos cografos eP4-esparsos para os quais o mesmo resultado
havia sido estabelecido. Esse resultado generaliza, portanto, aqueles resultados. O algoritmo
apresentado usa a decomposição primeval desses grafos, determinando o parâmetro em tempo
polinomial.

No que se refere à coloração de arestas, provamos que o problema de determinar o ı́ndice
de Grundy é NP-completo para grafos em geral e polinomial para grafos caterpillar, impli-
cando que o número de Grundy é polinomial para os grafos linha desses. Mais especificamente
provamos que o ı́ndice de Grundy dos caterpillar é∆ ou ∆ + 1 e apresentamos um algoritmo
polinomial para determiná-lo exatamente.

PALAVRAS-CHAVE: Coloração Gulosa,(q,q−4)-grafos,P4-conectividade, Decomposi-
ção Primeval, Grafos Linha, Caterpillars.



Abstract

The vertices and edges colourings problems, which consistsin determine the smallest num-
ber of colours needed to colour the vertices and edges of a graph, respectively, so that adjacent
vertices and adjacent edges, respectively, have distinct colours, are computationally hard pro-
blems and recurring subject of research in graph theory due to numerous practical problems
they model.

In this work, we study the worst performance of greedy algorithms for colouring vertices
and edges. The greedy algorithm has the following general principle: to receive, one by one, the
vertices (respect. edges) of the graph to be coloured by assigning always the smallest possible
colour to the vertex (respect. edge) to be coloured. We note that so greedy colouring the edges
of a graph is equivalent to greedily colouring its line graph, this being the greatest interest in
research on greedy edges colouring.

The worst performance of the Algorithms is measured by the greatest number of colours
they can use. In the case of greedy vertex colouring, this is the Grundy number or greedy
chromatic number of the graph. For the edge colouring, this is the Grundy index or greedy
chromatic index of the graph. It is known that determining the Grundy number of any graph is
NP-hard. The complexity of determining the Grundy index of any graph was however an open
problem.

In this dissertation, we prove two complexity results. We prove that the Grundy number
of a (q,q− 4)-graph can be determined in polynomial time. This class contains strictly the
class of cographs andP4-sparse graphs for which the same result had been established. This
result generalizes so those results. The presented algorithm uses the primeval decomposition of
graphs, determining the parameter in polynomial time.

About greedy edge colouring, we prove that the problem of determining the Grundy in-
dex is NP-complete for general graphs and polynomial for catepillar graphs, implying that the
Grundy number is polynomial for line graphs of caterpillars. More specifically, we prove that
the Grundy index of a caterpillar is∆ or ∆+1 and present a polynomial algorithm to determine
it exactly.

KEYWORDS: Greedy Colouring,(q,q−4)-graphs,P4-conectivity, Primeval Decomposi-
tion, Line Graphs, Caterpillars.
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À minha orientadora, Cláudia Linhares, por todo o tempo dedicado, a paciência, a credibi-

lidade depositada e a amizade. Ela realmente me guiou em todos os momentos desta caminhada

e esteve presente sempre que precisei. Certamente seu exemplo e seus sábios conselhos ficarão
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1 Introdução

Seja k um inteiro positivo. Umak-coloraç̃ao própria de um grafoG = (V,E) é uma

atribuição das cores{1, . . . ,k} aos seus vértices, de forma que uma mesma cor não é atribu´ıda

a dois vértices vizinhos. O problema clássico de coloração consiste em, dado um grafoG, en-

contrar o menor inteirok para o qualG admite umak-coloração própria. Esse valor é chamado

denúmero croḿaticodeG e é denotado porχ(G). A k-coloraç̃ao própria de arestaśe definida

de forma similar, mas nesse caso ask cores são atribuı́das às arestas do grafo. O menor inteiro

k para o qual um grafoG admite umak-coloração própria de arestas é oı́ndice croḿaticodeG,

denotado porχ ′(G).

Várias aplicações práticas podem ser modeladas com coloração de grafos. Mais especifi-

camente, esse problema é utilizado para modelar situações em que é necessário particionar um

conjunto de objetos de acordo com algum critério minimizando o número de partes em que esses

objetos são distribuı́dos, como no caso da alocação de produtos quı́micos em armazéns, onde os

produtos que reagem causando explosões devem ficar em compartimentos diferentes, e deseja-

se utilizar o menor número de compartimentos possı́vel. Entre outros exemplos de situações

práticas estão a atribuição de frequências a antenas de rádio e o agendamento de palestras em

uma conferência [10, 12]. O vasto número de aplicações ´e um dos motivos da coloração de

grafos ser um problema exaustivamente estudado em teoria dos grafos.

Calcular o número cromático de um grafo arbitrárioG é um problema NP-difı́cil [31]. De

fato, mesmo a tarefa de encontrar uma boa aproximação paraχ(G) é muito difı́cil. Especifica-

mente, existe umε > 0 tal que o problema de coloração não pode ser aproximado por um fator

menor quenε , a menos que P = NP [34]. Também é NP-difı́cil determinar o ´ındice cromático

de um grafo [25].

Nesse contexto, é natural que se busque alternativas que funcionem bem na prática, ou que

resolvam o problema de maneira ótima para certas classes degrafos. Uma das alternativas mais

utilizadas é também uma forma bastante intuitiva de colorir um grafo: cada vértice recebe a

menor cor possı́vel, isto é, a menor cor que não foi atribu´ıda a nenhum de seus vizinhos. Essa
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estratégia também pode ser utilizada para colorir as arestas do grafo.

Precisamente, oalgoritmo guloso de coloraç̃ao (de arestas)́e executado sobre um grafo

G= (V,E) e uma ordem deV(G) (E(G)), atribuindo a cori a um vértice (aresta), sei é a menor

cor tal que não existe nenhum vizinho desse vértice (aresta) previamente colorido com a cori.

O número de Grundyde um grafoG = (V,E), denotado porΓ(G), é o maior inteirok tal que

existe uma ordem deV(G) que, se utilizada pelo algoritmo guloso, leva o algoritmo a retor-

nar uma coloração comk cores. DeterminarΓ(G) para um grafo qualquerG é um problema

NP-difı́cil [41]. O ı́ndice de Grundy, parâmetro correspondente ao número de Grundy para

coloração gulosa de arestas, é denotado porΓ′(G). EstabelecerΓ′(G) é um problema equive-

lente à estabelecerΓ(L(G)), ondeL(G) é o grafo que tem como conjunto de vértices o conjunto

de arestas deG e dois vértices são adjacentes emL(G) se as arestas correspondentes emG são

adjacentes.L(G) é chamadografo linha de G.

Neste trabalho, analisamos o problema de coloração gulosa para a classe dos(q,q− 4)-

grafos e o problema geral de coloração gulosa de arestas.

Seja umP4 um caminho induzido com quatro vértices. Dizemos queG é um(q,q− 4)-

grafo se nenhum subconjunto de no máximoq vértices deV(G) induz mais que(q−4) P4’s

distintos [7]. Tal classe generaliza outras classes de grafos como oscografos, que são os grafos

livres deP4 e osP4-esparsos, que são exatamente os(5,1)-grafos.

Existe ainda uma série de outras classes de grafos que são definidas com relação à quanti-

dade deP4’s induzidos que possuem, das quais um estudo detalhado é apresentado em [37].

A pesquisa sobre o conjunto deP4’s de um grafoG, também chamado deP4-estruturade

G, tem sido bastante explorada nos últimos anos, motivado principalmente pelo fato de que o

complemento de umP4 também é umP4, o que torna as propriedades expressas em termos de

P4’s válidas no complemento. Note, por exemplo, que o complemento de um cografo é também

um cografo.

Alguns problemas foram propostos utilizando a análise daP4-estutura de um grafo. Dois

grafos sãoP4-isomorfosse existe uma bijeção entre seus vértices de forma que um conjunto

de quatro vértices induz umP4 no primeiro grafo se e somente se sua imagem induz umP4 no

segundo grafo. A conjectura proposta em [14] e provada posteriormente em [38], afirma que

um grafoP4-isomorfo a um grafo perfeito também é perfeito.

O abrangente estudo daP4-estrutura de grafos motivou a introdução da noção deP4-conectividade

[30]. Um grafoG é chamado deP4-conexose para toda partição de seus vértices em dois con-

juntos não vazios e disjuntos, algumP4 induzido deG contém vértices de ambas as partes. A
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figura 1.1 apresenta todas as partições em dois conjuntos de vértices de umP4, que é trivialmente

um grafoP4-conexo. AsP4-componentesde umG são seus subgrafos induzidos maximais que

sãoP4-conexos.

Figura 1.1:P4 e suas partições.

O conceito deP4-conectividade leva a um teorema estrutural aplicável a umgrafoG qual-

quer (Teorema 3.1). Tal teorema sugere a associação de umaárvoreT(G) a G, que representa

uma decomposição do grafo, chamada dedecomposiç̃ao primeval, a ser definida posterior-

mente.

Decompor um grafo é uma estratégia de divisão e conquista, que facilita a resolução de

problemas. A árvore de decomposição primeval pode ser encontrada em tempo linear e é

única, a menos de isomorfismos [8]. Para algumas classes de grafos, podemos aplicar essa

decomposição e, através de programação dinâmica, resolver problemas que são difı́ceis no caso

geral.

A decomposição primeval possui uma relação especial com a classe dos(q,q−4)-grafos.

As P4-componentes dos(q,q−4)-grafos, que são folhas na árvore de decomposição primeval,

são grafos simples e bem definidos.

Diversos problemas difı́ceis no caso geral foram resolvidos em tempo linear para os(q,q−

4)-grafos utilizando decomposição primeval [5]. Dentre eles, citamos a coloração de gra-

fos [3]. O resultado principal deste trabalho é um algoritmo polinomial que utiliza a mesma

decomposição para resolver a coloração gulosa para os(q,q−4)-grafos.

Como mencionado anteriormente, também analisamos o problema geral coloração gulosa

de arestas. Colorir as arestas de um grafo de forma gulosa equivale a colorir de forma gulosa o

seu grafo linha, tendo sido este o maior interesse na pesquisa em coloração gulosa de arestas.

Para o problema de coloração gulosa de arestas, apresentamos uma prova de NP-completude

e damos um algoritmo polinomial para resolvê-lo na classe dos caterpillars, árvores tais que
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se todas as folhas e arestas incidentes às mesmas forem removidas, o que resta do grafo é um

caminho induzido.

O texto está organizado da seguinte forma: No Capı́tulo 2, estabelecemos a terminolo-

gia utilizada e outros conceitos necessários ao entendimento do trabalho. Nos Capı́tulos 3 e

4, apresentamos teoremas estruturais e decomposições degrafos que serão úteis ao longo da

dissertação. No Capı́tulo 3, introduziremos o conceito de P4-conectividade e veremos um teo-

rema estrutural de grafos que utiliza esse conceito. No Cap´ıtulo 4, apresentaremos as decomposições

modular e primeval de um grafo. No Capı́tulo 5, investigamosa coloração gulosa nos(q,q−4)-

grafos, bem como a coloração gulosa de arestas. Finalmente, concluı́mos o texto no Capı́tulo 6

fazendo algumas reflexões sobre futuros trabalhos.
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2 Notaç̃ao e Conceitos Preliminares

Neste capı́tulo, são apresentadas as definições básicas de teoria dos grafos necessárias ao

entendimento do trabalho, bem como a notação utilizada. Conceitos mais especı́ficos são dados

ao longo do texto. A maior parte das definições foi retiradados livros [11] e [12], que podem

ser consultados para informações adicionais.

2.1 Conceitos B́asicos

Um grafo G é uma tripla ordenada(V(G),E(G),ψG) consistindo de um conjunto não-

vazioV(G) devértices, um conjuntoE(G), disjunto deV(G), dearestas, e uma funçãoψG que

associa a cada aresta um par não ordenado de vértices deG. Comumente, usamosG = (V,E)

como notação de um grafo com conjunto de vérticesV e conjunto de arestasE. Todo grafo

admite uma representação gráfica onde cada vértice é representado por um ponto e cada aresta

é representada por uma linha unindo os pontos correspondentes aos vértices associados a tal

aresta. Por simplicidade, escrevemose= uvao invés deψG(e) = {u,v}, e, quando conveniente,

utilizamosuvpara nos referirmos à arestae.

See é uma aresta eu e v são vértices tais quee= uv, dizemos quee incideemu e emv e

queu ev incidememe. Dizemos ainda que tais vértices são asextremidadesdee, e que a aresta

e une uev.

Uma arestae é umlaçose as suas duas extremidades são iguais. Duas arestas sãomúltiplas

se elas coincidem em ambas as extremidades. Um grafoG é simplesse ele não possui arestas

múltiplas nem laços, e o seu conjunto de vértices é finito. Neste trabalho, tratamos apenas de

grafos simples, e as definições e resultados que seguem dizem respeito aos mesmos.

Duas arestas sãoadjacentesse elas possuem uma extremidade em comum (são incidentes a

um mesmo vértice) e dois vértices são adjacentes se eles são incidentes a uma mesma aresta. A

vizinhança NG(v) de um vérticev em um grafoG é o conjunto de todos os vértices adjacentes

a v. Definimos também a vizinhança de um conjunto de vérticesS, NG(S), como a união das
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vizinhanças de cada vértice emS menos os vértices do próprioS. O grau de um vérticev,

dG(v), é o número de arestas incidentes av em G, isto é, o número de vértices adjacentes a

v. Denotamos porδ (G) e ∆(G) o menor e o maior valor de entre os graus dos vértices deG,

respectivamente. A vizinhança de arestas é definida de forma similar.

Chamamostrivial o grafo com apenas um vértice.G é completose existe uma aresta entre

cada par de vértices distintos. Denotamos porKn o grafo completo comn vértices.G évaziose

não possui arestas. OcomplementōG deG é o grafo simples cujo conjunto de vértices éV(G)

e cujas arestas são exatamente os pares de vértices não adjacentes deG.

Dois grafosG1 =(V,E) eG2 =(V,E) são ditosisomorfosse existe uma bijeçãof :V(G1)→

V(G2) tais que{u,v} ∈ E(G1) se, e somente se,{ f (u), f (v)} ∈ E(G2).

Dizemos que o grafoH é umsubgrafodeG (H ⊆ G) seV(H)⊆V(G), E(H)⊆ E(G) eψH

coincide comψG. SejaSum subconjunto não-vazio deV. O subgrafo deG cujo conjunto de

vértices éSe cujo conjunto de arestas é o conjunto de arestas deG que tem as duas extremidades

emSé o subgrafo deG induzido porSe é denotado porG[S]. Dizemos queG[S] é umsubgrafo

induzidodeG.

Um grafoG = (V,E) é livre de H se nenhum subconjunto deV induz um grafo isomorfo a

H.

Um emparelhamentoem um grafoG é um subconjunto de arestas não-adjacentes entre si.

Um subconjuntoSdeV(G) é umconjunto independenteou conjunto est́aveldeG se nenhum

par de vértices deS é adjacente emG. Umaclique é um subconjuntoK deV(G) tal queG[K]

é completo. A cardinalidade do maior conjunto estável e damaior clique de um grafoG são

denotadas, respectivamente, porα(G) e ω(G).

Um passeioemG é uma sequência finita e não nulaW = v0v1 . . .vk, tal que, para 1≤ i ≤ k,

vi−1 e vi definem uma aresta. Dizemos queW é um passeio dev0 paravk. O inteirok, que é a

quantidade de arestas, é otamanhodeW. Se os vérticesv0,v1, . . . ,vk deW são todos distintos

entre si, dizemos que esse passeio é umcaminho, e sev0,v1, . . . ,vk são todos distintos entre

si, exceto porv0 = vk, dizemos que é umciclo. As arestas deG que unem dois vértices não

sucessivos em um caminho são chamadas decordas. Um caminho induzidocomk vértices é

denotado porPk e um ciclo induzido comk vértices é denotado porCk.

Umapartição de um conjuntoS é uma famı́lia de subconjuntos, também chamados partes

ou classes,P = {Si | i ∈ I}, tais que
⋃

i∈I
Si = SeSi ∩Sj = /0, para todoi, j ∈ I ondei 6= j.

Dois vérticesu e v estãoconectadosse existe um caminho entreu e v emG. Todo grafo

G admite uma partição deV(G) em subconjuntos não-vaziosV1,V2, . . .Vl tal que dois vértices
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u e v estão conectados se e somente se ambosu e v pertencem ao mesmo subconjuntoVi . Os

subgrafosG[V1],G[V2], . . . ,G[Vl ] são chamados decomponentesde G. SeG tem exatamente

uma componente, entãoG é ditoconexo. Equivalentemente, dizemos que um grafo é conexo

se quaisquer dois de seus vértices estão conectados. Casocontrário, o grafo é chamado de

desconexo.

Dois grafos sãodisjuntosse eles não tem vértices em comum. Aunião de dois grafos

simplesG1 eG2 é o grafoG1∪G2 com conjunto de vérticesV(G1)∪V(G2) e conjunto de arestas

E(G1)∪E(G2). SeG1 e G2 são disjuntos, nos referimos a união deles comounião disjunta,

também denotada neste texto por operação 0i. Essa operação é associativa e comutativa, e pode

ser estendida para um número qualquer de grafos.

A junção de dois grafos disjuntosG1 e G2, chamada de operação 1i, é o grafoG1 1iG2

resultante da aplicação de 0iacrescido do conjunto de arestas{{v,w} : v∈V(G1),w∈V(G2)},

que são todas as arestas entreV(G1) eV(G2).

Dados grafosG eH, chamamos deproduto lexicogŕaficodeG porH o grafo cujo conjunto

de vértices é formado pelos elementos deV(G)×V(H) e cujo conjunto de arestas éE(G[H]) =

{{(a,x),(b,y)} | ab∈ E(G), ou a= b e xy∈ E(H)}. O produto lexicográfico deG porH pode

ser visto como se cada vértice deG fosse substituı́do por uma cópia deH.

Nos capı́tulos seguintes, quando estiver claro a que grafo estamos nos referindo, podemos

omitir, nas notações dadas acima, o sı́mbolo que indica umgrafo especı́fico. Por exemplo, em

vez deV(G) eNG(v) escrevemos apenasV eN(v).

2.2 Algumas Classes de Grafos

Um grafoG é bipartidose seu conjunto de vértices pode ser particionado em dois subcon-

juntosX eY tais que toda aresta tem uma extremidade emX e outra emY. Se todo vértice deX

é adjacente a todo vértice deY, entãoG é umgrafo bipartido completodenotado porKr,s, onde

r =| X | es=|Y |. OsK1,s são chamadosestrelas.

Chamamos deaćıclico o grafo que não contém ciclos. Umaárvore é um grafo conexo e

acı́clico. Os vértices de uma árvore são chamados denós. As folhassão os nós da árvore que

possuem grau 1. Os nós que não são folhas são chamados deinternos. Em algumas aplicações,

destaca-se um vérticer como raiz e a árvore passa a ser enraizada emr. Dada uma árvore

T = (V,E) enraizada emr, osdescendentesde um nóv∈ V da árvore são todos os vérticesu

tais quev é um nó interno do caminho deu atér na árvore. Diz-se quev é umancestraldeu se
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u é um descendente dev. Osfilhosde um vérticev são todos os nós que dele descendem e que

são adjacentes a ele. Seu é filho dev, entãov épai deu.

Um grafoG é k-regular sed(v) = k para todov∈ V. Dizemos queG é regular seG é k-

regular para algum inteirok. Os grafos 3-regulares também são referidos comografos ćubicos.

O grafo linha L(G) de um grafoG tem as arestas deG como seus vértices. Dois vértices de

L(G) são adjacentes se as arestas correspondentes emG possuem uma extremidade em comum.

Na Figura 2.1 podemos ver um exemplo de um grafo com o grafo linha correspondente.

(a) G (b) L(G)

Figura 2.1: Um grafo e seu grafo linha.

Um grafo H é dito ser um grafo linha se existe algum grafoG tal queH é isomorfo a

L(G). A classe dos grafos linha pode ser caracterizada por uma lista de subgrafos (induzidos)

proibidos, conforme foi mostrado em [9]. A lista dos 9 subgrafos proibidos é apresentada na

Figura 2.2.

Um grafoG = (V,E) é split se o seu conjunto de vértices pode ser particionado em dois

conjuntos disjuntosSeK tal queS é um conjunto estável eK é uma clique.

Recordamos que umP4 é um caminho induzido com 4 vértices.

A classe doscografos[33], também conhecidos como grafos livres deP4, pode ser definida

recursivamente como segue:

• O grafo trivial é um cografo;

• SeG é um cografo, entãōG também o é;

• SeG1, . . . ,Gn são cografos disjuntos, então o grafoG =
⋃

i∈{1,...,n}Gi é um cografo.

Esses grafos possuem um decomposição muito simples, que facilita a resolução de proble-

mas, pois todo cografo não trivial é a união disjunta ou a junção de dois cografos menores [15].

Um grafoG éP4-redut́ıvelse, e somente se, cada vértice deG pertence a no máximo umP4
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Figura 2.2: Os nove subgrafos proibidos de um grafo linha.

induzido emG [27]. Note que essa classe é uma generalização dos cografos, uma vez que os

mesmos não possuemP4’s.

Dizemos que um grafoG é umaaranhase o seu conjunto de vértices pode ser particionado

em 3 conjuntos disjuntosR, SeK tal que:

• K é uma clique,S é um conjunto estável e|K| = |S| ≥ 2;

• Todo vértice deR se liga a todo vértice deK e a nenhum vértice deS;

• Existe uma bijeçãof : S→ K tal que:

1. ∀s∈ S, N(s) = f (s) (aranha magra);

2. ou∀s∈ S, N(s) = K \{ f (s)} (aranha gorda).

Frequentemente, nos referimos ao conjuntoR comocabeça, ao conjuntoK comocorpoe

ao conjuntoScomopernasda aranha. Exemplos de aranhas magra e gorda são mostrados na

Figura 2.3.

Dizemos que um grafo éP4-esparsose cada subconjunto de 5 vértices seus induz no

máximo umP4 [24]. Uma das caracterizações dessa classe afirma queG é P4-esparso se, e
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(a) Aranha magra (b) Aranha gorda

Figura 2.3: Aranhas.

somente se, todo subgrafoH induzido emG ou é desconexo, ou possui complemento desco-

nexo, ou é uma aranha [29].

Os P4-leve [26] são os grafos cujos subgrafos induzidos de até seis v´ertices possuem no

máximo doisP4 induzidos ou são isomorfos ao grafoH ou ao grafoH ′ da Figura 2.4.

(a) H (b) H’

Figura 2.4: GrafosP4-leve.

A classeP4-extenśıvelcontém os grafosG tais que, para todoP4 induzidoP deG, existe um

outroP4 induzidoP′ deG, diferente deP, que interceptaP [28].

Os grafosP4-arrumadossão aqueles em que para todoP4 induzidoP, existe no máximo um

vérticev tal quev∪V(P) induz mais de umP4 [18].

Em [37] pode ser encontrado um estudo detalhado dasP4-classes citadas acima.

Para finalizar este tópico, temos a definição da classe quefaz parte do estudo central deste

trabalho. Os(q, t)-grafos foram introduzidos em [7] e sua definição foi motivada pelo estudo

das várias classes que contém um número restrito deP4, comoP4-redutı́vel,P4-esparso eP4-

leve. Tal estudo teve inı́cio com os cografos. A investigação dos grafos com poucosP4’s foi
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incetivada especialmente pelos bons resultados alcançados nos cografos, onde alguns problemas

que são difı́ceis no caso geral podem ser resolvidos eficientemente, a exemplo do problema de

coloração, que é muito simples para esses grafos: o número cromático da união disjunta de dois

cografos é igual ao maior entre os números cromáticos de cada um deles, enquanto o número

cromático da junção é a soma dos números cromáticos decada.

Um grafo G = (V,E) pertence à classe dos(q, t)-grafosse nenhum conjunto deV com

no máximoq vértices induz mais do quet P′
4s distintos emG. Neste trabalho tratamos dos

(q,q−4)-grafos. Na Figura 2.5 vemos o exemplo de um grafo que pertence e outro que não

pertence a essa classe paraq = 5. Observe, entretanto, que todo grafo está na classe(q,q−4)

para algumq. Podemos ver que esse fato é verdadeiro tomandoq =
(n

4

)

+ 4, onden = |V|,

pois certamente um grafo comn vértices não terá mais que
(n

4

)

P′
4s. Note que a definição da

classe(q,q−4) permite que ela contenha grafos com menos deq vértices, e que todo subgrafo

induzido de um(q,q−4)-grafo pertence à mesma classe, para o mesmoq.

(a) ∈ (5,1) (b) /∈ (5,1)

Figura 2.5: Exemplo de grafos que pertencem e não pertencemaos(5,1)-grafos.

Além de generalizar várias classes, como a classe dos cografos, que são os(4,0)-grafos, e a

classe dosP4-esparsos, que são os(5,1)-grafos, os(q,q−4)-grafos possuem uma decomposição

com um estrutura simples, como veremos mais adiante.

2.3 Coloraç̃ao de V́ertices

Dado um grafoG=(V,E), uma coloração de vértices deG, ou simplesmente umacoloraç̃ao

deG, é uma funçãoc : V −→N que associa a cada vértice do grafo um número inteiro, denomi-

nadocor. Denotamos porc(H) o conjunto de cores de uma coloraçãoc de um grafoG utilizadas

em um subgrafoH deG. Se uma coloração de um grafoG possuik cores, também podemos

chamá-la dek-coloraç̃ao deG. Habitualmente, escolhemos{1,2, . . . ,k} para ser o conjunto de

inteiros representativo dask cores de umak-coloração.

Alternativamente, umak-coloração de um grafoG pode ser vista como uma partiçãoP =

(S1,S2, . . . ,Sk) do conjunto de vértices deG em k conjuntos disjuntos onde cada conjuntoSi
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contém os vértices coloridos com a cori, para todoi ∈ {1, . . . ,k}. Os conjuntosSi são as

classes de coresda coloração.

Dizemos que uma coloraçãoc éprópriase uma mesma cor não é atribuı́da a dois vértices vi-

zinhos. Em umak-coloração própria, cada classe de cor é um conjunto estável. Como tratamos

apenas de colorações próprias nesse texto, nos referimos às mesmas apenas como colorações

ouk-colorações.

Um grafo ék-coloŕıvel se admite umk-coloração. O menor inteirok para o qual um grafo

G é k-colorı́vel é onúmero croḿaticodeG, denotado porχ(G).

Em um grafoG = (V,E) tal que|V| = n, cada classe de cor possui no máximoα(G) co-

res, uma vez que são conjuntos estáveis. Dessa froma, temos o seguinte limite inferior para

o número cromático:χ(G) ≥ n/α(G). Um outro limite inferior paraχ(G) é o tamanho da

maior clique, já que em um grafo completo todos os vérticesdevem receber cores distintas. O

Teorema 2.1 mostra um limite superior paraχ(G).

Teorema 2.1 [13] Seja G um grafo conexo. Então, χ(G) ≤ ∆(G), a menos que G seja um

ciclo ı́mpar ou um grafo completo, situações em queχ(G) = ∆(G)+1.

É possı́vel decidir em tempo polinomial seχ(G) = 1 ou 2. Entretanto, determinar se um

grafo qualquer ék-colorı́vel é um problemaNP-completo para todok ≥ 3 [31]. Consequente-

mente, determinarχ(G), dado um grafo G, é um problemaNP-difı́cil. Além disso, existe um

ε > 0 tal que o problema de coloração não pode ser aproximado por um fator menor quenε ,

a menos queP = NP [34]. Em algumas classes especı́ficas, porém, esse parâmetro pode ser

obtido em tempo polinomial, como é o caso dos(q,q−4)-grafos [3].

2.4 Coloraç̃ao de Arestas

A coloração de arestas é definida de forma similar à coloração de vértices. Dessa forma,

umak-coloraç̃ao própria de arestasde um grafoG = (V,E), que chamamos aqui simplismente

de k-coloração de arestas, é uma atribuição dek cores às suas arestas, de tal forma que uma

mesma cor não é atribuı́da a duas arestas adjacentes.

Uma k-coloração de arestas de um grafoG também pode ser vista como uma partição

P = (M1,M2, . . . ,Mk) do conjunto de arestas do grafo emk conjuntos disjuntos onde cada

conjuntoMi contém as arestas coloridas com a cori, para todoi ∈ {1, . . . ,k}. CadaMi é um

emparelhamento deG.



20

Observe que umak-coloração de arestas de um grafoG qualquer é uma umak-coloração

de vértices do grafo linhaL(G) deG.

Um grafo ék-coloŕıvel em arestasse admite umk-coloração de arestas. O menor inteirok

para o qual um grafoG ék-colorı́vel em arestas é oı́ndice croḿaticodeG, denotado porχ ′(G).

Claramente,χ ′(G) = χ(L(G)).

É fácil ver queχ ′(G) ≥ ∆(G), pois todas as arestas incidentes ao vértice de maior grau em

um grafoG são adjacentes entre si e portanto devem receber cores diferentes em uma coloração

de arestas. O limite superior para o ı́ndice cromático é dado pelo conhecido Teorema de Vizing,

onde afirma-se queχ ′(G)≤ ∆(G)+1, para um grafoG qualquer [12,40]. Assim, dado um grafo

G, temos queχ ′(G) ∈ {∆,∆+1}. Seχ ′(G) = ∆(G), dizemos queG pertence àclasse 1. Caso

contrário,G pertence àclasse 2. Grafos bipartidos pertencem à classe 1 [12,32], mas determinar

o ı́ndice cromático de um grafo arbitrário éNP-completo, como foi mostrado em [25]. De fato,

nesse artigo é mostrado o seguinte teorema:

Teorema 2.2 [25] Determinar se oı́ndice croḿatico de um grafo ćubico é 3 ou 4 é NP-

completo.
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3 P4-estrutura de um Grafo

Neste capı́tulo, apresentaremos os conceitos deP4-conectividade eP4-componentes de um

grafo. Esses conceitos foram usados para produzir um teorema estrutural de grafos que será

utilizado nesta dissertação.

3.1 P4-conectividade

O conceito deP4-conectividade foi introduzido em [30] e se relaciona a outro conceito

muito estudado em computação, que é a conectividade de umgrafo. Sua definição também foi

motivada pelas relações existentes entreP4’s em classes de grafos comoP4-redutı́vel, onde cada

vértice pertence a no máximo umP4, entre outras classes discutidas amplamente em [37], e

ainda pela observação de que o complemento de umP4 é umP4.

Dizemos que um grafoG= (V,E) éP4-conexose para toda partição deV em dois conjuntos

disjuntos e não vaziosV1 eV2, existe umP4 induzido cruzando a partição, isto é, umP4 contendo

vértices deV1 eV2. Obviamente, umP4 é um grafoP4-conexo. Como ilustração, as partições de

umP4 são apresentadas na Figura 3.1.

Aranhas comR = /0 também sãoP4-conexos, pois observe que sempre existemP4’s sem

cordas entre os vértices deS e K. No primeiro caso da aranha (aranha magra), em que todo

vértice deS tem um e somente um vizinho emK, todos diferentes (pela bijeção), temosP4’s

formados por dois vértices quaisquer deSe seus respectivos vizinhos emK, já que os vértices

de S não são adjacentes por fazerem parte de um conjunto independente e os deK são todos

vizinhos entre si, por fazerem parte de uma clique. No segundo caso (aranha gorda), em que

cada vértice deStem um único não vizinho, e nenhum tem o mesmo não vizinho,também temos

P4’s formados por dois vértices quaisquer deS, onde para um vértice deS, s1, escolhemos um

vizinho qualquer dele na clique,ki , e então pegamos o vértice não vizinho deki em S, si , e

o não vizinho des1 em K, k1. Então, em qualquer partição dos vértices de uma aranha, se

tivermos somente vértices deS em uma das partições, escolhemos qualquer vértice e teremos
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Figura 3.1:P4 e suas partições.

um P4 partindo dele e passando por um vértice deK que está na outra componente. Para uma

partição somente com vértice deK, procedemos da mesma maneira, e para partições contendo

ambos vértices deK e S, pegamos um vértice deSem cada uma das partições e construı́mos o

P4 da maneira citada acima.

GrafosP4-conexos tem que ser conexos, mas não podem ter uma grande quantidade de

arestas, pois nesse caso vão haver partições em que não temos nenhumP4 sem cordas cruzando

as partes. Note, por exemplo, que um grafo completo nãos satisfaz essa definição.

Os cografos, que são grafos livres deP4, não são grafosP4-conexos. Um outro exemplo de

grafo nãoP4-conexo pode ser visto na Figura 3.2.

Figura 3.2: Grafo nãoP4-conexo.

Uma outra caracterização para os grafosP4-conexos é baseada na definição deP4-cadeias

[6]. Seja um grafoG = (V,E) e sejamx e y dois vértices deG. UmaP4-cadeiade tamanhot

conectandox ey é uma sequência de vértices distintos(v0,v1, . . . ,vt−1,vt) tal que

• x = v0, y = vt , e



23

• para todoi, (0≤ i ≤ t −3), o conjuntoQi := {vi ,vi+1,vi+2,vi+3} induz umP4.

Um grafo éP4-conexo se e somente se existe umaP4-cadeia conectando todo par de vértices

do grafo [6].É mostrado também em [6] que pode-se testar em tempo linear se um grafo éP4-

conexo. No mesmo trabalho, é apresentado um algoritmo linear para construir umaP4-cadeia

entre quaisquer dois vértices em um grafoP4-conexo.

Essa última caracterização se assemelha com a definição mais conhecida da conectividade

habitual, em que um grafo é conexo se e somente se cada par de vértices é conectado por um

caminho.

3.2 P4-componentes

As P4-componentesde um grafoG são os subgrafos induzidos deG que sãoP4-conexos, e

além disso são maximais com relação a essa propriedade.

Observe que todaP4-componente ou é um único vértice, que satisfaz aP4-conectividade por

vacuidade, ou deve ter pelo menos quatro vértices. Os vértices de um grafoG = (V,E) que não

estão contidos em nenhumaP4-componente com pelo menos quatro vértices deG são chamados

devértices fracos.

A Figura 3.3 mostra um exemplo de um grafo particionado em suasP4-componentes. Note

que tal grafo não éP4-conexo. Basta observar que não háP4 cruzando as partiçõesV1 = V(P1)

eV2 = V(P2∪P3).

Figura 3.3: Grafo particionado em suasP4-componentes.

Dado o conceito deP4-componentes, temos que as seguintes observações são v´alidas para

um grafoG qualquer:

1. G admite uma única partição emP4-componentes e vértices fracos;
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2. UmaP4-componente deG também induz umaP4-componente em̄G;

3. TodaP4-componente é um subgrafo conexo deG e Ḡ.

A primeira observação vale pelo fato de que asP4-componentes são maximais. Do contrário,

imagine que existe mais de uma partição. Seja a primeira partiçãoA e a segundaB. Certa-

mente uma das partes deA tem interseção com uma das partes deB. SejamAi e B j essas

partes, respectivamente. Cada uma dessas partes tem a propriedadede deP4-conectividade,

onde para toda partição que fizermos para cada uma delas teremos umP4 cruzando. Chamemos

deSa união deAi e B j . Qualquer partição deSem dois conjuntos de vértices vai ter vértices

deAi nas duas partes ou vértices deB j nas duas partes. Isso garante que temP4 cruzando toda

partição deSem dois conjuntos, e nesse casoAi eB j não são maximais.

A observação 2 segue do fato de umP4 ser fechado sob complemento e a terceira observação

segue da definição deP4-componentes juntamente com a segunda observação.

Uma outra importante definição é a deP4-componente separável. UmaP4-componente é

sepaŕavelse existe uma partição do seu conjunto de vértices em subconjuntos não-vaziosH1 e

H2 , tal que todoP4 que possui vértices em ambosH1 e H2 tem seus vértices internos emH1 e

as extremidades emH2.

Um P4 é trivialmente separável (Figura 3.1 (d)). Também é fácil ver que uma aranha com

R= /0 é separável, basta olhar para a partição do seu conjunto de vértices em queH1 = K e

H2 = S, o conjunto estável e a clique. Na Figura 3.4 podemos ver o exemplo de um grafo que

não éP4-conexo, mas possui umaP4-componente separável.

Figura 3.4: Grafo comP4-componente separávelH.

As definições acima levam ao seguinte teorema, denominadoTeorema da Estrutura, para

uma grafo qualquer:

Teorema 3.1 [30] Seja G=(V,E) um grafo qualquer. Exatamente uma das seguintes afirmações

é v́alida:
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1. Gé desconexo;

2. Ḡ é desconexo;

3. Gé P4-conexo;

4. Existe umáunica P4-componente pŕopria sepaŕavel H de G com partiç̃ao (H1,H2) tal

que todo v́ertice fora de Hé adjacente a todos os vértices de H1 e a nenhum v́ertice de

H2.

A prova do Teorema 3.1 é feita supondo que o grafo é conexo com o complemento conexo,

mas não éP4-conexo e então conclui-se que o item 4 do teorema é verdadeiro. Isso é feito a

partir da idéia de que, seG e Ḡ são conexos, entãoG contém umP4 [39].
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4 Decomposiç̃ao de Grafos

Já comentamos a importância das decomposições de grafos como ferramenta de auxı́lio na

resolução de problemas. Neste capı́tulo apresentamos duas decomposições: a modular, uma das

mais conhecidas e estudadas [37], e a primeval, definida com base no Teorema 3.1 (Teorema da

Estrutura). Utilizamos a última para resolver problemas na classe dos(q,q−4)-grafos.

4.1 Decomposiç̃ao Modular

Dado um grafoG = (V,E), dizemos queM ⊆V é ummódulodeG se, para todov∈V \M,

v é adjacente a todo ou a nenhum vértice deM. De outra forma, um módulo de um grafo

é um subconjunto do seu conjunto de vértices tal que os vértices que não pertencem a esse

subconjunto não distinguem os que pertencem com relaçãoà adjacência. A introdução desse

conceito é atribuı́da a Gallai [16,17].

A definição de módulo sugere naturalmente um particionamento do grafo nos conjuntosM,

N(M) e N̄(M), onde existem todas as arestas possı́veis entreM e N(M), nenhuma aresta entre

M e N̄(M), e uma atribuição qualquer de arestas entreN(M) e N̄(M). Essa caracterı́stica ajuda

a derivar algumas propriedades, como veremos adiante.

Uma observação pertinente é queM é um módulo deG se, e somente se,M é um módulo de

Ḡ. Note ainda que cada componente de um grafoG desconexo é um módulo desse grafo e cada

componente de um grafōG desconexo é um módulo deG. Támbém é fácil ver que entre dois

módulos disjuntos de um grafo ou existem todas as arestas possı́veis ou não há nenhuma. No

caso de haver todas as arestas entre dois módulos de uma grafo G, dizemos que esses módulos

sãoadjacentes. Caso contrário, os dois módulos sãonão-adjacentes.

Os conjuntos com apenas um vértice, o conjunto vazio eV(G) são osmódulos triviaisde

G. Os demais módulos também são chamados deconjuntos homoĝeneos. Um grafo éprimose

todos os seus módulos são triviais.

Um móduloM de um grafoG é forte se para todo móduloM′ de G temos queM ∩M′ ∈
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{ /0,M,M′}, ou seja, seM tem interseção com algum outro módulo de G, ou ele está contido

ou contém esse outro módulo. Dizemos ainda que umM é ummódulo maximal forteseM é

maximal entre os módulos fortes do grafo, excluindo o próprio conjunto de vértices do grafo.

Umapartição de congrûenciaP em um grafoG é uma partição dos vértices deG de forma

que cada parte é um módulo deG. Como todas as partes de uma partiçãoP são módulos dois

a dois disjuntos, esses módulos são dois a dois adjacentesou não-adjacentes.

Representa-se a relação de adjacência entre as partes deP por um grafo denominado grafo

quociente. Dado um grafoG e uma partição de congruênciaP = {M1,M2, . . . ,Mk}, o grafo

quocientedeG em relação aP é o grafoGP dado porV(GP) = {m1,m2, . . . ,mk} eE(GP) =

{{mi,mj} : Mi,M j ∈ P e Mi,M j são adjacentes emG}. Denominam-sefatoresos subgrafos

induzidos por cada membro deP emG.

Em outras palavras,GP é o grafo onde cada vérticemi representa um módulo deP e

dois vértices são adjacentes emGP se e somente se os módulos correspondentes emG forem

adjacentes.

Não é difı́cil ver que podemos ter uma partição de congruência formada pelos módulos

maximais fortes de um grafo. Basta observar que, para os módulos fortes que estão contidos

uns nos outros, podemos pegar o mais externo. Como dois módulos fortesM e M′ não contém

interseção diferente de /0,M ouM′, podemos notar que existem blocos de módulos fortes. Pega-

mos então o mais externo de cada bloco de módulos fortes para fazer a partição de congruência.

O seguinte teorema garante a existência de tal partição e, mais ainda, garante que ela é única.

Teorema 4.1 [36] Dado um grafo ñao trivial G, existe umáunica partiç̃ao de congrûencia de

G onde cada ḿoduloé maximal forte.

A decomposiç̃ao modularse propõe a decompor um grafo recursivamente em seus módulos

maximais fortes. Como vimos anteriormente, se o grafo é desconexo, suas componentes são

módulos, e podemos ver facilmente que são módulos maximais fortes. Suponha queG possui

três componentesG1, G2 eG3. Podemos ver queG1 juntamente comG2 forma um módulo, mas

não é forte porqueG2 comG3 também é um módulo, e haveria uma interseção deG2. Podemos

fazer um raciocı́nio semelhante para verificar que os módulo maximais fortes de um grafo com

complemento desconexo são as componentes do complemento,uma vez queM é um módulo

deG se, e somente se,M é um módulo deḠ. No caso do grafo ser conexo com complemento

conexo, não é tão simples ver quais são seus módulos maximais fortes.

A árvore que representa esta decomposição, chamadaárvore de decomposição modulare



28

denotada porT(G), é exemplificada na Figura 4.1. A raiz dessa árvore é o grafo G, as folhas

são os vértices deG e as folhas da sub-árvore enraizada em cada nó interno formam um módulo

forte. Os nós internos são rotuladosS (nó série), se o grafo for conexo com complemento

desconexo;P (nó paralelo), se o grafo for desconexo eN (nó vizinhança), se o grafo for conexo

com complemento conexo.

(a) G (b) T(G)

Figura 4.1: GrafoG e sua árvore de decomposição modular.

Uma descrição geral de como encontrar a árvore de decomposição modular é mostrada no

Algoritmo 1.

Algoritmo 1 : Decomposição Modular

Entrada: grafoG = (V,E)
Sáıda: árvore de decomposição modularT(G) correspondente aG

se|V |= 1 então1

retorneG;2

seG é desconexoentão3

rotule o nó comoP;4

crie um nó para cada componente conexaGi deG e execute o algoritmo para cada5

Gi ;

seḠ é desconexoentão6

rotule o nó comoS;7

crie um nó para cada componenteG[V(Ḡi)] ondeḠi é uma componente dēG e8

execute o algoritmo para cadāGi ;

seG eḠ s̃ao conexosentão9

rotule o nó comoN;10

sejaQ = q1,q2, . . . ,qk uma partição de congruência deG; crie um nó para cadaG[qi ]11

e execute o algoritmos para cadaG[qi].

A dificuldade da decomposição modular está em encontrar apartição relativa aos módulos



29

maximais fortes dos nós de vizinhança. Existem diversos algoritmos na literatura que constroem

a árvore de decomposição modular, alguns deles, inclusive, em tempo linear [21].

A decomposição modular de um grafo torna-se ainda mais útil para algoritmos em grafos

quando os nós de vizinhanca do grafo a ser decomposto possuem uma estrutura conhecida.

Em [1], esse fato é utilizado para calcular o número de Grundy de algumasP4-classes.

Para maiores detalhes sobre o assunto é indicada a leitura de [37] e [35].

4.2 Decomposiç̃ao Primeval

Em [30], foi apresentado um esquema de decomposição de grafos denominado decomposição

homogênea, juntamente com a teoria daP4-conectividade. Tal esquema utiliza uma decomposição

primitiva (primeval em inglês), introduzida no mesmo trabalho.

A decomposição primeval é derivada naturalmente pelo Teorema 3.1 (Teorema da Estru-

tura), que é uma consequência dos conceitos deP4-conectividade eP4-componente separável.

Na árvore de decomposição do esquema em questão, as folhas são asP4-componentes do grafo

(terceiro caso do teorema) e seus vértices fracos; Os nós internos correspondem a três tipos de

operações de grafos (primeiro, segundo e quarto casos do teorema).

Já vimos anteriormente as operações de união disjunta (operação 0i) e junção (operação

1i). Claramente essas duas operações correspondem aos doisprimeiros casos do teorema da

estrutura, no sentido de que, se uma grafo é desconexo, ent˜ao ele é a união disjunta das suas

componentes. O mesmo raciocı́nio pode ser aplicado para o caso da junção. Precisamos de uma

nova operação, que corresponde ao último caso do teorema.

SejamG1 = (V1,E1) e G2 = (V2,E2) grafos disjuntos tais queG1 é umaP4-componente

separável com partição(H1,H2) eG2 é um grafo qualquer disjunto deG1:

• Operação 2i: Todo vértice deG2 torna-se adjacente a todo vértice deH1 e a nenhum

vértice deH2.

Figura 4.2: Operação 2i.
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A Figura 4.2 ilustra a operação 2i. O Teorema da Estrutura (Teorema 3.1) e o Teorema 4.2

sugerem a associação de cada grafoG a uma árvore únicaT(G), que é a árvore de decomposição

primeval, cuja construção é feita através de chamadas recursivas ao Algoritmo 2.

Teorema 4.2 [30] Todo grafo G oué P4-conexo ou pode ser unicamente obtido a partir de

suas P4-componentes e seus vértices fracos atrav́es da aplicaç̃ao de uma seqûencia finita das

operaç̃oes 0, 1 e 2.

Algoritmo 2 : Árvore de Decomposição Primeval

Entrada: grafoG = (V,E)
Sáıda: árvore de decomposição primevalT(G) correspondente aG

se|V |= 1 ou Gé P4-conexoentão1

retorne a árvoreT tendoG como seu único vértice;2

seG é desconexoentão3

sejamG1,G2, . . . ,Gp (2≤ p) as componentes deG;4

sejamT1,T2, . . . ,Tp as árvores primevais deG1,G2, . . . ,Gp, respectivamente,5

enraizadas emr1, r2, . . . , rp;

retorne a árvoreT(G) obtida pela adição der1, r2, . . . , rp como filhos de um nó 0i6

seḠ é desconexoentão7

sejamḠ1,Ḡ2, . . . ,Ḡp (2≤ p) as componentes dēG;8

sejamT1,T2, . . . ,Tp as árvores primevais dēG1,Ḡ2, . . . ,Ḡp, respectivamente,9

enraizadas emr1, r2, . . . , rp;

retorne a árvoreT(G) obtida pela adição der1, r2, . . . , rp como filhos de um nó 1i10

seG satisfaz a condiç̃ao4 do Teorema da Estruturaentão11

façaG1 a p-componente separável eG2 = G\G1;12

sejamT1 eT2 as árvores primevais deG1 eG2, respectivamente, enraizadas emr1 e13

r2;

retorne a árvoreT(G) obtida pela adição der1 e r2 como filhos de um nó 2i14

A Figura 4.3 mostra o exemplo de um grafo e sua árvore de decomposição primeval. Dado

um grafoG qualquer, podemos encontrarT(G) em tempo linear. Tal árvore é única, a menos

de isomorfismos [8]. Observe ainda que a quantidade de nós deT(G) é da ordem de|V(G)|,

uma vez que a árvore de decomposição primeval pode ser vista como uma árvore binária, com

no máximo|V(G)| folhas. Como em árvores desse tipo as folhas representam metade da quan-

tidade total de nós,|T(G)| possui ao todo 2|V(G)| nós.
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Figura 4.3: Grafo e a árvore de decomposição primeval correspondente.

Os problemas resolvidos em tempo linear para a classe(q,q− 4) citados anteriormente

utilizaram a decomposição primeval.

4.3 Decomposiç̃ao Primeval de(q,q−4)-grafos

Para resolver um problema em um grafo através de um dos esquemas de decomposição

apresentados, primeiramente aplicamos tal decomposição ao grafo, gerando uma árvore. O

próximo passo é resolver o problema para as folhas dessa árvore. Note que nesse ponto já

existe uma diferença entre as decomposições modular e primeval: as folhas da primeira são

vértices únicos, também chamados de vértices fracos, enquanto na segunda as folhas podem ser

P4-componentes separáveis. Resolver um problema para vértices fracos é trivial. No caso das

folhas que são grafoP4-conexos, é necessário um pouco mais de trabalho, mas geralmente é

fácil.

Uma vez resolvido o problema para as folhas, precisamos descobrir como resolvê-lo para

os nós internos da árvore, que são rotulados por operaç˜oes em grafos. Isto é, precisamos cal-

cular um certo parâmetro para um grafo resultante de uma operação aplicada a outros grafos,

filhos do nó que representa esse grafo na árvore, para os quais o parâmetro já foi calculado. As

decomposições citadas possuem as operaçãoes 0ie 1iem comum, mas diferenciam em uma ter-

ceira operação. Essa diferença é o que determina basicamente a escolha do esquema: a modular

é adequada aos casos em que os nós de vizinhanca do grafo a ser decomposto possuem uma

estrutura conhecida, e a primeval é ideal para os casos em que asP4-componentes separáveis

obtidas na operação 2isão bem caracterizadas.

A seguinte caracterização dos(q,q−4)-grafosP4-conexos é mostrada em [7], onde a aranha

considerada possuiR= /0, também conhecida comoaranha sem cabeça.
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Teorema 4.3 [7] Seja G= (V,E) um(q,q−4)-grafo P4-conexo. Ent̃ao, exatamente uma das

sentenças abaixóe verdadeira:

1. Se Gé um(5,1)-grafo ent̃ao Gé uma aranha;

2. Se Gé um(7,3)-grafo ent̃ao |V |< 7 ou Gé uma aranha;

3. Se Gé um(q,q−4)-grafo, q= 6 ou q≥ 8, ent̃ao |V |< q,

Ou seja, seG = (V,E) é um (q,q− 4)-grafo P4-conexo, entãoG é uma aranha ou pos-

sui menos de q vértices (nesse caso dizemos queG é pequeno). Na árvore de decomposição

primeval, todo nó representa um subgrafo induzido do grafooriginal. Então, se aplicarmos a

decomposição primeval a um(q,q−4)-grafo, todo nó da árvore vai continuar representando

uma grafo que pertence à classe(q,q−4). Como todaP4-componente éP4-conexa, pelo teo-

rema acima, os nós que sãoP4-componentes na árvore de decomposição primeval ou sãoaranhas

ou são pequenos. Esses nós serão folhas na árvore referida. Utilizando esta informação, vários

problemas foram resolvidos em tempo linear para essa classede grafos, entre eles, o problema

de encontrar o número cromático [3]. Dentre outros problemas já resolvidos em tempo linear

para essa classe, estão a versão ponderada da clique e conjunto estável, número cromático e

cobertura por clique [3], largura em árvore e mı́nimo fill-in [4] e ainda o problema da árvore de

Steiner, circuito hamiltoniano, coloração por lista, extensão de pré-coloração, entre outros [5].
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5 Casos de Complexidade de Coloração
Gulosa

Neste capı́tulo, apresentamos os resultados originais obtidos neste trabalho. Para isso, defi-

nimos o problema geral de coloração gulosa e em seguida mostramos os resultados especı́ficos.

5.1 Coloraç̃ao Gulosa de V́ertices

Como vimos anteriormente, o problema clássico de coloração, que consiste em determinar

o número cromático de um grafo qualquer, éNP-difı́cil. Uma vez constatado esse fato, é natural

que se busquem métodos heurı́sticos para colorir um grafo minimizando a quantidade de cores

utilizadas. Uma maneira intuitiva de fazer isso é colorir os vértices de forma gulosa, atribuindo

a cori a um vérticev se, e somente se, todas as cores menores quei já aparecem em algum dos

vizinhos dev. O Algoritmo 3 descreve esse procedimento.

Algoritmo 3 : Algoritmo guloso de coloração

Entrada: GrafoG = (V,E) e ordemθ = v1,v2, . . . ,vn deV.
Sáıda: Coloração própriac deG.

para todo i = 1, . . . ,n faça1

c(vi) = k, ondek∈ {1, . . . ,n} é a menor cor não utilizada emN(vi)∩{v1, . . . ,vi−1}.2

Retornec.3

Dizemos que uma coloraçãoc é gulosase ela pode ser gerada pelo Algoritmo 3. Se essa

coloração possuik cores, também podemos denotá-la pork-coloraç̃ao gulosa. Observe que o

número de cores utilizadas depende da ordem escolhida paraos vértices.

O Algoritmo guloso de coloração gera somente colorações próprias de um grafo. Dessa

forma, o número de cores de qualquer coloração gerada portal algoritmo em um grafoG é

um limite superior para o número cromático deG. O problema de coloração gulosa consiste

em determinar, dentre todas as possı́veis ordenações sobreV(G), a maior quantidade de cores
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que o algoritmo acima utiliza. Chamamos essa quantidade denúmero croḿatico gulosoou

simplesmentenúmero gulosodeG, denotado porΓ(G). Esse valor também é conhecido como

número croḿatico first-fitou número de Grundy.

Naturalmente,χ(G) ≤ Γ(G). Note que o número de Grundy representa o pior caso da

aplicação do Algoritmo 3 em um grafo, determinando o quãoruim esse limite superior para o

número cromático pode ser.

Um fato interessante provado para os cografos é que o algoritmo guloso aplicado a um grafo

G desse tipo retornaχ(G) cores, independente da ordem deV(G) considerada [20]. Existe,

entretanto, uma subclasse de árvores que demonstra que a distância entre o número cromático

e o número de Grundy de um grafo qualquer pode ser tão grandequanto desejarmos. Áarvore

binomial Bk, de ordemk, é definida como segue:

Bk =

{

um vértice, se k= 1

uma árvore com raizr cujos filhos sãoB1, . . . ,Bk−1, se k> 1

Figura 5.1:Árvores binomiais.

Considere uma árvore binomialBk e uma ordemθ sobre os vértices deBk tal que os primei-

ros elementos da ordem são as folhas{ f1, . . . , fx} deBk, depois, nesta ordemθ , estão as folhas

deBk−{ f1, . . . , fx}, e assim sucessivamente. Veja que o algoritmo guloso aplicado à ordemθ
produzirák cores, enquanto o número cromático de uma árvore é 2 [12].

O Teorema 5.1 prova ainda que a quantidade de cores utilizadas em colorações gulosas em

um gafoG é contı́nua entreχ(G) e Γ(G).

Teorema 5.1 [2] Seja G um grafo com ńumero croḿatico χ(G) e ńumero de GrundyΓ(G).

Para todoχ(G) ≤ k≤ Γ(G), existe uma k-coloraç̃ao gulosa de G.

Um limite superior trivial paraΓ(G) é ∆(G)+1, pois a cori só é atribuı́da a um vérticev

se existem vértices na vizinhança dev com todas as cores menores quei.
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Zaker demonstrou em [42] que, dados um grafoG = (V,E) e um inteiro fixok, existe um

algoritmo de complexidadeO(n2k−1
) para determinar seΓ(G) ≥ k. Para tanto, foram utilizados

osk-átomos, uma famı́lia de grafos tal queAk, k = 1,2,3, . . ., é definido indutivamente como

segue:

• A1 = {K1}.

• A2 = {K2}.

• G ∈ Ak é construı́do a partir deH ∈ Ak−1 com |V(H)| = n da seguinte forma: Para

algum 1≤ m≤ n, considereSm∪H, ondeSm é o conjunto estável comm vértices, e um

subconjuntoW ⊆ V(H) com |V(W)| = m. Construa um emparelhamento perfeito entre

W eV(Sm) e conecte cada vértice deV(H)\W à um (e somente um) vértice arbitrário em

V(Sm).

A Figura 5.2 ilustra a construção de umk-átomo.

Figura 5.2: Contrução de umk-átomo a partir de um{k−1}-átomo H comm= 3.

Foi mostrado queΓ(G) ≥ k se e somente seG contém umk-átomo e que é possı́vel buscar

um k-átomo emG emO(n2k−1
) passos [42]. Entretanto, determinar se o número guloso de um

grafo é superior ou igual ak, para umk ∈ N qualquer, é um problemaNP-completo [19] e,

mesmo para ump fixo, éNP-completo decidir seΓ(G)≤ ∆(G)+1− p [23]. De fato, encontrar

Γ(G) éNP-difı́cil mesmo para complementos de grafos bipartidos [41].

5.2 Coloraç̃ao Gulosa de(q,q−4)-grafos

Um dos resultado originais desta dissertação consiste nodesenvolvimento de um algoritmo

para determinar o número de Grundy de um grafoG pertencente aos(q,q−4)-grafos em tempo

polinomial. Para tanto, utilizamos a decomposição primeval. Como explicamos anteriormente,
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depois de gerar a árvore de decomposição primeval, precisamos calcularΓ para as folhas. No

caso daquelas que são vértices fracos, o cálculo desse parâmetro é trivial.

Sabemos, pelo Teorema 4.3, que uma folhaH P4-componente separável ou é uma aranha

sem cabeça ou é um grafo com menos deq vértices. No primeiro caso, o Lema 5.1 enunciado

a seguir garante que podemos calcularΓ(H) em tempo linear. Por outro lado, se a folha for

um grafoH com menos deq vértices, podemos gerar todas as ordens possı́veis dos vértices do

grafo e passar cada uma como entrada para o algoritmo guloso (≤ q! ordens), produzindo dessa

forma todas as colorações gulosas deH em tempo constante.

Lema 5.1 [1] Seja G um grafo com n v́ertices. Se Ǵe uma aranha eΓ(R) é dado, ent̃aoΓ(G)

pode ser determinado em tempo linear.

Agora precisamos calcularΓ para os grafos representados pelos nós internos da árvore. As

três operações da decomposição primeval são 0i(união disjunta), 1i(junção) e 2i. É conhecido

que seG é a união disjunta de dois grafoG1 e G2, entãoΓ(G) = max{Γ(G1),Γ(G2)}, e seG é

a junção de dois grafosG1 e G2, entãoΓ(G) = Γ(G1)+Γ(G2) [20].

A determinação do número de Grundy para um grafo resultante da aplicação da operação 2i

a umaP4-componente separável que é uma aranha e outro grafo quelquer é dada no Lema 5.1.

Neste trabalho, mostramos como calcularΓ para um grafo resultante da aplicação de 2ia

umaP4-componente separável que é um grafo com menos deq vértices e um grafo qualquer. O

Lema 5.2 é fundamental para a resolução dessa operação.

Lema 5.2 [30] Um grafo P4-conexo Gé sepaŕavel se, e somente se, o seu grafo quocienteé

um grafo split.

Se o grafo quociente de umaP4-componente separávelH é o grafo split(K,S), então todo

módulo maximal forteM1
i ⊆ H1 é representado por um vérticev1

i na cliqueK, e todo módulo

maximal forteM2
j ⊆ H2 é representado por um vérticev2

j no conjunto independenteS. Dizemos

queH[Mi
j ] = H i

j .

Existe uma relação entre o número de Grundy de um grafo e o número de Grundy dos seus

módulos, como mostra a Proposição 5.1.

Proposiç̃ao 5.1 [1] Sejam G, H1, . . . ,Hn grafos disjuntos tais que|V(G)|= n eV(G) = {v1, . . . ,vn}.

Seja G′ o grafo obtido pela substituição do v́ertice vi ∈V(G) por Hi , de forma que existem to-

das as arestas entre os vértices de Hi e Hj , i 6= j, se e somente se viv j ∈ E(G). Ent̃ao, em toda
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coloraç̃ao gulosa de G′, no ḿaximoΓ(Hi) cores ocorrem em cada subgrafo induzido Hi ⊆ G′,

para todo i∈ {1, . . . ,n}.

Observe que, de acordo com a Proposição 5.1, uma coloraç˜ao gulosa de um grafoG restrita

aos seus módulos também é gulosa para eles. O seguinte lema é uma generalização de um

resultado mostrado em [2].

Lema 5.3 Seja G um grafo e M um ḿodulo de G tal que G[M] = H. Seja G′ o grafo obtido

pela substituiç̃ao de H por Kk, onde ké a quantidade de cores que aparecem em H em uma

coloraç̃ao gulosa de G que geraΓ(G). Ent̃aoΓ(G) = Γ(G′).

Demonstraç̃ao: Sejac a coloração que geraΓ(G) e A = {α1, . . . ,αk} o conjunto de cores dec

que aparece emH. Denote os vértices do grafo completo que substituiH emG′ por w1, . . . ,wk

e denote porc′ a coloração deG′ definida porc′(G−Kk) = c(G−H) e c′(wi) = αi , para todo

1≤ i ≤ k. É fácil ver quec′ é uma coloração gulosa deG′. EntãoΓ(G′) ≥ Γ(G).

Note que, pela Proposição 5.1, existe umak-coloração gulosa deH e seja(S1, . . . ,Sk) essa

k-coloração gulosa. Sejac umaΓ(G′)-coloração gulosa deG′. Denote porB = {β1, . . . ,βk} o

conjunto de cores que aparecem emKk comβ1 < .. . < βk. Sejac′ a coloração deG que atribui

a corβi aos vértices deSi , para todo 1≤ i ≤ k, ec′(G−H) = c(G−Kk). Claramente,c′ é uma

coloração gulosa deG. Logo,Γ(G) ≥ Γ(G′). �

Denotamos porθH uma ordem que dada como entrada para o algoritmo guloso, produz

uma coloração comΓ(H) paraH. Em particular, denotamos porθ i
j uma ordem que produz uma

coloração comΓ(H i
j) cores paraH i

j .

Observe que, no grafoH, H1 é a junção deH1
1 , . . . ,H1

l , uma vez que, entre os grafos induzi-

dos por dois módulos de um mesmo grafo, ou existem todas as arestas ou nenhuma, eH1
1 , . . . ,H1

l

são os grafos induzidos pelos módulos maximais fortes deH1 (Figura 5.3(a)). Logo,Γ(H1) é

o número de Grundy da junção dos grafosH1
1 , . . . ,H1

l , que é∑l
i=1Γ(H1

i ). Da mesma forma, o

número de Grundy de umH2
i emH2 com sua vizinhança emH1 será o número de Grundy da

junção desses grafos (Figura 5.3(b)). O Teorema 5.2 é o resultado principal desta seção.

Teorema 5.2 Seja G um(q,q−4)-grafo contendo um P4-componente separável H= (H1,H2)

com no ḿaximo q v́ertices tal que todo v́ertice em R= G−H é adjacente a todo vértice em H1

e a nenhum v́ertice em H2. Sejam H1
1 , . . . ,H1

l os ḿodulos maximais fortes de H1 e H2
1 , . . . ,H2

m

os ḿodulos maximais fortes de H2. Dadosχ(R) e Γ(R):

(a) SeΓ(R) ≥ max1≤i≤mΓ(H2
i ), ent̃aoΓ(G) = Γ(R)+∑l

i=1 Γ(H1
i );
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(a) (b)

Figura 5.3: GrafoH.

(b) SeΓ(R) < max1≤i≤mΓ(H2
i ), Γ(G) = Γ(H 2iKΓ(R)).

Demonstraç̃ao: (a) Uma ordem que começa porθR,θ1
1 , . . . ,θ l

1 dada como entrada para o al-

goritmo guloso produz uma coloração gulosa deG com pelo menosΓ(R) + ∑l
i=1Γ(H1

i ) co-

res, uma vez queG[H1 ∪V(R)] é a junção deR,H1
1 , . . . ,H1

l . Então, temos que provar que

Γ(G)≤ Γ(R)+∑l
i=1Γ(H1

i ). Suponha por absurdo que existe uma coloração gulosac deG com

mais queΓ(R)+ ∑l
i=1Γ(H1

i ) cores e sejacmax a maior cor em emc. Considere os seguintes

casos:

1. Existe um vérticev∈ Rcolorido comcmax:

Sejac′ = c(G[H1∪V(R)]). Todas as cores emc devem aparecer emc′, uma vez quev,

por ser colorido comcmax, é adjacente a vértices coloridos com todas as cores diferentes

decmax e, além disso, um vértice emR tem vizinhos somente emG[H1∪V(R)]. Logo,

c′ tem mais deΓ(R)+ ∑l
i=1Γ(H1

i ) cores. Note quec′ não é uma coloração gulosa para

G[H1∪V(R)], porque uma coloração gulosa paraG[H1∪V(R)] tem no máximoΓ(R)+

∑l
i=1Γ(H1

i ) cores, dado queG[H1∪V(R)] é a junção deR,H1
1 , . . . ,H1

l . Portanto, existe

um vérticeu ∈ G[H1∪V(R)] com a corcu que não tem vizinho colorido comck em

G[H1∪V(R)], para algumck < cu. Tal vértice deve está emH1, pois todos os vizinhos dos

vértices emR estão emG[H1∪V(R)]. Então,u∈ H1
i tem um vizinhow∈ H2

j com a cor

cw = ck. Note que existem todas as arestas entreH1
i eH2

j . Algum vérticez∈G[H1∪V(R)]

também recebe a corck. É fácil ver quez /∈ R, caso contráriou teria um vizinho em

G[H1∪V(R)] com a corck, uma vez que todo vértice deR é adjacente a todo vértice

de H1. Pelo Lema 5.2, existem todas as arestas possı́veis entre dois módulos deH1.

Dessa forma,z /∈ H1
s , paras 6= i, porque também nesse casou já teria um vizinho em

G[H1∪V(R)] colorido comck. Portanto,z∈ H1
i e, consequentemente,z é adjacente aw,
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uma vez que existem todas as arestas possı́veis entreH1
i e H2

j . Mas ambos são coloridos

com a corck e essa coloração não seria própria.

2. Existe um vérticev∈ H2 colorido comcmax:

Seja um vérticev∈H2
s , para algums∈ {1, . . . ,m}, ec′ = c(G[V(H2

s )∪N(H2
s )]). Todas as

cores emc devem aparecer emc′, dado quev tem que ser adjacente a vértices coloridos

com todas as cores diferentes decmax e um vértice emH2
s tem vizinhos somente em

G[V(H2
s )∪N(H2

s )]. Então,c′ tem mais deΓ(R)+ ∑l
i=1 Γ(H1

i ) cores. Note queΓ(R) ≥

max1≤i≤mΓ(H2
i ) implica emΓ(R)≥Γ(H2

s ). Portanto,Γ(H2
s )+∑i∈N(H2

s ) Γ(H1
i )≤ Γ(R)+

∑l
i=1Γ(H1

i ). Entãoc′ não é uma coloração gulosa paraG[V(H2
s )∪N(H2

s )], pois uma

coloração gulosa paraG[V(H2
s )∪N(H2

s )] tem no máximoΓ(H2
s )+∑i∈N(H2

s ) Γ(H1
i ), uma

vez queG[V(H2
s )∪N(H2

s )] é a junção deH2
s , H i

1, ∀i ∈ N(H2
s ). Assim, existe um vértice

u ∈ G[V(H2
s )∪N(H2

s )] colorido com a corcu que não tem vizinho colorido comck em

G[V(H2
s )∪N(H2

s )], para algumck < cu. Tal vértice deve pertencer aH1, pois todos os

vizinhos dos vértices deH2 estão emG[V(H2
s )∪N(H2

s )]. Então,u ∈ H1
i , ondeH1

i ∈

N(H2
s ), tem um vizinhow ∈ R colorido comcw = ck. Observe que algum vérticez∈

(V(H2
s )∪N(H2

s )) também é colorido comck. É fácil ver quez /∈ H2
s . Caso contrário,u

já teria um vizinho emG[V(H2
s )∪N(H2

s )] coloridock uma vez que todo vértice deH2
s é

adjacente a todo vértice deN(H2
s ). Pela mesma razão,z /∈ H1

j , para j 6= i e j ∈ N(H2
s ).

Portantoz∈ H1
i , mas existem todas as arestas possı́veis entreH1

i e R, o que faz com que

w e z sejam vizinhos. Porém ambosw e z são coloridos comck, e essa coloração seria

imprópria.

3. Existe um vérticev∈ H1 colorido comcmax:

Para receber uma cor maior queΓ(R) + ∑l
i=1 Γ(H1

i ), v deve ter pelo menosΓ(R) +

∑l
i=1Γ(H1

i ) vizinhos com cores diferentes. Da sua vizinhança emR, v tem no máximo

Γ(R) vizinhos com cores diferentes, por 5.1. Da vizinhança dev emH1
i , parai ∈{1, . . . , l},

v tem no máximo∑l
i=1Γ(H1

i )−1 (sua própria cor), também por 5.1. Logo, uma nova cor

cn deve aparecer em um vérticew∈ H2
j , ondeV(H2

j ) ∈ N(v). Uma vez que os vértices

emRnão possuem nenhum vizinho emH2, cn deve ser maior que todas as cores deRew

deve ser vizinho de vértices coloridos com todas as cores deR. Todas essas cores devem

aparecer emH2
j , pois os vizinhos dew fora deH2

j são vértices deH1, todos vizinhos de

todos os vértices deR e, portanto, com as cores diferentes das dos vértices deR. Sabe-

mos que emH2
j aparecem no máximoΓ(H2

j ) cores, entãow tem no máximoΓ(H2
j )−1

vizinhos que recebem cores diferentes emH2
j . Mas sabemos queΓ(H2

j ) ≤ Γ(R) implica

emΓ(H2
j )−1 < Γ(R). Então, todas as cores deR não podem aparecer na vizinhança de
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w, e tal vértice não pode receber uma cor nova.

(b) Uma vez queΓ(R) < max1≤i≤mΓ(H2
i ), em umaΓ(G)-coloração gulosa deG, por 5.1,

existemp < q cores emR. Não sabemos o valor exato dep, mas sabemos quep vai deχ(R) a

Γ(R). Por 5.3, podemos substituirR por uma grafo completo comp vertices e podemos obter

todas as ordens possı́veis dos vértices deG, que são(q+ p)! no total. Então, podemos calcular

todas as colorações gulosas deG em∑Γ(R)
p=χ(R)

(p+q)! ≤ q(2q)! = O(1) passos, ondeq é fixo.

�

Como já comentamos, o nosso algoritmo para determinar o número de Grundy de um

(q,q−4)-grafo consiste em, primeiramente, aplicar a decomposiç˜ao primeval em tal grafo e

em seguida, numa abordagembottom-up, calcular o parâmetro para as folhas e para os nós

internos da árvore.

A complexidade da aplicação da decomposição primeval em um grafo qualquer pode ser

feita em tempo linear, como vimos no Capı́tulo 4. Nesse mesmocapı́tulo, vimos que a árvore

T(G) gerada pela decomposição primeval de um grafoG possui no máximo 2n nós, onden =

|V(G)|. O cálculo do número de Grundy pode ser feito em tempo constante nos casos das folhas

que são grafos triviais ou grafos com menos deq vértices, dos nós internos que representam

grafos resultantes da aplicação das operações 0i, 1ia outros grafos, e dos nós internos que

representam grafos resultantes da aplicação da operaç˜ao 2ia outros grafos, quando o grafoH

possui menos deq vértices (Teorema 5.2). Somente nos casos em que as folhas são aranhas

ou os nós internos representam grafos resultantes da aplicação de 2ia grafos tais queH é uma

aranha é que o parâmetro em questão pode ser calculado em tempo linear (Lema 5.1). Como a

árvore de decomposição primeval possuiO(n) nós e calculamos o número de Grundy em cada

nó em tempoO(n), nosso algoritmo possui compelxidadeO(n2).

5.3 Coloraç̃ao Gulosa de Arestas

Como mencionado anteriormente, a coloração de grafos linha corresponde ao problema de

coloração de arestas para grafos em geral. A coloração gulosa de grafos linha, resultado da

aplicação do Algoritmo guloso de coloração (Algoritmo3) à tal classe, também possui uma

definição equivalente em coloração arestas, dada a seguir.

Seja um grafoG = (V,E) e uma ordemθ = e1, . . . ,en sobreE, o Algoritmo guloso de

coloraç̃ao de arestasatribui aei o menor inteiro positivo que ainda não foi atribuı́do a nenhuma

aresta adjacente aei no conjunto{e1, . . . ,ei−1}. Uma coloração obtida pela execução desse
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algoritmo em um grafo é chamada decoloraç̃ao gulosa de arestas.

Lembramos que umak-coloração de arestas de um grafoG também pode ser vista como

uma partiçãoP = (M1,M2, . . . ,Mk) do conjunto de arestas do grafo emk emparelhamentos

disjuntos onde cadaMi contém as arestas coloridas com a cori, para todoi ∈ {1, . . . ,k}. A

coloração gulosa de arestas possui a seguinte propriedade:

Propriedade 5.1 ∀i < j, toda aresta e em Mj é adjacente a uma aresta em Mi.

Observe que, se a Propriedade 5.1 não fosse satisfeita, o algoritmo guloso de coloração de

arestas não atribuiria uma cor maior quei à arestae. Reciprocamente, uma coloração de arestas

que satisfaz 5.1 é uma coloração gulosa de arestas relativa a qualquer ordenação de arestas em

que as arestas deMi precedem as deM j , ∀i < j.

O maior número de cores obtidas pela aplicação do Algoritmo guloso de coloração de

arestas em um grafoG é o seúındice de Grundye é denotado porΓ′(G). Note queΓ′(G) =

Γ(L(G)). Por definição,∆(G)≤ χ ′(G)≤ Γ′(G). Além disso, como uma aresta é adjacente a no

máximo 2∆(G)−2 outras arestas (∆−1 em cada extremidade), a coloração gulosa das arestas

deG usa no máximo 2∆(G)−1. Dessa forma,∆(G) ≤ Γ′(G) ≤ 2∆(G)−1.

Estrelas são exemplos de grafos em que o ı́ndice de Grundy éigual ao grau máximo.

Também existem grafos em que o limite superior de 2∆(G)− 1 para o ı́ndice de Grundy é

alcançado, como as árvores que chamamos aqui debinomiais em arestas. A definição de tais

árvores se assemelha à definição das árvores binomiais. A árvore binomial em arestas Be
k, de

ordemk, é definida como segue:

Be
k =



























P2, se k= 0

P3, se k= 1

obtida a partir da inclusão uma arestae incidente às raı́zes deBe
k−1 eBe

k−2,

e com a mesma raiz deBe
k−2, se k> 1

Considere uma árvore binomial em arestasBe
k e uma ordemθ sobre as arestas deBe

k tal que

os primeiros elementos da ordem são as arestas incidentes `as folhas{ f1, . . . , fx} deBe
k, depois,

nesta ordemθ , estão as arestas incidentes às folhas deBk−{ f1, . . . , fx}, e assim sucessivamente.

Veja que ao aplicarmos o Algoritmo guloso de coloração de arestas usando essa ordemθ , serão

utilizadas 2∆(Be
k)−1 cores, parak∈ {0,2,4, . . .}.

Não foram encontrados resultados na literatura sobre coloração gulosa de arestas. Os resul-

tados que seguem foram obtidos durante um estágio de mestrado no INRIA - Sophia Antipolis,
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Figura 5.4:Árvores binomiais em arestas.

sob a orientação de Frédéric Havet. O estágio foi realizado graças a uma parceria do grupo

ParGO com a equipe Mascotte. Nessa ocasião, estudamos a complexidade de encontrar o ı́ndice

de Grundy de um grafo, mostrando que é um problema NP-difı́cil. Além disso, analisamos o

problema para a classe dos caterpillars.

5.3.1 co-NP-completude de Coloraç̃ao Gulosa de Arestas

Nesta seção, provamos que é NP-difı́cil encontrar o ı́ndice de Grundy de um grafo. Para

isso, mostramos que o problema IGM, definido a seguir, é co-NP-completo.

Índice de Grundy Mı́nimo (IGM)

Instância: Um grafoG.

Pergunta:Γ′(G) = ∆(G)?

Nossa redução é feita a partir do problema de coloraçãode arestas de grafos cúbicos

(ICGC), provado ser NP-completo em [25].

Índice Cromático de Grafos Cúbicos (ICGC)

Instância: Um grafo cúbicoG.

Pergunta: O ı́ndice cromático de um grafo cúbicoG é igual a 3?

Estendemos esse resultado para o problema mais geral FIG.

f -Índice de Grundy (FIG)

Instância: Um grafoG.

Pergunta:Γ′(G) ≤ f (∆(G))?

Observe que sef é a identidade (f (k) = k, para todok), entãof -Índice de Grundy é́Indice
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de Grundy Mı́nimo. Nós mostramos que para qualquer função f tal quek ≤ f (k) ≤ 2k− 2

(pelos limites de∆(G)), o problemaf -Coloração Gulosa de Arestas é co-NP-Completo.

Nós mostramos primeiramente a co-NP-completude deÍndice de Grundy Mı́nimo.

SejaH um grafo cúbico comn vérticesw1, . . . ,wn. SejaG o grafo definido porV(G) =

V(H)∪{u1, . . . ,un}∪{v,a,b,c} eE(G) = E(H)∪{uiwi |1≤ i ≤n}∪{vui|1≤ i ≤n}∪{av,bv,cv}.

O grafoG é mostrado na figura Figure 5.5.

Figura 5.5: GrafoG obtido de um grafo cúbicoH.

Em G, d(v) = n+ 3, enquanto o grau de todos os outros vértices é no máximo 4. Dessa

forma,∆(G) = d(v) = n+3, uma vez quen≥ 4 porH ser cúbico. Além do mais, toda aresta de

G é adjacente a no máximon+3 arestas, entãoΓ′(G)≤ n+4= ∆(G)+1. Portanto, o ı́ndice de

Grundy deG é ∆(G) ou ∆(G)+1. No Teorema 5.3, mostramos a redução do problemaÍndice

Cromático de Grafos Cúbicos paraÍndice de Grundy Mı́nimo [22].

Teorema 5.3 χ ′(H) = 3 se e somente seΓ′(G) = ∆(G)+1.

Demonstraç̃ao: (⇒) Suponha que existe uma 3-coloração de arestasc deH. Vamos estender

c para uma coloração gulosa de arestas deG com ∆(G) + 1 = n+ 4 cores. Façac(av) = 1,

c(bv) = 2, c(cv) = 3 e, para todo 1≤ i ≤ n, c(uiwi) = 4 ec(uiv) = i +4. Note que todo vértice

wi é incidente a uma aresta deH com cada uma das cores 1, 2 e 3, uma vez queH cúbico.É fácil

ver que essa é uma(n+4)-coloração gulosa de arestas deG, poisc cumpre a Propriedade 5.1.

(⇐) Suponha que existe uma(n+ 4)-coloração gulosa de arestas deG. Alguma aresta re-

cebe a corn+ 4. Tal aresta tem que ser adjacente a pelo menosn+ 3 arestas e, portanto, tem

que ser uma das arestasvui , digamosvun. Comovun é adjacente a exatamenten+ 3 arestas
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e a coloração é gulosa, todas as arestas adjacentes avun devem receber cores diferentes entre

1, . . . ,n+3.

Observe que a aresta vizinha devun com a corn+3 deve ser uma dasvui , parai 6= n, pois

somente as mesmas possuemn+2 vizinhos que podem receber as cores menores que as suas.

O mesmo occore com as arestas vizinhas devun que devem ser coloridas com as cores de 5 a

n+2, e dessa forma as arestasvui , parai = 1..n, devem ter as cores de 5 an+4.

As arestasvui são adjacentes a arestas coloridas com 1,2,3 e 4. As que tem a cor 4 devem

seruiwi , dado que as arestasav, bvecvsão adjacentes a no máximo duas arestas coloridas com

alguma das cores em{1,2,3}. Logo,c(uiwi) = 4, para todo 1≤ i ≤ n, eav, bv, cvsão coloridas

com{1,2,3}.

Agora toda arestauiwi é adjacente a três arestas, uma de cada cor em{1,2,3}. Uma vez

quec(vui) ≥ 5, essas três arestas devem ser as três arestas incidentesawi emH. Portanto todas

as arestas deH recebem uma das cores em{1,2 e 3}, e a restrição dec a H é uma 3-coloração

de arestas. �

Corolário 5.1 O problema dáIndice de Grundy Ḿınimoé co-NP-completo.

Demonstraç̃ao: O problema dáIndice de Grundy Mı́nimo é claramente co-NP, pois uma

coloração gulosa de arestas de um grafoG com pelo menos∆(G)+ 1 cores é um certificado

queΓ′(G) > ∆(G). O resultado é complementado pela redução do Teorema 5.3. �

Observaç̃ao 5.1 O grafo G temı́ndice croḿatico ∆(G). Note que as arestas incidentes a v

podem ser coloridas com1, . . . ,∆(G), e essa coloraç̃ao pode ser estendida aplicando-se o al-

goritmo gulosoàs demais arestas. Como todas elas são adjacentes a no ḿaximo seis outras

arestas, ter̃ao no ḿaximo cor7. Como∆(G) ≥ 7, obtemos uma∆(G)-coloraç̃ao de arestas.

Dessa forma, a redução acima mostra quée co-NP-completo decidir seΓ′(G) = χ ′(G).

Agora mostraremos a co-NP-completude do problemaf -Índice de Grundy, generalizando

os resultados apresentamos acima para o problema daÍndice de Grundy Mı́nimo.

SejaH uma grafo cúbico comn vérticesw1, . . . ,wn e sejaG um grafo como o definido na

prova do Teorema 5.3. Sejap = f (n+ 3)− (n+ 3). Então 0≤ p ≤ n+ 1. Para 1≤ i ≤ p,

definimosTi como a árvore com conjunto de vértices{ai,bi ,ci , ti}∪{ai, j ,bi, j ,ci, j ,si, j , ti, j | 1≤

j ≤ n−1} e conjunto de arestas{aiti,biti,citi}∪
⋃n−1

j=1{ai, jti, j ,bi, jti, j ,ci, jti j , ti, jsi, j ,si, jti}. Seja

G′ o grafo obtido pela união disjunta deG e Ti adicionada das arestasunti para todo 1≤ i ≤ p.

O grafoG′ é mostrado na figura Figure 5.6.
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Figura 5.6: GrafoG′ obtido de um grafo cúbicoH.

Observe que∆(G′) = n+ 3 e os vértices com graun+ 3 sãov, t1, . . . , tp e un quandop =

n+ 1. Além do mais, toda aresta é adjacente a no máximon+ 3+ p arestas, e dessa forma

Γ′(G) ≤ n+3+ p+1 = f (∆(G′))+1. No Teorema 5.4, apresentamos a redução do problema

Índice Cromático de Grafos Cúbicos paraf -Índice de Grundy [22].

Teorema 5.4 χ ′(H) = 3 se e somente seΓ′(G′) = f (∆(G′))+1.

Demonstraç̃ao: (⇒) Suponha que existe um 3-coloração de arestasc deH. Vamos estenderc

para uma coloração gulosa de arestas deG′ com f (∆(G′))+1= n+ p+4 cores. Primeiramente,

estendemosc em uma(n+4)-coloração gulosa deG como fizemos na prova do Teorema 5.3.

Em particular, temosc(unwn) = 4 ec(unv) = n+4. Para todo 1≤ i ≤ p e todo 1≤ j ≤ n−1,

façac(tiai) = 1,c(tibi) = 2,c(tici) = 3,c(ti, jai, j) = 1,c(ti, jbi, j) = 2,c(ti, jci, j) = 3,c(ti, jsi, j) = 4,

c(si, jti) = j +4 e finalmentec(tiun) = n+4+ i. É fácil verificar quec cumpre a Propriedade 5.1,

e portanto é uma(n+ p+4)-coloração gulosa de arestas deG′.

(⇐) Suponha queG′ admite uma(n+ p+ 4)-coloração coloração gulosa de arestasc. Para

todo 1≤ i ≤ p, deve existir pelo menos uma arestaei com a corn+4+ i. Essas arestas devem

ser adjacentes a pelo menosn+3+ i arestas, pela Propriedade 5.1. Então todaei deve está em

F = {vun}∪{unti |1≤ i ≤ p}. A arestaep é adjacente a uma arestae0 colorida comn+4. Essa

aresta é adjacente a pelo menosn−4 arestas, uma de cada cor em{1, . . . ,n+ 3} e ep. Então

e0 também deve está emF. Pela cardinalidade deF, todas as arestas todas as arestas desse

conjunto são coloridas com cores diferentes entre{n+4, . . . ,n+ p+4}.

Desde quevun tem uma das cores{n+4, . . . ,n+ p+4} e tem arestas vizinhas com as cores

{1, . . . ,n+3} emG, podemos aplicar o mesmo argumento utilizado na prova do Teorema 5.3 e

chegar à conclusão de que a restrição dec a H é uma 3-coloração de arestas. �
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Corolário 5.2 O problema f -́Indice de Grundýe co-NP-completo.

Demonstraç̃ao: O problema f -Índice de Grundy é claramente co-NP, pois uma coloração

gulosa de arestas de um grafoG com pelo menosf (∆(G)) + 1 cores é um certificado que

Γ′(G) > f (∆(G)). O resultado é complementado pela redução do Teorema 5.4. �

5.3.2 Índice de Grundy dos Caterpillars

Nesta seção, mostramos um algoritmo polinomial para resolver o problema da Coloração

gulosa de arestas para os caterpillars. Esses grafos que são árvores tais que se todas as folhas

e arestas incidentes às mesmas forem removidas, o que restado grafo é um caminho induzido,

chamado caminho principal.

Nos próximos resultados, demonstramos algumas propriedades da coloração gulosa de ares-

tas dos caterpillars. Nós mostramos que seT é um caterpillar,Γ′(T) ≤ ∆(T) + 1, e então o

ı́ndice de Grundy deT é ∆(T) ou ∆(T)+1. Em seguida, damos um algoritmo polinomial para

computarΓ′(T).

Lema 5.4 Seja T um caterpillar e v um vértice no seu caminho principal. Em toda coloração

gulosa de arestas de T, as cores1, . . . ,d(v)−2 aparecem nas arestas incidentes a v.

Demonstraç̃ao: Sejac uma coloração gulosa de arestas deT. Suponha por absurdo que uma

das coresα ∈ {1, . . . ,d(v)−2} não é atribuı́da a nenhuma aresta incidente av. Como todas as

arestas incidentes av possuem cores diferentes, pelo menos pelo menos três coresmaiores que

d(v)−2 aparecem em três arestas incidentes av. Uma dessas cores, digamosβ , deve aparecer

em uma arestae incidente a uma folha. Mase é adjacente somente às arestas incidentes av.

Então, para algumα ≤ d(v)−2, e não é adjacente aα. Comoα ≤ d(v)−2 < β , a coloração

de arestasc não é gulosa. �

Lema 5.5 Seja c uma coloraç̃ao gulosa de arestas de um caterpillar T e v um vértice no cami-

nho principal de T . Se duas arestas e1 e e2 incidentes em v recebem cores maiores que d(v)−1,

ent̃ao e1 e e2 são duas arestas do caminho principal e as arestas que tem comoextremidades v

e uma folha s̃ao coloridas1, . . . ,d(v)−2.

Demonstraç̃ao: Suponha por absurdo que uma dessas duas arestas, digamose1, é incidente a

uma folha. Entãoe1 é adjacente ad(v)−1 outras arestas, e uma delas,e2, foi colorida com uma

cor maior qued(v)−1. Portantoe1 é adjacente a no máximod(v)−2 arestas cujas cores são
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menores ou igual ad(v)−1. Então, existe uma corα em {1, . . . ,d(v)−1} tal que nenhuma

aresta adjacente ae1 possui a corα. Isso contradiz o fato dec ser gulosa. Entãoe1 e e2 são

arestas do caminho principal.

Agora, pelo Lema 5.4, devem existir arestas incidentes av com cada uma das cores em

{1, . . . ,d(v)−2}. Dessa forma, asd(v)−2 arestas diferentes dee1 e e2, que são as arestas que

conectamv às folhas, possuem as cores{1, . . . ,d(v)−2}. �

Teorema 5.5 Se Té um caterpillar, ent̃ao Γ′(T) ≤ ∆(T)+1.

Demonstraç̃ao: SejaT um caterpillar e∆(T) = ∆. Suponha por contradição que existe uma

coloração gulosa de arestasc deT com∆ +2 cores. Sejae uma aresta deT que recebeu a cor

∆+2 emc. Tal aresta deve ser adjacente a pelo menos∆+1 arestas, uma de cada uma das cores

1, . . . ,∆+1. Logo, a arestae está no caminho principal. De acordo com o Lema 5.5, as arestas

e1 e e2 adjacentes ae com as cores∆ e ∆+1 estão no caminho principal. Além disso, todas as

arestas adjacentes ae, excetoe1 e e2, possuem uma das cores em{1, . . . ,∆−2}. Entãoe não é

adjacente a nenhuma aresta com a cor∆−1, uma contradição. �

Na Figura 5.7 podemos ver um exemplo em queΓ′(T) = ∆(T)+1, para um caterpillarT.

Figura 5.7: CaterpillarT com∆(T) = 5 eΓ′(T) = 6.

O Teorema 5.5 implica que o ı́ndice de Grundy de um caterpillar é ∆(T) ou ∆(T) + 1.

Dessa forma, determinar o ı́ndice de Grundy de um caterpillar é equivalente ao problema da

Coloração Gulosa Mı́nima de Arestas. Com os próximos resultados, mostramos que podemos

calcularΓ′(T) em tempo linear.

Vejamos primeiramente algumas definições. SejaT um caterpillar com caminho principal

P= (v1,v2, . . . ,vn). A primeira arestadeP év1v2. Para qualquer arestae= vivi+1 ∈P, se remo-

vermosedeT, teremos dois caterpillarsT−
e eT+

e , o primeiro contendovi e o segundo contendo

vi+1. Por conveniência, dizemos que o caminho principal deT−
e éP−

e = (vi ,vi−1, . . . ,v1) e o ca-

minho principal deT+
e éP+

e = (vi+1,vi+2, . . . ,vn). Portanto a primeira aresta deT−
e é (vi ,vi−1)

e a primeira aresta deT+
e é (vi+1,vi+2).

Lema 5.6 Seja T um caterpillar de grau ḿaximo∆ com caminho principal P= (v1, . . . ,vn)

EntãoΓ′(T) = ∆+1 se e somente se existe uma aresta e∈ E(P)\{v1v2,vn−1vn} tal que
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(i) uma extremidade de e tem grau∆, e

(ii) um dos caterpillars T−e e T+
e tem uma coloraç̃ao gulosa de arestas tal que a primeira

aresta do seu caminho principalé colorida com∆ e o outro tem uma coloração gulosa

de arestas tal que a primeira aresta do seu caminho principaltem a cor∆−1.

Demonstraç̃ao: (⇒) Suponha queT tem uma(∆+1)-coloração gulosa de arestas. Sejaeuma

aresta com a cor∆+1. A arestae é adjacente a uma arestae1 com a cor∆ e a outrae2 com a cor

∆−1. Pelo Lema 5.5,e, e1 ee2 estão no caminho principal ee é incidente a um vértice de grau

∆, provando (i). Note quee não pode serv1v2 ou vn−1vn uma vez que essas duas arestas são

adjacentes a uma única aresta no caminho principal. Além disso, a coloração gulosa de arestas

induzida emT−
e e T+

e claramente satisfaz (ii).

(⇐) Suponha que existe uma arestae∈ E(P)\{v1v2,vn−1vn} satisfazendo (i) e (ii). Sejam

φ− e φ+ as colorações gulosas de arestas deT−
e e T+

e , repectivamente, como em (ii). Sejaφ a

coloração gulosa de arestas deT definida porφ(e) = ∆ +1, φ( f ) = φ−( f ), para todof ∈ T−
e

e φ( f ) = φ+( f ), para todof ∈ T+
e . Vamos mostrar queφ é uma coloração gulosa de arestas.

Claramente, dado queφ− e φ+ são gulosas, é suficiente provar quee é adjacente a arestas de

cada uma das coresi em {1, . . . ,∆}. Uma vez queφ+ e φ− satisfazem (ii),e é adjacente a

arestas coloridas com∆ e ∆−1. Por (i),e é incidente a um vérticev de grau∆. Esse vértice é

incidente ae e a uma arestaf no caminho principal. A arestaf é a primeira aresta deTf , onde

Tf = T+
e ou Tf = T−

e . Em uma coloração gulosa de arestas deTf , a arestaf tem cor maior que

∆− 2, então as∆−2 arestas incidentes av que não sãoe nem f são coloridas com todas as

cores entre 1, . . . ,∆−2. Portantoe é adjacente à arestas com todas as cores em{1, . . . ,∆}. �

Lema 5.7 Seja T um caterpillar com caminho principal P tal que a primeira arestaé e= uv. T

tem uma coloraç̃ao gulosa de arestas em que e recebe a cor k se e somente se uma das seguintes

afirmaç̃oes vale:

(i) d(u) ≥ k ou d(v) ≥ k;

(ii) d(u) = k−1 e T+
e admite uma coloraç̃ao gulosa de arestas tal que a primeira aresta de

P+
e possui a cor k−1.

Demonstraç̃ao: (⇒) Sejae = uv com u o primeiro vértice deP. Suponha queT tem uma

coloração gulosa de arestas tal quee recebe a cork e e não é incidente a vértices de grau

k. Então as arestas incidentes au devem ter as cores 1, . . . ,d(u)− 1. Pela Propriedade 5.1,

e deve ser adjacente a arestas com todas as cores 1, . . . ,k− 1. A aresta colorida comk− 1
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só pode ser a primeira aresta deP+
e , e as arestas incidentes av e a folhas recebem as cores

1, . . .d(v)− 2. Então a aresta incidente ae e colorida comk− 2 deve ser incidente au, e

portantod(u)−1≥ k−2, isto é,d(u) ≥ k−1.

(⇐) Suponha agora que (i) vale. Sejax um vértice em{u,v} com grau pelo menosk.

Podemos colorir todas as arestas incidentes ax com 1, . . . ,d(v) tal quee é colorida comk e

então estendemos essa coloração de arestas de forma gulosa para obter a coloração gulosa de

arestas desejada deT.

Finalmente suponha que (ii) vale. Sejaφ uma coloração gulosa de arestas deT+
e tal que

a primeira aresta deP+
e possui cork−1. Podemos estender essa coloração atribuindok à e e

1, . . . ,k−2 àsk−2 arestas que tem como extremidadesu e uma folha.É fácil verificar que essa

é uma coloração gulosa de arestas deT. �

O Teorema 5.5 e o Lema 5.6 implicam que o Algoritmo 4 retorna o ´ındice de Grundy de

T utilizando a Sub-rotina primeiraAresta(T,P,k), que retorna ’sim’ se um caterpillarT com

caminho principalP admite uma coloração gulosa de arestas tal que a primeira aresta deP

recebe a cork.

Algoritmo 4 : indiceGrundy(T)

Entrada: CaterpillarT.
Sáıda: Γ′(T).

SejaP = (v1,v2, . . . ,vn) o caminho principal deT. Computed(vi) para todo 1≤ vn e1

compute∆ = ∆(T).
para i = 2, . . . ,n−2 faça2

e := vivi+1;3

sed(vi) = ∆ ou d(vi+1) = ∆ então4

seprimeiraAresta(T+e , P+
e , ∆)=TRUE e primeiraAresta(T−e , P−

e , ∆−1)=TRUE5

então
retorne∆+1;6

seprimeiraAresta(T+e , P+
e , ∆−1)=TRUE e primeiraAresta(T−e , P−

e , ∆)=TRUE7

então
retorne∆+1;8

Retorne∆;9

A sub-rotina primeiraAresta pode ser obtida pelo Algoritmo5 de acordo com o Lema 5.7.

Vamos examinar agora a complexidade do Algoritmo 4. Primeiramente observe que a

sub-rotina primeiraAresta(T, P, k) faz um número constante de operações antes de chamar
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Algoritmo 5 : primeiraAresta(T,P,k)

Entrada: CaterpillarT com caminho principalP e um inteirok.
Sáıda: TRUEse existe umak-coloraç ao gulosa de arestas deT coma primeira aresta de

P colourida com a cork, eFALSE, caso contrário.

Sejau o primeiro vértice deP ev o segundo vértice. (Entãouv é a primeira aresta.)1

sed(u) ≥ k ou d(v) ≥ k então2

retorneTRUE;3

sed(u) ≥ k−1 então4

retorne primeiraAresta(T −u, P−u, k−1);5

retorneFALSE;6

primeiraAresta(T −u, P−u, k−1). Então uma indução simples mostra que são feitasO(k)

operações no total.

O Algoritmo 4 computa primeiro (linha 1) os graus de todos osvi , que pode ser feito em

tempoO(|V(T)|), e então pega o máximo entre todos esses valores, que tamb´em pode ser feito

em tempoO(|V(T)|.

Em uma segunda fase (linhas 2 a 8), para cada arestae∈ P que é incidente a um vértice

de grau∆, o Algoritmo 4 faz no máximo quatro chamadas a primeiraAresta com os últimos

parâmetros iguais a∆ − 1 ou ∆. Então para cadae∈ P ele fazO(∆) operações. SejaS o

conjunto de vértices com grau∆. O número de arestas deP incidentes a um vértice de grau

∆ é no máximo 2|S|. Porém todo vértice emS é adjacente a pelo menos∆−2 folhas. Então

|V(T)| ≥ |S|+(∆−2)|S|, portanto|S| ≤ |V(T)|/(∆−1). Logo, na segunda fase, o algoritmo

faz no máximoO
(

2× |V(T)|
∆−1 ∆

)

= O(|V(T)|) operações.

Dessa forma, no total, o Algoritmo 4 executaO(|V(T)|) operações.
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6 Conclus̃oes

Os problemas de coloração de vértices e de arestas, que consistem em determinar o menor

número de cores necessárias para colorir os vértices e asarestas de um grafo, respectivamente,

de forma que vértices adjacentes e arestas adjacentes, respectivamente, possuam cores distintas,

são problemas computacionalmente difı́ceis e são objetode pesquisa recorrente em teoria dos

grafos em virtude dos inúmeros problemas práticos que eles modelam.

No presente trabalho, estudamos o pior desempenho dos algoritmos gulosos de coloração

de vértices e de arestas e provamos dois resultados de complexidade. Provamos que o número

de Grundy de um(q,q− 4)-grafo pode ser determinado em tempo polinomial. Essa classe

contém estritamente a classe dos cografos e grafosP4-esparsos, para os quais o mesmo resultado

havia sido estabelecido. Esse resultado generaliza, portanto, aqueles resultados. O algoritmo

apresentado usa a decomposição primeval desses grafos, determinando o parâmetro em tempo

polinomial.

Uma consequência desse resultado é a prova de que o problema de coloração gulosa é FTP

(Fixed Parameter Tractable), isto é, pode ser resolvido emtempo f (k)p(n) para um parâmetro

k, o que era desconhecido até o momento. Como vimos anteriormente, todo grafo pertence à

(q,q−4) para algumq, e então podemos utilizarq como parâmetro para o algoritmo FTP.

Uma questão interessante a ser investigada é a determinac¸ão da relação dos(q,q− 4)-

grafos com os grafosP4-carregados estendidos gordos e os grafos livres deP5. As três classes

possuem interseção, porém, para as duas primeiras, o número guloso pode ser calculado em

tempo polinomial enquanto para a última é NP-completo.É possı́vel que essa interseção seja

exatamente os únicos grafos livres deP5 para os quais o problema pode ser resolvido em tempo

polinomial.

No que se refere à coloração de arestas, provamos que o problema de determinar o ı́ndice

de Grundy é NP-completo para grafos em geral e polinomial para grafos caterpillar, implicando

que o número de Grundy é polinomial para os grafos linha desses. Mais especificamente pro-

vamos que o ı́ndice de Grundy dos caterpillar é∆ ou∆+1, e apresentamos um algoritmo linear
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para determiná-lo exatamente. Dado que os caterpillar são árvores bastante especiais, a próxima

questão a ser investigada é a complexidade do problema para árvores quaisquer.
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cromático, 8, 20
de Grundy, 9
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própria, 8, 19

de arestas, 8
complemento de um grafo, 13
componentes de um grafo, 14
conjunto

estável, 13
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