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Chapitre VIII

Locality-Sensitive Hashing
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Données:

Espace Euclidien d -dimensionel : R
d

4 / 28



Focus

Données:

Espace Euclidien d -dimensionel : R
d

Objectif: Recherche approximative avec performances
bornées
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Focus

Données:

Espace Euclidien d -dimensionel : R
d

Objectif: Recherche approximative avec performances
bornées

Temps de recherche sous-linéaire, taille de l’index linéaire

Encore un problème ouvert: Recherche approximative
avec temps logarithmique et taille linéaire
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Définition de LSH

Indyk&Motwani’98

Famille de fonctions de hachage locality-sensitive

H avec paramètres (ǫ, r , P1, P2):

Si ‖p − q‖ ≤ r alors PrH[h(p) = h(q)] ≥ P1

Si ‖p − q‖ ≥ (1 + ǫ)r alors PrH[h(p) = h(q)] ≤ P2
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Définition: requêtes à un rayon près
approximatives

Requêtes à un rayon r près (1 + ǫ)-approximatives:

s’il y a au moins un p ∈ S : d(q, p) ≤ r retourne des
p′ : d(q, p′) ≤ (1 + ǫ)r

q

r
(1+ǫ)r
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Efficacité de LSH

Notation: ρ = log(1/P1)
log(1/P2)

< 1

Theorem
Toute famille de fonctions de hachage

(ǫ, r , P1, P2)-locality-sensitive conduit à un algorithme

pour la recherche à un rayon r près (1 + ǫ)-approximative

avec ∼ nρ de temps de recherche et n1+ρ de taille d’index
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Efficacité de LSH

Notation: ρ = log(1/P1)
log(1/P2)

< 1

Theorem
Toute famille de fonctions de hachage

(ǫ, r , P1, P2)-locality-sensitive conduit à un algorithme

pour la recherche à un rayon r près (1 + ǫ)-approximative

avec ∼ nρ de temps de recherche et n1+ρ de taille d’index

Preuve dans les prochains slides
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LSH: Construction des index

Function de hachage multidimensionnelle:
g(p) =< h1(p), . . . , hk(p) >
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LSH: Construction des index

Function de hachage multidimensionnelle:
g(p) =< h1(p), . . . , hk(p) >

Preprocessing avec paramètres L, k :

1 Choisir aléatoirement L fonction de hachage
composée de k composantes chacune

2 Hacher chaque p ∈ S dans les L ”cases”
g1(p), . . . , gL(p)

Taille de l’index: O(Ln)
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LSH: Recherche

1 Calculer les L empreintes g1(q), . . . , gL(q)

2 Aller aux cases correspondantes et retourner les
objets contenus

3 En pratique: vérifier explicitement d(p, q) ≤?r pour
les objet retournés

Temps de recherche est O(L)
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LSH: Analyse (1/2)

Pour avoir une probabilité d’erreur au plus égale à δ il
faut prendre k , L tels que

Pk
2 n ≈ 1 L ≈ (1/P1)

k log(1/δ)
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faut prendre k , L tels que

Pk
2 n ≈ 1 L ≈ (1/P1)

k log(1/δ)

Avec ces contraintes on obtient en effet:

k =
log n
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LSH: Analyse (1/2)

Pour avoir une probabilité d’erreur au plus égale à δ il
faut prendre k , L tels que

Pk
2 n ≈ 1 L ≈ (1/P1)

k log(1/δ)

Avec ces contraintes on obtient en effet:

k =
log n

log(1/P2)

L = (1/P1)
log n

log(1/P2) log(1/δ) = n
log(1/P1)
log(1/P2) log(1/δ) = nρ log(1/δ)
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LSH: Analyse (2/2)

L’espérance du nombre d’objets rencontrés à moins de
(1 + ǫ)r de la requête est Pk

2 Ln ≈ L

Pour les vrais voisins à r -près la probabilité d’être hachés
dans une même case que q est au moins

1− (1− (1/P1)
k)L ≥ 1− (1/e)

L

(1/P1)k ≥ 1− δ
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LSH: Analyse (2/2)

L’espérance du nombre d’objets rencontrés à moins de
(1 + ǫ)r de la requête est Pk

2 Ln ≈ L

Pour les vrais voisins à r -près la probabilité d’être hachés
dans une même case que q est au moins

1− (1− (1/P1)
k)L ≥ 1− (1/e)

L

(1/P1)k ≥ 1− δ

Taille de l’index O(Ln) ≈ n1+ρ+o(1)

Recherche O(L) ≈ nρ+o(1)
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Hashing dans une grille de sphères: idée

1 Projeter l’espace initial dans un espace
t-dimensionel (Transformation A)
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Hashing dans une grille de sphères: idée

1 Projeter l’espace initial dans un espace
t-dimensionel (Transformation A)

2 Couvrir le nouvel espace par U grilles alternées de
sphères de rayon w (pas 4w)

3 Hacher les objets p dans le case correspondant à la
première boule contenant A(p)

12 / 28



Initialization

Paramètres: t = log2/3 n, w = r log1/6 n, U = 2t log t log n

Construire la matrice A (d × t) en prenant chaque
élément aléatoirement selon une loi normale
N(0, 1√

t
)

Pour chaque 1 ≤ i ≤ U choisir un décalage aléatoire
v̄i ∈ [0, 4w ]t
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BG Hashing: Calcul des empreintes d’un
objet

1 Calculer p′ = A(p)

2 Pour i = 1 à U vérifier si p′ est couvert par la i -ème
grille de sphère. Si oui retourne l’index i , le centre
de la sphère et stoppe.

3 Si une telle sphère n’existe pas: échec
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BG Hashing: Analyse

Observation: La probabilité que
‖Ap−Ap′‖
‖p−p′‖ /∈ [1− ε, 1 + ε] est au plus exp(−ε2t)
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BG Hashing: Analyse

Observation: La probabilité que
‖Ap−Ap′‖
‖p−p′‖ /∈ [1− ε, 1 + ε] est au plus exp(−ε2t)

Etant donnés deux points p, s ∈ R
t : ‖p − s‖ = ∆:

Pr [h(p) = h(s)] =
B(p, w) ∩ B(s, w)

B(p, w) ∪ B(s, w)
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BG Hashing: Résultat final

Après 3 pages de calcul:

ρ =
log(1/P1)

log(1/P2)
= 1/c2 + o(1)
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BG Hashing: Résultat final

Après 3 pages de calcul:

ρ =
log(1/P1)

log(1/P2)
= 1/c2 + o(1)

Theorem (Andoni & Indyk 2006)

Soit une requête c-approximative à un rayon près r dans

un espace d-dimensionnel. Alors pour tout δ il y a un

unique algorithme aléatoire avec environ n1/c2+o(1) de

temps de recherche et n1+1/c2+o(1) de taille d’index. Pour

toute requête cet algorithme répond correctement une

probabilité de au moins 1− δ
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Future de LSH

Avantage:

Temps de filtrage sous-linéaire théorique pour
requêtes approximatives à (1 + ǫ)r près, quelles que
soit les données
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Future de LSH

Avantage:

Temps de filtrage sous-linéaire théorique pour
requêtes approximatives à (1 + ǫ)r près, quelles que
soit les données

Inconvénients:

La probabilité d’erreur ne peut amplifiée que pendant le
preprocessing, elle ne peut être inférieure à 1/n

Analysis asymptotique de la puissance ρ: dans quelle mesure
n1/c2+o(1) est-il vraiment sous-linéaire ?

Pour la recherche des plus proches voisins c = max rNN(q)
rFN(q)

, où

rFN(q) est le voisin le plus éloigné. On aimerait que ce soit
proche de 1.
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Chapitre IX

Projections aléatoires
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Focus

Données:

Cube de Hamming: {0, 1}d avec distance de Hamming
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Focus

Données:

Cube de Hamming: {0, 1}d avec distance de Hamming

Objectif: Recherche approximative avec performances
bornées

Temps de recherche logarithmique, taille de l’index polynomiale

Encore un problème ouvert: Recherche approximative
avec temps logarithmique et taille linéaire
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Principe

Problème: Requêtes (1 + ε)-approximative à un rayon
l -près dans cube de Hamming d -dimensionnel
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Principe

Problème: Requêtes (1 + ε)-approximative à un rayon
l -près dans cube de Hamming d -dimensionnel

Appliquer une réduction {0, 1}d dans {0, 1}k telle
que les l -voisins tombent généralement à δ1k les uns
des autres, tandis que les objets distants de (1 + ε)l
tombent à δ2k les uns des autres

précalculer les (δ1+δ2

2 )k-voisins pour tout point dans

{0, 1}k

Pendant la recherche, projeter q et vérifier
explicitement tous les (δ1+δ2

2 )k-voisins précalculés
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Pr. Al.: Test du produit scalaire

Test simple:

Choisir aléatoirement un ensemble de composantes
selon une loi binomiale de paramètre 1

2l
, (espérance

du nombre de composantes d
2l

)

Affecter aléatoirement 0 ou 1 à toutes ces positions,
affecter les autres à 0. Soit r le vecteur résultat.

hr(p) = r · p
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Pr. Al.: Test du produit scalaire

Test simple:

Choisir aléatoirement un ensemble de composantes
selon une loi binomiale de paramètre 1

2l
, (espérance

du nombre de composantes d
2l

)

Affecter aléatoirement 0 ou 1 à toutes ces positions,
affecter les autres à 0. Soit r le vecteur résultat.

hr(p) = r · p

Observation: Il existe des constantes δ1 > δ2

Hd(p, s) ≤ l ⇒ Pr [h(p) = h(q)] ≥ δ1

Hd(p, s) ≥ (1 + ε)l ⇒ Pr [h(p) = h(q)] ≤ δ2
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Pr. Al.: Prétraitement

Projection par produit scalaire:

Choisir k tests aléatoires r1, . . . , rk

Projeter tous les p dans A(p) = hr1(p) . . . hrk(p)
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Pr. Al.: Prétraitement

Projection par produit scalaire:

Choisir k tests aléatoires r1, . . . , rk

Projeter tous les p dans A(p) = hr1(p) . . . hrk(p)

Structure

Appliquer le produit scalaire à tous les objets de la
base

Pour tout v ∈ {0, 1}k précalculer tous les
(δ1+δ2

2 )k-voisins
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Pr. Al.: Recherche

Calculer A(q) = hr1(q) . . . hrk(q)

Retrouver et vérifier explicitement les
(δ1+δ2

2 )k-voisins de A(q)
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Pr. Al.: Recherche

Calculer A(q) = hr1(q) . . . hrk(q)

Retrouver et vérifier explicitement les
(δ1+δ2

2 )k-voisins de A(q)

Analyse:

Probabilité de rater les vrais l -voisins: exp(−δ1−δ2

2δ1
k)

Probabilité de perdre du temps sur un
(1 + ε)l -objet: exp(−δ1−δ2

2δ1
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Pr. Al.: Recherche

Calculer A(q) = hr1(q) . . . hrk(q)

Retrouver et vérifier explicitement les
(δ1+δ2

2 )k-voisins de A(q)

Analyse:

Probabilité de rater les vrais l -voisins: exp(−δ1−δ2

2δ1
k)

Probabilité de perdre du temps sur un
(1 + ε)l -objet: exp(−δ1−δ2

2δ1
k)

Il faut prendre un k logarithmique qui conduit à une
taille d’index polynomiale pour {0, 1}k dont il faut
précalculer les PPV.
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Pr. Al.: Formellement

Theorem (Kushilevetz, Ostrovsky, Rabani, 1998)

Soit une requête à un rayon l près (1 + ε)-approximative

dans le cube de Hamming d-dimensionnel. Alors pour

tout µ il y a unique algorithme aléatoire avec

d2polylog(d , n) temps de recherche et nO(ε−2) taille

d’index. Pour toute requête, cet algorithme répond

correctement avec une probabilité de au moins 1− µ
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Chapitre X

Etude de SASH
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Exercice

Prouver qu’un nombre 2O(t) de grilles de sphères
(w , 4w) choisies aléatoirement est suffisant pour couvir

l’espace t-dimensionnel avec une probabilité de 1/2
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En bref

Locality-sensitive hashing: Utilisation de projections
aléatoires définissant une liste de candidats qui sont
vérifier explicitement
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En bref

Locality-sensitive hashing: Utilisation de projections
aléatoires définissant une liste de candidats qui sont
vérifier explicitement

SASH: Approximation spatiale hiérarchique, pas
besoin de l’inégalité triangulaire, utilise uniquement
les relations de voisinage

Merci de votre attention! Questions?
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